3 Osna simetrija i centralna simetrija

Osnovne definicije

Za izometriju f kazemo da je involutorna ako je f razli¢ita od identitete, ali f o f = id.

Involutornu izometriju kod koje su sve tocke pravca a fiksne zovemo osnom simetrijom s
osi a ili simetrijom s obzirom na pravac a i oznacavamo je S,.

Involutornu izometriju kod koje su svi pravci kroz tocku A fiksni zovemo centralnom
simetrijom s centrom A ili simetrijom s obzirom na tocku A i oznacavamo ju s4.

Pokaze se da za svaki pravac a postoji tocno jedna osna simetrija s, te da za svaku tocku
A postoji toc¢no jedna centralna simetrija s4.

Ove su definicije ekvivalente s onima koje znate od ranije pa ¢emo na vjezbama koristiti
taj pristup:

Slika tocke T' ¢ a pri osnoj simetriji s, je tocka 7" = s,(7T") takva da je pravac a simetrala
duzine TT". Za T € a je s,(T) =T.

Slika tocke T # A pri centralnoj simetriji s je tocka T" = s4(T) takva da je tocka A
poloviste duzine T7". Za T = A je s4(T) = A.

Zadatci

3.1. Dan je pravac p i tocke B i C' s iste strane tog pravca. Konstruirajte tocku A
na pravcu p tako da polupravci AB i AC zatvaraju jednake usmjerene kutove
<(AB,p) = <(p, AC).

Analiza. Pretpostavimo da je zadatak rijesen, tj. da je odredena tocka A. Neka je
o pravac kroz C' okomit na p. Mogu nastupiti dva slucaja (Slike ispod):

1) B ne pripada pravcu o,

2) B pripada pravcu o.

U prvom slucaju, sjeciste o i p oznacimo sa D, a sjeciste polupravca BA i o sa
C’. Bududi da tocka A ima trazeno svojstvo te su kutovi <((AB,p) i <C'AD
vrsni, slijedi <DAC = <C'"AD. Iz KSK poucka dobivamo da su trokuti AADC
i AC'DA sukladni pa je |CD| = |C'D|. Dakle, C" = s,(C). Konacno, tocka A je
presjek pravca p i pravca BC'.

U drugom slucaju, tocka A je sjeciste pravca p i pravca BC'.
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Konstrukcija.

e U prvom sluéaju: konstruiramo tocku osnosimetri¢nu tocki C' obzirom na pra-
vac p i oznacimo je sa C’. Tocka A je presjek pravca p i pravca BC'.

e U drugom slucaju: tocka A je presjek pravca p i pravca BC.

Dokaz. U prvom slucaju: Slijedi iz konstrukcije. Naime, neka je C' = s,(C) i neka
je A presjek pravaca p i BC'. Oznacdimo sa D presjek pravaca p i CC’. Kako su po
SKS poucku trokuti AAC'D i AADC sukladni, slijedi da je <C'AD = <DAC, a
onda je i <(AB,p) = <DAC, sto je i trebalo dokazati. U drugom sluc¢aju dokaz
odmah slijedi iz konstrukcije.

Rasprava. Rjesenje je jedinstveno za B # C.

Dan je pravac p i tocke B i C s iste strane tog pravca. Konstruirajte tocku A na
pravcu p tako da je <(AB,p) = 2<(p, AC).

Analiza. Pretpostavimo da smo odredili tocku A. (Slika ispod.) Neka je s sime-
trala kuta <((AB,p). Tada je <(AB,s) = <(s,p) = <(AC,p). Neka je o okomica
na pravac p kroz tocku C. Oznacimo: {D} = o Np, {C'} = o Ns. Kako su trokuti
AADC i AAC'D sukladni, slijedi da je |CD| = |C'D| pa je C' = s,(C). 1z tocke C’
spustimo okomicu na pravac AB i noziSte oznacimo sa E. Kako su trokuti AAEC’
i AAC'D sukladni, slijedi da je |EC'| = |C'D| pa za kruznicu sa sredistem u C’
radijusa |C’D| vrijedi da ¢ée joj pravac BE biti tangenta. Konac¢no, primijetimo da
je tocka A sjeciste te tangente i pravca p.
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Konstrukcija.

1. Konstruiramo tocku osnosimetri¢nu tocki C' obzirom na pravac p i oznac¢imo
je sa C'.
2. Neka je d udaljenost tocke C’ do pravca p. Konstruiramo kruznicu k =

k(C',d).
3. Konstruiramo tangentu ¢ na kruznicu k iz tocke B.

4. Tocka A je presjek pravca p i tangente .

Dokaz. Slijedi iz konstrukcije. Naime, pretpostavimo da su svi elementi iz kons-
trukcije konstruirani. Oznac¢imo sa D presjek pravaca p i CC’, a sa E noziste
okomice iz C’ na tangentu t. Po SSK poucku trokuti AAEC" i AAC'D su sukladni
pa je <FAC" = <«C'AD. Nadalje, po SKS poucku su sukladni trokuti AAC'D i
AADC. Sad se lako vidi da je <(AB,p) = 2<(p, AC)

Rasprava. U zadatku smo podrazumijevali da trazimo tocku A takvu da za usmje-
rene kutove vrijedi <(AB,p) = 2<(p, AC). U tom slucaju je rjesenje jedinstveno.
Primijetimo da iako iz tocke B imamo dvije tangente na kruznicu k(C’,d), samo
jedna daje trazenu tocku A.

Ako ne gledamo usmjerene kutove nego samo kutove, imamo moguca ¢ak Cetiri rje-
Senja - iz tocke B dvije tangente na kruznicu k(C”,d) i dvije tangente na kruznicu
k(C,d). Jedan takav slucaj je prikazan na slici ispod.
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3.3. Dani su pravci d, e, f koji prolaze tockom O. Konstruirajte trokut AABC tako da
su mu dani pravci simetrale kutova.

Analiza. 1z tocke A povucemo pravac okomit na pravac e. Njegovo sjeciste s
pravcem e oznac¢imo s F, a sjeciSte s pravecem BC oznac¢imo s A’. Kako su po KSK
poucku trokuti AABE i AEBA’ sukladni, slijedi s.(A) = A’ € BC. Analogno,
iz vrha A povucemo pravac okomit na pravac f. Njegovo sjeciste s pravcem f
oznaCimo s F, a sjeciste s pravcem BC s A”. Kako su po KSK poucku trokuti
AAFC i AFA"C sukladni, slijedi sfp(A) = A” € BC. Konacno, primijetimo da je
tocka B presjek pravaca e i A’A”, a tocka C presjek pravaca f i A’A”.

Konstrukcija.

Odaberemo proizvoljnu tocku A na pravcu d, A # O.
Konstruiramo tocku A" = s.(A).
Konstruiramo tocku A” = s¢(A).

Tocka B je presjek pravaca e i A’A”.

AR B

Tocka C' je presjek pravaca f i A’A”.



Dokaz. 1z konstrukcije i trokuta promatranih u analizi, slijedi da je e simetrala
kuta <CBA i da je f simetrala kuta <AC'B. Kako se simetrale kutova trokuta
sijeku u jednoj tocki, slijedi da je d simetrala kuta <BAC.

Rasprava. Tocka A moze biti bilo koja tocka na pravcu d razli¢ita od O, pa ako
zadatak ima rjesenje, ima ih beskonacno mnogo. Odabirom tocke A, tocke B i C'
su jedinstveno odredene. Kad zadatak ima rjesenje?

Promotrimo proizvoljan trokut AABC kojemu su pravci d, e i f simetrale unutras-
njih kutova u vrhovima A, B i C, redom. Ako gledamo usmjerene kutove medu
pravcima, jasno je da je <(d,e) = <AOB, «(e, f) = <BOC i <«(f,d) = <COA.
Ako sa a1 f oznac¢imo unutrasnje kutove trokuta AABC u vrhovima A i B redom,
vidimo da je <AOB = 180° — § — g Budué¢i da je uvijek a + 8 < 180°, dobivamo
<(d,e) = <AOB > 90°. Analogno racunamo za ostale kutove. Dakle, da bi zada-
tak imao rjesenje, puni kut u vrhu O mora se mod¢i rastaviti na tri usmjerena tupa
kuta <t(d,e), <t(e, f) i <(f,d).

Nadalje, da bi rjeSenje postojalo, pravac A’A” mora sjeéi pravce e i f. Dakle, ne
smije biti A’A” || e ni A’A” || f. Dokazite sami za vjezbu da je A’A” || e ako i
samo ako je d_Lf i, analogno, da je A’A” || f ako i samo ako je d_Le. Nadalje, ako
pravac A’A” prolazi tockom O, onda su tocke B i C obje jednake O, pa zadatak
nema rjesenje. Zakljucite s donje slike da pravac A’A” prolazi tockom O ako i samo
ako je el f. Dakle, da bi zadatak imao rjesenje, nikoja dva od zadana tri pravca ne
smiju biti medusobno okomita. No, to ve¢ imamo osigurano kad u gornjem dijelu
zahtijevamo da se puni kut u vrhu O moze rastaviti na tri usmjerena tupa kuta

<(d,e), <(e, f) i <(f,d).

Primijetimo jos da nije dovoljno da zahtijevamo da nikoja dva od zadana tri pravca
nisu medusobno okomita jer ako je npr. usmjereni kut <(d, e) siljasti, dobit é¢emo
trokut AABC' kojemu su dva pravca simetrale vanjskih, a ne unutarnjih kutova

(slika ispod).



3.4. Konstruirajte ¢etverokut ABC'D kojemu dijagonala AC raspolavlja kut u vrhu A
ako su mu dane duljine stranica |AB| = a, |[BC| =b, |CD| = ¢, |DA| =d.

Analiza. Promotrimo prvo slucaj kad je d > a. Spustimo iz tocke B okomicu na
AC'. SjeciSte te okomice s pravcem AD oznacimo sa B’. Kako su trokuti AAEB’
i AABE sukladni, slijedi |B'E| = |BE|, pa je B’ = sac(B). Uoc¢imo da iz ove
sukladnosti trokuta slijedi i |AB'| = |AB| = a, pa je |B'D| = d — a. Nadalje, iz
sukladnosti trokuta AB'EC i AEBC slijedi |B'C| = |BC| = b. Sada u trokutu
AB'CD imamo |B'D| = d — a, |B'C| = b, |CD| = ¢, pa ga mozemo konstruirati.
Onda mozemo konstruirati tocku A na polupravcu DB’ tako da je |AD| = d, pa
tocku B tako da je B = sac(B').

Ako je d < a, u gornjemu zamijenimo uloge B i D. Ako je d = a, iz sukladnosti
trokuta AABC i AACD, dobivamo b = ¢. Tocke B i D su na presjeku kruznica
k(A,a) i k(C,b). Da bi se te kruznice sjekle u dvije tocke, mora biti |a — b| <

|AC| < a +b.
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Konstrukcija.



3.5.

(a) Prvislucaj kad je d > a:
1. Konstruiramo duzinu duljine d — a.
2. Konstruiramo trokut AB'C'D sa stranicama |B'D| = d — a, |B'C| = b,
|CD| = ec.
3. Konstruiramo tocku A na polupravcu DB’ tako da je |DA| = d.
4. Konstruiramo tocku B tako da je B = sac(B’).
(b) Drugi slucaj kad je d = a:
1. Oko proizvoljne tocke A konstruiramo kruznicu radijusa a.
2. Oko proizvoljne tocke C' takve da je |a — b| < |AC| < a + b, konstruiramo

kruznicu radijusa b.
3. Tocke B i D su presjek kruznica k(A,a) i k(C,b).

Dokaz. Slijedi iz konstrukcije. Raspisite sami za vjezbu.

Rasprava. Ako |d—al, bi ¢ zadovoljavaju nejednakost trokuta, mozemo konstruirati
trokut ¢ije su to duljine stranica. Kad konstruiramo takav trokut, tocke A i B su
jedinstveno odredene, pa u ovom slucaju imamo jedinstveno rjesenje. Ako jed = a i
b = ¢, u tom sluc¢aju imamo beskona¢no mnogo rjesenja. U svim ostalim slucajevima
zadatak nema rjesenje.

Dana je kruznica k, tocka A i pravac p. Konstruirajte pravac q koji prolazi kroz A,
a sijece k i p i tockama B i C tako da je A poloviste duzine BC'.

Analiza.  Pretpostavimo da je odreden pravac ¢q. Tada je |AB| = |AC| (slika
ispod). Centralna simetrija obzirom na A preslika tocku B u C, a pravac p u
pravac p’. Dakle, B je presjek pravca p’ i kruznice k. Konac¢no, pravac ¢ prolazi
kroz tocke A i B.

Konstrukcija.
1. Konstruiramo pravac p’ centralnosimetri¢an pravcu p obzirom na tocku A.
2. Tocka B je presjek pravca p’ i kruznice k.
3. Konstruiramo pravac g kroz tocke A i B.

Dokaz. Slijedi iz konstrukcije. Centralna simetrija osigurava da je |BA| = |AC.

Rasprava. Neka je S srediste dane kruznice, a r njen radijus. Oznac¢imo sa d
udaljenost d(S,p), a s a udaljenost d(A,p). Lako se vidi da je onda udaljenost
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pravaca p i p’ jednaka 2a. Neka je s pravac kroz S paralelan s p. Promotrimo
sljede¢e moguce slucajeve:

1) d > r, tj. pravac p nema zajednickih toc¢aka s kruznicom k.

Ako se pravci p i s nalaze s iste strane tocke A ili ako se A nalazi na pravcu s, zadatak
nema rjesenje. U slucaju da se tocka A nalazi izmedu pravaca p i s, zadatak ima
rjesenje ako i samo ako je d — r < 2a < d+ r. U slucaju jednakosti pravac p’ je
tangenta na kruznicu k pa imamo jedno rjesenje, a u slucaju stroge nejednakosti,
pravac p’ sijee kruznicu k u dvije tocke pa imamo dva rjesenja.

| 207
‘ G e
f A K
. ® /\ &N 5 ! ‘
5 A ﬂ ! | 3
3 | | & '
S S S S d-T |
-l ; E-‘; [l
i | T |
2 Do) 4 A v Mo I
e Temia, \ Lo S N WS < ’
Nemas e New oy ﬂlewvvdq, eMA VRS Ao B

2) d = r, tj. pravac p je tangenta na kruznicu k.
Ako se pravei p i s nalaze s iste strane tocke A, zadatak nema rjesenje. U slucaju
da se tocka A nalazi izmedu pravaca p i s, zadatak ima dva rjesenja. U slucaju da
tocka A pripada pravcu s, imamo jedno rjesenje.
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3) d < r, tj. pravac p sijeCe kruznicu k u dvije tocke i S ¢ p.

Ako se pravci p i s nalaze s iste strane tocke A te je A blize pravcu p, zadatak ima
rjesenje ako i samo ako je 2a < r—d. U slucaju da se pravci p i s nalaze s iste strane
tocke A te je A blize pravcu s, zadatak ima rjesenje ako i samo ako je 2a < r + d.
U slucaju da se tocka A nalazi izmedu pravaca p i s, zadatak ima dva rjesenja. U
slucaju da tocka A pripada pravcu s, imamo takoder dva rjesenja.
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Zadatak ima rjesenje ako i samo ako je 2a < r.
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3.6. Dane su kruznice k i ko sa zajednickom tockom A. Kroz A konstruirajte pravac p
kojemu tetive u kruznicama k; i ko imaju jednake duljine.

Analiza. Pretpostavimo da je konstruiran trazeni pravac p. Tada je |AB| = |AC|
(slika ispod). Neka je S) tocka centralnosimetricna tocki Sy obzirom na A, tj.
St = s4(52). Iz sukladnosti trokuta ABAS) i AAS,C slijedi |BSS| = r2, pa se B
nalazi na presjeku kruznica ky i k(S5,72). Primijetimo da je k(S%,72) = sa(ka).




Konstrukcija.

1. Konstruiramo kruznicu k) centralnosimetri¢nu kruznici ks obzirom na tocku

A.
2. Tocka B je presjek kruznica ky i k.

Dokaz. Slijedi iz konstrukcije. Naime, pretpostavimo da su konstruirani svi ele-
menti iz konstrukcije. Sjeciste pravca AB s kruznicom ky oznac¢imo sa C'. Zbog
centralne simetrije trokuti AAS,B i AAS,C su sukladni pa je |[BA| = |AC|, §to
je i trebalo dokazati. Jedino bi jos trebalo komentirati zasto se u sluc¢aju da se
kruznice ky 1 ks sijeku u dvije tocke, onda i kruznice ky i k% sijeku u dvije tocke (A
i B). Medutim, to vrijedi jer je |S15;] = |S15%].

Rasprava. Ako se kruznice kq i ko sijeku u dvije tocke, zadatak ima dva rjesenja -
jedno je pravac kroz te dvije tocke, a drugo pravac dobiven gornjom konstrukcijom.
(Slike ispod.)

Ako se kruznice ky i ko dodiruju, tj. ako im je A jedina zajednicka tocka, onda u
slucaju r; # ro zadatak nema rjesenja, a u slucaju r; = ry rjeSenje je svaki pravac
kroz A osim tangente u A na kruznice ky 1 ko. (Slike ispod.)
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