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Forward Euler

Prouc¢avamo numericke metode za rjeSavanje inicijalnog problema
ODJ:

Y(t) = f(t.y(1), tea,b),

Forward Euler metoda.
Podijelimo interval [a, b] na M jednakih podintervala Sirine h.

Eksplicitna, uvjetno stabilna, reda konvergencije 1.



Zadatak 1

@ Forward Euler metodom rijesite dif. jednadzbe:

(a) ¥=10y(1-y),0<t<1
3(0) = 0.01

(b) ¥=-15,0<t<1

y(0) =1

® Usporedite s egzaktnim rjeSenjem, za razli¢ite brojeve
podintervala M. Takoder, nacrtajte log-log grafove pogreske

rnjax Vegz(t)) — il

0 ovisnosti o M.



Zadatak 1

Rjesenje. U Matlabu mozemo funkcijama kao parametre slati druge
funkcije

1 [t, y] = forward_euler( 64, 0, 1, 0.01, @logisticka );

2

3

4 function [t, y] = forward_euler( N, a, b, yo, f )

5 coe

6 % Pozove se prosljedena funkcija f (ovdje: Logisticka)
7 y(3+1) = y(3) + h*F(C t(G), y(d) )

8 0oC

9 end

e
= o

function ret = logisticka( t, y )
ret = 10*y*(1-y);
end

= e
=W N



Zadatak 1

Rjesenje. (a)

dy/dt = 10y(1-y), y(0)=0.01
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Zadatak 1

Rjesenje. (a)

dy/dt = 10y(1-y), y(0)=0.01
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Zadatak 1

Rjesenje. (b)

=-1 =1
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Zadatak 1

Rjesenje. (b)

dy/dt = -15y, y(0)=1

—egzaktno
0.8 1 M=8 1

0.6 1
0.4r 1

0.2r 1

> 0r
-0.2 + \/ +
04+ 4

-0.6 b

-0.8+ B




Zadatak 1

Rjesenje. (b)

dy/dt = -15y, y(0)=1
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Zadatak 1
Rjesenje. (b)

° dy/dt = -15y, y(0)=1
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Backward Euler. Trapezna metoda.

Backward Euler metoda.
Yier =Y+ h- f(t41, Yj4+1)

Implicitna, stabilna, reda konvergencije 1.

Trapezna metoda.

h
Vi1 =Y+ 5 (f(t;,y) + f(tis1, Y1)

Implicitna, stabilna, reda konvergencije 2.
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/Zadatak 2

@ Rijesite prethodni zadatak i pomodéu backward Euler i trapezne
metode.

® Usporedite riesenja s forward Eulerom.
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/Zadatak 2

Rjesenje. (b) Stabilnost (M=4)
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Heunova RK2 metoda

Heunova RK2 metoda.

h h
yj+1:yj+§‘k1+§-k2

ki = f(t;,y))

Eksplicitna, uvjetno stabilna, reda konvergencije 2.
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Heunova RK2 metoda

Izvod: trazimo a, b, «, B takve da metoda
Yir1 =Y+ h-(af(t, y;) + bf(t; + ah, y; + Bhi(t, y)))) (1)
bude reda 2.

Neka je y egzaktno rjeSenje; Taylor:

2
Y(tx) = V(G ) = Y(t) + -y (8) + o (6) + O(")
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Heunova RK2 metoda

Uocti: y'(t;) = f(t, y(t)), pa
Y'(t) = ouf(ty, y(t) + Oof (), y(t)) - Y ()
= Oif(t;, y(t)) + Daf (L, y(t))) - f(t), ¥(t)))

Oznaka: yf = y(t;); vratimo nazad u Taylora:

Vi =Y 2)

h2
+ 5 - (@it 95) + Ouf(t,¥) - (8, 7))

+O(h%)
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Heunova RK2 metoda

Sad u Taylorov red razvijemo
f(t; + ah,y; + Bhi(t;, y;))

= f(t;,y)) + [ah  Bhf(t;, y))] - VI(t,y) + O(h?)
= f(t;,y)) + ah - Of(t;,y)) + Bhf(t;, y)) - af(L;,y)) + O(h?)

Uvrstimo u (1):
Yi+1 =Y )
+h- (af(tj,yj) + bf(tja)/j))

+ h2(ba - dif(t), y)) + bBI(t;, ) - Daf (L, y}))
+ O(h?)
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Heunova RK2 metoda

Oduzmemo (3) i (2).
Zelimo da se pokrate ¢lanovi uz h i h?, pa dobivamo ove uvjete:

a+b=1
1
ba—i
1
b8 =3
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*Klasicna”" RK4 metoda

“Klasicna" RK4 metoda.

h
Y1 =Y+ g (ki + 2ko + 2k3 + k)

h h
ko =f(tj+ = 7yj 5 - k1)

/’) h
k3*f(t+ 7)/1 2 k2)

ky = f(tj+h)yj +h-ks)

Eksplicitna, uvjetno stabilna, reda konvergencije 4.
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Zadatak 3

RijeSite prethodni zadatak i pomoc¢u Heunove i klasicne RK4 metaode.
Usporedite rjeSenja svih metoda.
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Zadatak 3

RjeSenje. (a) M =12
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Zadatak 3

Rjesenje. (a) max; |y;* — yj|, za M = 10...1000
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Zadatak 3

RjeSenje. (b) M = 12
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Zadatak 3

Rjesenje. (b) max; |y — yj|, za M = 10...1000
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/Zadatak 4

@ U ravnini je smjeSteno n tijela zadanih masa i pocetnih
koordinata i vektora brzina. Tijela djeluju jedno na drugo
gravitacijskom silom. Izvedite diferencijalne jednadzbe kojima je
mogucde odrediti poloZaje tijela kroz vrijeme.

@ Rijesite numericki dobivene jednadzbe koristenjem svih metoda
iz ove prezentacije. Prikazite animaciju za svaku pojedinu
metodu i komentirajte rezultat. MoZete koristiti sljedeée podatke
(Sunce, Zemlja, Mjesec):

my = 1.989-10%°, x; = [0;0], vi = [0,0];
my = 5.9722 - 10%*, xo = [152.1-10% 0], vy = [0;29.29]
m3 = 7.3477 - 10?2, x3 = [152.5054 - 10%; 0], v3 = [0;30.312].

Gravitacijska konstanta je G = 6.6743015 - 1020 k™

kg-s?"
Koliko puta se Mjesec okrene oko Zemlje u jednoj godini?
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/Zadatak 4

Primjer animacije u Matlabu:

1 X = -2%pi:0.2:2*pi; y = sin(x);

2

3 % Nacrtaj neku pocetnu sliku tako da se fiksiraju osti.

4 plot( X, Y, ««s

5 ‘Color', [1, @, @], 'Marker', '.', 'MarkerSize', 16 );
6

7 xlim( [-max(x)*1.1, max(x)*1.1] );

g ylim( [-max(y)*1.1, max(y)*1.1] );

9

10 ax = gca; ax.NextPlot = 'replaceChildren’;

11

12 % Video cemo spremiti u avi datoteku.
13 v = VideoWriter( 'matlab_ani.avi' );
14 open(v);

15

16 oo
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/Zadatak 4

Primjer animacije u Matlabu:

© 0 N O U W N

10
11
12
13
14
15
16
17

=
©

loops = 100; % Broj slicica u animaciji.

for

end

j = 1:1loops
% 0Obrisi prethodnu slicicu.
cla;

% Nacrtaj i-tu slic¢icu animacije (ovdje dva grafa)
plot( x, sin(x + pi*j/loops), ...
'LineStyle', 'none’',
'Color', [1, ©, @], 'Marker', '.', 'MarkerSize', 16 );
hold on;
plot( x, cos(x + pi*j/loops), ...
'Color', [0, @, 1], 'Marker', '*', 'MarkerSize', 6 );

% Spremi u filmic.
drawnow;

F = getframe(gcf);
writevVideo( v, F );

close( v ); % Zatvori datoteku s animacijom. 27



