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OSNOVNE ITERATIVNE METODE



Gaussove eliminacije vs iterativne metode

Nedostaci Gaussovih eliminacija:

* Prespore za matrice velikih dimenzija: O(n3) za A € R™",

e Matrice u praksi su rijetko popunjene (sparse) i ne ¢uvaju se kao
2D-polje, vec se spremaju samo elementi koji nisu jednaki O.
LU-faktorizacija unistava strukturu nula u sparse matricama.



Gaussove eliminacije vs iterativne metode

Nedostaci Gaussovih eliminacija:

* Prespore za matrice velikih dimenzija: O(n3) za A € R™",

e Matrice u praksi su rijetko popunjene (sparse) i ne ¢uvaju se kao
2D-polje, vec se spremaju samo elementi koji nisu jednaki O.
LU-faktorizacija unistava strukturu nula u sparse matricama.

Zato takve sustave rjgSavamo iterativno:

Algoritam (Opcéenita iterativna metoda)

x©) zadan;

k=0;

while ~uvjet_zaustavljanja
k=k+1;
X(k) = f(X(k_1)>,'

end

x = x¥)



Opdenita iterativha metoda

Algoritam (Opéenita iterativna metoda)

x©) zadan;

k=0;

while ~uvjet_zaustavljanja
k=k+1;
¥(K) — f(x(kfl));

end

x & x)

Ciljevi:
e Efikasno radunanje x¥) pomoéu x*=1) (jednostavna f)

o x5, x gdje je Ax = b.



Opdenita iterativha metoda

Proucavat ¢emo metode oblika
XD = R0 4, k=0,1,2,...

Ovdje: R € R"™" je matrica iteracije, c € R".



Opdenita iterativha metoda

Proucavat ¢emo metode oblika
XD = R0 4, k=0,1,2,...

Ovdje: R € R"™" je matrica iteracije, c € R".

Tipi¢an nacin konstrukcije metode: A = M — N, M regularna.

Ax = b
(M=N)x = b
Mx = Nx-+b

x = M INx+M1p



Opdenita iterativha metoda

Proucavat ¢emo metode oblika
XD = R0 4, k=0,1,2,...

Ovdje: R € R"™" je matrica iteracije, c € R".

Tipi¢an nacin konstrukcije metode: A = M — N, M regularna.

Ax = b
(M=N)x = b
Mx = Nx-+b

x = M INx+M1p

Odavde dobivamo iterativnhu metodu:

XKD — M-IN XK Mg
— ——
R c



Konvergencija opcenite iterativne metode

Teorem
Neka je A =M — N € R"™" regularna matrica i b € R". Niz iteracija
xO XMW x| definiran sa

xk D) — MIN . xR L pm1p

konvergira prema x = A~b za svaku podetnu iteraciju x\9) ako i sa-
mo ako je

e M regularna matrica,
e p(M~IN) < 1 (spektralni radijus),

Tvrdnja teorema vrijedi i kada drugi uvjet zamijenimo sa
 |IM~IN|| < 1 za neku konzistentnu matriénu normu || - ||.



Spektralni radijus, konzistentne norme

Spektralni radijus: za A € C"™" je
p(A) = max{[A[ : X e A(A)}
Matri¢na norma || - || je konzistentna ako za sve A, B € C"*" vrijedi:
IABI < ALl - IBII-

Na primjer: [|-llo. [Il1 Il 11l 2



Spektralni radijus, konzistentne norme

Spektralni radijus: za A € C"™" je
p(A) = max{|A| : A € A(A)}
Matri¢na norma || - || je konzistentna ako za sve A, B € C"*" vrijedi:
IABI < ALl - IBII-
Na primjer: [|-{]y, |-l lI-lo: I/l

Teorem

Za svaku konzistentnu normu || - || na C™*" i svaku matricu A € C"™*"
vrijedi:
p(A) < [IA]l.



Spektralni radijus, konzistentne norme

Spektralni radijus: za A € C"™" je
p(A) = max{|A| : A € A(A)}
Matri¢na norma || - || je konzistentna ako za sve A, B € C"*" vrijedi:
IABI < ALl - IBII-
Na primjer: [|-{]y, |-l lI-lo: I/l

Teorem

Za svaku konzistentnu normu || - || na C™*" i svaku matricu A € C"™*"
vrijedi:

p(A) < [IA]l.
Za svaku A € C"™"jsvakie > 0 postoji konzistentna matri¢na nor-
ma || - ||a. takva da vrijedi:

[IA

A < p(A) T &



Zadatak 1

Neka vrijede pretpostavke Teorema o konvergenciji iterativnhe metode
za R = M~IN. Odredite kriterij zaustavljanja, tj. broj iteracija k
dovoljan da vrijedi

X" — x|l < e,

za zadanu to¢nost e.



Zadatak 1

Neka vrijede pretpostavke Teorema o konvergenciji iterativnhe metode
za R = M~IN. Odredite kriterij zaustavljanja, tj. broj iteracija k
dovoljan da vrijedi

X" — x|l < e,

za zadanu to¢nost e.
Rjesenje.
IR
1 — IRl

D =X < e



/Zadatak 2

Dan je sustav Ax = b, gdje je

5 0 0 01 01 -9.7
5 5 0 0 01 —14.8
A=(101 0 5 0 0 |, b=| —02
0 0 0 5 01 5.2
01 01 5 0 5 9.7

Odredite rastav A = M — N i pripadnom iterativnom metodom rijeSite
sustav tako da greska u svakoj nepoznanici bude manja od 1073,

10



N
X
©
4
©
o
©
N

Rjesenje. Stavimo

}

—0.1
-0.1
0
—0.1
0

0 —0.1
0 0
0 O
0 0
0

0
0
0
0

o O O O

S O oW

S O O

S o O

005 0 5

010 O O
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/Zadatak 2

Rjesenje. Stavimo

5 0 0 0 0 0 0 0 —-0.1 —-0.1
5 5 0 0 0 0 0 0 0 —0.1
M=1]1005 00|, N=| -01 0O 0 0 0
00 0 5 0 0 0 0 0 —0.1
00 5 0 5 —-0.1 —-0.1 O 0 0
1 inv(M)
0.2000 0 0 0 0
-0.2000 0.2000 0 0 0
0 0 0.2000 0 0
0 0 0 0.2000 0
0 0 -0.2000 0 0.2000

11



/Zadatak 2

Rjesenje.
1 R=M\N
0 0 @ -0.0200 -0.0200
0 0 @  0.0200 0
-0.0200 0 0 0 0
0 0 0 @ -0.0200
0.0000 -0.0200 0 0 0

12



/Zadatak 2

Rjesenje.
1 R=M\N
0 0 @ -0.0200 -0.0200
0 0 @  0.0200 0
-0.0200 0 0 0 0
0 0 0 @ -0.0200
0.0000 -0.0200 0 0 0

Zelimo ||x*) — x||_ < 1073. Da li metoda konvergira?
1 norm( R, inf )
0.0400

Dakle, metoda x*+1) = Rx() 4 ¢ konvergira jer ||R||,, < 1, uz
C=Mb=[-1.94 -1.02 -0.04 1.04 1.98]".

12



/Zadatak 2

Rjesenje. Koliko iteracija je potrebno?
Stavimo x(9) = 0; tada x1) = ci ||x() = xO| = |lc||, = 1.98.

Prethodni zadatak: dovoljno je osigurati

k
IRl e
LRl =
(0.04)
0.96

< 1073

.1.98 1073

klog(0.04) log(4.85-107%)

<
(0.04)F < 4.85-1074
<
k > 23709

Dakle, moZzemo uzeti k = 3.

13



/Zadatak 2

Rjesenje.

x@ = [0; 0; 0; 0; 0];
x1 = R*Xx0 + c

X2 = R¥*x1 + cC

X3 = R¥Xx2 + cC

B oW o e

x1 = X2 = X3 =
1.9400000 -2.0004000 -2.0000160
1.0200000 -0.9992000 -0.9999920
-0.0400000 -0.0012000 0.0000080
1.0400000 1.0004000 0.9999920
1

.9800000 2.0004000 1.9999840

14



/Zadatak 2

Rjesenje.
1 X0 = [0; 0; 0; 0; 0];
2 X1 = R*x0 + c
3 X2 = R*¥x1 + ¢
4 X3 = R*¥x2 + ¢
x1 = X2 = X3 =
-1.9400000 -2.0004000 -2.0000160
-1.0200000 -0.9992000 -0.9999920
-0.0400000 -0.0012000 0.0000080
1.0400000 1.0004000 0.9999920
1.9800000 2.0004000 1.9999840

Egzaktno riesenje je x=[-2 -1 @ 1 2]".
Zaista, |[x — xB3)|| < 1073,

14



Jacobijeva metoda

Rastavimo A =D+ L + U.
D=dijagonala, L=donji trokut, U=gornji trokut od A.

Jacobi: M, =D, Ny = —L — U, odnosno,
(k+1) _ _p-1 NG —1
X DL+ U)X +D"b.

R, Y

15



Jacobijeva metoda

Rastavimo A =D+ L + U.
D=dijagonala, L=donji trokut, U=gornji trokut od A.

Jacobi: M, =D, Ny = —L — U, odnosno,
(k+1) _ _p-1 NG —1
X DL+ U)X +D"b.

R, Y

Teorem

Ako je matrica sustava A € C"*" strogo dijagonalno dominantna,
tj. ako je
n

Z|A,]“<’A,‘,’|, = 1,2,...,[7,

j=1

j#i
onda Jacobijeva metoda konvergira za svaku pocetnu iteraciju.
(Tada je Ry, < 1)



Jacobijeva metoda

Algoritam (Jacobi)

x©) zadan.
fork=0,1,2,...
fori=1,2,..
X/(kH) = Aiﬁ ( ZI 1 AUX — it Ainj(k))
end
end

Iz i-te jednadZbe izrazimo x; pomocu ostalih varijabli.
Za aproksimaciju X/.(kH) karistimo vrijednosti preostalih x-eva iz k-tog
koraka.

U implementaciji se koriste dva vektora za x(¥).



Gauss-Seidelova metoda

Rastavimo A =D+ L + U.
D=dijagonala, L=donji trokut, U=gornji trokut od A.

Gauss-Seidel: Mgs = D+ L, Ngs = —U, odnosno,
XD — —(D4+ L)' UXxW 4 (D+ L) 'p.
S—— S——

Rgs Ces

17



Gauss-Seidelova metoda

Rastavimo A =D+ L + U.
D=dijagonala, L=donji trokut, U=gornji trokut od A.

Gauss-Seidel: Mgs = D+ L, Ngs = —U, odnosno,
XD — —(D4+ L)' UXxW 4 (D+ L) 'p.
S—— S——

Rgs Ces

Teorem

Ako je matrica sustava A € C"™" simetricna i pozitivno definitna,
onda Gauss-Seidelova metoda konvergira za svaku pocetnu iteraci-

ju.

Ako je matrica sustava A € C"*" strogo dijagonalno dominantna,
onda Gauss-Seidelova metoda konvergira za svaku pocetnu iteraci-

ju.



Gauss-Seidelova metoda

Algoritam (Gauss-Seidel)

x©) zadan.
fork=0,1,2,...
fOI‘ = 17 27 00
o (k+1 k
X,'(+)=Al”'<b —Z A +)_Z/r‘7=f+1A"fXJ( )>
end
end

Iz i-te jednadZbe izrazimo x; pomocu ostalih varijabli.
Za aproksimaciju x,(kﬂ) koristimo vrijednosti preostalih x-eva:

® iz k + 1-vog koraka ako smo ih vec ranije izracunali:

(k+1) L) (k+1),
LA s a1
e iz k-tog koraka ako ih jo$ nismo izra¢unali: X/(_t)l,x,(_g, e ,xﬁ,“.
U implementaciji se koristi samo jedan vektor za x(¥). 18



Zadatak 3

Napisite funkcije

xk = Jacobi(A,b,x0,kMax)
xk = GaussSeidel(A,b,x0,kMax)

koje vracaju aproksimaciju rjieSenja sustava Ax = b nakon kMax

koraka Jacobijeve, odnosno Gauss-Seidelove metode s pocetnom
iteracijom xe.

Pomocu ovih metoda rijesite sustav Ax = b uz

10 1 0 1 -8
1 10 1 O 0
A= 0 1 10 1 |° b= 12
10 1 10 20

tako da greska u svakoj koordinati ne prelazi 1073,

19



Zadatak 3

Rjesenje. Jacobi:

0101 —0.8

B 111010 B 0
Ri==D+U) == 10 1 01 | @=D"b=] |,
1010 2

20



Zadatak 3

Rjesenje. Jacobi:

01 0 1 —0.8

N 111010 N 0
R,=-D 1(L+U):—E 010 1l c,=D"'h= 19
1 01 0 2

Metoda konvergira jer je p(Ry) < [|Ry|l = 0.2 < 1.

20



Zadatak 3

Rjesenje. Jacobi:

01 0 1 —0.8

N 111010 N 0
R,=-D 1(L+U):—E 010 1l c,=D"'h= 19
1 01 0 2

Metoda konvergira jer je p(Ry) < [|Ry|l = 0.2 < 1.
Broj koraka (uz x(9) = 0)):

k
1Rullse

R e

sl <107

Slijedi k > 4.8614, tj. dovoljno je uzeti k = 5.

20



Zadatak 3

Rjesenje. Jacobi:

—0.8 -1 —0.992
) = 1(.)2 A= _3’84 A= 1.808
2.0 1.96 2.0
~1.0 —0.99968
K0 = _Oi(.)(()) e 1.0(())032

1.9984 2.0

21



Zadatak 3

Rjesenje.

1 Konvergencija Jacobijeve metode

10 , , , : ' ' |
—— X%

0 RIS 7RI IO
il — A -, 3
10t ¢ |
102 ¢ |
103 ¢ A
10-4 - : L L L L L L J

1 15 2 25 3 35 4 45 5

Iteracija
2



Zadatak 3

RjeSenje. Gauss-Seidel:

—0.1 0 —0.1
0.01 —-0.1 0.01
—-0.001 0.01 -0.101

0
o 0
Res=—-(D+1)'U=|
0 0.0101 —0.001 0.0201

—0.8
0.08
1.192
1.9608

Cgs = (D + L)ilb =

23



Zadatak 3

RjeSenje. Gauss-Seidel:

—0.1 0 —0.1
0.01 —-0.1 0.01
—-0.001 0.01 -0.101

0
o 0
Res=—-(D+1)'U=|
0 0.0101 —0.001 0.0201

—0.8
0.08
1.192
1.9608

Metoda konvergira jer je p(Rgs) < [|Rgsllo = 0.2 < 1.

Cgs = (D + L)ilb =

23



Zadatak 3

RjeSenje. Gauss-Seidel:

—0.1 0 —0.1
0.01 —-0.1 0.01
—-0.001 0.01 -0.101

0
o 0
Res=—-(D+1)'U=|
0 0.0101 —0.001 0.0201

—0.8
0.08
1.192
1.9608

Metoda konvergira jer je p(Rgs) < [|Rgsllo = 0.2 < 1.
Broj koraka (uz x(%) = 0)):

Cgs = (D + L)ilb =

IReslls,
1 —[Resll oo
Slijedi k > 4.8491, tj. dovoljno je uzeti k = 5.

[0 —x| = Jlegslla < 1073
o

23



Zadatak 3

RjeSenje. Gauss-Seidel:

—0.8 ~1.00408 —0.99810
w_ | 008 () _ | —0.018792 ) _ | —0.0007695
1192 |° 1.005799 |’ 1.00009414
1.9608 1.99982808 1.9998009
—0.999903 —0.999997
&) _ | —0.00001910 | 5 _ | —0.00000249
1.0000218 | ° 1.0000014

1.9999881 1.9999995

2%



Zadatak 3

Rjesenje.
. Konvergencija Gauss-Seidelove metode
10 T T T T T T T
—— X%
0 Kk @ ) | 4
10 IIRIFS, 7 @-IRI])- X -x)
— 1A -,
10t
102 ¢
10-3 L
104 ¢
105 ¢ 1
10-6 L ! ! ! ! ! ! ! i
1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5
Iteracija

25



JOR

Uz p(Ry) = 1, konvergencija Jacobijeve metode je spora.
Uvodimo parametar relaksacije w s ciljem da smanjimo spektralni
radijus matrice iteracije i ubrzamo konvergenciju.

Rastavimo A = (2D) + (21D + L + U).
D=dijagonala, L=donji trokut, U=gornji trokut od A.

JOR(w): MJOR(w) = %D, NJOR(UJ) = I_TWD — L — U, odnosno,

XD = (1= w)l +wRy) X0 +wD™th
R JOR(w) CUOR(w)

k k+1
= (1 — w4 wxf ),

JOR(1) = Jacabi.

26



Konvergencija JOR(w)

Teorem
Ako konvergira Jacobijeva metoda, onda konvergira i JOR(w) za
svakiw € (0, 1] i za svaku pocetnu iteraciju.

Neka je matrica sustava A € C™" simetricna i pozitivno definitna,
te puy > p2 > ... > up SVojstvene vrijednostiod R. Ako je p; < 1 za
sve j, onda JOR(w) konvergira za:

<2
— [in

I<w<

)

za svaku pocetnu iteraciju.
JOR(w) ne konvergira zaw < 0 nizaw > 2.



Algoritam JOR(w)

Algoritam (JOR(w))
x©) zadan.
fork=0,1,2,...
fori=1,2,...,n
k41 K | w - k K
X,'( W=- W>X:‘( '+ Ai (bi a ZJ,=1 AUXJ( = Y jie A’jxf( ))
end
end

|z i-te jednadZbe izrazimo x; pomocu ostalih varijabli, napravimo
tezinsku sredinu s trenutnim rjesenjem.

Za aproksimaciju X,.(kH) karistimo vrijednosti preostalih x-eva iz k-tog
koraka.

U implementaciji se koriste dva vektora za x(¥).



/Zadatak 4

NapiSite funkciju xk = JOR(w, A, b, x@, kMax) koja vraca
aproksimaciju rjeSenja sustava Ax = b nakon kMax koraka JOR(w)
metode s poCetnom iteracijom xe.

Odredite za koje w € R metoda JOR(w) konvergira ako je matrica

sustava
1 09 09

A=109 1 09
09 09 1

Za koji w je konvergencija najbrza?

29



/Zadatak 4

Rjesenje. Napravite ovaj graf uz samo 1 poziv funkcije eig!

Spektralni radijus matrice R

; , , 208

p (RJOR(W))

451

0 0.5 15 2

&

30



/Zadatak 4

RjeSenje. Za w = 0.689655, b=[1;2;3], x0=[0;0;0]:

[ 0.689655 —1.236622 —0.638813
XM =1 137931 |, x® = | 0.0951254 |, x®® = | 1.2907449
| 2.068965 1.426873 3.220302

2.663722 4.218311 10.71226

[ —2.308557 —1.790362 —9.283961
xW =1 01775825 |, x® = | 1.2139745 |, x120) = | 0.7141508

31



SOR

Uz p(Rgs) ~ 1, konvergencija Gauss-Seidelove metode je spora.
Uvadimo parametar relaksacije w s ciljem da smanjimo spektralni
radijus matrice iteracije i ubrzamo konvergenciju.

Rastavimo A = (1D + L) + (1D + U).
D=dijagonala, L=donji trokut, U=gornji trokut od A.

SOR(w): MSOR(UJ) = %D + L, NSOR(w) = 17TL")D — U, odnosno,

XD = (D4 wl)™H((1 - w)D - wU) x® + (D +wl) b
~ ~—_————
Rsor(w) CSOR(w)

k (k+1)
4 (1 —w)x® +wxgs -

Ali, x5 = (1 — ) 4 oD,

SOR(1) = Gauss-Seidel.

32



Konvergencija SOR(w)

Teorem

Ako je matrica sustava A € C"™" simetricna i pozitivno definitna,
onda SOR(w) konvergira za svakiw € (0, 2).

SOR(w) ne konvergira zaw < 0 nizaw > 2.



Algoritam SOR(w)

Algoritam (SOR(w))
x©) zadan.
fork=0,1,2,...
fori=1,2,...,n
K Kk w (k+1 k
D = (1w (b= ST AN - T A

i
end
end

Iz i-te jednadZbe izrazimo x; pomocu ostalih varijabli, napravimo
tezinsku sredinu s trenutnim rjesenjem.
Za aproksimaciju X,.(kH) koristimo vrijednosti preostalih x-eva:
® iz k + 1-vog koraka ako smo ih vec¢ ranije izraunali:
(k+1) (k+1) (kD).
R
® iz k- tog koraka ako ih jos nismo izracunali: x,(_f)l,x,(_g, e ,x,(qk).

U implementaciji se koristi samo jedan vektor za x(¥). o



Zadatak 5

NapiSite funkciju xk = SOR(w, A, b, x@, kMax) koja vraca
aproksimaciju rjeSenja sustava Ax = b nakon kMax koraka SOR(w)
metode s poCetnom iteracijom xe.

Graficki odredite za koje w € R metoda SOR(w) konvergira ako je
matrica sustava

16 -4 8 12
-4 4 -7 3

8§ =7 78 32
123 32 113

A=

Graficki odredite w za kojeg je konvergencija najbrza.
RijeSite sustav uz b=[32; -4; 111; 160] zaw = 1iza optimalni w
tako da bude [|Ax®) — b|| < 107°.

35



Zadatak 5

Rjesenje.
Spektralni radijus matrice R

SOR
1 , , OR()

P (RSOR(w))

0.8 r J

0.6 1

0.4r 1

L

0.3L ! ! !

36



Zadatak 5

RjeSenje. w = 1 = 25 iteracija

Konvergencija SOR(w) metode, w=1

102
Ix® - X
la-x® - by,
100 L
10-2 L
10-4 L
106t L L L L ]
0 5 10 15 20 25

Iteracija
37



Zadatak 5

RjeSenje. w = 1.2 = 15 iteracija

Konvergencija SOR(w) metode, w=1.2

102

Ix® - X

la-x® - by,

10-4 E

10-6 L

Iteracija
38



Zadatak 5

RjeSenje. Zaw = 1.2

2.4 0.749559 1.275942

S| 168 (@) _ | 1990753 | gy | 1380626
1.593230 | 1.118154 0.983135

0.798335 1.000531 0.958333

1.106617 0.996246 1.000000

o) _ | 1053899 | 5 | 1030848 | 5 _ | 1.000000
1.016567 | 1.006674 | 1.000000

0.987399 0.999747 0.999999

39



APROKSIMACIJE IZ KRILOVLJEVIH
POTPROSTORA



Inverz matrice kao polinom

Karakteristi¢ni polinom matrice A € C"*".

ka(€) ;== det(A — &) = an" +ap_1 & 4.+ o+ ag

41



Inverz matrice kao polinom

Karakteristi¢ni polinom matrice A € C"*".

ka(€) ;== det(A — &) = an" +ap_1 & 4.+ o+ ag

Matrica ponistava svoj karakteristi¢ni polinom:

ka(A) =an A"+ an AT L Fa At agl =0
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Inverz matrice kao polinom

Karakteristi¢ni polinom matrice A € C"*".

ka(€) ;== det(A — &) = an" +ap_1 & 4.+ o+ ag

Matrica ponistava svoj karakteristi¢ni polinom:

ka(A) =an A"+ an AT L Fa At agl =0

Ako je A regularna, ondaag # O i

1
Aflz—a— (Gn-Anil—i-Gn_l‘An72+...+02'A+C71/)
0
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Inverz matrice kao polinom

Karakteristi¢ni polinom matrice A € C"*".

ka(€) ;== det(A — &) = an" +ap_1 & 4.+ o+ ag

Matrica ponistava svoj karakteristi¢ni polinom:

ka(A) =an A"+ an AT L Fa At agl =0

Ako je A regularna, ondaag # O i

1
Aflz—a— (Gn-Anil—i-Gn_l‘An72+...+02'A+C71/)
0

Dakle, A=t = p(A), za neki polinom stupnja n — 1.
Ako je Ax = b,onda x = A~tb = p(A)b.

41



Krilovljevi potprostori

Za vektor v € C" definiramo Krilovljev potprostor

Ki(A,v) == span{v, Av, Av, ... AK"1v},

Dakle, ako je Ax = b, onda je x € K,(A, b).
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Krilovljevi potprostori

Za vektor v € C" definiramo Krilovljev potprostor

Ki(A,v) == span{v, Av, Av, ... AK"1v},
Dakle, ako je Ax = b, onda je x € K,(A, b).

Ocekujemo da ¢e vec za k < n u prostoru Ky (A, b) postojati dobre
aproksimacije za x.
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Krilovljevi potprostori

Za vektor v € C" definiramo Krilovljev potprostor

Ki(A,v) == span{v, Av, Av, ... AK"1v},
Dakle, ako je Ax = b, onda je x € K,(A, b).

Ocekujemo da ¢e vec za k < n u prostoru Ky (A, b) postojati dobre
aproksimacije za x.

Zasto Krilovljevi potprostori?

e Matrica sustava A je toliko velika ili je tako zadana da je jedina
operacija koju mozemo s njom izvesti oblika v — Av
(tzv. “matvec”).

Brzinu konvergencije obhi¢no mjerimo u broju operacija v — Av.
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Metoda najbrzeg silaska

Oznake:

o x(K) —k-taiteracija
o el = x — x(0) —gredka u k-tom koraku
o M) = p— Ax(K) —rezidual u k-tom koraku

Uodi: rk) = Ae(0),
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Metoda najbrzeg silaska

Oznake:

o x(K) —k-taiteracija
o el = x — x(0) —gredka u k-tom koraku
o M) = p— Ax(K) —rezidual u k-tom koraku

Uodi: rk) = Ae(0),

[teracije:
XK+ 5 (K) 4 k(b — AX(k)) = x84 r® = x4 o, A

Vrijednost ay éemo odabrati tako da x(**1) bude u nekom smislu
optimalan.
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Metoda najbrzeg silaska

Oznake:

o x(K) —k-taiteracija
o el = x — x(0) —gredka u k-tom koraku
o M) = p— Ax(K) —rezidual u k-tom koraku

Uogi: r) = Ae(k),
[teracije:
XK+ 5 (K) 4 k(b — AX(k)) = x84 r® = x4 o, A

Vrijednost ay éemo odabrati tako da x(**1) bude u nekom smislu
optimalan.

Uogi: ekt = k) —q Ae(R)| rkt1) — () AFK).

43



Metoda najbrzeg silaska

= x—e® e x+span{e®}

XV = X0 4 qpAe® = x — el 4+ qpAe® € x + span{e®, Ae(D}
— D+ agAe = x4 4y A — agAe®)

e x+spanfel® Ael®) AZe(0)}

X(k) c X+ ]Ck+1(e(0)7 A)
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Metoda najbrzeg silaska

Kako odabrati ay?

o ||le* Y| — min? Ali e¥*+V) = x — x(*+1) x nepoznat
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Metoda najbrzeg silaska

Kako odabrati ay?

o ||le* Y| — min? Ali e¥*+V) = x — x(*+1) x nepoznat

Definiramo A-normu i A-skalarni produkt: za simetriénu, pozitivno
definitnu A i vektor v je

Vlla = VVTAY, (U, V)4 == VT Au

(DZ: Dokazite da su ovo zaista norma, odnosno skal. produkt.)
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Metoda najbrzeg silaska

Kako odabrati ay?

o ||le* Y| — min? Ali e¥*+V) = x — x(*+1) x nepoznat

Definiramo A-normu i A-skalarni produkt: za simetriénu, pozitivno
definitnu A i vektor v je

Vlla = VVTAY, (U, V)4 == VT Au

(DZ: Dokazite da su ovo zaista norma, odnosno skal. produkt.)

Definirajmo f(oy) := [|e V]| ,.
Cilj: nadi a tako da f( k) minimalno.

45



Metoda najbrzeg silaska

flow)

(e(k-i-l )TAe(k-H)

(e(k+1 ) k+1)

(e — q AetN)T(HR) — ay Ay
= ( — a PN T (R — o AR

— min
ay
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Metoda najbrzeg silaska

flow)

(e(k-i-l )TAe(k-H)

(e(k+1 ) k+1)

(e — q AetN)T(HR) — ay Ay
= ( — a PN T (R — o AR

— min
ay

Uvjet optimalnosti:
0= f"() = 204 (r*)TAFR) — 2(r 1)K

Slijedi:
(r(k) )Tr(k)

@kzm.
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Metoda najbrzeg silaska

Algoritam (Metoda najbrzeg silaska: A simetricna, poz. definitna)

x© zadan.

r0 = p — Ax(©)
fork=0,1,2,...
(r(k>)Tr(k)

xk+1) = x(0) 4 (00
rlk+1) — (k) _ akAr(k)

end

Qp —
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Metoda najbrzeg silaska

Uaci:

(r(k))Tr(k+1) — (r(k))Tr(k) _ ak(r(k))TAr(k)) — 07
tj. rezidual rct1) = Ae(k+1) je okomit (pazi, ne A-okomit!) na r
je et A-okomit na r0,

k)’ pa

48



Metoda najbrzeg silaska

Uaci:

(r(k))Tr(k+1) — (r(k))Tr(k) _ ak(r(k))TAr(k)) — 07
tj. rezidual rct1) = Ae(k+1) je okomit (pazi, ne A-okomit!) na r
je et A-okomit na r0,

k)’ pa

Zato mozemo primjeniti A-Pitagorin poucak:
e e Ao i
A A A A A

to jest, greska monotono pada.
(Ako je r'®) = 0, onda je x(*) egzaktno rje$enje od Ax = b.)

48



Metoda najbrzeg silaska — konvergencija

Teorem (konvergencija metode najbrzeg silaska)
Neka je A simetricna, pozitivno definitna matrica, te neka je

_ Amax(A)
~ Amin(A)
Tada vrijedi: .
K — i
He(k)HA = k41 He(k 1)HA’
odnosno,

Nk
el = (557) [0,

49



/Zadatak 6

NapiSite funkciju x=najbrziSilazak(A,b,x@) koja metodom
najbrzeg silaska rac¢una aproksimaciju rjesenja linearnog sustava
Ax = b, uz pocetnu iteraciju xe. Iteracije zaustavite kada bude
|/ /11b]| < 1078,

Metodu testirajte za matricu A = UAUT, pri éemu je U sluéajna
ortogonalna matrica, te A = diag(1,2,...,100). Neka je x0 = 0,te b
takav da je vektor x=[1; 1; ..., 1] egzaktno rjeSenje sustava.

Usporedite e s ocjenom iz Teorema o konvergenciji.
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/Zadatak 6

RjeSenje.
, Metoda najbrzeg silaska, «(A)=100
10 T T T T T T
10° ¢ 1
102 1
10 1
10°® 1
I1b-A=x®1 7 jbl]
108 |—— ey, 1
2((s- /(s - Nle1
10.10 L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700

iteracija (k)
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Metoda konjugiranih smjerova

Metoda najbrzeg silaska ¢esto radi korake u smjeru koji se ve¢ ranije
pojavio (tj. 1K) se moze ponavljati) — potencijalno spora konv.

M'etoda qaibrieg silaskla za 2x2 sustav

11F

09F

0.8

(3
&
&

0.6 F
05F

< |bAxl[
[ |——x® ‘

0.4
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Metoda konjugiranih smjerova

RjeSenje: unaprijed odaberemo skup A-ortogonalnih vektora
{do,d1,...,dr—1} i definiramo

X<k+1) = X(k) + v dy.

Uogi: ek+D) = e — o d,, ikt = ) — o, Ad,.
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Metoda konjugiranih smjerova

RjeSenje: unaprijed odaberemo skup A-ortogonalnih vektora
{do,d1,...,dr—1} i definiramo

X<k+1) = X(k) + v dy.

Uogi: ek+D) = e — o d,, ikt = ) — o, Ad,.

Skalar c opet odaberemo tako da je ||e**1]| , minimalna, tj.

dfrtk)
~ diAd

Ok

53



Metoda konjugiranih smjerova

Lako se vidida (e®, dg)s = (e, di)s = ... = (e, dy_1)4 = 0, te

e(k) € Spa’n{dka dk+17 s dﬂfl}'

Preciznije, ako je
e® = godo + &1 + ... + &l + Epripr + .-+ En1dnot,
onda je

el = ki + &1 + -+ En10na.

Dakle, e = 0, tj. metoda (u egzaktnoj aritmetici) daje egzaktno
rieSenje u n koraka.
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Metoda konjugiranih smjerova

Algoritam (Metoda konjugiranih smjerova: A simetricna, poz. definitna)

x0) zadan.
Odaberi dy, d1, . . ., d,_1 tako da budu A-ortogonalni.
r0) — 16 = Ax(0)

fork=0,1,2,...
gl
X = dTAd,

xK+D) = x(0 4 o d
I’(k—H) = I’(k) — akAdk
end
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Metoda konjugiranih smjerova

Neka svojstva:

dlAdi=0,i#]j
dir® =d'Ae® =0, j < k
djTr(O) = djTr(l) =...= djTrU)
drr)

(695 kr

~ dlAd,
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Metoda konjugiranih smjerova

Neka svojstva:

dlAdi=0,i#]j
dir® =d'Ae® =0, j < k
djTr(O) = djTr(l) =...= djTrU)
dir®

Qe = T
d} Adi

Kako odabrati dg, d1,...,dn—17?
A-Gram-Schmidtovim postupkom na linearno nezavisne vektore

u07 U]_, Tty Un—1:
Ay = U — Bodo — B1d1 — ... — Br—10k_1,
,6' _ <uk,dj>A _ djTAuk.
T (did)a  dTAq
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Zadatak 7

Napisite funkciju Q=mgsA(A, X) koja modificiranim
A-Gram-Schmidtovim postupkom redom A-ortogonalizira stupce
matrice X i sprema ih kao stupce matrice Q.

Napisite funkciju x=konjugiraniSmjerovi(A,b,x@,D) koja metodom
konjugiranih smjerova rac¢una aproksimaciju rjesenja linearnog
sustava Ax = b, uz pocetnu iteraciju xe. Iteracije zaustavite kada
bude ||®]| /||b]| < 10~%. Konjugirani smjerovi su stupci matrice D.

Metodu testirajte za matricu A = UAUT, pri éemu je U sluéajna
ortogonalna matrica, te A = diag(1,2,...,100). Neka je X0 = 0,te b
takav da je vektor x=[1; 1; ... 1] egzaktno rjeSenje sustava.

Usporedite s metodom najbrzeg silaska.
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Metoda konjugiranih gradijenata

Metoda konjugiranih gradijenata (CG):

e metoda konjugiranih smjerova

® do,...,dr_1 dobivamo A-Gram-Schmidtovim postupkom na
vektorima r0, F1) . pn=1),
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Metoda konjugiranih gradijenata

Metoda konjugiranih gradijenata (CG):

e metoda konjugiranih smjerova

® do,...,dr_1 dobivamo A-Gram-Schmidtovim postupkom na
vektorima r0, F1) . pn=1),

Pokazat ¢emo:

_ (r(k) )Tr(k)

dk — r(k) - Bk—ldk—h 51(—1 = W

tj. Bo = 1= ... = PBr_a = 0 u A-Gram-Schmidtovom postupku

di =% — Bodo — Brdi — ... — Br—1k-1-
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Metoda konjugiranih gradijenata

Svojstvao A-Gram-Schmidtovog postupka:
span{dp,di,...,dk_1} = span{r(o), o r(kfl)}.

Kako je CG metoda konjugiranih smjerova, vrijedi df i) = 0, za j < k,

paondai :
(rfNTr0 =0, i #].
de = r® — Body — By — ... — Bi10k_1,
dl Ar)
B = jT
d; Adj

Uoti: (ri+ )Tk = (AN THO — audT A, pa je
dlAr) =0, j<k—1
_(r(k))Tr(k) + (r(k_l))Tr(k) _(r(k))Tr(k) _(r(k))Tr(k)

df_,Ar = - —
Q1 Q1 Q1
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Metoda konjugiranih gradijenata

Slijedi g; = 0,zaj=0,1,...,k—2,te
_(r(k))Tr(k) _(r(k))Tr(k) _(r(k))Tr(k)

5k—1 = ak—ldz(—_lAdkfl - d;_ll’(k_l) o (r(k—l))Tr(k—1)a

delr(k_ 1)

jerje ay_1 = m, tedk_1 = rlk=1) _ &dk_o, a CI;(EQI’(R*I) =0.

Sligno, zbog df %) = (TR, mozemo pisati

dlr) (HR)THR)
~ dlAde  d[Ady

Qg
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Metoda konjugiranih gradijenata

Algoritam (Metoda konjugiranih gradijenata: A simetri¢na, poz. def.)

x(©) zadan.
do = r® =p— Ax©)
fork=0,1,2,...
- (r(k))Tr(k)
Xk = T Ad,
xk+D) = %0 4 o dy
I’(k—H) = I’(k) — akAdk
_ (H(k+D)\T (k+1)
tey1 = r*TY — Byd
end
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Metoda konjugiranih gradijenata - konvergencija

Moze se pokazati da vektor e®) ima najmanju A-normu od svih
vektora iz mnogostrukosti

e® 4 span{Ae(O), A2e0) ,Ake(o)}.
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Metoda konjugiranih gradijenata - konvergencija

Moze se pokazati da vektor e®) ima najmanju A-normu od svih
vektora iz mnogostrukosti

e® 4 span{Ae(O), A2e0) ,Ake(o)}.

Mozemo pisati:
e = e 4 7A@ 4 A% 4 4 1 ARe® = 7(A)e(®),

za neki polinom 7 € Py stupnja k takav da je 7(0) = 1.
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Metoda konjugiranih gradijenata - konvergencija

Moze se pokazati da vektor e®) ima najmanju A-normu od svih
vektora iz mnogostrukosti

e® 4 span{Ae(O), A2e0) ,Ake(o)}.
Mozemo pisati:
) = e 4 1 Ae® 4 A2 4 4 7 AReO) = 7(A)e®),

za neki polinom 7w € P stupnja k takav da je 7(0) = 1.

Dakle, ako je & polinom za kojeg se postize

min
TEPK
w(0)=1

‘W(A)e(O) HA ’

onda je e = 7 (A)el0),
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Metoda konjugiranih gradijenata - konvergencija

Zapoz.def. A = UAUT je AY2 = UNY2UT in(A) = Ur(A)UT, pa
imamo:

] = i Jreet]

7(0)=1

— i (0)\Tr( AYT 0
s \/(e )T (A)TAT(A)e®)
7(0)=1

_ : 0)\T TAL/21/2 0
~ min V(€0 Tr(A)TAY2A1/27(A)el0)
7(0)=1

A

= min ‘Al/Qﬂ'(A)e(O)H = min
TEP 2 TEP)
7(0)=1 7(0)=1

min ||7(A HA1/2 0)‘
TEP
7(0)=1

— i lel®
R—)
7(0)=1

‘W(A)Al/Qe(O)HQ

IN
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Metoda konjugiranih gradijenata - konvergencija

Vrijedi:
min ||7(A)l|l, = min max |7(\)].
min [w(A)], = min max ()
7(0)=1 m(0)=1

Ocjenu za e®) dobivamo tako da za 7 uvrstimo neki konkretni
polinom stupnja k za kojeg vrijedi 7(0) = 1.

Uvrstavanjem éebiéevljevog polinoma za interval [Amin(A), Amax(A)]
dobivamo:

Teorem (konvergencija metode konjugiranih gradijenata)

Neka je A simetri¢na, pozitivno definitna matrica, te neka je k =

)\max A .
/\min(( A)). Tada:

N
el <2(%5) -1,



Zadatak 8

Napisite funkciju x=CG(A, b, x@) koja CG-metodom rac¢una
aproksimaciju rjesenja linearnog sustava Ax = b, uz pocetnu iteraciju
xe. Iteracije zaustavite kada bude ||r¥|| / ||b|| < 1078,

Metodu testirajte za matricu A = UAUT, pri éemu je U sluéajna
ortogonalna matrica, te
(a) A =diag(1,22,32,...,1002).
(b) A =diag(1,2,3,...,100).
(c) A=diag(1,1,3,3,5,5,...,97,97,99,100).
(d) A =diag(1, ,1,20,...,20,...,90,100,...,100).
10 10 10

Neka je x0 = 0, te b takav da je vektor x=[1; 1; ...; 1]egzaktno
rieSenje sustava.

Usporedite sa ocjenom iz teorema i objasnite dobivene rezultate!
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Zadatak 8

Rjesenje. (a)

5 Metoda konjugiranih gradijenata (CG), x(A)=10000
10 T T

I1o-Ax®|| /{[b]|
e,

2((sM2-0)0(sM2+1))< - 11O

10-15 L L
0 50 100 150

iteracija (k)
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Zadatak 8

Rjesenje. (b)

Metoda konjugiranih gradijenata (CG), x(A)=100

10°1 1
-10 | 4
10
lIb-Axx®|1 1 |1b])
e,
2((sM2-0)0(sM2+1))< - 11O
10-15 ! L L
0 20 40 60 80

iteracija (k)
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Zadatak 8

Rjesenje. (c)

Metoda konjugiranih gradijenata (CG), x(A)=100

10°

-10 4
10
lIb-Axx®|1 1 |1b])
e,
2((sM2-0)0(sM2+1))< - 11O
10-15 ! L L L
0 10 20 30 40 50

iteracija (k)
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Zadatak 8

Rjesenje. (d)

Metoda konjugiranih gradijenata (CG), x(A)=100

10°
-
100 T 1
10°1 1
-10 | 4
10
lIb-Axx®|1 1 |1b])
e,
2((sM2-0)0(sM2+1))< - 11O
10-15 ! L L L
0 2 4 6 8 10 12

iteracija (k)
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GMRES

CG:

e simetri¢na, pozitivno definitna matrica sustava
o x(K c x(0) + ]Ck(A’r(D))

e (K = min TEPy Hﬂ'(A)r(O)HA
m(0)=1

e kratke rekurzivne formule za update x(¥), FK): ne treba baza za
ICK(A7 r(O))
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GMRES

CG:

e simetri¢na, pozitivno definitna matrica sustava
o x(K c x(0) + ]Ck(A’r(O))

e (K = min TEPy Hﬂ'(A)r(O)HA
m(0)=1

e kratke rekurzivne formule za update x(¥), FK): ne treba baza za
ICK(A7 r(O))

GMRES (Generalized Minimal RESidual):

e proizvoljna (regularna) matrica sustava
o x0) e xO) 4 [ (A, r(0)

° r(k) = min TEPK “W(A)F(O)‘}Q
7(0)=1

e slozeniji izradun x(); treba baza za Ky (A, )
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GMRES

[rO), AFO) A2A0)  Ak=1r(0)] je lo8a baza za Kk (rD), A).
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GMRES

[rO), AFO) A2A0)  Ak=1r(0)] je lo8a baza za Kk (rD), A).

Ortonormirana baza je numericki stabilna:

e gradimoredomo-nbazeza K1 < Ko < K3...

e pretp. da smo dosad sagradili V() = [v; vy ... v\] - 0-nbazu za
K t.d.je K = span{vy,..., v}, zasvej < k.
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GMRES

[rO), AFO) A2A0)  Ak=1r(0)] je lo8a baza za Kk (rD), A).

Ortonormirana baza je numericki stabilna:

e gradimoredomo-nbazeza K1 < Ko < K3...

e pretp. da smo dosad sagradili V() = [v; vy ... v\] - 0-nbazu za
K t.d.je K = span{vy,..., v}, zasvej < k.

» moze se pokazati da je Ky = span{V), Av,}.
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GMRES

[rO), AFO) A2A0)  Ak=1r(0)] je lo8a baza za Kk (rD), A).

Ortonormirana baza je numericki stabilna:

e gradimoredomo-nbazeza K1 < Ko < K3...

e pretp. da smo dosad sagradili V() = [v; vy ... v\] - 0-nbazu za
K t.d.je K = span{vy,..., v}, zasvej < k.

» moze se pokazati da je Ky = span{V), Av,}.
e Gram-Schmidtovim algoritmom ortogonaliziramo Av na V(4

Prg1kVig1 = Avik — hy vt — ha Ve — o — hy v
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GMRES

[rO), AFO) A2A0)  Ak=1r(0)] je lo8a baza za Kk (rD), A).

Ortonormirana baza je numericki stabilna:

e gradimoredomo-nbazeza K1 < Ko < K3...

e pretp. da smo dosad sagradili V() = [v; vy ... v\] - 0-nbazu za
K t.d.je K = span{vy,..., v}, zasvej < k.

» moze se pokazati da je Ky = span{V), Av,}.

Gram-Schmidtovim algoritmom ortogonaliziramo Avy na V(&)

Prg1kVig1 = Avik — hy vt — ha Ve — o — hy v

stavimo V(K1) = [V v, 4],
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GMRES

Definiramo ovu gornje-Hessenbergovu matricu (reda (k + 1) x k):

[ hip hig hig higa o0 higer b
ha1 hao hag has ... hag1 hoy
hs2 hsz h3a ... hgx_1 hsx
Hk+1) — has haa .. haxo1 hag
k=1 Dk
L Py k|

Tada: AVK) = VD H(D )
Alvi Vg oo Vi) = [vi Vo ... Vg Vi JHEFD

J-ti stupac: Ay; je linearna kombinacija vy, va, ..., V;.

7?2



GMRES

Algoritam (Arnoldijev algoritam — ortonormirana baza za /Cy (A, r(0))
0 = O/ ||
fork=1,2,...
Z=Av
forj=1,2,...,k
hj,k = \/}TZ,'
z=27—hjyv
end
M1, = [I2|);
if (M1 ==0)
break; // u tom sluéaju je Kyy1(A, r?) = Kx(A, 1)
Vier1 = Z/ Py
end
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GMRES

Kada imamo bazu za Kx(A, 1):

e biramo x) € x(O 4 [ (A, FO), tj. xH) = x(O) 1 V(K y, 7a neko
K
ye RS
e cilj: || || — min,
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GMRES

Kada imamo bazu za Kx(A, 1):

e biramo x) € x(O 4 [ (A, FO), tj. xH) = x(O) 1 V(K y, 7a neko
y € RX,
e cilj: || || — min,

[ = flo=ax] =l - a6+ vioy)|

N FORYY () yH Hr(o) VD) (k1) yH
_ Hrm)H kD g, V(k+1>H(k+1>yH

_ V<k+1)(Hr(o)H ey — H(k+1)y)H

- e -] <
y

e =t
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GMRES

Algoritam (GMRES)

B =|r|:
fork=1,2,...
Izracunaj Vk+1) | HED) (jedan korak Arnoldijevog algoritma);
Rijesi problem najmanjih kvadrata min, || Be; — H&Dy||;
X(k) =] X(O) —+ \/(k)y,'
if (x¥) dovoljno dobar)
break;
end



GMRES

Algoritam (GMRES)

B =|r|:
fork=1,2,...
Izracunaj Vk+1) | HED) (jedan korak Arnoldijevog algoritma);
Rijesi problem najmanjih kvadrata min, || Be; — H&Dy||;
X(k) =] X(O) —+ \/(k)y,'
if (x¥) dovoljno dobar)
break;
end

e problem najmanijih kvadrata sa Hessenbergovog matricom se
moze rijesiti puno efikasnije nego s proizvoljnom;

e moguce je i bez rjeSavanja problema najmanijih kvadrata
izradunati ||r® ||, pa x®) ratunamo tek kad je r*) dovoljno malen.



GMRES - konvergencija

Pretp. A dijagonalizabilna, tj. A = XAX~1.

]

IN

mig |4
7(0)=1
min ‘XW(A)X’lr(O)H
7(0)=1
min [X] - ()] - x|
71'(0) 1
ko(X) - |- min =)
7(0)=1
Ko (X) - HF(O)H- min max |7(\)|.

m€P AeA(A)
7(0)=1

A C C, optimalan 7 je tesko pronaci/ocijeniti.
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GMRES - konvergencija

Teorem (Greenbaum, Ptak, Strakos)

Neka je zadan nizag > a1 > ... > a1 > 0, teneka su A1, ..., Ap
proizvoljni kompleksni brojevi. Tada postoji matrica A &ije su svoj-
stvene vrijednosti A1, ..., \n, te vektor b takvi da reziduali GMRES
metode za sustav Ax = b zadovoljavaju

-

zasvek=0,1,...,n— 1.



/Zadatak 9

Napisite funkciju x=GMRES (A, b, x@) koja GMRES-metodom ra¢una
aproksimaciju rjeSenja linearnog sustava Ax = b, uz pocetnu iteraciju
xe. Iteracije zaustavite kada bude || || / {|r(©]| < 1078,

Neka je ax = (12 — k/10)?,zak = 0,1, ..., 99. Pronadite matricu A
reda 100 i vektor b takve da reziduali GMRES metode za sustav

Ax = b zadovoljavaju ||r®|| = ay. Testirajte funkciju GMRES na ovom
sustavu.
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/Zadatak 9

Rjesenje. Stavimo npr. \; = cos {55 100 4 jsin 2 j— 1,...,100.

100
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/Zadatak 9

Rjesenje. Stavimo npr. \; = cos {55 100 4 jsin 2 100 j— 1,...,100.

Definiramo:

° gk= /02, — a2 k=1,2,...,100; (a100 = 0);
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/Zadatak 9

Rjesenje. Stavimo npr. \; = cos {55 100 4 jsin 2 100 j— 1,...,100.

Definiramo:

° gk= /02, — a2 k=1,2,...,100; (a100 = 0);
°Q

=[g1 g2 ..., q100] sluCajna ortogonalna matrica;
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/Zadatak 9

Rjesenje. Stavimo npr. \; = cos 100 4 jsin 2 100 j =1,...,100.
Definiramo:

® gk = 1/0,%_1 —Clz,k: 1,2,...,100; (0100 = 0);

* 0=1[q1 G2 -..,G100] slucajna ortogonalna matrica;

* b=01g1 + 9202 + ... + G100G100;
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/Zadatak 9

Rjesenje. Stavimo npr. \; = cos 100 4 jsin 2 100 j =1,...,100.
Definiramo:

® gk = 1/0,%_1 —Clz,k: 1,2,...,100; (0100 = 0);

* 0=1[q1 G2 -..,G100] slucajna ortogonalna matrica;

* b=01g1 + 9202 + ... + G100G100;
=[bqgr ... qool;
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/Zadatak 9

Rjesenje. Stavimo npr. \; = cos 100 4 jsin 2 100 j =1,...,100.
Definiramo:

.« g — \/m,k: 1,2,...,100: (a100 = 0);

* 0=1[q1 G2 -..,G100] slucajna ortogonalna matrica;

* b=01G1 + 9202 + - - . + 100G100;

* B=[bg1 ... qool;

* p(2) =20 =P a7 = (2= M) (z—X) ... (2= ) =20~ 1;

79



/Zadatak 9

Rjesenje. Stavimo npr. \; = cos 100 4 jsin 2 100 j =1,...,100.
Definiramo:
.« g — \/m,k: 1,2,...,100: (a100 = 0);
* Q=191 G2 .-.,q100] sluajna ortogonalna matrica;
° b = 0101 + 92092 + ... + 91007100;
e B= [b C71 : 5799]'
. p( ) = Z P02 = (z2=M)(Z—A2) ... (2= \y) =210 —1;
0 ... 0
1 ... 0 o
.

A=B- _ , ) .B1
1 agg
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/Zadatak 9

RjeSenje.

150

100

50

Konvergencija GMRES metode

A

)

L L L L

20 40 60 80
iteracija (k)

100

80



PREKONDICIONIRANJE



Prekondicioniranje

Prekondicioniranje — modifikacija poCetnog sustava Ax = b koja
ubrzava metodu za rjeSavanje sustava.

82



Prekondicioniranje

Prekondicioniranje — modifikacija poCetnog sustava Ax = b koja
ubrzava metodu za rjeSavanje sustava.

Umjesto Ax = b, rjeSavamo M~1Ax = M~1p,
Kada iterativha metoda treba izradunati z = M—1Av, to radimo ovako:

(1) t= Ay,
(2) RijeSisustav Mz =t.
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Prekondicioniranje

Prekondicioniranje — modifikacija poCetnog sustava Ax = b koja
ubrzava metodu za rjeSavanje sustava.

Umjesto Ax = b, rjeSavamo M~1Ax = M~1p,

Kada iterativha metoda treba izradunati z = M—1Av, to radimo ovako:
1) t=Av,
(2) RijeSisustav Mz =t.

Cilj — odabrati M tako da:
e M=~ Aunekom smislu (M~1A ~ |).
e Sustavi tipa Mz = t se mogu jako brzo rijesiti.

e CG, GMRES - npr. s(M~'A) < k(A) ili A(M~1A) koncentriran
oko jedne tocke.
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Prekondicioniranje dijagonalnom matricom

M = dijagonala matrice A.

Ako je A pozitivno definitna, onda mozemo rjeSavati i
Ax = b = DADy = Db, x = Dy,

gdje je D matrica iz ovog Teorema:

Teorem (Van der Sluis)
Neka je A pozitivno definitna matrica i

e diag(\/l/ALl, \/1/A2’2, soog W 1/An,n)- Tada:
k(DAD) < n - min k(AAA),
AeD

gdje je D skup svih dijagonalnih matrica sa pozitivnim elementima
dijagonale.



Prekondicioniranje simetricnih matrica

Ako A simetrié¢na, onda M~1A ne mora biti simetriéna.

Ali, akoM = LLT, onda

M~ lAx = Mlp
LTl "Ax = LT 1p
L7'ALTy = L7'p,

uz x = L~ Ty. Sada je matrica sustava L "' AL~T simetri¢na.

Uogi: matrice M~*A i L=*AL~T su sline, pa su otuvana svojstva
konvergencije koja ovise o spektru matrice sustava.
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Prekondicioniranje pozitivno definitnih matrica

Kako dobitiM = LLT?
Ako A pozitivno definitna — npr. incomplete Cholesky.

MATLAB: R=cholinc(A,'@"'); L=R"';
Algoritam (incomplete Cholesky)
fori=1,2,.

L/,r:\/ Zk 1 L7y

forj=i+ 1, .
if (A;; #0) .
Lij = (Aij — Yot Liekip) /L
else
Lij=0

end
end

Uoci: struktura nula u matrici L je ista kao struktura nula u (donjem
trokutu od) A!



Prekondicioniranje u CG

Ponekad M je pozitivno definitna, ali nije zadana u formi M = LLT,
Zelimo verziju CG za sustav L~*AL~Ty = L~1b koja ne koristi L veé
samo M.
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Prekondicioniranje u CG

Ponekad M je pozitivno definitna, ali nije zadana u formi M = LLT,
Zelimo verziju CG za sustav L~*AL~Ty = L~1b koja ne koristi L veé
samo M.

Neka CG za L~YAL~Tx = L=tb koristi X, 70 di, cuy, B

Uvedimo oznake:

= L7Tx®,
LGB L,”f(k)7

d, = LiTak.

86



Prekondicioniranje u CG

Tada:

X(k+1) = L_T;((k_‘—l) = L_T()?(k) + Ozkak) = X(k) + o dy
A = [ = (79 — g LTPAL T d) = r) — g Ad
o1 = L Tdeyr = LTFERY — Bydy) = L7TLHARHD — gy
_ M—l,,(k—i—l) - ﬁkdk

(F(k) )TF(k) (r(k) )T [ =T 1K) ( (k) )T M—1p(k)
« == = — = —
T Gl(LAL T, dl Ad dT Ad
_(;(k+1))T;(k+1) _(r(k—i-l))TM—lr(k—&-l)

o = —@oyEn T (R)TMR
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Metoda konjugiranih gradijenata s prekondicioniranjem

Algoritam (CG sa prekondicioniranjem: A, M simetricne, poz. definitne)

x(© zadan;
r(o) = ph— AX(O),'
Rijesi sustav Mpg = r(
do = Po:
fork=0,1,2,...
_ (f(k))Tpk.
= “dAd,
X(k+1) — X(k) L Oékdk/
I’(k+1) = I’(k) — OékAC/k,'
Rijesi sustav Mpyq = rtk+D;
_ ()T
ﬁk - (r(k))TpkH—l
Okt1 = Prs1 — Brd;
end

0)

’
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Zadatak 10

Napisite funkciju x=CG_precond(A,M,b,x0) koja CG-metodom racuna
aproksimaciju rjeSenja linearnog sustava Ax = b, uz pocetnu iteraciju
x@ i matricu prekondicioniranja M. Iteracije zaustavite kada bude

|6 —Ax®| /||b— Ax©]| < 10710,

Testirajte brzinu konvergencije:

e bez prekondicioniranja,

e uz prekondicioniranje dijagonalnom matricom,

 uz prekondicioniranje incomplete Cholesky faktorizacijom,
ako je matrica sustava Ax = b Stieltjesova matrica iz datoteke

'stieltjes.mat'. Neka je desna strana takva da je rjeSenje
x=[11 ... 1]".

89



Zadatak 10

RjeSenje. spy(A);
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Zadatak 10

RjeSenje.

CG sa prekondicioniranjem

T

CG bez prekondicioniranja
CG dijagonala
CG incomplete Cholesky

.

[lo-Ax® | 7 [[o-Axx )|
=
o

10-10 E

L L L L

10-12
0 5 10 15 20 25 30 35
Iteracija (k)
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Zadatak 10

Rjesenje.
Bez prekondicioniranja:

° x =14.56273
e Metoda konvergira u 33 iteracija.

Prekondicioniranje dijagonalnom matricom:

* k= "7.816230
e Metoda konvergira u 26 iteracija.

Prekondicioniranje pomocéu incomplete Cholesky faktaorizacije:

* k= 1.502516
e Metoda konvergira u 10 iteracija.
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