4 Elementarna teorija brojeva

Skup cijelih brojeva:
Z=A...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}

Definicija. Neka su a, b € Z. Kazemo da cijeli broj a dijeli cijeli broj b i pisemo a | b ako postoji

cijeli broj k takav da je b = a - k. Simbolima to zapisujemo ovako: za a, b € Z
a| b Fkez)b=a-k).
Svojstva dijeljenja
(i) (Va € Z)(a | a) (refleksivnost)
(i) (Va,b,c€ Z)(a|bAb|c=a|c) (tranzitivnost)
Je li | na Z relacija ekvivalencije? Ne, jer nije simetri¢na, tj.
(Ja,be Z)(a|bADTa),
na primjer 2 | 4, ali 41 2.
(i) (Va, b€ Z)(a|bAb|la=a=bVa=—b)
(iv) (Va,b,c € Z)(a|bANa|c=a|b+c)
(v) (Ya,d',b,b' € Z)(a |bAd | b = ad | DY)
(vi) (Va,beZ)(a|b= (VceZ)(a|b-c)).
Dokazite ta svojstva.
Teorem. (o dijeljenju s ostatkom) Neka sua, b € Zib > 0. Tada postoje jedinstveni g,

r € Z takvi da je
a=b-q+r

0<r<hb.

Definicija. Neka su a, b € Z. Najveéa zajednicka mjera brojeva a i b je najveci broj koji dijeli a
i b. Oznaka: M (a,b).

Definicija. Za brojeve a, b € Z kazemo da su relativno prosti ako je M(a,b) = 1.
Najveca zajednicka mjera (n.z.m.) uvijek postoji. Nalazimo je EUKLIDOVIM ALGORITMOM.

Primjer. Izracunajmo M (420,195) Euklidovim algoritmom.



Zadatak 1. Nekasua, b € Z i neka je d najmanji pozitivni broj oblika ax + by, gdje su z, y € Z.
Dokazite da je d = M (a,b).

Karakterizacija najvece zajednicke mjere. Neka su a, b € Z. Prirodan broj d je najveca
zajednicka mjera brojeva a i b ako i samo ako vrijedi: d | a, d | b i svaki cijeli broj d’ koji dijeli a i

b dijeli nuzno i d. Simbolima: d = M(a,b) ako i samo ako
od|aNnd]|b (djezajednicka mjera od a i b)
o (Vd'e€Z)(d |and |b=d |d) (djedjeljiv svakom zajednickom mjerom od a i b)

o de N (radi jedinstvenosti).
Zadatak 2. Izracunajte najveéu zajednicku mjeru brojeva 22004 — 1 i 22002 _ 1,

Zadatak 3. Dokazite sljedece tvrdnje:
(a) M(a,b) = M(—a,b) = M(a,—b) = M(—a,—b)
(b) M(a,b) = M(a,a+b)
(¢) M(a,b) = M(a,a—0b)

(d) M(na,nb) =n-M/(a,b).
Zadatak 4. Dokazite da su za svaki prirodni broj n brojevi 28n + 10 i 8n + 3 relativno prosti.

Definicija. Neka je n prirodan broj. Definiramo relaciju kongruencija modulo n na skupu Z sa

azb(modn)cgn]a—b.

Zadatak 5. Dokazite da je relacija = (mod n) relacija ekvivalencije i odredite njene klase ekvi-

valencije.

Zadatak 6. Dokazite da iz

a; = by (mod n)
as = by (mod n)
slijedi
aj + az = by + by (mod n)

aj - ag = by - by (mod n).

Zadatak 7. Dokazite da je zbroj kubova triju uzastopnih cijelih brojeva djeljiv s 9.



Zadatak 8. Dokazite da nijedan ¢lan niza

5+ (—1)"

n:4n
a + 9

nije kvadrat prirodnog broja.

Zadatak 9. Neka su a, b, c € Z takvi da je
a" +nb+ c¢=0(mod m)

zan = 1,2, 3. Dokazite da je b? visekratnik od m.
Zadatak 10. Dokazite da je mn(m® — n®) djeljivo s 21 za sve n,m € N.
DZ Dokazite da je za sve n € N broj n® — n djeljiv s 3, a broj n® — n djeljiv s 5.

Prosti brojevi

Definicija. Prirodan broj p # 1 je prost ako nema drugih djelitelja u skupu N osim broja 1 i

samog sebe.
Dokazimo sljedece tvrdnje.
{» Svaki prirodan broj n > 1 moze se prikazati kao produkt prostih brojeva.
¢ Prostih brojeva ima beskona¢no mnogo. (Euklidov dokaz.)
Propozicija. Ako je broj n slozen, onda postoji njegov djelitelj koji je < /n.

Zadatak 11. Dokazite:
(a) Ako su pi8p — 1 prosti brojevi, onda je 8p + 1 slozen broj.
(b) Ako su p i 8p® + 1 prosti brojevi, onda je 8p* — 1 prost broj.

Uputa: promatrajte djeljivost tih brojeva s 3.
Zadatak 12. Za koje proste brojeve p, q, r vrijedi jednakost p? =r — 17
Zadatak 13. Dokazite da ostatak pri dijeljenju prostorg broja s 30 ne moze biti slozen broj.

Zadatak 14. Dokazite da postoji beskona¢no mnogo prostih brojeva oblika 4m + 3, gdje je
m € NO.



Eulerova funkcija

Definicija. FEulerova funkcija ¢: N — N definirana je sa: ¢(n) je broj brojeva izmedu 1 i n koji
su relativno prosti s n, tj.

¢(n) :==card{k € {1,2,...,n} | M(k,n) = 1}.
Primjer. Vrijednost Eulerove funkcije zan =1,2,...,09.

Teorem. Neka je n = p{"p3?---pp* rastav broja n na proste faktore. Tada vrijedi

s =n(1-2) (1= 1) (1 1)

p(n) = (pi" — P (P2 —ps2 ) - — P,

to jest

Teorem. FEulerova funkcija je multiplikativna, tj. za sve relativno proste m, n € N vrijedi
¢(mn) = ¢(m)d(n).
Zadatak 16. Rijesite jednadzbu ¢(7%) = 294.

Zadatak 17. Rijesite jednadzbu ¢(x) = 100.

Teorem. (Eulerov teorem) Ako je M(a,n) =1, onda je

a®™ =1 (mod n).
Korolar. (Mali Fermatov teorem) Ako je p prost i p{a, onda je
a?~* =1 (mod p).
Zadatak 18. Odredite ostatak pri dijeljenju broja 13 4+ 23° + .. 10%° brojem 11.

Zadatak 19. Dokazite da je za svaki prost broj p i svaki prirodan broj k suma
1+ 1k(—=1) + ok(p—1) o+ pk(p—l)
djeljiva s p.
Zadatak 20. Dokazite da je za svaki prirodan broj n koji nije djeljiv s 4 zbroj
1™ +2"+ 3"+ 4"

djeljiv s 5.



Zadatak 21. Odredite ostatak pri dijeljenju broja

719981997 519981997
brojem 10.
Zadatak 22. Dokazite da je broj 2222%5% + 55552222 djeljiv sa 7.
Zadatak 23. Odredite ostatak pri dijeljenju broja 1407 + 1535! brojem 17.
Zadatak 24. Dokazite da 7 | 32" + 272 za svaki n € N.
Zadatak 25. Odredite ostatak pri dijeljenju 3% + 419 brojem 13.
Zadatak 26. Odredite ostatak pri dijeljenju 20062°°7 s 13.
Zadatak 27. Dokazite da je n(2n + 1)(7n + 1) djeljiv sa 6 za svaki n € Z.

Zadatak 28. Dokazite da za svaki prost broj p vrijedi

(a4 b)’ = a? + bP (mod p).
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