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Uvod

Elementarna matematika 1 je obavezan kolegij koji se izvodi u prvom
semestru Prediplomskog sveuciliS$nog studija matematike. Glavni cilj
ovog kolegija je “premostiti” prazninu izmedu nivoa srednjoskolske
matematike i matematike koje se predaje na sveucilistu. Radi toga
smo se, s jedne strane, odlucili na strogo formalan stil izlaganja, a
s druge strane, dokazi su u pravilu provedeni tako da uklju¢uju sve
detalje. Naime, cilj nam je studente nauciti preciznom matematickom
izraZavanju te pokazati na primjerima izgradnju matematicke teorije
pocevsi od aksioma.

Materijali se sastoje od 7 poglavlja. U prvom poglavlju uvodimo
logicke veznike i kvantifikatore. Drugo poglavlje bavi se osnovama
teorije skupova. lako je glavni cilj napraviti naivnu teoriju i opera-
tivno savladati skupovne operacije, uveden je pojednostavljen sustav
pravila izgradnje teorije skupova. Cilj takvog pristupa je ilustrirati
kako se formalno mozZe definirati pojam skupa. Trece poglavlje se
bavi relacijama i u njemu su dani neki osnovni primjeri relacija koji
se Cesto javljaju u raznim matematickim disciplinama. Skupovi bro-
jeva su uvedeni u Cetvrtom poglavlju. Najprije se pomocu Peanovih
aksioma definiraju prirodni brojevi, a pomo¢u njih se definiraju cijeli
i racionalni brojevi. Realni brojevi su konstruirani pomoéu Dedeki-
novih rezova, ali samo na informativnoj razini. Sljedec¢e poglavlje
bavi se osnovama teorije brojeva. Tako je dokazan osnovni teorem
aritmetike, teorem o dijeljenju sa ostatkom i teorem o rjeSivosti li-
nearnih kongruencija. Osnovni pojmovi vezani za funkcije su tema
Sestog poglavlja. U tom poglavlju se takoder uvodi pojam ekvipo-
tentnosti skupa, te prebrojivog i neprebrojivog skupa. Dokazana je
prebrojivost skupa racionalnih brojeva, te neprebrojivost skupa real-
nih brojeva. U zadnjem poglavlju bavimo se polinomima. Polinomi
¢e biti proucavani koriste¢i algebarski pristup.

Ovi nastavni materijali nastali su na temelju predavanja koje su
autori drzali akademskih godina 2014/15, 2015/16 i 2016/17, knjiga
profesora Pavkoviéa i Veljana'* (koje preporu¢ujemo studentima kao
dodatnu literaturu), te na materijalima koje su nam velikodusno us-
tupili nastavnici koji su ovaj kolegij predavali prije nas. Jedan od njih
bio je i na$ dragi prijatelj Ante Mimica, kojemu posvecujemo ovu
skriptu.

Zahvaljujemo se profesoru Mladenu Vukovi¢u na pazljivom Ccita-
nju ovih materijala, te brojnim korisnim sugestijama i korekcijama.

* Boris Pavkovi¢ and Darko Veljan. Ele-
mentarna matematika 1. Tehnitka knjiga,
1992

2 Boris Pavkovi¢ and Darko Veljan. Ele-
mentarna matematika 1I: trigonometrija,
stereometrija-geometrija  prostora, anali-
ticka geometrija, elementarna teorija bro-
jeva. Skolska knjiga, 1995






1
Osnove matematicke logike

Svaki suvremeni matematicki tekst lako je prepoznati po simbolima
i formulama koje koristi. lako nam se mozZe ¢initi da su matemati-
¢ari i znanstvenici oduvijek koristili ovakav zapis, povijest je posve
drugacija: na primjer, simbol + za zbrajanje prvi put se pojavio tek
u 14. stolje¢u, simbol < tek u 17. stolje¢u, a oznake za uniju i presjek
skupova tek pred kraj 19. stolje¢a. Umjesto formulama, jednadzbe i
identiteti su bili iskazivani opisno, rije¢ima umjesto simbolima. Ma-
tematicka notacija koju koristimo danas omogucava nam da iska-
Zemo vrlo sloZene tvrdnje isklju¢ivo pomocu simbola. Da bismo ju
mogli razumjeti, trebamo prvo savladati standardiziranu osnovnu
notaciju koju koriste sve grane matematike, a koja se zasniva na lo-
gici sudova i kori$tenju kvantifikatora.

1.1 Logicki veznici

Matematicke tvrdnje koje ¢emo proucavati u ovom poglavlju nazi-
vaju se sudovi. SUD je izjavna reenica za koju se moze utvrditi
je li istinita ili laZzna (neistinita). Sama recenica moze biti zapisana
standardnim govornim jezikom ili simbolima. Promotrimo nekoliko
primjera.

(@) Izjava “2+2=4" je sud, i to istinit.
(b) Izjava “o = 1” je sud, i to lazan.

(c) Izjava “Koliko je sati?” nije sud jer to nije izjavna (ve¢ upitna)
recenica.

(d) Izjava “x+2 = 8” nije sud jer joj se ne moZze utvrditi je li istinita
ili lazna (ako ne znamo koliki je x).

(e) Izjava “Za sve prirodne brojeve x vrijedi x+2 = 8” je sud, i to
laZan.

(f) Izjava “Postoji beskona¢no mnogo prostih brojeva” je sud, i to
istinit—dokaz ¢emo napraviti u Poglavlju 5. Sto ako nemamo do-
kaz tvrdnje, pa ne znamo je li istinita ili lazna? Takve tvrdnje
nazivamo HIPOTEZAMA.
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(g) Izjava “Broj 0.0001 je malen” nije sud jer pojam “malenog broja”
nije dobro definiran.

(h) Izjava “Ovaizjava je laZna” nije sud, jer nije niti istinita niti laZna.
Naime, kad bi ta izjava bila istinita, onda bi vrijedilo da je “Ova
izjava laZna”, tj. da nije istinita, a nemoguce je da je istovremeno
istinita i nije istinita. Kad bi ta izjava bila lazna, onda ne bi vrije-
dilo da je “Ova izjava lazna”, tj. izjava bi bila istinita, pa ponovno
dobivamo da je istovremeno i istinita i nije istinita.

Iako se iz zadnja dva primjera moZe ¢initi da je problemati¢no ut-
vrditi $to je sud, a $to nije, u praksi nas tvrdnje ovog tipa uopce nece
zamarati. Za tipicne matematicke tvrdnje se vrlo lako mozZze utvrditi
jesu li sudovi (odnosno, hipoteze). Ono $to ¢e nam Cesto trebati je
povezivanje viSe jednostavnih sudova u sloZeniji, te utvrdivanje je
li taj sloZeniji sud istinit ili laZan ako znamo istinitost jednostavnih
sudova od kojih je sastavljen. Za takvo povezivanje sluze nam lo-
gicki veznici. Da bismo olaksali i skratili zapis prilikom utvrdivanja
istinitosti sloZenih sudova, sudove éemo umjesto punim recenicama
simbolic¢ki oznacavati velikim slovima. Na primjer,

AE”Z+2:4//, BE“O<1”.

Definicija 1.1. KONJUNKCIJA sudova A i B je sloZeni sud koji je istinit
tocno onda kada su istiniti i sud A i sud B. Kownjunkciju oznacavamo sa
A&Bili AN B, te ¢itamo “A i B”.

Promotrimo dva primjera:

(@ A=“3<4",B="4=3+1".
Sud A A B je istinit jer su istiniti i sud A i sud B.

b) A="2<1",B="4-3=12".
Sud A A B je laZan jer je sud A lazan (iako je B istinit).

Definicija 1.2. DISJUNKCIJA sudova A i B je sloZeni sud koji je laZan
samo onda kada su lazni i sud A i sud B. Disjunkciju oznacavamo sa
AV B, te ¢itamo “A ili B”.

Promotrimo ponovno prethodna dva primjera:

(@ A="3<4",B="4=3+1".
Sud AV B je istinit jer su istiniti i sud A i sud B.

by A="2<1",B="4-3=12".
Sud AV B je istinit jer je sud B istinit (iako je A laZan).

Definicija 1.3. IMPLIKACIJA sudova A i B je sloZeni sud koji je laZan
samo onda kada je A istinit, a B laZan. Implikaciju oznacavamo sa A = B,
te citamo “ A povlaci B” ili “A implicira B” ili “Ako A, onda B” ili “Iz A
slijedi B” ili “B je NUZAN UVJET za A” ili “A je DOVOLJAN UVJET za
B”.

Promotrimo ponovno prethodna dva primjera:

Oznake = i = naizmjeni¢no ¢emo ko-
ristiti u daljnjem tekstu kada budemo
pridruZzivali oznake sudovima i kada
budemo govorili o jednakosti sudova.
Osim = koristimo i = radi lakseg ¢ita-
nja, jer se znak = Cesto pojavljuje i u
iskazu suda, kao kod “2 +2 = 4".

U racunarstvu se za konjunkciju ¢esto
koristi josi A - B.

U rac¢unarstvu se za disjunkciju ¢esto
koriste jos i A+ B te A|B.

Pravilo za implikaciju lakSe pamtimo
ovako: “Iz istine ne mozZe slijediti laz”.
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(a) AE“3<4//,BE”4:3+1".
Sud A = B je istinit, kao i sud B = A.

b) A="2<1",B="4-3=12".
Sud A = B je istinit, a sud B = A lazan.

Definicija 1.4. EKVIVALENCIJA sudova A i B je sloZeni sud koji je istinit
kada su i sud A i sud B oba istiniti, te kada su i sud A i sud B oba lazni.
Ekvivalenciju oznacavamo sa A < B, te ¢itamo “A je ekvivalentno sa B”
ili “ A vrijedi ako i samo ako vrijedi B” (krace “ A vrijedi akko vrijedi B”) ili
“A je NUZAN I DOVOLJAN UVJET za B”.

Promotrimo prethodna dva primjera, uz jos jedan dodatni:

(@ A="3<4",B="4=3+1".
Sud A < B je istinit, kao i sud B < A.

b) A="2<1",B="4-3=12".
Sud A < B je lazan, kaoisud B & A.

() A="7 < 4", B="Broj 6 je prost”.
Sud A < B je istinit, kao i sud B < A.

Definicija 1.5. NEGACIJA suda A je sud koji je istinit samo onda kada je
sud A laZan. Negaciju oznacavamo sa —A, te Citamo “nije A” ili “ne A”
ili “non A”.

Vrlo je vaZzno naucditi negirati sloZene sudove. Promotrimo za po-
¢etak nekoliko primjera; kasnije ¢emo razviti mehanizam kako to
raditi gotovo automatski:

(@) A=“3< 4" Tada -A="3>4".

!

(b) A = “Svaka kuéa ima krov”. Tada —A = “Postoji kuéa bez krova”.

(c) A ="Postoji stolac s dvije noge”. Tada -A =“Ne postoji stolac
s dvije noge” ili, manje u duhu hrvatskog jezika, a blize matema-
tickoj terminologiji, A ="Svaki stolac ima broj nogu razli¢it od

”

dva”.

Logicke veznike moZemo kombinirati i tako dobiti jo§ sloZenije
sudove, na primjer:

C=-((AAB)V((~A) = B)).

Kao i kod aritmeti¢kih operacija, zagradama oznatavamo redoslijed
primjenjivanja logickih veznika. Takoder, kao $to operacija mnoZenja
ima vedi prioritet od operacije zbrajanja, pa moZemo pisati 243 -5
umjesto 2 + (3 - 5), tako uvodimo i prioritet logi¢kih veznika:

1. Najvisi prioritet ima logicki veznik —.
2. Srednji prioritet ima logicki veznik A.

3. Najnizi prioritet imaju logicki veznici V, = i <. Ta tri veznika
imaju jednak prioritet.

U matematickoj logici obi¢no se defi-
nira da veznici A i V imaju isti priori-
tet. Mi ¢emo u ovoj skripti ipak koris-
titi prioritete kako su navedeni u glav-
nom tekstu, prvenstveno zbog analogije
s aritmetikom koja se koristi u ra¢unar-
stvu, kao i na¢ina kako su prioriteti de-
finirani u kolegiju Programiranje 1.
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Koriste¢i ovako postavljene prioritete, u gornjoj formuli moZemo is-
pustiti neke zagrade bez da joj promijenimo smisao:

C=-(AANB V (-A= B)).

Uotite da zagradu oko implikacije ne moZemo ispustiti bez da pro-
mijenimo smisao formule jer V i = imaju isti prioritet. Ako imamo
dvojbu oko prioriteta ili Zelimo otkloniti sumnju oko redoslijeda iz-
ra¢unavanja, bolje je ostaviti dodatne zagrade.

Ako Zelimo utvrditi istinitost sloZzenog suda u ovisnosti o istini-
tosti sudova od kojih je sastavljen, onda koristimo TABLICE ISTINI-
TOsTI. U toj tablici sa 0 oznac¢avamo laz, a sa 1 istinu. Za sve moguce
kombinacije istinitosti sudova koji ¢ine sloZeni sud, ispisujemo isti-
nitost sloZenog suda. Prema definicijama logi¢kih veznika, njihove
tablice istinitosti izgledaju ovako:

B|A&B | -A

=l R

=
1
1
0
1

»—\OO»—\@
R =T

Definicija 1.6. KaZemo da je sloZeni sud A TAUTOLOGIJA ako se njegov
pripadni stupac u tablici istinitosti sastoji iskljucivo od oznaka 1.

Definicija 1.7. KaZemo da su sloZeni sudovi A i B (SEMANTICKI) JED-
NAKI ako i samo ako je sud A < B tautologija. Tada piSemo A = B.

Propozicija 1.8. Neka su A i B sudovi. Tada vrijedi:
(@) ~(-A) = 4;

(b) -(AAB)=(-A)V(—-B);

(c) =(AVB)=(—A)A(=B);

(d) A= B=-AVB.

() -(A= B)=AAN-B.

Turdnje (b) i (c) zovemo De Morganovi zakoni.

Dokaz. Dovoljno je napraviti tablice istinitosti za formule s lijeve i
desne strane jednakosti i uvijeriti se da se pripadni stupci poduda-
raju. PokaZimo tvrdnje (a) i (b).

(a)
Al A | ~(=4)
ol 1 0

Prvi i treéi stupac se podudaraju, pa vrijedi A = =(—A).

Tu je situacija sli¢na kao u izrazu 2 —
(3+5), koji nema istu vrijednost kao
2 — 3+ 5iako + i — imaju isti prioritet.
Ako dvije operacije ili veznika imaju isti
prioritet, rezultat se izra¢unava s lijeva
na desno.

Uotimo da vrijedi A = B ako i samo
ako sudovi A i B imaju identi¢ne tablice
istinitosti.



(b)
A|B| ANB | ~(AAB) | =A | =B | (=A) V (=B)
010 0 1 1 1 1
0|1 0 1 1 0 1
110 0 1 0 1 1
111 1 0 0 0 0

Cetvrti i posljednji stupac se podudaraju, pa vrijedi —(A A B)
(=4) V (=B).

O

Koriste¢i tablice istinitosti, moZemo dokazati mnogo jednakosti
koje ¢e nam biti korisne za transformiranje sloZzenih sudova u oblik
koji je pogodniji za ispitivanje njihove istinitosti. Neke od tih jedna-
kosti navedene su u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 1.9. Neka su A i B sudovi. Tada vrijedi:

(@) A B = (A=B)A(B= A);

(b) ANB = BANA; AVB = BVA;

(c) (ANB)AC = AN(BAC);, (AVB)VC = AV (BVC);
(d AN(BVC) = (AAB)V(ANC);

(e) AV(BAC) = (AVB)A(AVC);

Hh Av0o = A, ANl = A

(g AN-A =0 AV-A =1

Dokaz. Dokaz svih tvrdnji se provodi pisanjem tablice istinitosti i u
usporedivanjem odgovarajucih stupaca. To ¢emo napraviti za tvrd-
nju (a), dok ostale ostavljamo za vjezbu.

A|B|AeB|A=>B|B=A|(A=B)A(B=A)
0o 1 1 1 1
01 0 1 0 0
110 0 0 1 0
1)1 1 1 1 1

Usporedbom treceg i posljednjeg stupca, vidimo da vrijedi A <
B=(A=B)A(B=A). O

Uz jednakosti navedene u prethodne dvije propozicije, viSe nije
nuzno uvijek pisati tablice istinitosti da bismo pokazali jednakost
dvaju sudova. Na primjer:

(AVB)V (-AAN—-B)=(AVB)V-(AVB)
1. (1.1)

Ovdje smo u prvom retku iskoristili De Morganov zakon, a u dru-
gom Propoziciju 1.9(g). 1z jednakosti (1.1) zaklju¢ujemo da ¢e tablica

OSNOVE MATEMATICKE LOGIKE 11

Uo¢imo da logicki veznici A i V imaju
mnoga svojstva koja imaju i aritmeti¢ke
operacije zbrajanja i mnoZenja: uvjerite
se u to tako da zamijenite A operaci-
jom mnoZenja, a \VV operacijom zbraja-
nje. Svojstvo (b) nazivamo komutativ-
nost, (c) asocijativnost, (d) i (e) distri-
butivnost.
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istinitosti za sud (A V B) V (-A A =B) u svim recima sadrZavati samo
“jedinice”, to jest, taj sud je tautologija!

Tako su, na primjer, sudovi AV -A, (AAB) = Bi (AVB)V
(A A —B) tautologije, dok —(A A B) nije tautologija. DokaZite ove
tvrdnje tako da napravite tablice istinitosti za navedene sudove!

Brojne matematic¢ke tvrdnje imaju oblik implikacije, tj. A = B.
Kada imamo sud tog oblika, ¢esto ¢e nam biti korisne i varijante
navedene u sljedecoj definiciji.

Definicija 1.10. Neka je A = B sud. Tada kaZemo:

(a) Sud B = A je OBRAT suda A = B;

(b) Sud =B = —A je OBRAT PO KONTRAPOZICIJI suda A = B;
(c) Sud ~A = —B je SUPROTNI sUD od A = B.

Promotrimo tablicu istinitosti za navedene sudove.

A|B|A=B|B=>A|-B=-A|-A=-B

01]0 1 1 1 1
0|1 1 0 1 0
110 0 1 0 1
1|1 1 1 1 1

Primje¢ujemo da vrijede sljedece vazne (ne)jednakosti:
(a) A=B = -B= 4,

(b) A= B # B=A;

(0 A= B # A= —B;

(d B=A = -A= -B.

Drugim rije¢ima, ako je tvrdnja A = B istinita, onda je istinita i
tvrdnja =B = —A i obratno. Stoga: ako Zelimo dokazati da tvrdnja
A povlaci tvrdnju B, ponekad je jednostavnije dokazati da tvrdnja
—B povlaci tvrdnju —A. Taj dokaz ¢e biti posve ispravan kao dokaz
tvrdnje A = B, te ga nazivamo dokaz obratom po kontrapoziciji.
Primjere ¢emo vidjeti u Poglavlju 1.3. Za sada, napisimo nekoliko
implikacija, te njihovih obrata i obrata po kontrapoziciji.

Primjer 1.11. Promotrimo sljedece sudove.

(a) “Ako je a obodni kut nad promjerom kruZnice k, onda je « pravi kut.”
Owaj sud, oblika A = B, je istinit.
Njegov obrat B = A glasi ovako: “Ako je « pravi kut, onda je a obodni
kut nad promjerom kruzZnice k.” Obrat nije (uvijek) istinit, pravi kut
moZemo nacrtati i izvan kruznice k.
Obrat po kontrapoziciji, ~B = —A, glasi ovako: “Ako a nije pravi kut,
onda o nije obodni kut nad promjerom kruznice k.” Owvaj sud je takoder
istinit.



(b) “Ako je x > 0iy > 0, onda je x-y > 0.” Ovaj sud, oblika
(A AB) = C, je istinit.
Njegov obrat C = (A A B) glasi ovako: “Ako je x -y > 0, onda je x > 0
iy > 0.” Obrat nije istinit, na primjer za x = —=2iy = =5jex-y >0,
ali nije istina da je x > 0iy > 0.
Obrat po kontrapoziciji ima oblik =C = —(A A B), $to koristenjem De
Morganovog pravila moZemo zapisati i kao -C = (=AY —B). Zapi-
sano rijecima, glasi ovako: “Ako vrijedi x -y < 0, onda vrijedi x < 0 ili
y < 0.” Ovaj sud je takoder istinit.
Suprotni sud ima oblik =(A A B) = —C, odnosno, (mAV —=B) = —C.
Zapisano rijecima: “Ako vrijedi x < 0ili y < 0, onda vrijedi x -y < 0.”
Owvaj sud ponovno nije istinit, na primjer za x = —21iy = —5.

1.2 Predikati i kvantifikatori

Kako smo naveli na pocetku prethodne cjeline, izjavu “x 42 = 8”
ne smatramo sudom jer joj ne mozemo utvrditi istinitost budu¢i da
ne znamo vrijednost od x. Medutim, uvrstimo li bilo koju vrijednost
umjesto x, dobivamo sud. Drugim rije¢ima, promotrimo “funkciju”

P(x)="x+2=8".

Tada je, na primjer, P(6) = “6 + 2 = 8" istinit sud, a P(3) = “3+2 =
8" lazan sud. Kazemo da je P(x) primjer jednomjesnog PREDIKATA.

Sli¢no, ako istinitost neke izjave ovisi o dvije varijable, govorimo
o dvomjesnim predikatima. Na primjer, ako ozna¢imo

Q(x,y) = “Prirodni broj x je djeljiv prirodnim brojem y”,

onda je Q(12,3) istinit sud, a Q(5,7) lazan sud. Dakle, Q(x,y) je
primjer dvomjesnog predikata. Opéenito, 7n-MJESNT PREDIKAT je iz-
javna recenica koja sadrzi n varijabli, te koja postaje sud nakon uvr-
Stavanja konkretnih vrijednosti umjesto tih varijabli.

Osim uvrstavanjem konkretnih vrijednosti na mjesto varijabli, pos-
toji jo$ jedan nacin kako od predikata moZemo napraviti sudove: po-
mocu tzv. kvantifikatora.

Definicija 1.12. Neka je P(x) predikat. Sud
(Vx) P(x)

je istinita tocno onda kada je P(x) istiniti sud za sve vrijednosti varijable
x. Citamo: “Za svaki x, vrijedi P(x)”, a oznaku ¥ zovemo UNIVERZALNT
KVANTIFIKATOR.
Nadalje, sud
(3x) P(x)

je istinita tocno onda kada postoji barem jedna vrijednost varijable x za koju
je sud P(x) istinit. Citamo: “Postoji x za koji vrijedi P(x)”, a oznaku 3
Zovemo EGZISTENCIJALNI KVANTIFIKATOR.

Iz kojeg skupa dolaze varijable x u gornjoj definiciji? To ¢e ili biti
jasno iz konteksta ili ¢e biti eksplicitno navedeno unutar predikata
P(x). Pogledajmo jedan primjer.

OSNOVE MATEMATICKE LOGIKE 13

Formalno gledajuéi, ovo nije sud jer ne
znamo vrijednosti od x i y. U ovom
primjeru zapravo podrazumijevamo da
piSe: “Za sve realne brojeve x, y, vrijedi:
akojex >0iy > 0,ondajex -y > 0".
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Primjer 1.13. Pretpostavimo da je varijabla x realan broj.

(a) Sud (Vx) x > 3 je laZan, jer predikat P(x) = x > 3 nije istinit, na
primjer, za x = —5.

(b) Sud (3x) x > 3 je istinit, jer je predikat P(x) = x > 3 istinit, na
primjer, za x = 5.

(c) Sud (Vx) (x > —1 = x% > 1) je lazan, jer predikat P(x) = (x >
—1 = x% > 1) nije istinit, na primjer, za x = 0.

(d) Sud (Ix) x*> = —1 je lazan.

Ako unutar samog suda Zelimo eksplicitno navesti iz kojeg skupa
dolaze dozvoljene varijable, to moZemo napraviti ovako:

(Vx) (x e R=x>3),
u slucaju univerzalnog kvantifikatora, odnosno,
(Ix) (x e RAXx >3),

u slucaju egzistencijalnog kvantifikatora. Ovakve zapise Cesto skra-
¢ujemo na sljedeci nacin:

(Vx) (x € S = P(x)) krace zapisujemo kao (Vx € S) P(x);
(3x) (x € SAP(x)) krace zapisujemo kao (3x € S) P(x).
Tako je, na primjer, sud
(Ix €R) x* =2

istinit, a sud
(AxeQ)x* =2

lazan.

Ako Zelimo izjaviti da postoji to¢no jedna vrijednost varijable za
koju je sud istinit (a ne vise njih!), onda koristimo KVANTIFIKATOR
JEDINSTVENE EGZISTENCIJE, u oznaci 3!. Na primjer,

(3'x € R) ¥* = 2je lazan sud,
(3'x € (0, +00)) x* = 2 je istinit sud,
(3'x € R) x* = —1 je laZan sud.

Uocite da kvantifikator jedinstvene egzistencije mozemo zapisati po-
mocu univerzalnog i egzistencijalnog kvantifikatora:

(3tx) P(x) = (3x)(P(x) A ((Vy) (P(y) = x =y))).

Kvantifikatore moZzemo i ulancavati, pa bismo tako tvrdnju

(Vx)(Jy) P(x,y)

Citali “Za svaki x, postoji y takav da vrijedi P(x,y)”.



Primjer 1.14.

(a) Sud (Vx € R)(Jy € R) x + 17 = y je istinit.
(b) Sud (Vx € R)(Jy € R) x -y > 0 je laZan.
(c) Sud (3x € R)(Vy € R) x -y > 0 je laZan.
(d) Sud (3x € R)(Jy € R) x -y > 0 je istinit.

Cesto prilikom dokazivanja tvrdnji trebamo napraviti negaciju ne-
kog suda koji sadrzi kvantifikatore. U tu svrhu ¢e nam posluziti
sljedeca pravila:

~((Vx) P(x))
~((Bx) P(x)) =
Uvjerimo se da je prvo pravilo ispravno: po definiciji negacije, sud
—((Vx) P(x)) je istinit ako i samo ako je sud (Vx) P(x) lazan. Po defi-
niciji univerzalnog kvantifikatora, taj sud je laZan ako i samo ako sud

(Ix) —=P(x);
(Vx) =P(x).

P(x) nije istinit za sve vrijednosti varijable x. Dakle, =((Vx) P(x)) je
istinit ako i samo ako postoji neka vrijednost varijable x za koju P(x)
nije istinit, odnosno, ako i samo ako postoji neka vrijednost varijable
x takva da vrijedi —P(x). Po definiciji egzistencijalnog kvantifikatora,
to je ako i samo ako (3x) P(x).

Primjer 1.15. Promotrimo sada nekoliko primjera sudova koji ukljucuju
kvantifikatore, te napisimo njihove negacije koristeCi gornja pravila.

(@) A=(VxeR) x> >x+2
SA=(IxeR)~(x*>x+2)=(Fx e R) x> < x 42

() A=(3x€Q)x*=38
“A=(VxeQ)~(x*=8)=(VxcQ)x>#8

() A=(VxeR)(Vy e R) x> +y> >0
~A=(3xeR)(FyeR) x> +y2 <0

(d) A = “Svaka kuca je bijela.”
Tordnju je puno lakSe ispravno negirati ako ju zapiSemo simbolima, te
primijenimo pravila za negaciju. Neka je S skup svih kuca, a P(K)
“Kuca K je bijela” predikat. Tada A = (VK € S) P(K), pa je = A =
(3K € S) —=P(K). Kada procitamo zapis suda —~A, dobivamo —A =
“Postoji kucéa koja nije bijela”.

(e) A = “Postoji crna ovca.”
Ponovno zapisujemo sud pomocu simbola: neka je S skup svih ovaca, a
P(o)
-A = (Yo € S) =P(0), odnosno, = A = “Svaka ovca ima boju koja je

“Ovca o ima crnu boju”. Tada A = (30 € S) P(0), pa je

razli¢ita od crne”.

N A= (vx)(Vy) (P(x,y) = Qx,y))-
Owvdje primjenjujemo pravilo za negiranje implikacije, dokazano u Pro-
poziciji 1.8(e):
—A = (30)(Fy) ~(P(xy) = Qlxy))
= (3)(Fy) (P(x,y) A=Q(x,y))-

OSNOVE MATEMATICKE LOGIKE
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Ako bismo ovdje uzeli P(0) = “Ovca
0 je crna”, onda bi nas doslovno ¢ita-
nje suda —A moglo navesti na izjavu
—A = “Svaka ovca nije crna”. Ovu bi-
smo tvrdnju, zbog nepreciznosti govor-
nog jezika, mogli shvatiti na dva na¢ina:
“Nijedna ovca nije crna” (Sto je ispravna
negacija tvrdnje A) ili “Nisu sve ovce
crne” (Sto je pogresna negacija tvrdnje
A jer zapravo znaci “Postoji ovca koja
nije crna”, te dozvoljava da neke ovce
imaju crnu boju). Jedan ispravan nacin
¢itanja bi bio mA = “Za svaku ovcu vri-

jedi da nije crna”.
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(g) Ako je f funkcija, onda je sud A istinit ako i samo ako je f injekcija:
A= (VxeS)(vyes) (x#y= flx) # ).
Neguacija Ce biti istinita kada funkcija f nije injekcija:
~A=(ExeS)(EyeS) (x £y Af(x) = f)).
(h) Sud A je istinit ako je niz (a, ), ima limes, tj. ako je konvergentan:

A= (3L e R)(Ve > 0)(Ing € N)(Vn € N)
(n>mny=la, —L| <e).

Negacija Ce biti istinita kada niz (ay), nema limes:

-A = (VL € R)(3e > 0)(Vng € N)(In € N)
(n>ngANlay,—L|>e¢).

(i) Negirajmo jos i kvantifikator jedinstvene egzistencije:

A= (3t) P(x) = () (P(x) A (V) Py) = x = y);
~A = (V) (~P(x) V ((3y) P(y) Ax £ ).

1.3 Vrste matematickih tordnji

U svakoj matematickoj teoriji pojavljuju se sli¢ni tipovi tvrdnji. Neke
tvrdnje predstavljaju osnovne ¢injenice na kojima se bazira cijela te-
orija, nekim tvrdnjama se uvode novi pojmovi na temelju ve¢ pos-
toje¢ih pojmova kako bi se pojednostavnila terminologija teorije, a
nekim tvrdnje predstavljaju ¢injenice koje je potrebno dokazati. Kre-
nimo redom.

AKSIOM je tvrdnja koja se smatra istinitom i koja se ne dokazuje.
Na primjer, tvrdnja “1 je prirodan broj” je jedan od Peanovih aksi-
oma kojima se uvodi skup prirodnih brojeva. Tu ¢injenicu prihva-
¢amo kao istinitu, nju ne dokazujemo, te pomocu nje dokazujemo
druge tvrdnje o prirodnim brojevima. Sli¢no, postoje aksiomi kojima
se uvodi pojam geometrije euklidske ravnine. Jedan od tih aksioma
je tzv. aksiom o paralelama, odnosno, “Euklidov peti postulat” koji
glasi: “Ako je T tocka koja ne leZi na pravcu p, onda postoji jedins-
tveni pravac g koji prolazi tockom T, a ne sije¢e pravac q”.

Svaka matematicka teorija sadrzi skup aksioma na kojima se ona
zasniva. Pocevsi od skupa aksioma, logickim zaklju¢ivanjem zatim
dokazujemo sve sloZenije i sloZenije tvrdnje. Svaka dokazana tvrd-
nja, koliko god bila netrivijalna, u konac¢nici mora slijediti iz aksioma
i mora se mod¢i svesti na njih. Stoga je vrlo vazno ispravno odabrati
aksiome teorije, te Zelimo da oni imaju sljedeca svojstva:

1. Skup aksioma treba biti konzistentan, tj. ne smije se dogoditi da
pomocu njih moZemo dokazati da je istinit i sud A i sud —A.

2. Skup aksioma treba biti potpun, tj. za svaku tvrdnju A teorije tre-
bamo, koristeéi aksiome, biti u stanju dokazati da je A istina ili da
je —A istina.

Koristenjem obrata po kontrapoziciji,
dobivamo sljedeti zapis suda A:

A= (VreS)(WyeS) (f(x) = f(y) = x = ).

Ovaj zapis Cesto koristimo kada Zelimo
dokazati da je f injekcija, o ¢emu Ce biti
vise rije¢i u Poglavlju 6.

Kurt Godel (1906.-1978.), austrijski i
ameri¢ki matematicar i logicar

S druge strane, Kurt Godel je 1931. do-
kazao da svaki konzistentni skup ak-
sioma u kojem se mogu provesti ele-
mentarne aritmeticke operacije ne moZze
biti potpun, tj. postoje tvrdnje koje se
neée mocdi niti dokazati niti opovrgnuti
koristec¢i aksiome! Vise o ovoj proble-
matici moZete doznati na kolegiju “Ma-
tematicka logika”, koji je izborni ko-
legij na tre¢oj godini preddiplomskog
studija. Takoder, preporu¢amo knjigu
Apostolos Doxiadis: “Stric Petros i Gol-
dbachova slutnja”.



3. Skup aksioma treba biti nezavisan, tj. ne smije se dogoditi da jedan
aksiom mozemo dokazati pomocu preostalih.

Drugi tip matematickih tvrdnji su definicije. DEFINICIJA je iz-
java kojom se na jednoznacan nacin, nabrajanjem njegovih nuznih
i dovoljnih svojstava, opisuje neki matematicki pojam. Ve¢ u ovom
poglavlju smo se susreli s definicijama—definirali smo, primjerice,
logicke veznike. Uloga definicija je, zapravo, da pojednostave ter-
minologiju teorije: umjesto da svaki puta kaZzemo “Promotrimo sud
koji je istinit to¢no onda kada su istiniti i sud A i sud B”, jednostavno
¢emo re¢i “Promotrimo konjunkciju sudova A i B” ili “Promotrimo
sud AAB”.

Jedan te isti pojam moZemo definirati na viSe nac¢ina. Na primjer,
ako su nam poznati pojmovi pravokutnika i romba, te ako Zelimo
uvesti pojam kvadrata, to mozZemo napraviti na neki od sljede¢ih
nacina:

(a) Pravokutnik kojemu susjedne stranice imaju jednaku duljinu na-

Zivamo KVADRAT.

(b) KaZemo da je pravokutnik kvADRAT ukoliko su mu dijagonale
medusobno okomite.

(c) KVADRAT je romb kojemu je kut izmedu susjednih stranica pravi.

Svaka od ovih definicija kvadrata je ispravna. Kada uvodimo pojam
kvadrata, odlutit ¢emo se za jednu (bilo koju) od gornje tri defini-
cije. Preostale dvije definicije tada postaju tvrdnje koje je potrebno
dokazati—one viSe nece biti definicije, nego tzv. KARAKTERIZACIJE
pojma kvadrat.

Kada definiramo novi pojam, potrebno je obratiti paznju da ne
napravimo neku od tipi¢nih pogreska:

1. Definicija treba obuhvacati to¢no onaj pojam koji Zelimo defini-
rati, a ne i neke druge pojmove.
Na primjer, pogresna je definicija: “KaZemo da su dva pravca u
prostoru PARALELNI, ako se ne sijeku i ne podudaraju.” Ova “de-
finicija” obuhvaca i mimoilazne pravce u prostoru, a ne samo one
koje Zelimo nazvati paralelnima.

2. Definicija treba navesti minimalan broj svojstava kojima je novi
pojam u potpunosti opisan.
Na primjer, pogresna je definicija: “JEDNAKOSTRANICNI TROKUT
je trokut kojem su sve tri stranice jednake i sva tri kuta jednaka”.
Naime, jednakostrani¢ni trokut moZzemo definirati kao trokut ko-
jemu su sve tri stranice jednake, a zatim pomocu toga dokazati da
sumu i sva tri kuta jednaka.

3. Definicija ne smije biti cirkularna, tj. ne smije uvoditi novi pojam
pomocu njega samog.
Na primjer, pogresna je definicija: “KRUZNICA je skup svih to¢aka
ravnine koje su jednako udaljene od sredista kruznice”. Ispravno
bi bilo re¢i: “Zadana je to¢ka T. KruZnica sa sredistem u tocki T
je skup svih tocaka ravnine koje su jednako udaljene od tocke T”.

OSNOVE MATEMATICKE LOGIKE
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Posljednju grupu matematickih tvrdnji ¢ine teoremi, propozicije,
leme i korolari—to su matematicke tvrdnje ¢iju istinitost je potrebno
utvrditi dokazom, tj. logi¢kim zaklju¢ivanjem iz aksioma i veé ra-
nije dokazanih tvrdnji. TEOREM obi¢no oznacava vaZan i netrivijalan
matematicki sud, koji predstavlja znacajan i istaknuti rezultat neke
matematicke teorije. PROPOZICIJA je matematicki sud neSto manje
vaznosti. LEMA je pomo¢na tvrdnja koja se koristi da bi se dokazao
neki sloZeniji teorem. KOROLAR je tvrdnja koja slijedi jednostavnim
zaklju¢ivanjem kao direktna posljedica nekog teorema ili propozicije.

Sve ove vrste tvrdnji mozemo zajednicki obuhvatiti pojmom “te-
orem”. Teoremi tipi¢no imaju oblik implikacije P = Q, a kada izri-
¢emo neki teorem, potrebno je vrlo jasno razluditi i navesti:

1. Sto je PRETPOSTAVKA teorema: sud P koji se smatra istinitim;
2. Sto je TVRDNJA teorema: sud Q koji je potrebno dokazati.

Na primjer, Talesov teorem kaZe: “Obodni kut nad promjerom kruz-
nice je pravi kut”. Iako nije eksplicitno zapisan u obliku P = Q, za
njegovo ispravno razumijevanje moramo ga formulirati u tom obliku:

P = “Kut & je obodni kut nad promjerom kruZnice.”
Q = “Kut a je pravi kut.”
P = Q = “Ako je « obodni kut nad promjerom kruZnice, onda je «

pravi kut.”

Objasnimo jo$ sto znaci dokazati neki teorem oblika P = Q. Raz-
likujemo direktne i indirektne dokaze:

(a) Napraviti DIREKTNI DOKAZ tvrdnje P = Q znadi, uz pretpos-
tavku da su istinite tvrdnja P i aksiomi teorije, logickim zakljudi-
vanjem pronacdi tvrdnje Q1, Qy, ..., Q; takve da vrijedi

(P=Q1) AN (Q1=Q2) A ... A (Qu= Q)

Tada, zbog toga $to vrijedi (A = B)A(B = C) = (A = Q),
vrijedi P = Q.

(b) Napraviti DOKAZ OBRATOM PO KONTRAPOZICIJI znaci dokazati
da vrijedi ~Q = —P. Kako smo pokazali ranije, ovaj sud je seman-
ticki jednak sudu P = Q, pa smo, dokazavsi -~Q = —P ujedno
dokazalii P = Q.

(c) Napraviti DOKAZ SVOPENJEM NA KONTRADIKCIJU znaci doka-
zati da vrijedi (P A —=Q) = L, pri ¢emu je L neka ocito lazna
tvrdnja. Naime, ako je P A =Q laz, onda je -(PA—-Q) =P = Q
istina.

Dokaze obratnom po kontrapoziciji i svodenjem na kontradikciju
jo$ zovemo i INDIREKTNI DOKAZI. Kako se moZda nismo susretali
do sada sa ovom vrstom dokaza, napravimo po jedan primjer za
svaki od njih.



Primjer 1.16. DokaZimo sljedec¢u tordnju:
“Ako je n € N takav da je n* neparan, onda je i n takoder neparan”.
Zapisimo ovu tordnju u obliku P = Q:
P = “Broj n?* je neparan”;
Q = “Broj n je neparan”.

Umjesto dokaza tvrdnje P = Q, lakSe je napraviti dokaz obratom po kon-
trapoziciji, odnosno, dokazati tvrdnju —Q = —P:

“Ako je n € N paran, onda je i n® takoder paran”.

Dakle, pretpostavimo da vrijedi —=Q, odnosno, da je broj n paran. Tada
ga moZemo zapisati u obliku n = 2k, za neki prirodni broj k. No tada je
n? = (2k)? = 4k*> = 2- (2k?), pa je i broj n? takoder paran, to jest, vrijedi
tordnja —P. Stoga smo pokazali =Q = —P, pa obratom po kontrapoziciji
vrijedi i P = Q.

Primjer 1.17. DokaZimo da je log 3 iracionalan broj.

Turdnju dokazujemo svodenjem na kontradikciju: pretpostavimo suprotno,
tj. da je log 3 racionalan broj. Tada postoje p,q € N takvi da je log3 = %

Po definiciji funkcije logaritam, tada vrijedi 3 = 105. Cijelu jednakost
potenciramo potencijom g, ¢ime dobivamo 37 = 10P. S obje strane ove
jednakosti su prirodni brojevi, no lijeva strana je djeljiva brojem 3, a desna
nije. To je nemoguce, odnosno, dobili smo kontradikciju. Zbog toga je
pocetna pretpostavka bila kriva, pa log 3 nije racionalan broj.

Ako je P = Q neki teorem, onda kaZemo da je tvrdnja Q = P
OBRAT TEOREMA. Medutim, obrat teorema nije nuzno istinit!

Primjer 1.18. Promotrimo sljedec¢i lako dokazivi teorem: “Neka su a,b,c €
IN. Ako je broj a djeljiv brojem c, onda je i broj a - b takoder djeljiv brojem
c”.

Obrat ovog teorema glasi: “Neka su a,b,c € IN. Ako je broj a - b djeljiv
brojem c, onda je i broj a takoder djeljiv brojem c”.

Medutim, obrat oCito ne vrijedi: brojevia =5, b = 27 i ¢ = 3 su takvi da
je a - b djeljivo sa c, no a nije djeljiv brojem c.

U gornjem primjeru smo Zeljeli pokazati da obrat teorema nije is-
tinit. To smo napravili tako da smo pronasli KONTRAPRIMJER. Zbog
¢ega je to dovoljno? Obrat teorema je bio tvrdnja oblika (Vx)P(x).
Da bismo pokazali da je ova tvrdnja lazna, dovoljno je pokazati da je
tvrdnja

~((vx) P(x)) = (3x) ~P(x)
istinita. Ta tvrdnja je istinita ako postoji vrijednost varijable x za koju
predikat P(x) nije istinit—takav x zovemo kontraprimjer.

Ako vrijedi i teorem P = Q i njegov obrat Q = P, onda u iskazu
teorema Cesto koristimo frazu “ako i samo ako”. Da dokaZemo takav
teorem, potrebno je dokazati i jednu i drugu implikaciju! Primjer
ovakvog teorema je Pitagorin poucak: “Trokut ¢ije su duljine stranica
a, b i c je pravokutan s pravim kutem nasuprot stranice ¢ ako i samo
ako vrijedi a? + b% = ¢?”.
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Uocimo da je log3 > 0 jer je logaritam
rastuca funkcija, a log1 = 0.

U Primjeru 1.18 obrat zapravo ima ovaj
oblik:

(Va,b,c € N) Q(a,b,c) = P(a,b,c),

gdje je P(a,b,c) = “Broj a je djeljiv bro-
jem c”, te Q(a,b,c) = “Broja-bje djeljiv
brojem ¢”. Negacija gornjeg suda glasi:

(3a,b,c € N) Q(a,b,c) AN—=P(a,b,c),

pa je dovoljno pronacdi vrijednosti za
a,b,c takve da vrijedi Q(a,b,c), ali ne
vrijedi P(a, b, c).






2
Skupovi

Pojam skupa jedan je od osnovnih pojmova u matematici i javlja se
u prakti¢ki svakom njenom podruéju. Govorimo o skupovima pri-
rodnih i realnih brojeva; kada zadajemo funkcije, zadajemo njihovu
domenu i kodomenu koje su skupovi; kada proucavamo jednadzbe,
dobivamo skupove njihovih rjesenja. Cak i pojmove iz geometrije,
poput kruznice ili kocke, definiramo kao skupove to¢aka u ravnini
ili prostoru.

Zbog tih razloga, ve¢ od nizih razreda osnovne $kole stekli smo
intuitivno razumijevanje pojma skupa. Skup je jednostavno kolekcija
nekih objekata; ako imamo viSe kolekcija objekata, jasno nam je Sto
znaci njihova unija ili presjek. Ovakve operacije nad skupovima smo
navikli zamiSljati i prikazivati Vennovim dijagramima. Problem nam
ne predstavljaju niti beskonac¢ni skupovi, poput skupa svih prirodnih
brojeva ili intervala (0, 1).

Ovakav pristup razumijevanju pojma skupa prevladavao je u ma-
tematici sve do kraja 19. stolje¢a. Tada su se, prvenstveno motivirani
radovima Georga Cantora u kojima je proucavao beskona¢ne sku-
pove, najednom poceli pojavljivati paradoksi—tvrdnje koje su, uz
intuitivno shvacanje pojma skupa, jednostavno bile kontradiktorne.
Stoga se javila potreba za strogim pravilima koja bi jasno definirala
Sto se moZze smatrati skupom, a $to ne, odnosno, potreba za uvo-
denjem aksioma teorije skupova. Tako je nastalo nekoliko sustava
aksioma, od kojih se danas u matematici najc¢esé¢e koristi Zermelo—
Frankelov sustav (ZFC).

Strogo formalna definicija aksioma ZFC i obrazloZenja razloga za
njihovo uvodenje izlazi izvan okvira ovog kolegija®. Iako nam je in-
tuitivno razumijevanje skupova sasvim dovoljno za svladavanje svog
gradiva Elementarne matematike 1, ipak ¢emo uvesti nesto pojednos-
tavljeni sustav aksioma teorije skupova kojim ¢emo ilustrirati kako se
moZe formalno definirati pojam skupa. Tako ¢emo u ovom poglavlju
navesti niz pravila pomoc¢u kojih se grade skupovi. Nesto ¢emo sma-
trati skupom jedino u slucaju da to nesSto mozemo dobiti koriste¢i ta
pravila, i nikako drugacije.

Georg Cantor (1845.-1912.), zaletnik
teorije skupova

*Mnogo viSe detalja ove problematike
upoznat ¢ete na kolegiju “Teorija sku-
pova” na trecoj godini preddiplomskog
studija.
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2.1 Prazan skup i jednoclani skupovi

Skupove i dalje smatramo kolekcijama objekata. Ti objekti mogu biti,
na primjer, prirodni ili realni brojevi, to¢ke u prostoru, funkcije, i
tako dalje. Neki skup moZemo zapisati tako da sve objekte od kojih
se sastoji navedemo unutar viti¢astih zagrada.

KaZemo da je objekt x ELEMENT skupa S ako objekt x pripada
kolekciji objekata koji ¢ine S. To ozna¢avamo ovako: x € S. U pro-
tivnom, x nije element skupa S i piSemo x ¢ S.

Prva dva pravila opisuju najjednostavnije moguce skupove: prvo
kaze da postoji prazan skup, a drugo definira jednoclane skupove.

Pravilo S1. Postoji skup @, kojeg zovemo PRAZAN SKUP i koji ne sadrZi
niti jedan element. Drugim rije¢ima, za svaki objekt x vrijedi x ¢ @.

Pravilo Sz. Ako je x objekt, onda je {x} skup. Jedini element tog skupa je
X.

Ako promatramo objekte 3, 6 i 20, jedini skupovi koje moZemo
napraviti koriste¢i ova dva pravila su: @, {3}, {6} i {20}.

2.2 Booleove operacije nad skupovima

Sljedece pravilo dat ¢e nam mehanizam pomoéu kojeg od dva “ma-
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nja” skupa moZemo napraviti “veci”.

Pravilo S3. Ako su A i B dva skupa, onda postoji skup A U B ¢iji elementi
su svi oni objekti koji pripadaju skupu A ili skupu B. Skup A U B zovemo
UNIJA skupova A i B. Zapisano simbolima,

(Vx) (xEAUB(:) (xEA\/xEB)). (2.1)

Pomocu ovih pravila mozemo dokazati da je {3,6,20} zaista skup:
od ranije ve¢ znamo da su A = {3}, B = {6} i C = {20} skupovi.
Primjenom Pravila S3, skup jei S := AUB = {3,6}. Ako ponovno
primijenimo Pravilo S3 na skupove S i C, dobivamo da je {3,6,20}
zaista skup.

Trebamo li zasebnim pravilima specificirati da su presjek, razlika
i komplement dvaju skupova takoder skupovi? Mogli bismo, no
umjesto toga uvest ¢emo samo jedno pravilo pomocu kojeg ¢emo
lako dokazati da navedenim operacijama dobivamo skupove.

Pravilo S4. Neka je A skup, te neka je P(x) predikat definiran za sve
elemente x iz skupa A. Tada postoji skup, kojeg oznacavamo sa

{xe A : P(x)},
Ciji elementi su svi oni elementi x skupa A za koje je P(x) istina.

Primjer 2.1. Koristeci proa tri pravila moZemo pokazati da je A = {1, 2,
3, 4, 5} skup. Neka je P(x) = “broj x je paran”. Iz Pravila Sy slijedi da
je{x € A : P(x)} = {2,4} takoder skup. Ovo smo, naravno, mogli
pokazati i samo pomocu proa tri pravila.

Na primjer, {3, 6, 20} ¢e biti skup koji
je kolekcija objekata 3, 6 i 20.

3€ {3, 6 20}
5¢ {3, 6, 20}

Uobitajen je i zapis: {x € A | P(x)}.



U Primjeru 2.1 vidjeli smo da neki skup moZemo pomocu pravila
izgraditi na viSe na¢ina. Zbog toga se prirodno javlja potreba za
provjerom kada su dva skupa jednaka.

Definicija 2.2. Neka su A i B skupovi. KaZemo da je A PODSKUP od B i
pisSemo A C B ako vrijedi

(Vx) (xEAéxEB).

Ako je A C Bi B C A, kaZemo da su skupovi A i B JEDNAKI i pisSemo
A =B.

Iz gornje definicije i iz svojstava logickih operacija implikacije i
ekvivalencije slijedi da za skupove A i B vrijedi

A:BE(Vx)<x€A<:>x€B>. (2.2)
Zbog toga je lako® provijeriti da je
{1,2,3,4,5} = {3,5,4,5,2,4,3,1,2,1}.
Kako opovrgnuti tvrdnju A C B? U Poglavlju 1 naucili smo negi-

rati logicke formule s kvatifikatorima, pa sada moZemo iskoristiti to
Znanje:

~(ACB)=-((Vx) x € A= x € B)
= (3x) (xe A= x€B)
Jx) (x € AAN—(x € B))

= (
= (3x) (x € ANx & B). (2.3)

Drugim rije¢ima, ako Zelimo dokazati da A nije podskup od B, do-
voljno je pronadi element x skupa A koji nije element skupa B. Na
primjer, skup X = {1,2,3} nije podskup skupa Y = {1,5,6} zato jer
2eX, ali2¢y.

Na posve isti nacin se moze dokazati

A #B=(3x) ((xeAAxng)wxeBAng)).
Cesto ¢e nam se javiti i pojam “pravi podskup”, pa navedimo i nje-
govu definiciju.

Definicija 2.3. Neka su A i B skupovi takvida je A C B, ali A # B. Tada
kazZemo da je A PRAVI PODSKUP od B i piSemo A C B.

Uz pomo¢ formule (2.3), lako se vidi da vrijedi:
ACB=((Vx)xce A=>xeB)A((Ix) x e BAx € A).

Sljedeca propozicija nam daje prve jednostavne rezultate o odno-
sima skupova.

Propozicija 2.4. Neka su A, B i C proizvoljni skupovi. Tada vrijedi:

(a) @ C A;
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Simbol C zovemo “inkluzija”.

2Jednostavno redom za svaki element
skupa {1,2,3,4,5} provjerimo je li
on element od {3,5,4,5,2,4,3,1,2,1} i
obratno. “ViSestruke” kopije pojedinog
elementa su posve nebitne kad govo-
rimo o skupovima. Isto vrijedi i za po-
redak elemenata unutar viti¢astih za-
grada.

Ponekad se koristi i oznaka A % B.

Ovdje smo zapravo simbolima zapisali
ekvivalentnu tvrdnju:

ACB & (ACB)A-(BCA).
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(b) ACA;

(0 (ACBABCC(C)=ACC
(d (A=BAB=C)= A=C;
(e) ACAUB.

Dokaz.

(a) Prema definiciji pojma podskup, tvrdnja @ C A je istina ako
vrijedi
(Vx) <x6®:>xeA).

No tvrdnja x € @ je uvijek laZna, pa je implikacijax c @ = x c A
istinita za sve objekte x.

(b)(c)(d) Dokazi ovih tvrdnji su o¢iti ili vrlo jednostavni, pa ih ostav-
ljamo za vjezbu.

(e) Prema definiciji pojma podskup, treba dokazati
(Vx) (xGA:>x€AUB).

Neka je, dakle, x proizvoljni objekt takav da je x € A istinit sud.
No tada je istinit i sud (x € A) V (x € B), a to prema Pravilu S3
znadéi x € AUB.

O

Kao $to smo i spomenuli, kada imamo Pravilo S4, nije potrebno
uvesti pojam presjeka pomocéu pravila, nego to moZemo dokazati.
Ako su A i B skupovi, za x € A promotrimo predikat P(x) = “x €
B”. Prema Pravilu S, {x € A
nazivamo presjek.

: P(x)} je skup—upravo onaj kojeg

Definicija 2.5. Neka su A i B skupovi. Skup

ANB:={x€ A : xe€B}
zovemo PRESJEK skupova A i B.
Lako se vidi da vrijedi

(Vx) (xEAﬂB(:) (xEAAxEB)). (2.4)

Uz uniju i presjek, ¢esto su nam korisne i skupovne razlike.
Definicija 2.6. Neka su A i B skupovi. RAZLIKA SKUPOVA A i B je skup

A\B:={x€ A : x ¢ B}.
SIMETRICNA RAZLIKA SKUPOVA A i B je skup

AAB = (A\B)U (B\ A).

Mozda je prirodnije definirati presjek
simetri¢no s obzirom na skupove A i B,
tj. ovako:

ANB:={x: x€ AAx € B}.

No iz definicije lijevo i Pravila S4 je od-
mabh jasno da je AN B skup.

Iz Pravila Sy4 slijedi dasu A\BiB\ A
skupovi.

Iz Pravila S3 onda slijedi da je skup i
ANAB.



Na primjer, nekaje A = {1, 2, 4, 5, 7} i B= {1, 3, 5, 9}. Tada:

AUB=1{1,23,4,5 79},

ANB=/{1, 5},
A\B=1{2, 4,7},
B\ A= {3, 9},

AAB=1{2,3,4,7, 9}

Pripadnost skupovnim razlikama takoder moZemo lako izraziti po-
mocu logickih formula.

Propozicija 2.7. Neka su A i B skupovi. Tada
(Vx) (xEA\B @(xEA)A(x%B)); (2.5)

(Vx) (x €AAB & (x € A)A(x €B))V ((x € B)A (x & A))).
(2.6)

Dokaz. Prva tvrdnja je trivijalna; pokaZimo drugu. Potrebno je po-
kazati istinitost ekvivalencije, Sto ¢emo pokazati tako da pokazemo
istinitost obje implikacije.

(=) Neka je x € AAB. Po definiciji simetri¢ne razlike, tada x €
(A\B)U(B\ A). Prema formuli (2.1), slijedi

xeA\B V x€B\A,

pa imamo dva slucaja.

Ako je x € A\ B, onda je, prema prvoj tvrdnji ove propozicije,
(x € A)AN(x ¢ B), pastoga’ i ((x € A)A(x & B))V ((x €
B) A (x ¢ A)), §to je i trebalo pokazati.

Analogno, ako je x € B\ A, onda je (x € B) A (x ¢ A), pa stoga
i((x €e A)N(x € B))V((x € B)A(x ¢ A)), §to je i trebalo
pokazati.

(<) Obratno, neka je ((x € A)A(x € B))V((x € B)A(x € A)).
Ponovno razlikujemo dva slucaja.
Prvi slucaj: (x € A) A (x € B). Tada po prvoj tvrdnji ove propo-
zicije slijedi x € A\ B, paonda*ix € (A\ B)U(B\ A), odnosno
x € AAB.
Drugi slucaj: (x € B) A (x ¢ A). Tada po prvoj tvrdnji ove propo-
zicije slijedi x € B\ A, paondaix € (A\B)U(B\ A), odnosno
x € AAB.

O

Kada razvijamo neku matemati¢ku teoriju, obi¢no su svi skupovi
koje promatramo u sklopu te teorije podskupovi nekog veceg skupa
kojeg onda zovemo univerzalni skup. Na primjer, ako prou¢avamo
djeljivost i proste brojeve, svi skupovi koji ée nas zanimati ¢e sadr-
Zavati iskljucivo cijele brojeve, odnosno, bit ¢e podskupovi od Z. U
tom kontekstu ulogu univerzalnog skupa ima skup Z. U slucaju
kada imamo univerzalni skup, moguce je definirati jos jednu sku-
povnu operaciju.
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3 Ako je istinit sud P, onda je istinit i
sud PV Q, bez obzira na istinitost suda

Q.

+To je zbog Propozicije 2.4: za skupove
A\ BiB\ A vrijedi

A\BC (A\B)U(B\ A);

zatim primijenimo definiciju pojma

podskup.



26 ELEMENTARNA MATEMATIKA 1

Definicija 2.8. Neka je U skup i A C U. Skup Ovdje U ima ulogu univerzalnog
skupa.

A =U\A={xel : x¢ A}
zovemo KOMPLEMENT SKUPA A (s obzirom na skup U).

Na Slici 2.1 smo ilustrirali Booleove operacije nad skupovima: uniju,
presjek, razliku, simetri¢nu razliku, te komplement.

(@) AUB (b) ANB () A\ B (d) AAB (e) A

Slika 2.1: Booleove operacije nad sku-
povima ilustrirane Vennovim dijagra-

Sada ¢emo nizom teorema utvrditi odnose izmedu skupova dobi- A

venih Booleovim operacijama. U prvom teoremu ispitujemo odnos
jednog skupa A s univerzalnim i s praznim skupom.

Teorem 2.9. Neka je U skup i A C U. Tada:

() AUA=A, ANA=A;

b)) AuU=U AND=0;

(00 AU =A;, AnU=A;

(d AUA*=U, ANA‘=0Q;

(e) (A°)" = A.

Svojstvo (a) zovemo idempotentnost, a svojstvo (e) involutivnost.
Dokaz. Dokazimo samo (a) i (d); ostale ostavljamo za vjeZbu.
(@ xe AUA & (x€ A)V(xe€e A) & xe A

(d) Pokazimo prvo inkluziju AU A® C U: neka je x € AU A° pro-

izvoljan. Po definiciji unije, slijedi (x € A) V (x € A€). Uotimo
daje ACUiIiA°C U, paxe€ Apovlatix € Uix € A° takoder
povladi x € U. Stoga, x e AUA = (xeU)V(xe U)=xel,
odnosno, AU A¢ C U.
Obratno, treba pokazati U € A U A°. Neka je x € U proizvoljan.
Razlikujemo dva slu¢aja: x € Aix ¢ A. Akoje x € A, onda je
zbog Propozicije 2.4(e) takoder i x € AU A°. Ako je x ¢ A, onda
je x € U\ A, odnosno x € A€, pa zbog iste propozicije ponovno
imamo x € AU A°.

Sljedeci teorem navodi jo$ neka svojstva Booleovih operacija.

Teorem 2.10. Neka su A, B i U skupovi takvidaje A C Ui B C U. Tada
vrijedi:



() AUB=BUA; ANB=BNA;

(b)) (AUB)® = A°NB%; (ANB)° = A°UBS;
(0 A\B=ANB (A\B)N(B\A)=q;
(d) ACB & B C A

Iz svojstva (a) vidimo da su operacije unije i presjeka komutativne. Formule
(b) ponovno zovemo De Morganove formule.

Dokaz. Buduéi da smo formulama (2.1), (2.4), (2.5) operacije nad sku-
povima sveli na logicke formule, svi dokazi ¢e se svesti na svojstva
logickih veznika.
(a) Slijedi direktno iz komutativnosti logi¢kih veznika “i” i “ili”.
(b) U Cetvrtom retku koristimo De Morganovu formulu za logi¢ki
veznik “ili”.
x € (AUB)C (x ¢ AUB)
—(x € AUB)
-(x € AVxe€B)
(x ¢ ANx & B)
xeUANxZA)AN(xeUANx & B)
& (x e AN (x € BY
& xe AN B
Drugu formulu je lako dokazati pomoéu prve i involutivnosti
komplementa:

(ANB) = (AN (B)) = (((A°) U (B)))" = A°UB".
(c) Prvu jednakost skupova dokazujemo ovako:
x€ A\B< (x € A) A (x € B), zbog (2.5)
S (xeA)N(xeU)N(x ¢B), zbog ACU
& (x e A) A (x € BY)
& x e ANBS
Drugu jednakost dokazujemo svodenjem na kontradikciju:
x€(A\B)N(B\A)= (xc ANx¢€B)AN(x € BAx ¢ A)
= (xe AANx g€ A)N(x € BAx & B),
no to nije istina niti za jedan objekt x, paje (A\ B)N(B\ A) = Q.
(d) Nekaje A C B. Treba dokazati da je tada B* C A°, pa uzmimo
proizvoljni x € B¢; Zelimo dokazati da je x € A°. Pretpostavimo
suprotno, to jest x ¢ A°. Kako smo u Teoremu 2.9(d) pokazali da
je AU A = U, slijedi x € A. Zbog A C B, slijedi x € B, no to je
kontradikcija s pretpostavkom x € B® i pokazanom ¢injenicom da
je BN B = @. Dakle, mora biti x € A, paje B¢ C A°.
Obratno, neka je B C A°. Prema upravo dokazanom, slijedi

(A°)¢ C (B°)°. No zbog involutornosti komplementa iz ovog
imamo odmah A C B.
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Ovdje smo “unatrag” primijenili De
Morganovu formulu za komplement
unije skupova A€ i B:

(AN (B)" = ((A) U (B))".
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O

Kao u (c) dijelu prethodnog teorema, Cesta je situacija u kojoj je pre-
sjek dva skupa prazan, pa uvodimo poseban pojam za takve sku-
pove.

Definicija 2.11. Za skupove A i B takve da vrijedi AN B = @ kaZemo da
51 DISTUNKTNI.

Preostao nam je jo$ teorem koji ispituje odnose unije i presjeka
triju skupova.

Teorem 2.12. Neka su A, B, C skupovi. Tada:
(a) Operacije unije i presjeka su asocijativne, odnosno, vrijedi:

(AUB)UC =AU (BUC);
(ANB)NC=AnN(BNC).

(b) Operacije unije i presjeka su distributivne jedna prema drugoj:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC);
AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Dokaz.

(a) Dokaz se svodi na asocijativnost logickih veznika.

x€(AUB)UC« (xe AUB)V (x € Q)
& (xeAvxeB)V(xe()
& [asocijativnost veznika V]
SxeAV(xeBVxe()
Sx€eAV(xeBUCQC)
< x e AU(BUCQ).

(b) Dokaz se svodi na distributivnost logic¢kih veznika.

x€ AN(BUC) & (xe A)A(x € BUCQC)
& (xeA)N(xeBVxe()
& [distributivnost veznika A prema V|
S (xeAANxEB)V(xe ANx e Q)
< ((xe ANB))V((xe ANC)
< (xe (ANB)U(ANC).

O
Za kraj ove cjeline, pokaZimo i neka svojstva simetri¢ne razlike.

Teorem 2.13. Neka su A, B,C,U skupovi takvi daje A C U, B C U,
C C U. Tada:

(a) ANA = Q;

Da li je skupovna razlika asocijativna?

Ove, kao i ve¢ina drugih skupovnih
jednakosti su u direktnoj vezi s odgo-
varajué¢im jednakostima logi¢kih izraza.
Uniju obi¢no povezujemo s veznikom
“ili”, a presjek s veznikom “i”. Stoga bi
prvi izraz odgovarao logickom izrazu

A-(B+C)=A-B+A-C,
a drugi
A+ (B-C)=(A+B)-(A+C).

Za oba smo pokazali da su istiniti u pr-
vom poglavlju. Usporedite i ostale sku-
povne jednakosti u ovom poglavlju; @
poistovijetite s 0,a U s 1.

Kojem logi¢kom vezniku bi odgovarala
skupovna razlika?



(b) ADD = QAA = A;
() AAB=(AUB)\ (ANB);
(d) (AAB)AC = AA(BAC).

Dokaz. PokaZimo samo tvrdnju (c), koju najéesée i koristimo pri radu
sa simetri¢nom razlikom.

xe AAB& (xe ANx¢B)V(x& AANx €B)
S [(PA=Q)V(=PAQ) = (PVQ)A(=PV=Q)]
& (xeAVxeB)AN(x € AVx & B)
& (x € AUB) A (x € A°UB°)
< [De Morganova formula]

& (x€ AUB)A (x € (ANB)Y)

< x€(AUB)\ (ANB).

Dokazite identitet logike sudova koji smo koristili u drugom retku!
O

2.3 Partitioni skup

Nakon sto smo uveli osnovne skupovne operacije, vratimo se na pra-
vila teorije skupova. Premda ¢emo dodati jos nekoliko pravila, svi
rezultati i dokazi koje smo proveli u prethodnoj cjelini i dalje ostaju
ispravni! Do sada imamo Cetiri pravila: prva dva omogucuju izgrad-
nju praznog i jednoclanih skupova, tre¢e kaZe da je unija dvaju sku-
pova ponovno skup, a ¢etvrto omogucava da pomocu jednomjesnog
predikata odaberemo neke elemente postojeteg skupa i tako stvo-
rimo novi skup.

Uz sljedece pravilo, skupovi koje mozemo izgraditi ¢e postati bitno
sloZeniji.

Pravilo Ss. Svaki skup je ujedno i objekt.
Izuzetno je vaZno u potpunosti razumjeti sljede¢i primjer.

Primjer 2.14. Koriste¢i proa tri pravila, znamo da su {1},{2,3} i @ sku-
povi. Zbog Pravila S5, to su wjedno i objekti, sto znaci da ih smijemo
“uvrstiti” u preostale pravila. Prema Pravilu S2,

{{1}} je skup ¢iji je jedini element {1}, dakle, {1} € {{1}}.

Uocite:
tef{1}, {1}e{{1}}, alilg{{1}}.

Sli¢no, uvjerite se da su i ovo skupovi:

A={0},
B={1, {1}, {2,3}},
C={9, {2}},

D={1, {1, {2, 3}}},
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Drugim rije¢ima, skupovi mogu biti
elementi drugih skupova.
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te da vrijedi:

DeA OCA {D)CA;

1€B, {1} €B, {11 CB,2¢B, {2,3} €B, {2,3} Z B;
veC {otecC {orccC {0} G

1eD, {1} ¢D, {1} CD, {2,3} ¢ D, {1,{2,3}} € D.

Ako su svi elementi skupa F i sami skupovi, kaZemo da je F
FAMILIJA SKUPOVA. Na primjer,

F={{2,3}, {1,2,3}, {3}, {1,3}}

je jedna familija skupova. Svaki od elemenata te familije je podskup
skupa {1,2,3}. Jedna vrlo vaZna familija skupova sastoji se od svih
podskupova nekog skupa.

Pravilo S6. Neka je A skup. Postoji skup P(A) takav da je svaki podskup
skupa A element skupa P(A).
Skup P(A) zovermo PARTITIVNI SKUP skupa A.

Na primjer, za A = {1,2,3} je
P(A) =12 {1}, {2}, {3} {1 2}, {13}, {2,3}, {1,23}},

zaB=0Qje
P(B) = {2},

azaC={1, {2,3}}je

P(C)={o, {1}, {{2,3}}, {1{2,3}}}

Nije teSko pokazati da, ako skup A ima n elemenata, onda skup
P(A) ima 2" elemenata. Naime, skup P(A) ima onoliko elemenata
koliko ima razli¢itih podskupova od A. Svaki podskup od A mo-
Zemo dobiti na sljede¢i na¢in: napi$imo sve elemente od A jedan
do drugog, a zatim ispod svakog elementa napisimo ili 0 ili 1. Oni
elementi ispod kojih piSe 1 ¢ine jedan podskup od A. Pisanjem svih
mogucéih kombinacija 011 (a njih ima 2") o¢ito dobivamo sve moguce
podskupove od A.

Takoder, prirodan je i sljedeci rezultat.

Propozicija 2.15. Neka su A i B skupovi. Tada vrijedi:
ACB< P(A) CP(B).
Dokaz.

(=) Pretpostavimo da je A C B, te neka je X € P(A) proizvoljan.
Po definiciji partitivnog skupa, slijedi X C A. Kako je A C B,
prema Propoziciji 2.4(c) slijedi X C B, $to znaci X € P(B). Dakle,
P(A) C P(B).

(<) Pretpostavimo da je P(A) C P(B). Zbog A C A vrijedi A €
P(A), paondai A € P(B), a to po definiciji partitivnog skupa
zna¢i A C B.

Familije skupova obi¢no oznafavamo
kaligrafskim slovima, na primjer

A, F,S.

Ovo pravilo dobiva puni smisao tek
kada uvedemo beskonatne skupove,
vidi Pravilo S7. MozZete li dobiti skup
P(IN) bez ovog pravila?

Na primjer, ako je A = {1,2,3,4,5},
onda kombinacijom
1 2 3 5
01 1 1

w O

dobivamo podskup {2,3,5}.

Uo¢imo da je ovdje X skup koji je ele-
ment od P(A).



O

Primijetimo da akoje A,B C U, ondasui AUB, ANB, A\ B, A®
i AAB takoder podskupovi od U. Dakle,

A,BeP(U) = AUB, ANB, A\ B, A°, AAB € P(U).

2.4 Beskonacni skupovi

Svi skupovi koje moZemo konstruirati pomoéu do sada navedenih
pravila su kona¢ni jer svako od pravila smijemo primijeniti samo
kona¢no mnogo puta. Buduéi da su beskonac¢ni skupovi vrlo cesti
u matematici, bit ¢e nam potrebno dodatno pravilo pomocu kojeg
¢emo ih uvesti. Vrlo je zanimljiva ¢injenica da, ako skupom progla-
simo “kolekciju” svih prirodnih brojeva, onda pomocu ostalih pra-
vila moZemo izgraditi i sve druge beskonaéne skupove, poput Z,
Q, R i C! Taj postupak ¢emo opisati u Poglavlju 4, a za sada do-
dajmo odgovarajuce pravilo. Kako bismo mogli promatrati raznovr-
snije primjere, u ostatku ovog poglavlja ¢emo pretpostavljati da smo
ve¢ pokazali da su navedene kolekcije objekata zapravo skupovi.

Pravilo Sy. Kolekcija svih prirodnih brojeva IN je skup.

Sada moZemo uz pomo¢ preostalih pravila pokazati da, primje-
rice, svi prosti brojevi ¢ine skup:

A={x €N : xje prost broj}.

Sli¢no, mozemo pokazati i da su intervali realnih brojeva takoder
skupovi, na primjer:

(—o0,a) ={x€R : x<a};
[a,b) ={x€R : a<xAx<b}.

Sad kada smo uveli beskonacne skupove, vise nam neée biti do-
voljne skupovne operacije u kojima sudjeluju samo dva, tri, pa ni
konaéno mnogo skupova, nego éemo promatrati unije i presjeke od
po volji mnogo skupova. Na primjer, Cesto se javljaju situacije u ko-
jima za svaki prirodni broj n imamo definiran skup A, i zanimaju nas
svi elementi koji se javljaju barem u jednom od tih skupova, ili oni
elementi koji se javljaju u svakom od tih skupova. Koristeé¢i Pravilo
S4, mozemo definirati unije i presjeke familija> skupova.

Definicija 2.16. Neka je U skup, te F neka familija podskupova od U
(tj. F € P(U)). Tada skup

UA={xceUu: (3AecF)xec A}
AeF

zovemo UNIJA FAMILIJE F, a skup
(1A={xeU: (VAe F)xe A}
AeF

Z0vemo PRESTEK FAMILIJE F.
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Preciznije, kolekcija svih objekata koju
¢emo definirati Peanovim aksiomima u
Poglavlju 4.1 je skup.

5Uotite da u donjoj definiciji pro-
matramo familije podskupova nekog
univerzalnog skupa U. Ako bismo
htjeli promatrati proizvoljne familije
skupova, onda ne bismo mogli iskoris-
titi Pravilo S4, nego bi bilo potrebno
uvesti novo pravilo koje kaze da su i
takve unije skupovi!
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Promotrimo nekoliko primjera.
(a) Nekasu X CU1iY C U skupovi, te neka je F = {X,Y}. Tada je

U A=Xxuvy,
AeF

odnosno, unija familije F koja sadrzi samo skupove X i Y je

upravo njihova unija. Analogna tvrdnja vrijedi i za presjek.

(b) Zan € N, nekaje A, = (1,1). Promotrimo familiju skupova &iji
su elementi Aq, Ay, .. .

F={A, : ne N} (2.7)
Pokazimo da vrijedi
U= A=(0,1).
n=1 AeF

(Oznaku ;7 1 Ay redovito koristimo za ovakve unije familija.)
Treba dokazati jednakost skupova:

(€) Pokazimo prvo daje U;—; An € (0,1). Neka je x € Uy An.
Prema Definiciji 2.16, tada postoji n € IN takav daje x € A,. No
tada x € <%,1>, paje % <x<1l,aondai0 < x <1, odnosno,
x e (0,1).

(2) Obratno, pokazimo daje (0,1) C | ; Ay. Nekajex € (0,1),
odnosno, 0 < x < 1. Tada postoji n € N takav da je % < x. No
tadaje x € (1,1) = A,, paondaix € Uy A

S druge strane, imamo

[e.0)

ﬂ Ay = ﬂ A=0Q.

n=1 AEF
Naime, ako bi postojao x € N_; Ay, onda je x € (1,1) za sve
n € IN. Specijalno, za n = 1 imamo x € (%,1) = @, a takav x ne
postoji.

(c) Oznacimo sa R4 skup svih pozitivnih realnih brojeva. Za a €
R4, neka je X, = (—a,a), te promotrimo sljede¢u familiju sku-

pova:
F={Xy : a € Ry }. (2.8)
Tada je
U Xy = U X ={—00,00) =R,
aER XeF
(N Xu:= ] X={0}.
OLER+ XeF

Dokaz ovih tvrdnji posve je analogan kao u (b), pa ga ostavljamo

za vjezbu.

Primjerinavedeni u (b) i (c) su primjeri indeksiranih familija podsku-
pova.

Kako odrediti takav n? Na primjer, ako
je x = 0.001, moZemo uzeti n = % +1=
1001. Ovaj trik radi i opéenito: uvijek
moZemo za n uzeti prvi prirodni broj
vediod 1.



Definicija 2.17. Neka je L neprazni skup i Ay C U za svako o € L. Tada

F={Ay : a €1} (2:9)

zovemo INDEKSIRANA FAMILIJA PODSKUPOVA, 4 Z zovemo INDEK-
SNI sKUP. Umjesto |J,c r A piSemo U7 A, a4 umjesto (\acr A pisemo
Naez Aa- Specijalno, kao u primjeru (b), ako je T = IN, pisSemo ;> Ap i
Mh=1 A

n=14n-

I u slu¢aju unija i presjeka familija podskupova vrijede De Morga-
nove formule.

Teorem 2.18. Neka je U skup i F C P (U) neka familija podskupova. Tada
vrijedi:

(a) (U A)C— N A

AeF AeF

(b) (ﬂ A)C: U A

AeF AeF

Dokaz. Pokazimo tvrdnju (a); dokaz druge tvrdnje je analogan.

xe<UA>C@xequ¢<UA)

AeF AeF

@erAﬁ<xe UA)

AcF
sxelUN-((FAeF)xe A)
sxelUAN (VAeF)x g A)

& VAeF)(xeUNx ¢ A)
& (VAe F)xe AC
sxe () A
AeF
O

Ako nam je dan neki skup A, Cesto ¢e nas zanimati jedna posebna
vrsta familije podskupova od A koju ¢emo zvati particija skupa A.
Da bismo laks$e razumjeli definiciju, promotrimo prvo jedan jednos-
tavni primjer. Neka je A = {1,2,3,4,5} i familiju F = {A1, Ay, A3}
koju ¢ine sljedeti skupovi:

Ay = {3,4}, Ay = {1}, A3 = {2,5}.

Skupovi A1, Ay i A3 u uniji daju cijeli skup A, a presjek svaka dva
je prazan: Ay N Ay = A;N A3 = AyN Az = @. Familija F je primjer
jedne particije skupa A.

Definicija 2.19. Neka je A proizvoljan skup. PARTICIJA SKUPA A je bilo
koja familija skupova F C P (A) sa sljedecim svojstvima:

(a) Zasve X € F vrijedi X # ©;

(b) Zasve X,Y € Forijedi X =Y ili XNY =Q;

SKUPOVI 33

Ovdje smo “presutili” jedan detalj: da
bismo mogli uopce govoriti o uniji fa-
milije podskupova, nuzno je da su ko-
lekcije F definirane u (2.7), (2.8), (2.9)
skupovi. Zbog tega je to tako? U slu-
¢aju (2.7), mozZemo iskoristiti Pravilo S4:

(BneN) A= (1)},

F={A€P(R) :
Sli¢no je i za (2.8). No opcenito, da
bi (2.9) bio skup, nuZno je uvesti jo$
jedno novo pravilo. Radi jednostav-
nosti, umjesto toga ¢emo ovdje prihva-
titi da su indeksirane familije podsku-
pova, kako smo ih definirali, uvijek
skupovi.

Jos neke particije {1,2,3,4,5} su, na pri-
mjer,
{134}, {2,5}},
{{1,2,3,4,5}},
{1}, {2}, {3}, {4}, {53}

Postoje ukupno 52 particije tog skupa!

Vizualizacija jedne particije skupa u
ravnini, F = {A;, Ay, A3, Ag, As}.
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© | X=A
XeF

Mozemo promatrati i particije beskona¢nih skupova.

(a) Neka je X skup svih parnih, a Y skup svih neparnih prirodnih
brojeva. Tada je F = {X, Y} jedna particija skupa IN.

(b) Neka je A, = [n,n+1), za svaki prirodni broj n. Tada je F =
{A, : n € N} jedna particija skupa [1, +o0). S druge strane, ako
ozna¢imo B, = [n,n+1]iC, = (n,n+1),onda G = {B, : n € N}
iH = {Cy : n € N} nisu particije skupova [1,+o0) ni (1, +o0).

2.5 Kartezijev produkt skupova

Jo$ jedan pojam koji éemo Cesto koristiti u nastavku je pojam urede-
nog para.

Definicija 2.20. Neka su A i B skupovi, tea € Aib € B. Objekt (a,b)
Zovemo UREDENTI PAR, pri Cemu a zovemo PRVI CLAN PARA, a b zovermo
DRUGI CLAN PARA. Dva uredena para (aq,by) i (ap, by) su JEDNAKI ako
je ap = ap i by = by; pisemo (a1,by) = (az,by).

Skup svih uredenih parova zovemo Kartezijev produkt.

Definicija 2.21. Neka su A i B skupovi. KARTEZIJEV PRODUKT skupova
A i B je skup
AxB:={(a,b) : a€ ANDb € B}.

Ako je A = @D ili B = @, dogovorno uzimamo A X B = Q.
Promotrimo nekoliko primjera.
(a) Nekaje A = {v/2,7}, B={1}. Tadaje:
AxB={(V21), (1,1)},
Bx A={(1,Vv2), (1,7}

Vidimo da je opéenito A x B # B x A, odnosno, Kartezijev pro-
dukt nije komutativan.

(b) Nekaje A = {1,{2}}i B = {{n},1}. Tada je:
AxB={(1{r}), (L1), ({2}, {7}), ({2}, D}
() Nekaje A =[2,3]iB = [1,2]. Tada je:
AxB=1[23]x[1,2]={(xy) : x€[2,3], y€[L,2]}.
Skup A x B moZemo prikazati u ravnini; vidi Sliku 2.2.

Definicija 2.22. Neka je A skup. Tada skup A% := A x A zovemo KAR-
TEZIJEV KVADRAT, skup

D={(xy) €A : x=y}

zovemo DIJAGONALA.

Napomenimo da ovdje nismo morali
uvesti novi objekt (a,b), nego da smo
mogli staviti (a,b) := {{a}, {a,b}}. Po-
gledajte Zadatak 2.1: moZemo dokazati
i da je Kartezijev produkt skupova A i
B iz Definicije 2.21 zaista skup.

0 1 2 3

Slika 2.2: Osjencani pravokutnik repre-
zentira skup [2,3] x [1,2].
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Pokazimo sada nekoliko svojstava Kartezijevog produkta skupova.
Na primjer, uz A = [0,2] imamo 8

A?2={(x,y) : x,y€0,2]}, 2
D={(x,x) : x€[0,2]}.

Teorem 2.23. Neka su A, B, C, D skupovi. Tada vrijedi:

(@) (AUB)xC=(AxC)U(BxC); 0 o208
Slika 2.3: Osjencani kvadrat reprezen-
. 2 . . .
 (AnB)xC= (A% )N (BxC) i a1 03] D
(©) (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND);
(d (AXxB)U(CxD)C(AUC)x (BUD);

(e) (AxB)Nn(BxA)=(ANB)~
Dokaz. Pokazimo, na primjer, tvrdnju (c):

(x,y) e (AxB)N(CxD) < (x,y) € (AxB) A (x,y) € (CxD)

< (xeAANyeB) AN(xeC AyeD)

S (xeANxeC)AN(yeB AyeD)

< (xe ANC) A (yeBND)

& (x,y) € (ANC) x (BND,).

Zbog fega ne moZemo primijeniti isti dokaz u (d), tako da samo

zamijenimo presjek unijom? Zbog toga Sto vrijedi samo

(x,y) e (AxB)U(Cx D)<« (x,y) € (AxB) V (x,y) € (CxD)
< (xeAANyeB)V (xeCAyeD)
= (xeAVxeC) AN (yeBVyeD),

a obrat zadnje implikacije opéenito nije istinit (dokazite to!). O

Osim uredenih parova, moZemo promatrati i u uredene trojke, Ce-
tvorke, i tako dalje. Opéenito, za skupove A1, Ay, ..., A, definiramo
UREDENU 1-TORKU (a1,dy,...,4,) gdjeje a1 € Ay, a2 € Ay, ..., a0, €
A,. Dvoje n-torke (ay,az,...,a,) i (by,ba,...,by) su JEDNAKE ako
vrijedi a; = by,a2 = by, ...,a, = by. Nadalje, KARTEZIJEV PRODUKT
skupova Aj, A, ..., A, definiramo kao skup svih uredenih n-torki:

A] X Ay X ... X Ay
={(ay,a2,...,an) : a1 € Ay,ap € Ap, ..., 0y € Ap}.

Na primjer, za A = [0,1] je A3 = Ax Ax A = {(xy,2)
x,y,z € [0,1]}, $to moZemo skicirati kao jedini¢nu kocku u prostoru.

Za kraj, uo¢imo jedan mali detalj. 1z nasih definicija Kartezijevog
skupa slijedi:

(AxB)xC#Ax(BxC)#AxBxC.
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Naime, akosua € A,b € Bic € C, onda je

((a,b),c) € (Ax B) xC,
(a,(b,c)) € Ax (BxC),
(a,b,c) e AxBxC;

dakle, elementi skupa (A x B) x C imaju kao prvi ¢lan uredeni par
(a,b) € A x B, a elementi skupa A x (B x C) imaju kao prvi ¢lan
a € A. Kartezijev produkt nije asocijativan.

2.6 Russellov paradoks i preostali aksiomi teorije skupova

Za kraj ovog poglavlja, pokazimo da pravila koja smo uveli mogu
sprijeciti pojavu nekih paradoksa. Takoder, navest ¢emo i ostala ak-
siome koji upotpunjuju Zermelo-Frankelov sustav. Aksiome ne¢emo
formulirati posve precizno, ve¢ éemo ispustiti neke (bitne) detalje, pa
¢emo ih i dalje nazivati pravilima. Ova sekcija je informativnog tipa
i sadrzi neke naprednije koncepte, te se moZe preskociti.

Primjer 2.24. (Russellov paradoks) Ve¢ smo ranije vidjeli da elementi sku-
pova mogu biti ponovno skupovi. Postoje li moZda skupovi koji su sami
sebi element? To bi bilo malo neobicno, ali P(x) = “x ¢ x" je sasvim
legitiman predikat (koji je istinit za sve skupove koje smo dosad promatrali).
Promotrimo sada kolekciju S definiranu ovako:

S={x:Px)}={x: x&x}

Dakle, gledamo sve one skupove koji nisu sami sebi elementi. Da li je i sam
S takav skup?

(1) Pretpostavimo da je S € S. Kako se u S nalaze svi x za koje vrijedi
P(x), zbog S € S onda mora biti istinito P(S). Ali, P(S) = “S ¢ S”,
Sto je kontradikcija s pretpostavkom S € S.

(2) Pretpostavimo da je S ¢ S. Dakle, vrijedi P(S), a kako se u S nalaze
svi x za koje vrijedi P(x), slijedi da jei S € S. No to je kontradikcija s
pretpostavkom S & S.

Kako je moguce da ne vrijedi niti S € S niti S ¢ S?

Rjesenje Russelovog paradoksa je vrlo jednostavno: kolekcije po-
put S nece biti skupovi. Odnosno, aksiomi teorije skupova moraju
biti takvi da se pomoc¢u njih nikada ne moZze napraviti kolekcija po-
put S. U Pravilu S4 smo zahtijevali da svi objekti koji zadovoljavaju
svojstvo P(x) moraju dolaziti iz nekog skupa A. Sada smo vidjeli
$to se dogada ako uklonimo ograni¢enje da elementi moraju dolaziti
iz nekog skupa i promatramo sve objekte koji zadovoljavaju P(x)—
dolazi do paradoksa.

U sustavu aksioma postoji jo$ jedno pravilo koji sprjecava sli¢ne
paradokse:

Russellov paradoks ima zgodnu i lako
razumljivu formulaciju “iz stvarnog Zi-
vota”. Zamislimo selo u kojem Zivi je-
dan brija¢. Brija¢ brije sve one ljude
koji ne briju sami sebe i ne brije nikog
drugog. Da li brija¢ brije sam sebe? I
prepostavka da brije sam sebe i pret-
postavka da ne brije sam sebe vode na
kontradikciju! RjeSenje ovog paradoksa
je isto kao u formulaciji sa skupovima:
selo s takvim svojstvom ne postoji.

Sli¢no, pojmovi poput “skup svih sku-
pova” takoder vode na paradokse.
Uotite da pomo¢u pravila ne moZemo
napraviti takav “skup”, kao ni skup S
iz Primjera 2.24.



Pravilo S8. Ako je A neprazan skup, onda postoji barem jedan element
x € A takav da ili x nije skup ili vrijedi x N A = Q.

Kako bi mogli uopée nastati takvi skupovi? Pomoc¢u Pravila S1-
S8 ih ne moZemo napraviti. Medutim, za neke matematicke teorije
potrebni su mnogo sloZeniji skupovi zbog kojih je potrebno uvesti jos
neka dodatna pravila. Ve¢ smo spomenuli da smo prilikom definicija
unije familije uveli ogranicenje zahtjevom da svi elementi familije
moraju biti podskupovi nekog univerzalnog skupa. To ogranicenje
se moze ukloniti pomo¢u sljedeéa dva pravila.

Pravilo S9. Neka je A skup, a f funkcija koja svakom elementu od A
pridruzZuje neki skup. Tada je kolekcija

{f(a) : ac A
ponovno skup.

Na primjer, pretpostavimo da imamo skupove A, Ay, ..., Ay, ...
Znamo da je N skup, pa promotrimo funkciju takvu daje f(n) = A,
za svaki n € IN. Sada iz Pravila Sg slijedi da je {A1, A2, ..., An, ...}
zaista skup, bez zahtjeva A, C U za svako n € IN. Na posve ana-
logan na¢in mozemo pokazati da je bilo koja indeksirana familija
skupova i sama skup. No sada nam je potrebno i pravilo unije pro-
izvoljne familije skupova:

Pravilo S10. Neka je F familija skupova. Tada postoji skup S za koji vrijedi
xeS & (FAe F)xe A

Skup S oznacavamo sa \Jac 5 A.

Posljednje pravilo je tzv. aksiom izbora. OpiSimo prvo rije¢ima
jedan vrlo jednostavan oblik ovog aksioma: zamislimo da imamo ne-
koliko nepraznih i disjunktnih skupova: A; = {2,5,7}, A, = {1,6},
Az = {4,8}. Aksiom izbora kaZe da postoji skup X koji sadrzi to¢no
jedan element iz A1, jedan element iz A; i jedan element iz A3. Na
primjer, X = {1,5,8}—no klju¢ni detalj je da aksiom ne daje sam
skup X niti na¢in kako ga napraviti, nego samo kaze da takav skup
postoji. Formalna definicija dozvoljava da napravimo skup koji sa-
drzi po jedan element iz svakog ¢lana bilo koje familije skupova.

Pravilo S11. Neka je F neprazna familija u parovima disjunktnih nepraz-
nih skupova. Tada postoji skup X za koji vrijedi

(VAe F)(3lx e X) x € A.

Naizgled, ovo je jedan vrlo prirodan i jednostavan aksiom, koji
nam Cesto moZze pomoéi da dobijemo Zeljene skupove. I zaista, u
brojnim granama matematike nije moguce izbje¢i ovaj aksiom da bi
se dokazali neki fundamentalni rezultati (na primjer: “Svaki vektor-
ski prostor ima bazu.”) Medutim, koriStenjem ovog aksioma mogu
se dobiti neke paradoksalne tvrdnje—mnajpoznatija je tzv. Banach-
Tarskijev paradoks. Zbog toga je obicaj da se uz svaki dokaz teorema
koji koristi aksiom izbora eksplicitno istakne ta ¢injenica.
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Popularna formulacija Banach-Tarskije-
vog paradoksa je sljedeca: zamislimo
da imamo jednu narancu, te ju na iz-
vjestan nacin podijelimo na 5 dijelova.
Nakon toga te dijelove na izvjestan
nacin pomi¢emo (translatiramo i roti-
ramo) u prostoru. Koriste¢i taj postu-
pak, moguce je dobiti dvije narance koje
su u potpunosti identi¢ne pocetnoj! To
je paradoks, jer se translacijama i rota-
cijama ne moZe promijeniti volumen.
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2.7 Zadaci

Zadatak 2.1. U ovom zadatku éemo pokazati kako pomocu pravila moZemo
definirati pojam Kartezijevog produkta dvaju skupova. Neka su X i 'Y sku-
povi. Zax € X iy €Y, definiramo (x,y) := {{x}, {x,y}}.

(a) DokaZite da za x1,x3 € X iy1,Yy2 € Y vrijedi
(x1,y1) = (x2,92) & (x1 =2 Ay = 12).
Oprez, X i Y ne moraju biti disjunktni!
(b) Dokazite da je (x,y) € P(P(XUY)).

Kao Kartezijev produkt skupova X i Y tada moZemo definirati skup svih
elemenata tog partitivnog skupa koji imaju upravo oblik kao (x,y):

XxY:={SeP(P(XUY)) : P(S)},
pri emu je predikat P(S) dan sa:
P(S) = (3x € X)(Iy € V) § = {{x}, {x. 1} }.

Dakle, iskoristili smo Pravilo S6 i Pravilo S4 kako bismo pokazali da je
X XY skup.

Ovdje zapravo pokazujemo da nam ne
treba novi simbol (x,y), nego da je taj
simbol samo kradi zapis za {x,{x,y}}.
Takoder, dokazujemo da je kolekcija
svih (x,y), gdjeje x € Xiy €Y, skup,
za koji onda uvodimo oznaku X x Y.



3
Relacije

U prethodnom poglavlju smo upoznali pojam uredenog para i Karte-
zijevog produkta dvaju skupova. Ti pojmovi ¢e nam sada posluZiti za
proucavanje jednog novog vaznog pojma, koji ¢e se vrlo ¢esto javljati
u ovom i drugim kolegijima: pojam relacije.

Ako su zadana dva skupa A i B, te ako Zelimo re¢i da su neki
elementi skupa A na izvjestan nacin povezani s nekim elementima
skupa B, onda je to prirodno izraziti koriste¢i podskup Kartezije-
vog produkta A x B. Na primjer, neka je A = {Ana, Marko, Maja}
skup studenata, a B = {EM1, MA1, Prog1} skup kolegija koje ti stu-
denti slusaju. Zamislimo da Ana i Marko vole kolegij EM1, Maja voli
Prog1. Ovu ¢injenicu moZemo “matematicki” zapisati kao skup koji
se sastoji od tri uredena para—svaki par sadrzi ime jednog studenta
i jednog kolegija kojeg taj student voli:

voli = {(Ana, EM1), (Marko, EM1), (Maja, Prog1)}.

3.1 Pojam relacije

c .

Definicija 3.1. Neka su A i B skupovi. Podskup p C A X B zovemo
RELACIJA. ] - o ) ° °
Ako (a,b) € p, kaZemo da “a je u relaciji p sa b” i piSemo: a p b.
Ako (a,b) & p, kaZemo da “a nije u relaciji p sa b” i piSemo: a g b. . o o

Pogledajmo jo$ jedan primjer: stavimo A = {1,2,3,4} i B =
{a,b,c}. Tadaje

1 2 3 4

p={a), (1,b), (2,a), (3,b), (3,¢)}
Slika 3.1: Prikaz relacije p u koordinat-

jedna relacija. Relacije moZemo prikazivati u koordinatnom sustavu nom sustavu.
ovako: na x-osi navedemo sve elemente skupa A, a na y-osi sve ele-

mente skupa B. Tada ozna¢imo sve uredene parove koji se nalaze

u relaciji. U koordinatnom sustavu mozemo prikazivati i relacije

¢ € R x R; pogledajte Sliku 3.2.

Napomenimo da pojamo relacije moZemo poop¢iti i na Kartezi-
jeve produkte viSe skupova. Ako su Aj, Ay, ..., A, skupovi, onda
¢emo re¢i daje p C A; X Ap X ... X A, jedna n-ARNA RELACIJA.
Specijalno, kada je n = 2 (to je situacija opisana u Definiciji 3.1),
kazemo da je p BINARNA RELACIJA. Ukoliko je p € A x A, onda
kaZemo da je p RELACIJA NA SKUPU A.
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Mnoge relacije koje se javljaju u nastavku ¢e imati posebna svoj-

stva, od kojih neka navodimo u sljedecoj definiciji.

Definicija 3.2. Neka je A skup i neka je p binarna relacija na A. KaZemo

da je p:

(a) REFLEKSIVNA ako vrijedi:
(Vx € A) (x,x) € p;

(b) SIMETRICNA ako vrijedi:

(Vx,y € A) ((x,y) o = (%) Gp);

(c) ANTISIMETRICNA ako vrijedi:

(vryed) ((wy)epn ) ep) = x=y);

(d) TRANZITIVNA ako vrijedi:

(Vxyzen) (((xy)€p A (n2) €p) = (v,2) €p);

(@) Refleksivna relacija o na
skupu A: dijagonala od A x A je
podskup od p.

,,,,,,,,,,,,,,,

(b) Simetri¢na relacija p na skupu
A: prikaz u ravnini je simetri¢an
s obzirom na dijagonalu.

Primjer 3.3. Promotrimo sada nekoliko primjera relacija, te proucimo koja

od svojstava iz prethodne definicije zadovoljavaju.

(a) Na skupu R promotrimo relaciju “biti manji ili jednak”, odnosno, rela-

ciju <. Tada je relacija <:

Slika 3.2: Dvije relacije p € R x R pri-
kazane u ravnini. Na lijevoj slici, relaciji
pripadaju sve sivo osjencane tocke rav-
nine. Na desnoj slici, relaciji pripadaju
samo Cetiri tocke koje se nalaze na pre-
sjeku elipse i hiperbole.

Slika 3.3: Prikaz refleksivne i sime-
tricne relacije u koordinatnom sustavu.
Tranzitivne relacije nije lako prepoznati
samo na temelju prikaza u koordinat-
nom sustavu.
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(1) refleksivna, jer za svaki a € R vrijedi a < a;

(2) nije simetriCna® : na primjer, vrijedi 3 < 5, ali ne vrijedi 5 < 3; *Ovdje koristimo negaciju definicije si-
L. . . i . R metri¢ne relacije: relacija nije simetri¢na

(3) antisimetricna, jer ako je a < b i b < a, onda slijedi a = b; ako

(4) tranzitivna, jeriza <bib < cslijedia < c. Bxe A3y e A) (x,y)€p A (v,x) €p.

(b) Na skupu R promotrimo relaciju “biti manji”, odnosno, relaciju <.
Tada relacija <:

(1) nije refleksivna® : na primjer, ne vrijedi 3 < 3; 2 Ovdje koristimo negaciju definicije re-
. . . e g . e . fleksivne relacije: relacija nije reflek-
(2) nije simetricna: na primjer, vrijedi 3 < 5, ali ne vrijedi 5 < 3; sivna ako
(3) antisimetricna3 , jer ako je a < b i b < a, onda slijedi a = b; (3x € A)(x,x) & p.
(4) tranzitivna, jeriza < bib < c slijedi a < c. 3Uotite da je tvrdnjaa < b A b < a
uvijek laZna, pa iz nje moZemo implici-
(c) Na skupu Z \ {0} promotrimo relaciju “dijeli”, odnosno, relaciju |. rati bilo $to, uklju¢ujuciia = b.

Tada je relacija |:

(1) refleksivna, jer za svakia € Z \ {0} vrijedi a | a;
(2) nije simetri¢na: na primjer, vrijedi 3 | 6, ali ne vrijedi 6 | 3;
(3) nije antisimetricna: na primjer, =2 |22 | =2, ali 2 # —2;
(4) tranzitivna, jeriza | bib | c slijedia | c.
(d) Na skupu IN promotrimo relaciju “dijeli”, odnosno, relaciju |. Tada je
relacija |:
(1) refleksivna, jer za svaki a € N vrijedi a | a;
(2) nije simetri¢na: na primjer, vrijedi 3 | 6, ali ne vrijedi 6 | 3;
(3) antisimetricna, jer za sve a,b € Niza | bib | aslijedia = b;
(4) tranzitivna, jeriza |bib | c slijedia | c.
(e) Na skupu svih pravaca u ravnini, promotrimo relaciju “biti paralelan”,
odnosno, relaciju ||. Tada je relacija ||:
(1) refleksivna, jer za svaki pravac p vrijedi p || p;
(2) simetri¢na, jer ako vrijedi p || q, onda jeiq || p;
(3) nije antisimetricna: uzmimo dva razlicita paralelna pravea p i q.
Tadajep | qiq| p alineip=yg;
(4) tranzitivna, jer ako p || q i q || r onda vrijedii p || r.
(f) Na skupu svih pravaca u ravnini, promotrimo relaciju “biti okomit”,
odnosno, relaciju L. Tada relacija L:
(1) nije refleksivna: uzmimo bilo koji pravac p. Tada ne vrijedi p L p;
(2) simetricna, jer ako vrijedi p L q, ondajeiq L p;
(3) nije antisimetricna: uzmimo bilo koja dva okomita pravea p i q. Tada
jep Lgiq Lpalineip=g;
(4) nije tranzitivna: uzmimo bilo koje pravce p, q i v takve daje p L q

iq L r. Tada vrijedi p || r, odnosno, ne vrijedi p L r.

() Na skupu svih trokutova u ravnini, promotrimo relaciju “biti sukla-
dan”, odnosno, relaciju =. Tada je relacija =:
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(1) refleksivna, jer za svaki trokut A vrijedi A = A;
(2) simetricna, jer ako vrijedi A = B, onda jei B = A;

(3) nije antisimetricna: uzmimo bilo koja dva razlicita, ali sukladna tro-
kuta AiB. Tadaje A= BiB=A,alinei A=B;

(4) tranzitivna, jer ako vrijedi A= BiB = C,ondajei A= C.

(h) Neka je S skup. Na skupu P(S) definiramo relaciju “biti podskup”,
odnosno, relaciju C. Tada je relacija C:
(1) refleksivna, jer za svaki A € P(S) vrijedi A C A;

(2) opéenito nije simetricna, jer ako vrijedi A C B, ne mora nuzno biti
B C A;

(3) antisimetricna, jer ako je A C Bi B C A, onda slijedi B = A;
(4) tranzitivna, jer iz A C Bi B C Cslijedi A C C.

3.2 Relacije ekvivalencije

U prethodnom primjeru moZemo uociti da su relacija “biti parale-
lan” na skupu svih pravaca u ravnini, kao i relacija “biti sukladan”
na skupu svih trokuta u ravnini istovremeno refleksivne, simetri¢ne
i tranzitivne. Relacije koje imaju sva ova tri svojstva se vrlo Cesto
pojavljuju i zbog toga zasluzuju zaseban naziv.

Definicija 3.4. Relaciju koja je refleksivna, simetricna i tranzitivna zovemo
RELACIJA EKVIVALENCIJE.

Ako je na nekom skupu A dana relacija ekvivalencije, onda ¢e
skup svih elemenata koji su u relaciji s nekim elementom a € A imati
posebna svojstva. U nekom smislu, moci ¢emo sve takve elemente
poistovijetiti s elementom a: u odgovaraju¢em kontekstu, bit ¢e posve
svejedno koji od tih elemenata koristimo, te éemo uvijek dobivati
isti rezultat. U ovu, zasad apstrakinu tvrdnju, ¢emo se mnogo puta
uvjeriti u nadolaze¢im poglavljima.

Definicija 3.5. Neka je ~ relacija ekvivalencije na nepraznom skupu A, te
neka je a € A. Skup

[ :={x€ A :a~x}

zovemo KLASA EKVIVALENCIJE elementa a. Nadalje, kaZemo da je a
REPREZENTANT klase [a]. Skup svih klasa ekvivalencije zovemo xvo-
CIJENTNI SKUP i 0znacavamo ga sa

A/ ={[a] : ac A}
Promotrimo prvo nekoliko primjera.
Primjer 3.6. Neka je A = {1,2,3}. Definirajmo relaciju ~ ovako:

~={(1L1), 22), 3,3), (1,2), 2,1)}.



Lako se provjeri da je ~ relacija ekvivalencije na A. Njezine klase su:

1] =[2] = {1, 2},
3] = {3}.

Dakle, A/ = {{1,2}, {3}}.

Primjer 3.7. Neka je A skup svih pravaca u ravnini. Promotrimo relaciju
||, “biti paralelan”. Veé smo ranije vidjeli da je to relacija ekvivalencije. Za
zadani pravac p, §to je [p]? To je skup svih elemenata od A koji su u relaciji
sa p—dakle, to je skup svih pravaca q koji su paralelni sa p:

[pl={q9€A :plaq}

Po definiciji, A/ | = {[p] : p € A}. Intuitivno, svaka klasa predstavlja
jedan smjer u ravnini jer svi paralelni pravci pripadaju istoj klasi. Tako
mozemo reci da je A/ I skup svih smjerova u ravnini. UoCi: svaki pravac
pripada tocno jednoj klasi!

U prethodna dva primjera mozemo vidjeti da za bilo koja dva ele-
menta skupa A vrijedi da su njihove klase ili jednake ili disjunktne.
To ¢e uvijek biti slucaj sa relacijama ekvivalencije.

Teorem 3.8. Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu A, te neka su x,y €
A proizvoljni. Tada:

(a) x € [x];

(b) ako x 4y, onda [x] N [y] = O;
(c) ako x ~y, onda [x] = [y].
Dokaz.

(@) Relacija ~ je refleksivna, pa za svaki x € A vrijedi x ~ x. Kako
se u [x] nalazi svi elementi koji su u relaciji sa x, slijedi x € [x].

(b) Neka je x # y. Pretpostavimo suprotno, tj. da [x] N [y] # @.
Dakle, postoji neki z € A takav da je z € [x] N [y]. Kakoje z € [x],
slijedi x ~ z. Kako je z € [y], slijedi y ~ z, pa zbog simetri¢nosti
relacije ~ imamo i z ~ y. No zbog tranzitivnostiiz x ~ziz ~ y
slijedi x ~ y, §to je kontradikcija. Dakle, [x] N [y] = @.

(c) Neka je x ~ y. Treba dokazati [x] = [y], odnosno, [x] C [y] i
ly] C [x]. Pokazimo prvu inkluziju; druga slijedi posve analogno.
Neka je z € [x]. Trebamo dokazati da je tada z € [y]. 1z z € [x]
slijedi x ~ z, pa zbog simetri¢nosti imamo z ~ x. Ovoix ~ y zbog
tranzitivnosti povlace z ~ y, a ponovnom primjenom simetri¢nosti
dobivamo y ~ z, §to znadi z € [y].

O

Uo¢imo da je kvocijentni skup jedna familija skupova koja zado-
voljava Definiciju 2.19 particije skupa. Dakle, ako imamo relaciju ek-
vivalencije na skupu A, onda pomoéu nje mozZemo napraviti jednu
particiju skupa A. Clanovi te particije su upravo klase ekvivalencije.

RELACIJE 43
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Korolar 3.9. Neka je A neprazan skup i ~ relacija ekvivalencije na A. Tada
je A/ _ particija skupa A.

Medutim, moZemo lako provesti i obratni postupak: ako imamo
neku particiju skupa A, onda pomocu te particije moZemo napraviti
jednu relaciju ekvivalencije na A. Postupak kojeg ¢emo sada opisati
na primjeru ¢e funkcionirati i opéenito (vidi Zadatak 3.1). Neka je
A =1{1,2,3,4}, te neka je

F={{1}, {2,3}, {4}}.

Ocito je F particija skupa A. Definirajmo relaciju ~ na A ovako: za
a,b € Anekajea ~ b ako suaib elementi istog ¢lana particije F.
Dakle,

~={(1,1), (2,2), (3,3), (2,3), (3,2), (4,4)}.

Lako se vidi da je ~ relacija ekvivalencije sa klasama

(1] = {1}, [2] = [8] = {2,3}, [4] = {4}.

Dakle, klase ekvivalencije su upravo ¢lanovi particije i vrijedi A/ =

F.

Za kraj ove cjeline pogledajmo jo$ jedan primjer relacije ekviva-
lencije, u kojem se vidi tipi¢an nacin koristenja klasa ekvivalencije:
nakon uvodenja relacije ekvivalencije definiramo operacije nad njezi-
nim klasama, te nas nakon toga zanimaju samo klase, a ne i pojedini
reprezentanti (elementi) tih klasa. Ovaj primjer ¢emo puno detaljnije
proucavati u kolegiju Elementarna matematika 2.

Primjer 3.10. Neka je E? Euklidska ravnina; njezine elemente nazivamo
tocke u ravnini. Uvedimo jos jedan zapis uredenih parova tocaka: za tocke
A,B € E? oznatimo AB := (A,B). Takve objekte zovemo orijentirane
duZine. Promotrimo skup svih orijentiranih duZina:

S:= {z@ : A/B¢€E?},

te na S definirajmo relaciju ~ ovako: AB ~ CD ako duzine AD i BC imaju
isto poloviste.

Pokazite da je ~ jedna relacija ekvivalencije na S. Kvocijentni skup S/ _
oznacavamo sa V', a njegove elemente zovemo vektori:

i=[AB]={CDeS : A~ CD};
0=[AA]={CDecS : AA~CD}={CleS: CeE2).

Ovdje smo pokazali kako definirati nul-vektor 0. Na skupu svih vektora
moZemo uvesti uobicajene operacije zbrajanja i skalarnog i vektorskog mmno-
Zenja. Dakle, te operacije cemo definirati na klasama ekvivalencije, a ne na
orijentiranim duZinama: govorit cemo o zbrajanju i mnoZenju vektora, a ne
0 zbrajanju i mnoZenju orijentiranih duZina.

Slika 3.4: Orijentirane duzine zﬁ i @
su u relaciji: AB ~ CD. Alternativno,
mogli bismo re¢i da su AB i CD u rela-
ciji ako je ABDC paralelogram, no to ne
pokriva slucaj kada su sve Cetiri tocke
na istom pravcu.



3.3 Relacije parcijalnog uredaja

Poput relacija ekvivalencije, esto se pojavljuju i relacije koje ispunja-
vaju drugu grupu svojstava: istovremeno su refleksivne, antisime-
tri¢ne i tranzitivne. Ako pogledamo Primjer 3.3, takve su bile relacija
< na R, relacija “dijeli” na IN i relacija C na P(S).

Definicija 3.11. Neka je p relacija na skupu A. Ako je p refleksivna, an-
tisimetricna i tranzitivna, onda kaZemo da je p RELACIJA PARCIJALNOG
UREDAJA ili jednostavno PARCIJALNI UREDAJ. Ako jos vrijedi:

(Vxyed) ((xpy) v (ypx), (1)

onda p zovemo RELACIJA TOTALNOG UREDAJA ili TOTALNI UREDA]J.
Skup A zajedno s totalnim uredajem p zovemo (TOTALNO) UREPENI
SKUP.

Pogledajmo koje su od spomenutih relacija ujedno i relacije parci-
jalnog, a koje relacije totalnog uredaja.

Primjer 3.12. (a) Skup R zajedno s relacijom < je uredeni skup, jer je <
relacija totalnog uredaja. Naime, ve¢ smo ranije vidjeli da je < relacija
parcijalnog uredaja jer je refleksivna, antisimetricna i tranzitivna. Sada
jos uocavamo da za bilo koja dva broja x,y € R uvijek vrijedi ili x <y
ili y < x (ili oboje). Zato je < totalni uredaj.

(b) Ve¢ smo ranije vidjeli da je relacija “dijeli” na skupu IN jedna rela-
cija parcijalnog uredaja. Medutim, to nije relacija totalnog uredaja: za
brojeve 5 i 7 ne vrijedi niti 5 | 7 niti 7 | 5.

(c) Ako je S # @ skup, onda je C relacija parcijalnog uredaja na P(S), ali
nije nuzno relacija totalnog uredaja. Na primjer, neka je S = {1,2,3}.
Uocimo da je {1,2} € P(S) i {1,3} € P(S), ali ne vrijedi {1,2} C
{1,3} niti {1,3} C {1,2}. Za koje sve skupove S relacija C je totalni
uredaj na P(S)?

Sljede¢i pojmovi se Cesto javljaju u matematickoj analizi.

Definicija 3.13. Neka je p relacija parcijalnog uredaja na skupu A i neka
je B C A. KaZemo da jea € A DONJA MEDA skupa B ako

(Vb€ B)apb.
Element a € A je NAJVECA DONJA MEPA ili INFIMUM skupa B ako
vrijedi:
(1) a je donja meda skupa B;
(2) za svaku donju medu x € A skupa B vrijedi x p a.
Pisemo a = inf B.

Definicija 3.14. Neka je p relacija parcijalnog uredaja na skupu A i neka
je B C A. KaZemo da je a € A GORNJA MEDA skupa B ako

(VbeB)bpa.

Element a € A je NATMANJA GORNJA MEDPA ili SUPREMUM skupa B
ako vrijedi:
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Sve ove relacije nas podsje¢aju na rela-
ciju “biti manji” u nekom smislu: zbog
8 | 24 moZemo re¢i da je 8 “ma-
nji” od 24 jer je njegov faktor; zbog
{1,2} C€ {0,1,2,3} mozZemo redi da je
{1,2} “manji” od {0,1,2,3}.

Cesto jo§ kaZemo da je p LINEARNI
UREDA]J.

Da pokaZemo da nesto nije relacija to-
talnog uredaja, koristimo negaciju od
(3.1):

(3x,y € A) (ﬁ(wy) A ﬁ(yPX))-
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(1) a je gornja meda skupa B;
(2) za svaku gornju medu x € A skupa B vrijedi a p x.
Pisemo a = sup B.
Promotrimo ponovno nekoliko primjera.
Primjer 3.15.
(a) Promotrimo totalni uredaj < na skupu R. Tada:
A={-10,1, 3,5, 10, 12} = infA = —10, supA =12;
B=11,2) = infB=1, supB=2;
C=N = infC =1, sup C ne postoji.

(b) Promotrimo parcijalni uredaj C na skupu P(S), gdje je S = {1, 2,
..., 10}. Neka je

A={{1,4,57}, {1,4,7,8}, {2,3,4,7} }.

Tada inf A = {4,7}, te supA = {1,2,3,4,5,7,8}. Uocimo da niti
inf A niti sup A nisu elementi od A.

(c) Promotrimo parcijalni uredaj C na skupu P(R). Neka je
A={[-nn] : ne NU{0}}.
Tada je inf A = {0}, tesup A = R.

Primijetimo da neki skup A ne moZe imati vise infimuma niti su-
premuma. To vidimo ovako: pretpostavimo da su i 41 i ap infimumi
skupa A. Specijalno tada su i a; i ap donje mede od A. Kako je a1 infi-
mum, a 4, donja meda, po definiciji infimuma mora vrijediti a p a1.
Kako je a; infimum, a 4; donja meda, po definiciji infimuma mora
vrijediti a; p ap. No relacija p je antisimetri¢na, pa slijedi a; = a5.
Sli¢no se vidi i da je supremum, ako postoji, jedinstven.

Definicija 3.16. Neka je p relacija parcijalnog uredaja na skupu A, te neka
je B C A. Ako postoji inf B i vrijedi inf B € B, onda kaZemo da je inf B
NAJMAN]JI ELEMENT skupa B i taj element oznacavamo sa min B. Ako
postoji sup B i vrijedi supB € B, onda kaZemo da je sup B NAJVECI
ELEMENT skupa B i taj element oznacavamo sa max B.

U Primjeru 3.15(a) vrijedi min A = —10, max A = 12, minB =1,
max B ne postoji, minC = 1, maxC ne postoji. U Primjeru 3.15(b)
skup nema niti najmanji niti najve¢i element, dok u (c) vrijedimin A =
{0}, a najveci element ne postoji.

Za kraj, uvedimo jo$ jedan pojam vezan uz totalne uredaje.

Definicija 3.17. Neka je p totalni uredaj na skupu A. KaZemo da je A
DOBRO UREDEN ako svaki neprazni podskup B C A ima najmanji element
(minimum).

Na primjer:



(@) Skup A = {1, 2, 3, 4, 5} je uz relaciju < jedan dobro ureden
skup.

(b) Skup svih negativnih cijelih brojeva uz relaciju < nije dobro ure-
den.

(c) Skup N uz relaciju < je dobro ureden.

3.4 Zadaci

Zadatak 3.1. Neka je A skup i neka je F particija skupa A. Definirajmo
relaciju ~ na skupu A ovako:

~={(0y) EAXA : (3SEF) ((xeS)/\(yES))}.

Dokazite da je ~ relacija ekvivalencije, te da vrijedi A/ = F.
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1
Skupovi brojeva

U ovom poglavlju bavit éemo se skupovima brojeva. Glavni cilj bit
¢e nam definirati brojeve, pripadne algebarske relacije i uredaj, te
rigorozno dokazati njihova svojstva. Vecina rezultata ovog poglav-
lja poznata je studenatima iz njihovog srednjeskolskog obrazovanja.*
Medutim, uotite da nije isto znati slijediti pravila za racunanje s bro-
jevima (koristiti pravila algebre) i razumjeti zasto ta pravila vrijede.
U svrhu dokazivanja i razumijevanja tih svojstava najprije je potrebno
definirati brojeve, tj. zadati njihova osnovna svojstva (aksiome) iz ko-
jih éemo moci dokazati sva ostala svojstva. U tom smislu u ovom po-
glavlju ¢emo dokazati mnogo naizgled o¢itih tvrdnji.> Osim dubljeg
razumijevanja brojeva, svrha ovog pristupa je i nauciti studente rigo-
rozno razmisljati te prikazati razvoj matematicke teorije pocevsi od
aksioma. Ovo poglavlje ¢e ve¢inom pratiti3 knjigu T. Tao, Analysis
L4

4.1 Prirodni brojevi

Najprije ¢emo krenuti od najosnovnijeg sistema brojeva - prirodnih
brojeva. Intuitivno govoreci, Zelimo definirati skup N = {1,2,...}
sa pripadnim operacijama. Prirodne brojeve ¢emo definirati na stan-
dardan nacin koriste¢i Peanove aksiome. Krenut ¢emo od dva fun-
damentalna koncepta: broja 1 i funkcije sljedbenik s.

Aksiom P1. 1 je prirodan broj.
Aksiom P2. Ako je n prirodan broj, tada je i s(n) prirodan broj.

Aksiom P2 nam kaZe da je sljedbenik prirodnog broja takoder pri-
rodan broj. Koriste¢i prva dva aksioma moZemo definirati prirodne
brojeve 2 := s(1), 3 :=s(2) = s(s(1)), itd. Medutim, koriste¢i samo
ova dva aksioma ne moZemo dokazati npr. da je 3 # 1. Naime,
brojevni sustav koji se sastoji samo od brojeva 11 2, i funkcijom sljed-
benik definiranom sa s(1) = 2, s(2) = 1 zadovoljava oba aksioma P1
i P2. Da bi izbjegli takvu situaciju dodajemo treéi aksiom:

Aksiom P3. 1 nije sljedbenik niti jednog prirodnog broja, tj. s(n) # 1 za
svaki prirodan broj n.

Uocite da dodavanje aksioma P3 ne isklju¢uje patoloski brojevni
sustav u kojem vrijedi npr. 2 = 3.5

*Pravila za racunanje s brojevima -
zbrajanje, oduzimanje, mnoZenje, dije-
ljenje, usporedivanje.

2 Recimo prvi dokazani rezultat ¢e gla-
siti da za sve prirodne brojeve a, b vri-
jedia+b=>b+a.

3 Osim konstrukcije realnih i kompleks-
nih brojeva

4 Terence Tao. Analysis. I, volume 37 of
Texts and Readings in Mathematics. Hin-
dustan Book Agency, New Delhi, third
edition, 2014

Guiseppe Peano (1858.-1932.),
talijanski matematicar

5 Definirajte s(1) = 2, 5(2) = 2.
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Aksiom Pg. Ako vrijedi s(n) = s(m), tada je m = n.

Koriste¢i aksiome P1-P4 lako mozZemo dokazati da npr. vrijedi
3 # 5.7 Na kraju ¢e nam trebati i aksiom koji kaze da su prirodni
brojevi samo oni koji se mogu dobiti ponavljanjem postupka uzi-
manja sljedbenika od 1. Neformalno, Zelimo iskljuciti sljedec¢i skup
{1,15,2,25,... }. Takoder, potrebno je preciznije re¢i $to mislimo sa
“mogu se dobiti ponavljanjem postupka”.

Aksiom P5 (Aksiom matematicke indukcije). Neka je S C IN takav da:
1. 1€,

2. (WneN)(neS=s(n)eSs).

Tada je S = IN.

Aksiom matematicke indukcije koristit é¢emo ukoliko Zelimo doka-
zati da neko svojstvo vrijedi za sve prirodne brojeve. Aksiomi P1-P5
omoguéuju nam i rekurzivne definicije.®

DokaZzimo sada i teorem koji slijedi direktno iz aksioma Ps5 i koji
¢emo Cesto koristiti pri dokazivanju tvrdnji za prirodne brojeve:

Teorem 4.1 (Princip matematicke indukcije). Neka je P(n) predikat koji
ovisi o prirodnom broju n € IN. Neka vrijedi:

Baza: P(1) je istina.
Korak: Ako je P(n) istina za neki n € IN, onda je i P(s(n)) istina.
Tada je P(n) istina za svaki n € IN.

Dokaz. Definirajmo skup S = {n € N : P(n) je istina}. Tada vrijedi
1€Si(VneN)(neS=s(n)eS). Iz aksioma Ps5 slijedi S = NN,
Sto je i tvrdnja teorema. O

Sada moZemo definirati prvu sloZeniju operaciju na prirodnim
brojevima?:

Definicija 4.2 (Zbrajanje prirodnih brojeva). Neka je m € IN. Tada
ZBRAJANJE PRIRODNIH BROJEVA definiramo na sljede¢i nacin:

m+1:=s(m),
m+s(n):=s(m+mn), n € N.

Uo¢imo da iz definicije nije potpuno trivijalno dokazati niti ko-
mutativnost’® zbrajanja. U tu svrhu dokazimo najprije sljedeée dvije
leme:

Lema 4.3. Za svaki prirodan broj m vrijedi 1 +m = s(m).**

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom. Iz Definicije 4.2 direktno
slijedi 1 +1 = s(1). Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za neki
n €N, tj. 14+ n = s(n). Tada imamo:

14 s(n) = (Def.4.2) = s(1+n) = (pretp. indukcije) = s(s(n)).

Koriste¢i aksiom matematicke indukcije, zaklju¢ujemo da tvrdnja vri-
jedi za svaki prirodan broj n. O

¢ Drugim rije¢ima s je injekcija.

7 Pretpostavimo suprotno, tj. 3 = 5.
Tada iz aksimoma P4 imamo da vrijedi
2 = 4. Ponovnim koristenjem istog ak-
sioma zaklju¢ujemo daje 1 =3 3toje u
kontradikciji sa aksiomom P3.

Say,ay = fi(a1), a3 = fa(az), ...

9 Definicija je rekurzivna, tj. koristi Ak-
siom Ps, vidi Zadatak 4.1

*a+b=b+a,abeN

! Iz definicije slijedi samo m +1 = s(m)



Lema 4.4. Za sve prirodne brojeve m, n vrijedi s(m) +n = s(m + n).

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom po n (m je fiksan). Za
n =1, tvrdnja slijedi direkino iz Definicije 4.2.%2

Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za neki 1, tj. s(m) +n =
s(m +n). Dokaz ¢emo zavrsiti ukoliko pokaZemo da tada vrijedi
s(m)+s(n) = s(m +s(n)). Medutim, vrijedi:
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2s5(m)+1=s(s(m)) =s(m+1)

s(m)+s(n) = (Def.4.2) = s(s(m)+n) = (pretp. indukcije) = s(s(m+n))

= (Def.4.2) = s(m +s(n)).
O

Propozicija 4.5 (Komutativnost zbrajanja prirodnih brojeva). Za sve
prirodne brojeve n, m € IN, vrijedi m +n = n + m.

Dokaz. Fiksirajmo m € IN i tvrdnju dokazujemo indukcijom po n.
Tvrdnja za n = 1 slijedi iz Leme 4.3 i Definicije 4.2.
Pretpostavimo sada da vrijedi m 4+ n = n + m. Tada imamo:

m+s(n) = (Def.4.2) = s(m+n) = (pretp. indukcije) = s(n + m)

= (Lema 4.4) = s(n) + m.

Koristedi sli¢ne argumente moZemo dokazati:

Propozicija 4.6 (Asocijativnost zbrajanja prirodnih brojeva). Za sve
prirodne brojeve a, b, c € N, vrijedi (a+b) +c=a+ (b+c).3

Dokazimo sada svojstvo kracenja za zbrajanje.

Propozicija 4.7. Neka su a, b, c prirodni brojevi takvi da vrijedi a + ¢ =
b+c. Tadajea =04

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po c. Baza indukcije c =1 je
ekvivalentna s Aksiomom P4. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za
neki ¢ i provedimo korak indukcije:

a+s(c) =b+s(c) \:E_/s(a—i-c):s(lﬂ-c)
Def. 4.2

Dakle, a 4 c = b + c. Sada iz pretpostavke indukcije zaklju¢ujemo da
a=b. O

Definicija 4.8 (Uredaj na IN). Neka sum,n € IN. KaZemo da je n MANJI
ILI JEDNAK m, pisemo n < m, ako i samo ako je n = m ili postoji ¢ € IN
takav da n + ¢ = m.*5

Propozicija 4.9. Relacija < je parcijalni uredaj na skupu IN, tj. relacija <
je refleksivna, tranzitivna i antisimetricna.

Dokaz. Refleksivnost je direktna posljedica Definicije 4.8.
Tranzitivnost. Neka su a,b,c € N takvida vrijedia < bib < 16 Iz

3 Zbog asocijativnosti moZemo pisati
samo a + b + ¢ bududi da je svejedno
kojim redom zbrajamo 3 priordna broja.

"4 Uotite da oduzimanje jo$ nismo de-
finirali pa ovu propoziciju ne mozemo
dokazati tako da “oduzmemo” ¢ od
obje strane jednakosti!

» KaZemo da je n strogo manji od m,
piSemo n < m, akkon < min # m.

Slutaj a = b ili b = ¢ dokaZe se ana-
logno.
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definicije slijedi da postoje 111,11, € IN takvidaa+mny =bib+ny; =c.
Sada imamo:

a+ (ny+ny) = (Prop.4.6) = (a+mny) +ny =b+ny =c.

Dakle, a < c'7 ¢ime je tranzitivnost dokazana.

Antisimetri¢nost. Neka sua,b € N takvidaa < bib < a. Pretpos-
tavimo suprotno, tj. a # b. Po Definiciji 4.8, zbog a < b postoji c € IN
takav da a + ¢y = b. S druge strane, vrijedi i b < a pa postoji c»
takava da b + c; = a. Kombiniraju¢i ove dvije jednakosti dobivamo
a+cq + ¢ = a, §to je kontradikcija.™® O

Na sli¢an na¢in moze se dokazati i sljedeca propozicija koja pove-

zuje uredaj i zbrajanje i ¢iji dokaz ¢emo izostaviti:
Propozicija 4.10. Neka su a,b,c € IN. Tada vrijedi:
1. a <bakoisamoakoa+c <b+ec.

2. a < bakoisamo ako s(a) < b.

Cesto ¢emo koristiti i sljede¢u verziju principa matemati¢ke in-
dukcije:

Teorem 4.11 (Princip potpune matematicke indukcije). Neka je P(n)
predikat koji ovisi o prirodnom broju n € IN. Neka vrijedi:

Baza: P(1) je istina.

Korak: Ako je n € N takav da su P(1), P(2),...,P(n) istiniti, onda je i
P(n +1) istina.

Tada je P(n) istina za svaki n € IN.

Dokaz. Definiramo skup S = {n € N : P(1), P(2),...,P(n) je istina}.

Dokaz je sada analogan dokazu Teorema 4.1. O

Propozicija 4.12. Skup IN je dobro ureden, tj. svaki neprazan podskup od
IN ima minimalni element.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji T # @ takav da T
nema minimalni element. Definirajmo S = IN \ T. Koriste¢i Teorem
4.11 dokazat ¢emo da S = IN:

Baza': 1 € S. U suprotnom bi vrijedilo 1 € T pa bi 1 bio minimalni
element od T $to je u kontradikciji s definicijom skupa T.

Korak: Pretpostavimo da 1,2,...,n € S za neki n € IN. Tada je i
n+1 € S. Naime, u suprotnom bi n + 1 bio minimalni element*® od
T, sto je kontradikcija. O

Propozicija 4.13 (Trihotomija uredaja prirodnih brojeva). Neka su
a,b € IN. Tada je istinita tocno jedna od sljedecih tordnji: a < b, a = b,
a>b.

Dokaz. Dokaz provodimo idukcijom po a.>*.
Baza: a = 1 < b. Ukoliko je b = 1 tada vrijedi a = b. Inace a < b.
Korak: Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neko a. Ukoliko je a < b,
onda je s(a) < b*?. Ako vrijedia = bilia > b tadaje s(a) > b.

O

iy +mp €N

g +c #a,a,c e N. Dokazite!

9 Dokazite da vrijedi 1 < #n, n € IN.

21,2,...,.n¢T

* b je fiksan

2ilia<bilia=0b



Definicija 4.14 (MnoZenje prirodnih brojeva). Neka je m € IN. Tada
MNOZENJE PRIRODNIH BROJEVA definiramo na sljede¢i nacin:*3

m-1:=m,
m-s(n):=m-n+m, n€N.

U sljedecoj propoziciji éemo odmah navesti neka osnovna svojstva
mnoZenja. Dokaz propozicije provodi se indukcijom i sli¢an je doka-
zima svojstava zbrajanja pa ga izostavljamo.

Propozicija 4.15. Neka su a,b,c € IN. Tada vrijedi:
1. ab =ba (komutativnost mnoZenja),
2. (ab)c =a(bc) (asocijativnost mnoZenja),

a(b+c) = ab+ac,

(b+c)a = ba + ca } (distributivnost mnoZenja prema zbrajanju).*4

Sljedec¢a propozicija nam kaZe da su uredaj i mnoZenje takoder
uskladeni.

Propozicija 4.16. Neka su a,b,c € IN takvi da vrijedi a < b. Tada vrijedi
ac < bc.

Dokaz. 1z definicije uredaja slijedi da postoji d € IN takav daa+d =
b. Sada iz distributivnosti mnoZenja prema zbrajanju (Propozicija
4.15, 3) imamo

bc = (a+d)c = ac+dc.

Dakle, ac < bc. O
Korolar 4.17. Neka su a,b,c € N takvi da ac = bc. Tada je a = b.

Dokaz. 1z Propozicije 4.13 slijedi da vrijedi to¢no jedna od sljedeé¢ih
tvrdnji: a < b, a = bia > b. Medutim, po Propoziciji 4.16, tvrdnje
a < b®5 ia > b® su u kontradikciji s pretpostavkom ac = bc. Dakle,
ostaje samo mogucénost a = b, $to je upravo tvrdnja korolara. O

Definicija 4.18. Neka je m € IN. Tada POTENCIRANJE PRIRODNIH
BROJEVA definiramo na sljedeci nacin:

m o=m,
m* ™ = m" . m, n € N.

Napomena 4.19. Skup INg moZemo neformalno definirati na sljede¢i na-
cin:
Ny =1{0,1,23...}.

Medutim, uocite da skup INg moZemo takoder izgraditi iz Peanovih aksioma
na potpuno analogan nacina kao sto smo izgradili skup IN. Jedina razlika je
Sto Ce koncept 0 zamjeniti koncept 1 u Peanovim aksioima koji ostaju isti.
Takoder, potrebno je modificirati inicijalni korak definicija operacija.*’? Svi
dokazani rezultati i dalje vrijede sa istim dokazima.
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23 Obi¢no ¢emo pisati mn umjesto m - n

* Svojstvo distributivnosti nam grubo
govorei kaze da su ovako definirane
operacije zbrajanja i mnoZenja kompa-
tibilne.

%5 ac < be
26q¢c > be

Tp4+0=0n-0=0n"=1.
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Ovo poglavlje ¢emo zavrsiti navodenjem dva primjera primjene
principa matematicke indukcije, tj. Teorema 4.1 i 4.11.

Primjer 4.20. DokaZimo da za svaki n € IN vrijedi:
143454+ (2n—1) =n%

Nekaje P(n) :="14+3+5+ -+ (2n—1) = n?”
Baza: P(1) = ”1 = 12 je istina.
Korak: Pretpostavimo da je P(n) istina za neko n € IN. Tada

14345+ +2n—-1)+2n+1)=n*+2n+1= (n+1)>2

—n?

Dakle, po principu matematic¢ke indukcije (Teorem 4.1), P(n) je istina
za svako n € N, ¢ime je tvrdnja dokazana.

Primjer 4.21. Svaki n € IN moZe se zapisati u binarnom zapisu, tj. postoje
keNgiccq,...,cx €{0,1} takvi da

n= cka + ck_12k*1 4+ +c12+cp. (4.1)

Neka je P(n) :="broj n se moZe zapisati u binarnom zapisu (4.1).
Baza: P(1) je istina jer 1 = 128,
Korak: Pretpostavimo da za neki n € IN vrijede tvrdnje P(1), P(2),
.., P(n). Cilj nam je dokazati da vrijedi P(n + 1). Broj n + 1 je paran
ili neparan. Promotrimo ta dva slu¢aja odvojeno:

e n+1 = 2m za neki m € IN. Uotite da vrijedi m < n*. Po
pretpostavci indukcije vrijedi P(m), tj. m se moze zapisati u zapisu

(4.1):
m=c2X - +c12+co.

Dakle, vrijedi n +1 = 2m = 2 12K 122 4 ¢g2, Eime
smo dokazali da je P(n + 1) istina za parne n + 1.

* n+4+1 = 2m+ 1. Opet analognim argumentom kao u prvom slu-
¢ajo zakljuujemo da vrijedi m < n, pa po pretpostavci vrijedi
P(m). Sada imamo:

n+l=2m+1=c2" 4125+ ... 122 + 2+ 1.
Dakle, dokazali smo da je P(n + 1) istina i za neparne n + 1.
Po principu potpune matematicke indukcije (Teorem 4.11) zakljucu-
jemo da je P(n) istina za sve n € IN.
4.2 Cijeli brojevi
Neformalno, skup cijelih brojeva definiramo na sljede¢i na¢in:
z={.,-2,-1012,...}.

Naravno, gornja definicija nije zadovoljavajuca jer operaciju oduzi-
manja jo$ nismo definirali; takoder, prema Poglavlju 2 nismo sigurni

28](10,(,‘(]:1

» U protivnom iz m > n slijedi n +1 =
2m > 2n. Dakle, 1 > n, $to je kontra-
dikcija.



je li navedena kolekcija zaista skup. Prije formalne definicije promo-
trimo osnovnu motivaciju za uvodenje cijelih brojeva. Naime, jed-
nadzbu tipa n +4 = 2 ne moZemo rjesiti u prirodnim brojevima.
Zbog toga nam je cilj prosiriti prirodne brojeve objektima koji ¢e
biti rjeSenja jednadZbi gornjeg tipa. Neformalno, rjeSenje gornje jed-
nadzbe je n = 2 — 4. Dakle, rjeSenje je opisano uredenim parom
prirodnih brojeva (2,4). Medutim, znamo da je to rjeSenje3° opisano
i drugim parovima prirodnih brojeva, npr. (3,5) ili (12,14). Cilj nam
je “poistovijetiti” sve parove prirodnih brojeva koji definiraju isti cijeli
broj. U tu svrhu definiramo sljede¢u relaciju na INy x INy:

Definicija 4.22.
(a,b) ~ (¢, d):=a+d=0b+c, (a,b), (c,d) € Ny x No.
Lako se vidi da je ~ relacije ekvivalencije3’

Definicija 4.23. SKUP CIJELIH BROJEVA definiramo kao
Z = Ny x No/w.

Primjer 4.24. Dakle, cijeli brojevi su klase ekvivalencije relacije ~, tj. klase
ekvivalencije uredenih parova prirodnih brojeva3®. Vratimo se primjeru s
pocetka poglavlja:

—2=[(2,4)] = {(0,2),(1,3),(2,4),... }.

Definicija 4.25 (Zbrajanje cijelih brojeva). Neka su [(a,b)],[(c,d)] € Z.
Tada definiramo:

[(a,0)] + [(c,d)] :=[(a+¢c,b+4d)].

Napomena 4.26. Intuicija iza definicije zbrajanja je dana sljede¢im racu-
nom:
(a—b)+(c—d)=(a+c)— (b+d).

Uocite da smo zbrajanje definirali pomoc¢u reprezentanata klasa
ekvivalencije. Apriori nije jasno da je ta definicija dobra, tj. da ¢e dati
isti rezultat ukoliko izaberemo neke druge reprezentante. Recimo
da Zelimo zbrojiti cijele brojeve —2 i 3. Definicija 4.25 nam definira
zbroj pomoc¢u formule koja uklju¢uje reprezentante klasa ekvivalen-
cija. Recimo, —2 = [(3,5)] = [(1,3)], a3 = [(3,0)] = [6, 3]. Imamo:

[(3,5)] +[(3,0)] = (def 4.25) = [(6,5)] = [(7,6)] = (def)
=[(1,3)] + [(6,3)].
Dakle, rezultat je isti iako smo uzeli druge predstavnike. Da bi De-
finicija 4.25 bila dobra potrebno je dokazati da gornja tvrdnja vrijedi

opcenito, tj. da je definicija neovisna o izboru reprezentanata klase
ekvivalencije33.

Lema 4.27. Zbrajanje cijelih brojeva je dobro definirano, tj. za (a,b) ~
(@', V)i (c,d) ~ (c,d") vrijedi:

(@ +,b+d)~ (a+cb+4d).
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oy =-2

31Vidi zadatak 4.4.

3 Preciznije, skupa INp, tj. prirodnih
brojeva s 0. Potpuno ekvivalentno mo-
gli smo definirati cijele brojeve kao kvo-
cijentni skup od IN x IN. Odlu¢ili smo
se za INg radi tehnicke i notacijske jed-
nostavnosti.

3 Ovakvu tvrdnju treba dokazati opce-
nito kod bilo koje definicije operacije na
kvocijentnom skupu koja koristi repre-
zentante.
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Dokaz. Ratunamo:

(@ +c')+ (b+d) = (Prop. 45,46) = (a' +b) + (' +d)
=(a+b)+(c+d)=(a+c)+ W +d).

Tvrdnja slijedi iz Definicije 4.22. O

Definicija 4.28 (MnozZenje cijelih brojeva). Neka su [(a,b)],[(c,d)] €
Z.. Tada definiramo:

[(a,b)] - [(c,d)] :== [(ac + bd,ad + bc)].

Napomena 4.29. Intuicija iza definicije mnoZenja dana je sljede¢im racu-
nom:
(a—0b)-(c—d) = (ac+bd) — (bc + ad).

Kao i kod definicije zbrajanja, potrebno je dokazati da je i mnoZe-
nje cijelih brojeva dobro definirano. Dokaz je analogan dokazu dobre
definiranosti zbrajanja i ostavljamo ga kao zadatak34.

Lema 4.30. MnoZenje cijelih brojeva je dobro definirano, tj. za (a,b) ~
(@, b')i(c,d)~ (,d") vrijedi:

(' +v'd,d'd +b'c) ~ (ac+ bd,ad + be).

Intuitivno znamo da vrijedi IN C Z i bilo bi poZeljno da ta in-
kluzija vrijedi i za nasu konstrukciju. Medutim, primijetite da to
nije istina: formalno gledaju¢i, N ¢ Z. Naime, elementi od Z su
klase ekvivalencije oblika [(n,m)] pa n ¢ Z za svaki n € IN. Situ-
aciju mozemo spasiti tako da definiramo preslikavanje i : IN — Z
sa i(n) = [(n,0)]. Preslikavanje i je injekcija, 3> pa ¢emo skup IN
identificirati s njegovom slikom i(IN). Uz tu identifikaciju vrijedi
IN = i(IN) C Z. U daljnjem tekstu uvijek ¢emo implicitno koristiti
opisanu identifikaciju.

Definicija 4.31 (Suprotni element). Neka je [(a,b)] € Z. Tada defini-
ramo: —[(a,b)] := [(b,a)]3°.

Propozicija 4.32 (Trihotomija cijelih brojeva). Neka je z € Z. Tada
vrijedi totno jedna od sljedece tri tordnje: z € IN37, z = 038, —z € IN39,

Dokaz. Neka je z = [(a,b)] € Z. Tada po Propoziciji 4.13 vrijedi
to¢no jedna od sljedecih tvrdnji:

1. a > b. Tada postoji n € IN takav da b +n = 4, pa vrijedi z =
[(n,0)] € N.

2. a=b. Tadajez =0.

3. a4 < b. Tada postoji n € N takav da a +n = b, pa vrijedi z =
[(0,m)] §. =z = [(n,0)] € N.

O

Navedimo sada svojstva zbrajanja i mnoZenja cijelih brojeva u slje-
decoj propoziciji:

34 Zadatak 4.5.

3 Injekcije koje ¢uvaju strukturu obi¢no
zovemo ULAGANJIMA. U ovom slucaju
struktura su operacije zbrajanje i mno-
Zenja, te uredaj. Ubrzo ¢emo dokazati
da i zaista ¢uva strukturu.

3 Intuicija: —(a —b) =b —a.



Propozicija 4.33. Neka su x,y,z € Z. Tada vrijedi:
(1) x+y=y+x (komutationost zbrajanja),
(2) (x+y)+z=x+(y+z) (asocijativnost zbrajanja),
(3) x+0=0+x=x

(9) x+(—x) = (-

(0 je neutralni element za zbrajanje),
x)+x =0 (inverzni element za zbrajanje),
(5) xy =yx (komutativnost mnoZenja),
6) (xy)z = x(yz)

(7) x-1=1-x=x

(asocijativnost mnoZenja),

(1 je neutralni element za mnoZenje),
(8) x(y+z)=xy+xz (distributivnost mnoZenja prema zbrajanju),
(9) (y+z)x =yx+zx (distributivnost mnoZenja prema zbrajanju).

Dokaz. Dokaz propozicije slijedi direktno iz definicije operacija na
cijelim brojevima i svojstava operacija na prirodnim brojevima. Radi

ilustracije dokaZimo npr. svojstva (1), (4) i (7)4°. Neka su x =
[(a,b)], y=[(c,d)] € Z,a,b,c,d € Ny. Tada:
x4y = (def.425) =[(a+c,b+d)] = (Prop.45) = [(c+a,d+ )]
= (def.425) =y +x
x+ (—x) = (def.4.31) = [(a,b) ] [(b,a)] = (def.4.25) = [(a+b,b+a)]
= (Prop.45) = [(a+b,a+b)] = (def. 4.22) = [(0,0)] = 0.
[(a, 0)] =

(def.4.28) = [(a,b)] =

O

Napomena 4.34. Propozicija 4.33 kaZe da je (Z,+) komutationa grupa**
(svojstva (1) — (4), (Z, -) komutativna polugrupa* (svojstva (5) — (6)),
a (Z,+,-) komutationi prsten*3 sa jedinicom.

U apstrakinoj teoriji prstena mogu postojati djelitelji nule, tj. ele-
menti a # 0, b # 0 takvi da vrijedi ab = 0. Dokazat éemo da u
prstenu cijelih brojeva ne postoje djelitelji nule:

Propozicija 4.35. Neka su a,b € Z takvi da vrijedi ab = 0. Tada jea = 0
ilib=0.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. a # 0i b # 0. Tada po Pro-
poziciji 4.32 postoje n,m € IN takvi da vrijedi (2 = [(n,0)] Va =
[(0,n)]) A (b = [(m,0)] Vb = [(0,m)]). Dakle, imamo 4 moguénosti
za provijeriti i po Definiciji 4.28 u svakoj dobivamo ab # 0% Sto je
kontradikcija. 0

Korolar 4.36. Neka sua,b,c € Z, ¢ # 0 takvi da ac = be. Tada je a = b.

Dokaz. Neka je ac = bc. Dodajmo sada s obje strane —(bc) i ko-
ristimo svojstva zbrajanja i mnoZenja iz Propozicije 4.33. Imamo
0 = ac —bc = (a—b)c*. Posto je ¢ # 0 iz Propozicije 4.35 imamo

a—b=0,ta=0. O
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4 Vidi zadatak 4.6

# Neka je G skup i+ : G x G = G bi-
narna operacija. Kazemo da je (G, +)
GRUPA ako vrijede svojstva (2) — (4) iz
Propozicije 4.33.
#Neka je Gskupi + : GXG = G
binarna operacija. KaZemo da je (G,-)
POLUGRUPA ako je - asocijativna.
$Neka je G skup i +,- : Gx G —
G binarne operacije. KaZemo da je
(G,+,-) PrSTEN ako vrijede svojstva
(1) — (4), (6), (8) — (9) iz Propozicije
433

#Npr. [(n,0)] - [(0,m)] = [(0, mn)] # 0.

$g—b:=a+(-b).
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Ostaje nam prosiriti definiciju uredaja na cijele brojeve i dokazati
da je tako definiran uredaj kompatibilan s operacijama.

Definicija 4.37 (Uredaj na Z). Neka sun,m € Z. KaZemo da je n MANJI
ILI JEDNAK m, piSemo n < m, ako postoji x € INg takavda m = n + x.46

Propozicija 4.38 (Svojstva uredaja na Z). Neka su a,b,c € Z. Tada
vrijedi:

(1) a < bakoisamoakob—a & IN.
(2) Akoa <b,tadaa+c<b+c.
(3) Akoa <bic €N, tadaac < be.
(4) Akoa < b, tada —a > —b47.

(5) Akoa <bib <c, tadaa < c.

(6) Tocno jedna od sljedecih turdnji je istinita: a < b,a =b, a > b.

4.3 Racionalni brojevi

Intuitivno, Zelimo definirati skup:
m
Q—{g.mez, neZ\{o}}.

Sli¢éno kao ranije, osnovna motivacija nam je $to u cijelim brojevima
ne moZemo rjesavati jednadZbe tipa 5x = 2. Kao $to je kod jednadzbe
n+4 = 2 i uvodenja cijelih brojeva bio problem $to nismo imali
operaciju oduzimanja, tako je sada problem $to jo$ nismo definirali
operaciju dijeljenja. Zbog toga racionalne brojeve ne moZzemo defini-
rati koriste¢i razlomke kao u gornjoj neformalnoj definiciji. Umjesto
toga, koristimo ideju analognu ideji koju smo koristili kod definicije
cijelih brojeva, tj. racionalne brojeve ¢emo definirati kao klase ekviva-
lencije uredenih parova cijelih brojeva. Preciznije, definiramo relaciju
naZ x (Z\ {0}):

Definicija 4.39.
(a,b) ~ (¢,d) .= ad =bc, (a,b), (c,d) € Z x (Z\{0}).
Propozicija 4.40. Relacija ~ je relacija ekvivalencije na Z. x (Z \ {0}).

Dokaz. Refleksivnost i simetri¢nost slijede direktno iz definicije i Pro-
pozicije 4.33, tvrdnja (1). Dokazimo tranzitivnost. Neka su (a,b),
(c,d), (e,f) € Z x (Z\ {0}) takvi da (a,b) ~ (¢,d) i (c,d) ~ (e, f).
Pretpostavimo ¢ # 048. 1z definicije relacije ~ imamo ad = bc. Mo-
noZenjem te jednakosti sa c¢f49 i koriStenjem Propozicija 4.33 i 4.36
imamo:

(ad)(cf) = (be)(cf) = (af)(ed) = (be)(cd) = af = be.

Dakle, po Definiciji 4.39, slijedi (a,b) ~ (e, f). O

411 je manji od m, n < m, akkon < m i

n # m.

x>y x<yxyel

#Ukoliko ¢ = 0, tadajeia =0 = ¢
(Prop. 4.35) pa tvrdnja vrijedi.
Ycf =de



Definicija 4.41. SKUP RACIONALNIH BROJEVA definiramo kao>°

Q:=2Zx(Z\{0})/_.
Definicija 4.42 (Operacija nad Q). Neka su [(a,b)],[(c,d)] € Q. Tada
definiramo zbrajanje i mnoZenje racionalnih brojeva, te suprotni element:>*
[(a,b)] + [(c,d)] :

[(a,0)] - [(c,d)] :
—[(a,b)]:

[(ad + cb, bd)],
[(ac,bd)],
[(—a,b)].

Napomena 4.43. Intuicija iza Definicije 4.41 je:

a ¢ ad+cb a c ac a —a

b TdT bd b d b b b

Kako su operacije opet definirane pomoéu reprezentanata, mo-

ramo dokazati da je definicija dobra, tj. da ne ovisi o izboru repre-
zentanta.

Propozicija 4.44. Operacije nad Q su dobro definirane.

Dokaz. Dokazat éemo tvrdnju samo za mnoZenje, a ostatak ostaviti
za vjezbu>®. Neka su (a,b), (d,V'),(c,d),(c',d") € Z x (Z\ {0})
takvi da (a,b) ~ (a',V') i (¢,d) ~ (c/,d"). Tvrdimo da (ac,bd) ~
(a'c’,b'd"). Zaista, koristeé¢i Propoziciju 4.33 imamo

(ac)(b'd") = (ab')(cd") = (ba')(dc") = (a'") (bd).
O

Napomena 4.45. Preslikavanje i : Z — Q definirano sa i(z) = [(z,1)] je
ulaganje>3. U daljnjem tekstu uvijek cemo identificirati Z sa i(Z). Uz tu
identifikaciju imamo N C Z C Q.

Definicija 4.46 (Multiplikativni inverz). Neka je ¢ = [(a,b)] € Q,
a # 054, Tada definiramo INVERZ:>:

g = (b))

Propozicija 4.47. (Q,+,.) je komutativni prsten s jedinicom, te vrijedi
99t =q7lg=1,q#0%.

Dokaz. Direktno iz Definicija 4.46 i 4.42 te Propozicije 4.33. O

Napomena 4.48. Za x,y € Q, uvodimo oznaku % = xy L.
Definicija 4.49 (Uredaj na Q). Neka je g € Q. KaZemo da je g POZITI-
VAN ako i samo ako postoje a,b € N takvi da g = [(a,b)].

Neka su q,r € Q. KaZemo da je g MANJI od 1, pisemo q < r, ako je
r — q pozitivan. KaZemo da je § MANJI ILI JEDNAK ¥, piSemo q < r, ako
jeq<rilig=r.

Uredaj na Q zadovoljava ista svojstva kao i uredaj na Z, tj. vrijede
analogoni Propozicija 4.32 i 4.38. Formulaciju i dokaz tih rezultata
ostavljamo citatelju za vieZbu.
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5° Intuitivno,

1
3 =1012)

={(1,2),(-1,-2),(2,4),... }.

5's obzirom na zbrajanje

52 Zadatak 4.8.

53 Injekcija koja ¢uva strukturu

g #0

#q-q~" =[(a,b)]-[(b,a)] = [(ab, ba)] =
(D] =1

*(Q +,°) je polje

Neka je G skupi+,- : G x G — G bi-
narne operacije. Kazemo da je (G, +,-)
POLJE ako je (G, +,-) komutativni pr-
sten sa jedinicom i vrijedi da za svaki
x € G, x # 0, postoji x ! € G takav da
xx =1
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4.4 Realni brojevi

Rezimirajmo Sto smo do sada napravili u ovom poglavlju. Krenuvsi
od Peanovih aksioma, konstruirali smo prirodne, cijele i racionalne
brojeve N C Z C Q. Dokazali smo da su racionalni brojevi uredeno
polje, tj. na njemu moZemo ve¢ raditi dosta matematike. Na primjer,
sve operacije na ra¢unalima su zapravo operacije na racionalnim bro-
jevima. Usprkos tome, racionalni brojevi nisu dovoljni za mnoga
bazi¢na podrudja matematike, npr. analizu i geometriju. Recimo, du-
ljina hipotenuze pravokutnog trokuta ¢ije katete imaju duljinu 1 je
/2 koji nije racionalan57. Takoder, javlja se i broj 7 koji je u nekom
smislu jo§ dalje od racionalnih brojeva® od v/2 . S analiti¢ke strane
to moZemo promatrati na sljedeéi nac¢in. Ako racionalne brojeve po-
redamo na brojevni pravac, taj pravac ¢e imati “rupe”>9. Zaista, pro-
motrimo skupove A = {p € Q: p? <2} iB={73€Q:¢*> > 2}.
Tada je {A, B} particija skupa Q, . AUB =Q i ANB = @. Dakle,
postoji “rupa” tamo gdje bi trebao biti v/2. Uot¢imo da je skup A
ograni¢en odozgo, ali nema supremum pa prema definiciji ?? nije
potpun. Intuitivno, skup R ¢emo konstruirati popunjavanjem svih
“rupa” u Q, tj. konstruirat éemo upotpunjenje od Q. Nazalost, ta
konstrukcija ¢e biti bitno kompliciranija od konstrukcija Z i Q. Na-
ime, kod konstrukcija Z i Q uvodili smo nove algebarske operacije
oduzimanja i dijeljenja, dok kod konstrukcije realnih brojeva popu-
njavamo “rupe” kojih ima bitno vie nego racionalnih brojeva® te
sama konstrukcija uklju¢uje kompliciranije koncepte poput limesa ili
supremuma.

Konstrukciju ¢emo provesti pomoc¢u Dedekindovih rezova. Ideja
konstrukcije je sadrZzana u gornjem primjeru kada smo napravili par-
ticiju skupa Q pridruzenu broju v/2. Naime, broj /2 ¢emo definirati
kao skup {p € Q: p? < 2}.

Definicija 4.50. Skup REALNIH BROJEVA R je skup svih podskupova
A C Q sa sljedecim svojstvima:

1. A 7é ®/ A # Qr
2. A je zatvoren odozdo, tj. (Vx,y € Q) (x <y Ny€eA)=>x€ A,
3. A nema najveci element, tj. (Vx € A)(3y € A) x < y.

Uocimo da strogo formalno gledaju¢i Q ¢ R. Medutim, sli¢no kao
i u slucaju cijelih i racionalnih brojeva, mozemo definirati ulaganje
i:Q — Rsal"
i(q) ={peQ:p<q}
Uz identifikaciju Q sa i(Q) imamo Q C R

Definicija 4.51 (Uredaj na R). Nekasu x,y € R. KaZemo da je x MANJI
ILI JEDNAK Y ako vrijedi x C y.

Uo¢imo da je definicija uredaja prirodna i jednostavna te da je
dokaz &injenice da je (R, <) totalno ureden skup trivijalan®. Dokaz
potpunosti ¢e takoder biti jednostavan:

57 DokaZite tu tvrdnju!

58 7 je transcendentan, vidi Def. 7.40

59 Skup racionalnih brojeva nije potpun,
tj. svaki Cauchy-ev niz nije konvergen-
tan. Na “rupe” moZemo neformalno
gledati kao limese nizeva racionalnih
brojeva koji viSe nisu racionalni brojevi.

¢ Racionalnih brojeva ima prebrojivo

mnogo (kao i prirodnih), dok “rupa”
ima neprebrojivo mnogo. Pojmove pre-
brojivo i neprebrojivo obradit ¢emo u
Poglavlju 6.

Richard Dedekind (1831.-1916.),
njemacki matematicar

¢ Dokazite dai(p) e R, p e Qidajei
injekcija.

2 Intuitivno x € R idetificiramo sa sku-
pom (—o0,x) N Q.

®Posto je opcenito (P(Q)),C) parci-
jalno ureden skup treba samo pokazati
da za svaki x,y € R vrijedi x C y ili
y C x. Medutim to je direkina poslje-
dica zatvorenosti odozdo iz Def. 4.50.
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Teorem 4.52. Neka je @ # A C R odozgo (odozdo) omeden skup. Tada
postoji sup A (inf A).

Dokaz. Neka je A C R odozgo omeden, tj. postoji ¥ € R takav da
a <r,a € A. Definirajmo skup:

s=Ja

acA
Ocito vrijedi a C s, a € A. Tvrdimo da je S supremum skupa A.
Dokazimo najprije s € IR, za $to je potrebno provjeriti tri svojstva iz
Definicije 4.50:

1. Kakoje A # @, tadajeis # @04, Takoder, s C r # Q,pais#Q. ¢4(3ac ACR),acCs.
2. Nekasux,y € Q x <yiy € s. Po definiciji od s postojia € A

takav da y € a. Kako vrijedi a € IR, iz zatvorenosti odozdo od a
imamo x € a C s.

3. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji ¢ € Q takav da q € s i
(Vp € s) p < g. Tada postoji @ € A takav da q € A. Medutim,
posto je a C s, tada je g najvedci element od g, $to je u kontradikciji
saa € R

Kako je s otito gornja meda od A, ostaje dokazati da je s najmanja
gornja meda od A. Neka je z € R neka gornja meda od A, tj. vrijedi
aCzac A Dakle, s = Ujepa C z, ¢ime je tvrdnja dokazana. O

Definicija 4.53 (Operacije nad R). Neka su a,b € R. Tada definiramo:

a+b:={x+y:x€ A, yeB},
—a:={x—y:x<0,ycQ\a}

Uotite da defincija —a := {—-x : x €
{xy x,y>0,x€a,y¢€ b}U{xeQ:x<0},ab>0, Q\ a} nije dobra jer taj skup ima najveci
—(—a)-b,a<0,b20, element za 2 € Q.

—a-(=b),a>0,b<0,
(—a)-(=b),a<0,b<0.

1, :{§:x<1,yeQ\a}, a>0,
—(—-a)71, a<o.

Lako se vidi da je definicija dobra u smislu da vrijedi a + b, —a, ab,
a~! € R. Za tako konstruirane realne brojeve vrijedi sljedeéi teorem:

Teorem 4.54. (R, +,, <) je potpuno uredeno polje, tj. za svaki x,y,z € R
vrijede sljedeca svojstva:

(R1) (x+y)+z=x+(y+2), (R, +)
(R2)0+x=x+0=x, .
(R3) x4+ (—x) = (—x) +x =0, Je Abelova
(RA) ¥+ = y+ x, grupa.

(R, +,-)

R5) (xy)z = x(yz), e polje.

)
R6)x-1=1-x=x,

)

)

)

)
N

-
R8) xy = yx,
R9) (x+y)z=xz+yz,

X 1:x_lle,
X

(
(
(
(
(
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(R10) x < x

(R11) (x < y) (y<x)=x=y, (R, <) je totalno
(R12) (x <y) N (y<z)=>x <z ureden skup.
(R13) (x <y) V (y < x),

(RI4)x<y=x+z<y+z (R, <) je uredeno
(R15) (0<x) AN (0<y)=0<uy, | polje.

(R16) Vrijedi Teorem 4.52 — potpunost.

Svojstva (R1)-(R16) obi¢no se uzimaju za aksiome realnih brojeva.
Dakle, dokazali smo da skup realnih brojeva, koje smo konstruirali
Dedekindovim rezovima,®5 zadovoljava uobi¢ajene aksiome realnih

brojeva. Moze se pokazati da aksiomi (R1)-(R16) jedinstveno odre-

duju realne brojeve®®.

4.5 Kompleksni brojevi

Definicija 4.55. SKUP KOMPLEKSNIH BROJEVA je dan sa
C:=R%={(x,y):x,y € R}.

Za (x1,Y1), (x2,y2) € C definiramo operacije + i -:

(x1 + x2, Y1+ yz),
(x1x2 — Y1y2, X1Y2 + Y1X2).

(xlr]/l) + (Xz,yz) =
(x1,1) - (x2,¥2) :=

Navedimo sada neka svojstva kompleksnih brojeva (bez dokaza)
te par napomena:

e (C,+,") je polje. Neutralni element za zbrajanje je 0 = (0,0), a za

mnozenje 1 = (1,0). Suprotni element je dan formulom —(x,y) =

(—x,—y), ainverz (x,y)~! = Feaws xz%yz
e Ulaganje j : R — C definiramo sa j(x) =
nje Rij(R) imamo R C C.

(x,0). Uz poistovjeciva-

¢ JednadZba x? + 1 = 0 nema rjedenje u R. Medutim,

(0,1)-(0,1) +1=(-1,0) +(1,0) = 0.

e Uvedimo oznaku i := (0,1). Kompleksan broj i nazivamo IMAGI-
NARNA JEDINICA. Koriste¢i imaginarnu jedinicu i identifikaciju
R i j(R) svaki kompleksan broj z = (x,y) € C moZemo zapisati u
obliku:

z=(x,y) = (x,0)-(1,0) +

X Zovemo REALNI DIO broja z, piSemo x = Re(z), a y IMAGINARNTI
= Im(z).

(y,0)-(0,1) = x + iy.

DIO, Y

¢ Kompleksne brojeve moZemo promatrati kao to¢ke u kompleks-
noj ravnini. Naime, broju z = (x,y) € C pridruzimo to¢ku s koor-
dinatama (x,y) u R? s koordinatnim sustavom (0, (1,0), (0,1))%7

% Uotite da smo od aksioma koristili
samo Peanove aksiome za prirodne bro-
jeve. Skupovi cijelih, racionalnih i re-
alnih brojeva su konstruirani iz prirod-
nih brojeva bez uvodenja dodatnih ak-
sioma.

U smislu da je svako uredeno pot-
puno polje izomorfno R.

670 je ishodiste, a osi su odredene vek-
torima (1,0) i (0,1).
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Tada x-0s zovemo REALNA 0S, a ¥-0S IMAGINARNA OS.

Zrcaljenje s obzirom na realnu os zovemo KONJUGIRANJE kom-
pleksnih brojeva. To je funkcija z — z definirana formulom z =
x —iy, z = x +iy. Konac¢no, definiramo mopuL kompleksnog

|z| := /22 + Y2, z=x+iy.

Geometrijski, modul |z| je udaljenost to¢ke z od ishodista 0. Uotite
68 | Z|2

broja sa:

da vrijedi = zZ. %2z € R.

¢ Neka je ¢ kut kojeg duZina 0z zatvara s pozitivnim dijelom realne
0si. ¢ zovemo ARGUMENT od z, piSemo ¢ = arg(z). Tada vrijedi

z = |z|(cos(arg(z)) + isin(arg(z)). (4-2)

Jednakost (4.2) zovemo TRIGONOMETRIJSKI ZAPIS kompleksnog

broja. Uz definiciju® ¢ := cos(¢) + isin(¢), trigonometrijski % Eksponencijalna funkcija se moze de-
finirati nad C i tada se dokaZe da ova

zapis se moZe krece zapisati z = |z]e’?. Trigonometrijski zapis ; e
formula zaista vrijedi.

je pogodan za mnoZenje kompleksnih brojeva. Zaista, neka su
z= ‘Z|€i(p iw= |w|€i1’b. Tada se moze pokazati7°: 7° Koriste¢i adicijske formule za trigo-
nometrijske funkcije.
2w = [z][w]eYTP) = |z[w| (cos(g + ) +isin(g +¢)).

Nadalje, indukcijom se lako pokaZe da vrijedi:

2" = |z]"e"? = |z|" (cos(ng) + isin(ng)).

4.6 Zadaci

Zadatak 4.1. DokaZite da je zbrajanje prirodnih brojeva dobro definirano,
tj. da je za svaki n,m € N vrijednost n + m jedinstveno odredena Defini-
cijom 4.2.

Zadatak 4.2. DokaZite Propoziciju 4.10.

Zadatak 4.3. DokaZite Propoziciju 4.15.

Zadatak 4.4. DokaZite da je relacija ~ iz Definicije 4.22 relacija ekvivalen-
cije.

Zadatak 4.5. DokaZite lemu 4.30.

Zadatak 4.6. DokaZite Propoziciju 4.6.

Zadatak 4.7. DokaZite Propoziciju 4.38.

Zadatak 4.8. Zavrsite dokaz Propozicije 4.44.

Zadatak 4.9. DokaZite Propoziciju 4.47.

Zadatak 4.10. Formulirajte i dokaZite analogone Propozicija 4.32 i 4.38 za
skup racionalnih brojeva.

Zadatak 4.11. DokaZite da kompleksno konjugiranje ima sljedeca svojstva:

a+b=a+ba-b=a-b,a"=a",a,becC, neN.






5
Djeljivost i kongruencije

Nakon sto smo u prethodnom poglavlju aksiomatski izgradili sku-
pove prirodnih, cijelih, racionalnih, realnih i kompleksnih brojeva, u
ovom ¢emo se u potpunosti posvetiti skupu cijelih brojeva. Pri tome
¢emo naglasak staviti na proucavanje djeljivosti, te promatrati klase
cijelih brojeva koje daju isti ostatak pri dijeljenju nekih fiksnim bro-
jem. Rezultati koje ¢emo dobiti predstavljaju osnovu podrugja mate-
matike koje zovemo “Teorija brojeva”’ , a koje je od iznimne vaznosti
za suvremenu kriptografiju i ra¢unalnu sigurnost®. Osim ovog prak-
ti¢nog aspekta, ovo poglavlje daje mali uvid i u tipi¢nu metodologiju
razvoja matematickih teorija: nakon $to smo u prethodnom poglav-
lju definirali aksiome i vidjeli neka elementarna svojstva prirodnih i
cijelih brojeva, u ovom dajemo nesto “jace” rezultate, teoreme i algo-
ritme koji opravdavaju korisnost aksiomatski razvijene teorije.

5.1 Djeljivost

Zapotinjemo s definicijom pojma djeljivosti. Ono ¢e se oslanjati na
operaciju mnoZenja koju smo uveli u Poglavlju 4.

Definicija 5.1. KaZemo da broj a € IN pijeLI broj b € IN ako postoji
prirodni broj k € IN takav da vrijedi b =k - a.

Tnda kaZemo da je a DJELITEL] od b, a da je b VISEKRATNIK od 4.
Pigemo: a | b.

Na primjer,
2| 28, jer u gornjoj definiciji za 2 = 2 1 b = 28 moZemo uzeti k = 14.
S druge strane,

215, jer ne postoji k € N takav daje5=2-k.

Ako 2 dijeli neki prirodni broj n, kaZzemo da je n PARAN. U protiv-
nom, kaZemo da je 7 NEPARAN.

Primijetimo da pojam “dijeli” moZemo promatrati i kao binarnu
relaciju na skupu prirodnih brojeva: brojevi a,b € IN su u relaciji ako
a | b. Ova relacija ¢e imati neka od svojstava koja smo proucavali u
Poglavlju 3.

Propozicija 5.2. Relacija “dijeli” je relacija parcijalnog3 uredaja na skupu
IN.

* Istoimeni kolegij obavezan je na dru-
goj godini preddiplomskog studija ma-
tematike.

2Kolegij “Kriptografija i sigurnost
mreza” je obavezni kolegij na Di-
plomskom studiju Raunarstvo i
matematika.

Ponekad je prirodniji pojam “biti djeljiv
sa”. Ovu definiciju moZemo prosiriti i
tim pojmom: b € IN JE DJELJIV SA a €
IN ako a dijeli b. Dakle, 18 je djeljiv sa
6, a 6 dijeli 18.

3 Uoctimo da relacija “dijeli” nije totalni
uredaj na skupu IN: na primjer, 3 { 5 niti
5¢3.
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Dokaz.
Refleksivnost: Neka je a € IN proizvoljan. Tadaa |ajera =a-1, pa
u Definiciji 5.1 moZemo uzeti k = 1.

Antisimetri¢nost: Nekasua € Nib € N takvidaa | bib | a. Tada,
po Definiciji 5.1 postoje k,¢/ € N takvidab =k-aia = {-b. Uvr-
stimo 1i drugu jednakost u prvu, slijedi b = (k¢)b, odnosno, prema
Korolaru 4.17, k¢ = 1. Kako su k i ¢ prirodni brojevi, ovo je moguce
jedinozak=/{=1pajeb=k-a=a.

Tranzitivnost: Neka su a,b,c € N takvidajea | bib | c. Tada,
po Definiciji 5.1 postoje k,¢ € IN takvida b =k-aic = £-b. Slijedi
¢ = (lk) -a = m - a, za prirodni broj m = ¢k € IN. Stoga, po definiciji
relacije “dijeli”, slijedi a | c. O

Relaciju “dijeli” moZemo prosiriti na skup cijelih brojeva: kazemo
da broj a € Z dijeli broj b € Z ako postoji broj k € Z takav da je
b = k- a; ponovno koristimo oznaku a | b. Tako se ¢ini da je ovako
prosirena relacija zadrzala sva svojstva kao i relacija nad skupom
prirodnih brojeva, to nije tako: relacija | nad skupom Z je refleksivna
i tranzitivna, ali nije antisimetri¢na!4 Gdje nastaje problem u gornjem
dokazu antisimetri¢nosti? Ako su a,b € Z takvidaa |bib | a, onda
postoje cijeli brojevi k,{ € Z takvidajeb =k-aia = {-b, paje
b = (kl)b, odnosno k¢ = 1. 1z ovog ne slijedi daje k = £ = 1 jer uz tu,
imamo jo$ jednu moguénost: k = £ = —1, odnosno, a = —b.

Unato¢ ovom nedostatku relacije “dijeli” nad skupom cijelih bro-
jeva, u nastavku éemo promatrati upravo nju. Pogledajmo prvo neka
njezina jednostavnija svojstva.

Propozicija 5.3. Neka su a,b,c € Z takvida a | bia | c, te neka je broj
x € Z proizvoljan. Tada:

(@) a|b+ec.
(b) alb—c.
(c) alb-x.

Dokaz. Neka su a,b,c,x € Z takvida a | bia | c. Tada postoje
k,¢ € Z za koje vrijedib =k -aic={-a. Sada lako imamo:

b+c=(k+?¢)-a, pajeal|b+c;
——
€z
b—c=(k—{)-a, pajealb—cg;
——
€z
b-x=(k-x)-a, pajea|b-x.
——
€z

O

Sto mozZemo reci u slu¢aju kada broj a nije djeljiv brojem b? Jedan
jednostavan, ali vrlo vazan rezultat daje nam sljedeéi teorem.

+Na primjer, 2 | =2 i —2 | 2, no na-
ravno, 2 # —2.

Drugim rije¢ima, ako su dva broja (b i c)
djeljivi istim brojem (a), onda je i njihov
zbroj i razlika takoder djeljiv tim istim
brojem.

Nadalje, ako je neki broj (b) djeljiv sa 4,
onda je i svaki njegov visekratnik (b - x)
takoder djeljiv sa a.



Teorem 5.4 (o dijeljenju s ostatkom). Neka su a,b € Z cijeli brojevi
takvi da je b > 0. Tada postoje jedinstveni brojevi q,r € Z takvi da je

a=q-b+r, pricemuje0 <r <b.

Broj q zovemo KVOCIJENT, a broj r OSTATAK pri dijeljenju broja a brojem
b.

Dokaz. Trebamo dokazati da brojevi g, r iz iskaza teorema postoje, te
da su jedinstveni.

Egzistencija. Oznac¢imo sa S skup svih brojeva oblika a — x - b, pri
¢emu je x € Z proizvoljan broj>:

S:={a—xb:xeZ}={...,a—2b,a—b,a,a+b,a+2b, ...}

Primijetimo da se u skupu S mora nalaziti bar jedan nenegativan
broj, tj. skup S NNy je neprazan: ako je a > 0, onda je

a—0-b=a > 0nenegativan broj iz skupa S,
a akojea <0, ondaje

a—a-b=_a -(1—0b)>0nenegativan broj iz skupa S.
<0 <0

Dakle, skup S NINp je neprazan. Kako je skup Ny dobro ureden
(Propozicija 4.12), u S NNy postoji najmanji element; nazovimo taj
element r:

r := min S N INp. (5.1)
Kako je r € S, po definiciji skupa S postoji g € Z takav da je r =
a—gq-b. Tvrdimo daje 0 < r < b. Jasno, kako je r € Ny, vrijedi
r > 0. S druge strane, pretpostavimo da je r > b, odnosno

b<r=a-—gq-b.

Prebacimo b s lijeve na desnu stranu gornje nejednakosti:

—
€Z

0<a—q-b—-b=a—(qg+1)-b=r—-b<r.
~—

Broja — (9 +1) - b je, dakle, element od S NNy, a manji je od 7, §to
je kontradikcija sa (5.1). Dakle, pretpostavka r > b je pogresna, pa
mora vrijediti r < b, a od ranije ve¢ imamo 0 < r. Ovim smo doka-
zali da brojevi q,r € Z iz tvrdnje teorema postoje.

Jedinstvenost. Pretpostavimo da postoje dva para brojeva q;,r; € Z
igo, 1y € Z za koje vrijedi

0§7”1<b,’
0<r<hbh

a:ql'b+r]/
a=qy-b+ry,

Uocimo da je tada

n—rn=qb-—q-b=(G2—q) b
€{..., —2b, b, 0,b,2b ...}. (5.2)
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Na primjer, ostatak pri dijeljenju broja
23 brojem 5 je 3, a kvocijent je 4:

23 =4-543.

Uotite da moZemo pisatii23 = 3-5+8,
no tada je “ostatak” veéi od broja kojim
dijelimo (5). Uz zahtjev 0 < r < b zapis
iz iskaza teorema je jedinstven.

5 Zasto bas ovako definiramo S? Uocite
dar = a—q-bima isti oblik kao brojevi
iz S. Broj g ne znamo unaprijed, pa zato
promatramo skup svih mogucéih kandi-
data za broj r. Pokazat ¢emo da medu
njima postoji broj koji ima traZeno svoj-
stvo (0 < r < b) iz teorema. Pripadni

i

x” ¢e biti g.
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Medutim, zbrajanjem nejednakosti

0<r <b,
-b<-r<0

koje vrijede za ostatke, dobivamo
—b<ri—ry<b.

Jedini broj iz skupa (5.2) koji ovo zadovoljava je 0, pa mora biti rq —
rp = 0, odnosno, 1 = rp. UvrStavanjemua =g -b+ri =q2-b+ 1
slijedi q1 - b = g2 - b, a iz toga imamo g1 = ¢qp. Drugim rije¢ima,
postoje jedinstveni g, r sa svojstvima iz iskaza teorema. O

Primjer 5.5. Promotrimo slucaj b = 3, uz proizvoljni broj a € Z. Gornji
teorem kaZe da postoji broj q € Z, te broj r takav da je 0 < r < 3 za
koji vrijedi a = q - 3 4 r. Drugim rijecima, svaki cijeli broj a je ili oblika
a=3-qilioblikna=3-q+1ilioblikna=3-q+2.

Sli¢no, svi parni brojevi su oblika a = 2 - q, za neki g € Z, a svi neparni
su oblikaa =2-q+1, za neki g € Z.

5.2 Prosti brojevi

Kada promatramo operaciju zbrajanja, svaki prirodni broj mozemo
dobiti uzastopnim zbrajanjem broja 1; na primjer, 5 =1+1+1+4+1+
1. Kada promatramo operaciju mnoZenja, situacija je sloZenija: tada
nam treba puno vise “gradevnih jedinica” da bismo mogli “sagra-
diti” sve prirodne brojeve; na primjer, 90 = 2 -3 -3 - 5. Kao $to ¢emo
pokazati u Osnovnom teoremu aritmetike (Teorem 5.16), “gradevne
jedinice” ¢e u ovom slucaju biti prosti brojevi.

Definicija 5.6. Prirodan broj p > 1 koji je djeljiv samo brojem 1 i samim
sobom zovemo PROSTI ili PRIM broj. Za ostale brojeve vece od 1 kaZemo da
su SLOZENTL. Broj 1 nije niti prost niti sloZen.

Skup svih prostih brojeva (nestandardno) ozna¢avamo simbolom
IP:

P={2 35 7 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, ...}.

Testiranje je li neki broj prost te pronalaZenje to ve¢ih® prostih
brojeva vrlo je vazno za podrugje kriptografije. U tu svrhu razvijeni
su sofisticirani i vrlo sloZeni algoritmi. Mi ¢emo ovdje opisati jedan
jednostavan i relativno efikasan algoritam za pronalazenje svih pros-
tih brojeva manjih od nekog, unaprijed zadanog, prirodnog broja N.

Algoritam 5.7 (Eratostenovo sito). Algoritam se sastoji od dva koraka:

(1) NapiSemo redom, jedan do drugog, sve prirodne brojeve od 2 do N. Na
pocetku, niti jedan broj nije niti prekriZen niti zaokruZen.

(2) Ponavljamo sve dok svaki broj nije ili prekriZen ili zaokruZen:

(2a) Pronademo prvi broj koji nije niti prekriZen niti zaokruZen. Za-
okruZimo ga!

¢ U trenutku pisanja ovog teksta, najveci
poznati prosti broj je 274207281 _ 1. Taj
broj ima 22338618 znamenki i pripada
u skupinu tzv. Mersenneovih prostih
brojevi. Mersenneovi prosti brojevi su
prosti brojevi oblika 2" — 1, za neki pri-
rodan broj n, a do sada ih je pronadeno
49. Za vjezbu, pokazite da je kod sva-
kog Mersenneovog prostog broja eks-
ponent n nuzno takoder prost!

Eratosten iz Kirene
(276. pr.Kr—194. pr.Kr.), starogreki
matematicar



(2b) Prekrizimo sve brojeve koji su djeljivi brojem zaokruZenim u koraku
(2a) i koji su veci od njega.

Brojevi su koji su zaokruZeni predstavljaju sve proste brojeve izmedu 2 i N.

Pogledajmo nekoliko koraka Eratostenovog sita za N = 20. Prvo
napiSemo sve prirodne brojeve od 2 do 20:
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2 3 456 7 89 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Prvi broj koji nije niti prekriZen niti zaokruZzen je 2—on je prost. Za-
kruzimo ga i prekrizimo sve njegove viSekratnike.

2 3 A5 K7 K9 M 11 ¥ 13 X 15 ¥ 17 X 19 X

Idudi broj koji nije niti prekriZen niti zaokruZen je 3—on je prost.
Zakruzimo ga i prekriZimo sve njegove viSekratnike.

@ (G) A5 k7 KA X 11 3 13 2 38 36 17 ¥ 19 A

Iduéi broj koji nije niti prekriZen niti zaokruZen je 5—on je prost.
Zakruzimo ga i prekrizZimo sve njegove viSekratnike.

@ G) % () B7 88 M 11 X 13 M I X 17 I 19 A6

Nastavljanjem ovog postupka, pronalazimo sve proste brojeve manje
od 20, a niz na kraju izgleda ovako:

@ G@LE R @ RN (1) ¥ (3) MK I (17) ¥ (19) X

Uz proste brojeve vezano je mnogo nerijeSenih matematickih pro-
blema. Jedan vrlo poznati takav problem je tzv. Goldbachova” slut-
nja. Ona kaZe da se svaki parni prirodan broj n ve¢i od 2 mozZe pri-
kazati kao suma to¢no dva prosta broja. Na primjer, 8 =3 +5, 12 =
5+ 7. Slutnja je provjerena (pomoéu radunala) za sve n < 4-10'8, ali
svejedno jos nije pronaden dokaz® za sve n.

Za razliku od Goldbachove slutnje koja promatra sume prostih
brojeva, mnogo je jednostavnije proucavati njihove umnoske.

Lema 5.8. Svaki prirodni broj n > 1 moZe se prikazati kao produkt jednog
ili vise prostih brojeva.

Dokaz. Tvrdnju leme dokazujemo potpunom matemati¢ckom induk-
cijom po broju n.

Baza. Broj n = 2 moZze se prikazati kao “produkt” jednog prostog
broja (2).

Korak. Pretpostavimo da se, za neko n > 1, svaki od prirodnih
brojeva 2,3, ...,n moZe prikazati kao produkt jednog ili viSe prostih
brojeva. Trebamo dokazati da se tada i broj n + 1 moZe prikazati na
isti na¢in. Ako je n + 1 sam prost, onda tvrdnja vrijedi (“produkt”
jednog prostog broja). Pretpostavimo, dakle, da je n + 1 sloZen broj.
Tada, po definiciji, postoji neki djelitelj p broja n + 1 koji je razlicit i
odliodn+1,odnosno, n+1 = p-q,zanekoqg € N. Uo¢imo da je i
broj g takoder razli¢iti od 1i od n + 1, odnosno, vrijedi 2 < p,q < n.

7 Slutnju je iznio njemacki matematicar
Christian Goldbach 7. lipnja 1742. go-
dine u pismu Leonhardu Euleru.

8 Za sada je pokazano da se svaki parni
prirodni broj ve¢i od 2 moze prikazati
kao suma od 6 ili manje prostih brojeva
(Olivier Ramaré, 1995. godine).
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Za brojeve p i g moZzemo primijeniti pretpostavku indukcije: postoje
k,¢ € N i neki prosti brojevi ay, ..., ay, te B1, B2, ..., B¢ takvi da je

p=a1-&- ... &g,
q=p1-P2---- Be

Tada je
n+l=p-g=way-ay-...-a-B1-B2-... By
takoder prikazan kao umnoZak prostih brojeva. Po principu (pot-

pune) matematicke indukcije, pokazali smo tvrdnju za sve prirodne
brojeve n > 1. O

Tvrdnju leme moZemo zapisati i ovako: za svaki prirodan broj
n > 1, postoji k € IN, razli¢iti9 prosti brojevi p1, pa, . . ., px, te prirodni
brojevi ay,ay, ..., a takvi da je

_ M [15) 03
n=py -py Py

Nesto kasnije ¢emo dokazati Osnovni teorem aritmetike, koji do-
datno tvrdi da je ovakav prikaz broja n jedinstven. Za sada ¢emo
iskoristiti lemu kako bismo pokazali da prostih brojeva ima besko-
nacno mnogo.

Teorem 5.9 (Euklid). Prostih brojeva ima beskonacno mnogo.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno, da prostih brojeva ima

ukupno m, za neko m € IN. Neka su, dakle, p; < p» < ... < pu
svi prosti brojevi. Promotrimo broj
n=py-pa-...-pm+1L (5.3)

Ocito, n > 1, pa se prema Lemi 5.8 broj n moze prikazati kao produkt
prostih brojeva; neka je p; jedan od prostih brojeva koji sudjeluju u
tom produktu'. Specijalno, to znati da je n djeljiv s p;, odnosno,
pj | n. Zapisimo (5.3) malo drugacije:

L=n—pj-(pr-p2-- Pj-1-Pjs1- - Pm)-

Sa desne strane gornje jednakosti je razlika dva broja. Oba ta broja
su djeljiva sa pj, pa je po Propoziciji 5.3 i njihova razlika djeljiva s p;.
No to znadi i da je lijeva strana jednakosti (broj 1) djeljiva sa pj, a to
je nemoguce jer je p; > 2. Dobili smo kontradikciju, dakle, prostih
brojeva ima beskona¢no mnogo. O

5.3 Najveéa zajednicka mjera

Ako su zadana dva cijela broja 4 i b, Cesto puta je potrebno odre-
diti najveci broj kojim su djeljivi i a4 i b—mna primjer, tim brojem éemo
pokratiti razlomak a/b. Sli¢no, svodenje odredivanje zajedni¢kog na-
zivnika dvaju razlomaka svodi se na odredivanje najmanjeg prirod-
nog broja koji je djeljiv i s nazivnikom prvog i s nazivnikom drugog
razlomka. Postoje i brojne druge situacije u kojima su nam pojmovi
iz sljedece definicije vrlo korisni.

9Lema daje prikaz n = q1-42-...qy,
gdje subrojevi g1, 4y, . . . g, prosti, no oni
se mogu ponavljati. Ako grupiramo sve
g-ove koji su isti, dobivamo donji pri-
kaz.

Na primjer, 36203200 = 2652113 - 171,

W

NI
Euklid (4. st.pr.Kr.), starogreki
matematicar, autor knjige Elementi koja
je po prvi put na jednom mjestu
objedinila svo znanje o matematici.

** Uo¢imo da svaki prosti broj koji su-
djeluje u tom produktu mora biti jedan
od p1,p2, ..., pm jer su to svi prosti bro-
jevi, nema drugih.



Definicija 5.10. NAJVECA ZAJEDNICKA MJERA brojeva a,b € N je naj-
veci prirodni broj koji dijeli i broj a i broj b. Taj broj oznacavamo sa M(a, ).
NAJMAN]JI ZAJEDNICKI VISEKRATNIK brojeva a,b € IN je najmanji pri-
rodni broj koji je djeljiv i brojem a i brojem b. Taj broj oznacavamo sa
V(a,b).

Pojam najvece zajedni¢ke mjere moZemo definirati i za cijele bro-
jeve: akosua,b € Z, onda

0, zaa=b=0;
la|, zaa#0,b=0;
|b|, zaa=0,b#0;

M(|a|, |b]), zaa#0,b#0.

Tako je M(—24,18) = M(—24, —18) = 6, a M(5,0) = M(0, —5) = 5.
Primijetimo da za sve cijele brojeve a,b € Z vrijedi M(a,b) € N.

M(a,b) :=

Posebno istitemo brojeve Cija je mjera jednaka 1.

Definicija 5.11. KaZemo da su brojevi a,b € IN RELATIVNO PROSTI ako
je M(a,b) = 1.

Sljede¢u tvrdnju moZzemo lakse zapamtiti ovako: mjeru dvaju pri-
rodnih brojeva mozZemo zapisati kao njihovu “linearnu kombina-
ciju”.

Propozicija 5.12 (Bézoutov identitet). Neka su a,b € IN. Tada postoje
cijeli brojevi x,y € Z takvi da je
M(a,b) =x-a+y-b.

Dodatno, M(a,b) je najmanji prirodni broj koji se koji se moZe zapisati u
gornjem obliku.

Dokaz. Promotrimo sljedeéi skup™* :
S:={x-a+y-b:xyecZ}

Uocimo da je presjek S NIN neprazan, jer se u S nalazi, na primjer,
broj1-a+0-b = a € IN. Promotrimo najmanji element skupa SN IN,
te ga oznacimo sa d:

d:=minSNIN. (5.4)

Kako je d € S, postoje neki x,y € Z takvidajed = x-a+y-b.
Tvrdimo da je broj d upravo mjera brojeva a, b. Da bismo to dokazali,
moramo utvrditi da d zadovoljava svojstva navedena u Definiciji 5.10:

(1) Trebamo pokazatidad |aid | b. Primijenimo teorem o dijeljenju
s ostatkom na brojeve a i d: postoje g i r takvi da je

a=gq-d+vr, pricemuje0<r<d.

Izratunajmo r tako da uvrstimo izraz za d:
r=a—q-d
=a—q-(x-a+y-b)
= (1—q-x)-a+w-b.

-’
€Z €Z
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Na primjer:
M(24,18) =6, M(3,5) =1;
V(24,18) =72, V(3,5) =15

Etienne Bézout (1730.-1783.), francuski
matematicar

Na primjer, M(24,18) = 6, pa nam
Bézoutov identitet kaze da postoje bro-
jevix,y € Ztakvidaje6 =x-24+y-
18.

Kako pronadi te x,y? Dokaz teorema
ne daje postupak pomocu kojeg bi se to
moglo napraviti! Za takve dokaze ka-
Zemo da nisu konstruktioni.

Brojevi x i y mogu se odrediti pomoc¢u
(prosirenog) Euklidovog algoritma—
vidi Zadatak 5.6. No, u ovom slucaju,
lako je pogoditi x =1iy = —1.

" Usporedite s dokazom teorema o di-
jeljenju s ostatkom (Teorem 5.4).
U skupu S nalaze se, na primjer:

—2a+3b, —5a, 0, 2b, 123a + 456D, ...
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Slijedi dajer € S. Znamo daje 0 < r < d, tvrdimo da je r = 0.
Naime, ako bi bilo 0 < r < d, onda bi bilor € SNINir < d, §to
je kontradikcija s definicijom (5.4) broja d, koji je najmanji broj u
skupu SNIN! Dakle, r = 0, paje a = q-d, odnosno, d | a. Posve
analogno se dokaZe d | b. Dakle, i broj a i broj b su djeljivi sa d.

(2) U (1) smo pokazali da je d djelitelj brojeva a i b; sada treba do-
kazati da je najve¢i od svih djelitelja. Neka je g € IN bilo koji
djeljitelj brojeva a i b, odnosno, neka je q | a i q | b. Iskoristimo
sada Propoziciju 5.3 tri puta: prvo, prema (c) dijelu slijedi da je
tadag | x-aiq | y-b, azatim, prema (a) dijelu Propozicije 5.3
imamo da g | x-a+y-b. Dakle, q | d, a kako je svaki djelitelj
nekog prirodnog broja maniji ili jednak tome broju, imamo q < d.

Ovim smo pokazali da je d = x-a+ y - b najveéi od svih djelitelja
brojeva aib, pajed = M(a,b). Iz definicije skupa S i (5.4) slijedi da
je M(a,b) najmanji prirodni broj oblika nesto-a+nesto-b. O
U dokazu gornjeg teorema pokazali i sljedecu ¢injenicu: za d € IN
vrijedi
dla & d|b = d|Mab), (5.5)
odnosno, svaki djelitelj brojeva a i b je ujedno djelitelj njihove mjere.
Ova ¢injenicu ¢emo koristiti za dokaze nekih teorema koje ¢emo is-

kazati nesto kasnije.
Promotrimo ponovno iskaz Propozicije 5.3(c):

alb = albc

za sve brojeve a,b,c € Z. U kojem slucaju vrijedi suprotna impli-
kacija? Sljedeca propozicija nam pokazuje da je dovoljno da vrijedi
M(a,c) = 1.

Propozicija 5.13. Neka sua,b,c € IN.
(a) Akoa |b-ciM(a,c)=1,0ondaal|b.
(b) Ako je p prost brojip |b-c,ondap |bilip]|c.

Dokaz. (a) Kako a | b-c, postoji k € N takav daje b-c = k-a.
Iskoristimo Bézoutov identitet za mjeru brojeva a i c: postoje x,y €
Z takvi daje
l=x-a+y-c

MnoZenjem ove jednakosti sa b imamo:

b=b-x-a+b-y-c

=b-x-a+k-y-a
=0b-x+k-y)-a,
—_———
€z

Sto povlacia | b.

(b) Uotimo da M(p,b) moze biti ili 1 ili p, jer M(p,b) mora biti
djelitelj od prostog broja p. Dakle, moguca su samo sljede¢a dva
slucaja:

Primijetimo da suprotna implikacija ne
vrijedi uvijek:
10 | 14 - 15, ali ne vrijedi 10 | 14.
Medutim,
10130-7iM(10,7) =1 = 10| 30.



(1) Akoje M(p,b) =1, iz tvrdnje (a) slijedi p | c.

(2) Akoje M(p,b) = p, slijedi p | b, jer M(p, b) mora biti djelitelj
od b.

O

Kako moZemo izra¢unati mjeru dvaju prirodnih brojeva 4 i b? Naj-
jednostavnija metoda bi izravno koristila definiciju mjere: redom za
svaki broj d = 1,2,...,min{a, b} provjerimo je li djelitelj i od a i od
b, pa je mjera najveci od svih d koji jesu djelitelji. No ¢ak i uz pomo¢
ra¢unala, ova metoda postaje izuzetno spora ve¢ kad su a i b neko-
liko milijardi ili veé¢i. Koristenjem Euklidovog algoritma moguce je
(uz pomo¢ rac¢unala, naravno) izuzetno brzo nalaziti mjeru brojeva
koji imaju nekoliko tisu¢a znamenki. Osnovna ideja za taj algoritam
je dana u sljedeé¢em rezultatu.

Propozicija5.14. Nekasua,b € N, teq,r € Ny takvidajea =q-b+r.
Tada je

M(a,b) = M(b,r).

Dokaz. Prisjetimo se da je relacija “dijeli” antisimetri¢na na skupu
prirodnih brojeva: ako za neke x,y € N vrijedi x | y iy | x, onda je
x = y. Zbog toga'? je dovoljno dokazati da M(a,b) | M(b,r), te da
M(b,r) | M(a,b).

(1) Po definiciji M(a,b), vrijedi M(a,b) | a, te M(a,b) | b. Prema
Propoziciji 5.3(c), tada je M(a,b) | gq-b, a prema (b) dijelu iste
propozicije je M(a,b) | a —q-b. Dakle, M(a,b) | ri M(a,b) | b, $to
prema (5.5) povladi da M(a,b) | M(b,r).

(2) Po definiciji M(b,r), vrijedi M(b,r) | b, te M(b,r) | r. Prema
Propoziciji 5.3(c), tada je M(b,r) | gq-b, a prema (a) dijelu iste
propozicije je M(b,r) | q-b+r. Dakle, M(b,r) | ai M(a,b) | b, $to
prema (5.5) povladi da M(b,r) | M(a,b).

Algoritam 5.15 (Euklidov algoritam za izra¢unavanje mjere).
Ulaz: prirodni brojevi a,b € IN.

Izlaz: d = M(a,b).

Sve dok je b # 0, ponavljamo korake (1) i (2):

(1) Po Teoremu o dijeljenju s ostatkom, odredimo g, takve da je a = q -
b+r,0<r<b.

(2) a = b; b = r (odnosno, nastavljamo ovaj postupak kao da Zelimo odre-
diti M(b,r).)

d=a;

PokaZimo primjerom da Euklidovim algoritmom moZemo u svega
nekoliko koraka odrediti mjeru relativno velikih brojeva: odredimo
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2Uo¢imo da je M(x,y) € N ako je
barem jedan od x,y razlicit od nule,

pa uz pretpostavke propozicije imamo
M(a,b) e NiM(b,r) € N.
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M(1317,56):
a = qg - b 4+ r
1317 = 23 56 + 29 = M(1317,56) = M(56,29)
5 = 1 29 + 27 = M(56,29) = M(29,27)
29 = 27 + 2 = M(29,27) = M(27,2)
277 = 13 - 2 4+ 1 = M(27,2)=M(21)
2 =2 -1 + 0 = M(21)=M(,0)

Dakle, M(1317,56) = M(1,0) = 1. Mjeru brojeva 18 i 24 moZemo
odrediti u samo 3 koraka:

a q b + r
18 = 0 24 + 18 = M(18,24) = M(24,18)
24 =1 18 + 6 = M(24,18) = M(18,6)
18 = 3 6 + 0 = M(18,6) = M(6,0)
Dakle, M(18,24) = M(6,0) = 6.

Ako su nam poznati rastavi brojeva a i b na proste faktore, onda
moZemo vrlo lako odrediti njihovu mjeru i najmanji zajednicki vi-
Sekratnik. Dokazimo prvo Osnovni teorem aritmetike, koji kaZe da
je taj rastav jedinstven, a zatim pogledajmo kako je pomocu njega
moguce izra¢unati mjeru i najmanji zajedni¢ki visekratnik prirodnih
brojeva.

Teorem 5.16 (Osnovni teorem aritmetike). Za prirodni broj a > 1 pos-
toje jedinstveni brojevi £, a1, a2, ...,y € IN, te prosti brojevi p; < pp <
. < pg takvi da je

a:p’i‘l-pgzu..-pg‘. (5.6)

Dokaz. U Propoziciji 5.8 smo ve¢ pokazali da se svaki a € IN'\ {1}
moze prikazati u obliku (5.6). Potrebno je jos dokazati samo jedins-
tvenost. Pretpostavimo suprotno, to jest, da postoje prirodni brojevi
za koje imamo dva razli¢ita rastava; neka je a,,;, najmanji takav broj.

Dakle, postoje k, ¢ € IN i prosti brojevi p1,...,p¢ g1, - .-

,qx takvi da
su

Amin =P1° P2 ----Pe=4q1-42"--- gk

dva razli¢ita rastava broja a,,;, na proste faktore. Specijalno, p1 | 4,
pa prema Propoziciji 5.13 postoji'3 neki g; takav da p; | g;. Kako su
brojevi p; ig; prosti, to je moguce jedino u slucaju p; = g;. Oznatimo
sada i := ”;;% € N. Uocimo da je @ # 1, jer u protivnom imamo
Amin = p1, $to ima jedinstveni rastav na proste faktore. Dakle,
a=pr-p3-...

Pe=q1 - g1 G410 - Gk

su dva razli¢ita rastava broja 4, te vrijedi 1 < 4 < ay;,. Ovo je
kontradikcija s time da je broj 4,,;, najmanji broj koji nema jedinstveni
rastav. Dakle, pocetna pretpostavka je bila pogresna, pa za svaki
prirodni broj veé¢i od 1 postoji jedinstveni rastav na proste faktore.

O

3 Ovdje ¢emo Propoziciju 5.13 zapravo
primijeniti viSe puta uzastopno: ako
p1 | 91- (4293 q4), onda je p1 | q
ili p1 | g2-(g3-494). U prvom slucaju
smo pokazali Zeljeno, a u drugom slu-
&aju, prema Propoziciji 5.13, p1 | g ili
p1 | g3 - ga. Ponovno, u prvom slucaju
smo pokazali Zeljeno, a u drugom po-
novno primjenjujemo Propoziciju 5.13.



Vratimo se na problem odredivanja M(a,b) i V(a,b). Neka je

a:p‘iél.p"zéz...pgz’ a1, Q. 0y >0,
b:pfl,pgz...pfﬁl ,Bl,ﬁZ,...,ﬁEZO,

za medusobno razli¢ite proste brojeve p1, p2, ..., ps. Lako je vidjeti
da je d djelitelj broja a ako i samo ako vrijedi

dIPT'PgZ“'PZ[/ T <y, 2w, o, Y S g

Sli¢no, d je djelitelj broja b ako i samo ako vrijedi

d=plt-p-pl', m<BL12<B2 -, 1< B
Kako je M(a,b) najveci djelitelj od a i od b, slijedi da je
M(a, b) _ prlnin{otl,/gl} . plznin{tm,/gz} e P?ﬁn{w'ﬁé}.

Posve analognim razmatranjem, zaklju¢ujemo da najmanji zajednicki
visekratnik moZemo izra¢unati ovako:

V(a,b) = proxtoni) _pmax(onpa) | max{acpi)

U praksi se mjera dvaju brojeva izra¢unava Euklidovim algorit-
mom. Naime, za klasi¢na™ ra¢unala nije poznat algoritam koji bi efi-
kasno faktorizirao zadani (veliki) broj na proste faktore—to je jedna
od pretpostavki na kojima se bazira suvremena kriptografija.

5.4 Kongruencije

U nekim situacijama nije potrebno izra¢unati vrijednost aritmetickog
izraza, nego je dovoljno samo odrediti ostatak kojeg on daje pri di-
jelienju nekim zadanim prirodnim brojem n. Na primjer, ako nas
zanimaju zadnje 3 znamenke broja

5012017 + 4992017

dovoljno je odrediti samo ostatak koji taj broj daje pri dijeljenju s
1000, a ne i sam broj. U ovoj cjelini éemo proucavati svojstava koja
imaju ostaci pri dijeljenju zadanim brojem, te ¢emo izvesti niz re-
zultata koji ¢e nam bitno olaksati rjeSavanje problema sli¢nih gore
navedenom.

Definicija 5.17. Neka su a,b € Z, te n € IN. KaZemo da je broj a
KONGRUENTAN broju b MODULO 1 ako vrijedin | a —b.
Pigemo: a = b (mod n).

Iz definicije lako vidimo da je, na primjer,

17 =2 (mod 5) 17 = -3 (mod 5)
17 =17 (mod 5) —-3=17 (mod 5)
25=0 (mod 5) —9=-9 (mod 5).

Ako je zadan broj n, moZemo uvesti relaciju “biti kongruentan
modulu n”: brojevi a,b € Z su u relaciji ako je a = b (mod n).
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Uotite da ovdje uzimamo «;,8; > 0,
dok je u (5.6) bilo a;,8 > 1. To
smo napravili kako bi se u produktu
za a i b mogli javljati isti prosti brojevi
P1,P2,---,pe- Ako je, na primjer, broj a
djeljiv sa py, a broj b nije, onda ¢e biti
o > 1, ali ,Bl =0

4312 =2%.30.72. 111,
12 =22.31.70.110,

Naravno, prikaz u kojem dozvoljavamo
0 u eksponentu nije jedinstven:

12 =22.31.50.79.110. 9970,

M(4312,12) =22.3°.70.110 =4,
V(4312,12) =23 .31 . 72 . 11! = 12936.

4 Za kvantna ratunala je konstruiran
tzv. Shorov algoritam kojim je moguce
efikasno faktorizirati velike brojeve.

Drugim rije¢ima, a i b su kongruentni
modulo n ako daju isti ostatak pri dije-
lienju sa n. Naime, po teoremu o dije-
ljenju s ostatkom, a = q;-n+rib =
g2 -n+ry zaneke 0 < rq,1rp < n. Tada
jea—b= (g1 —q2) -n+(r1 —r2), Sto
je djeljivo sa n ako i samo ako je r; — 1
djeljivo sa n. Ali, —n <ry —1rp < n, pa
je r1 — r2 djeljivo sa n ako i samo ako je
rp —1ry =0, tojest, r; = ;.
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Propozicija 5.18. Relacija “biti kongruentan modulo n” je relacija ekviva-
lencije nad Z, za svaki n € IN.

Dokaz.
Refleksivnost. Zasvea € Zjen |a—a,pajea=a (mod n).

Simetricnost. Neka su a,b € Z takvi daje a = b (mod n). Tada
n | a—"b, pa po Propoziciji 5.3(c) vrijedi n | (a —b) - (—1), odnosno,
n|b—a,iz tegaslijedi b = a (mod n).

Tranzitivnost. Neka su a,b,c € Z takvi da je a = b (mod n) i
b=c(modn). Tadan|a—bin|b—c, papo Propoziciji 5.3(a)
vrijedi n | (a —b) + (b —¢), odnosno, n | a — ¢, iz ega slijedi a = ¢
(mod n). O

Kako je relacija “biti kongruentan modulo n” relacija ekvivalen-
cije, prirodno je promatrati njezine klase. Za a € Z, ¢emu je jednako
[a]? Akojea = b (mod n), onda n | a — b, pa postoji neki cijeli broj
k € Z takav daje a — b = n - (—k). 1z ovog slijedi:

[a={beZ :a=b (modn)}
={beZ :b=a+n-kzanekok € Z}
={a+n-k:keZ}
=a+n”Z.

Ovdje smo koristili oznaku nZ = {n-k : k € Z}, tea+ S :=
{a+s : s € S} za proizvoljni skup S. Dakle, u [a] se nalaze
svi cijeli brojevi koji se od a razlikuju za neki visekratnik od #, ili,
ekvivalentno, svi cijeli brojevi koji daju isti ostatak kao broj a pri
dijeljenju s n.
Svi ostaci koje moZemo dobiti pri dijeljenjusnsu: 0, 1, 2, ... ,n—
1. Pokazimo da je svaka klasa u relaciji “biti kongruentan modulo n”
nuzno jednaka jednoj od [0], [1],..., [# — 1], odnosno, da ta relacija
definira to¢no n klasa.

Propozicija 5.19. Neka je n € IN. Tada je kvocijentni skup relacije “biti
kongruentan modulo n” dan sa:

Z/_ modmy = {101 0], 2, ..., [n =1}

Dokaz. PokaZimo prvo da su sve klase [0], [1], [2], ..., [n — 1] me-
dusobno razli¢ite. Pretpostavimo da za neke 0 < «,B < n vrijedi
[a] = [B]. Prema Teoremu 3.8, slijedi da je « = B (mod n), odnosno,
n | a— B, paa — B mora biti visekratnik od n. Kako je

0<a <mn,
—-n < —B<0,

zbrajanjem ovih nejednakosti dobivamo —n < a« — f < n. Jedini
visekratnik od n koji zadovoljava ovaj uvjet je 0, pa mora biti « — § =
0, odnosno, « = . Dakle, za o # B je [] # [B].

Na primjer, za n = 5 je

B8] =3+5Z
=3+{..., =10, =5,0, 5,10, ...}
={.., -7, -2,3,813,...}.

Vidimo da je [3] skup svih brojeva koji
pri dijeljenju s 5 daju ostatak 3.



Pokazimo jo$ da su [0], [1], [2], ...
toje. Neka je a € Z proizvoljan. Po teoremu o dijeljenju s ostatkom,

, [n — 1] sve klase koje pos-

postoje g, € Z takvi da je

a=qg-n+vr, 0<r<n.

Tadajea—r =¢q-n,pan|a—r,iz ¢ega imamo a = r (mod n) i
[a] = [r]. Zbog 0 < r < n, slijedi da [a] mora biti jedna od klasa
0], 1, 12, ..., [n—1]. O

Definicija 5.20. Neka su ag,ay,...,a,-1 € Z takvi da vrijedi

a0=0 (mod n),

a1 =1 (mod n),

a, 1 =n—1 (mod n).

KazZemo da skup {ag, a1, ..., a,_1} ¢ini POTPUNI SUSTAV OSTATAKA

MODULO 7.

Sada ¢emo pokazati dva rezultata koji ¢e nam omoguditi da brzo
i bez previse ra¢unanja odredujemo ostatke koje veliki brojevi (odre-
denog oblika, recimo, potencije) daju pri dijeljenju.

Propozicija 5.21. Neka je n € IN proizvoljan.

(a) Akosua,b,c,d € Z takvi da vrijedi

a=c¢ (modn)i
b=d (mod n),
onda je i
a+b=c+d (mod n),
a—b=c—d (modn),
a-b=c-d (mod n).

(b) Ako su a,b,c € Z takvi da je M(c,n) =1,tea-c =b-c (mod n),
onda jea="b (mod n).

Dokaz.

(@ Iza = ¢ (mod n) slijedin | a—c,aizb = d (mod n) slijedi
n | b—d. Prema Propoziciji 5.3(a) vrijedi n | (a —c) + (b —d),
odnosno, n | (a+b) — (c+d), $to po definiciji kongruencije zna&i
a+b = c+d (mod n). Posve analogno se dokaze i tvrdnja za
razliku. Za produkt, iskoristimo Propoziciju 5.3(c):

nla—c = n|(a—c)-b,
nlb—d = n|(b-d)-c
a zatim ponovno (a) dio iste propozicije:

n|(a—c)-b+((b—d)-c.

Kracenjem b - cslijedin | a-b—c-d, odnosno,a-b =c-d (mod n).
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Na primjer, neki od potpunih sustava
ostataka modulo 4 su:

{0, 1,23}, {49, 14, -1},
{0, 1, =2, -1}, {8, 13, 82, 63}.

Drugim rije¢ima, kongruencije smijemo
zbrajati, oduzimati i mnoziti.

Drugim rije¢ima, kongruenciju smijemo
pokratiti zajedni¢kim faktorom lijeve i
desne strane samo u slucaju kad je taj za-
jednicki faktor relativno prost s brojem
n.
Na primjer, 3:-6 = 7-6 (mod 8),
ali 3 # 7 (mod 8), dakle, ne smi-
jemo pokratiti kongruenciju brojem 6
jer M(6,8) # 1.
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(b) Iza-c=b-c (mod n) imamon | ¢- (a—b). Kakoje M(n,c) =1,
mozemo iskoristiti Propoziciju 5.13(a) i ukloniti faktor ¢ s desne
strane. Time dobivamo n | @ — b, odnosno, a = b (mod n).

O

Sto nam omogucava prethodna propozicija? Primjerice, ako tre-
bamo odrediti ostatak kojeg broj 2017 - 1999 daje pri dijeljenju s 1000,
ne moramo izracunati cijeli produkt i onda traziti ostatak. Umjesto
toga, moZemo bitno pojednostavniti postupak tako da prvo izracu-
namo ostatke koje 2017 i 1999 daju s 1000:

2017 =17 (mod 1000)
1999 = -1 (mod 1000)

Gornji “trik” u kojem smo iskoristili 1999 = —1 (mod 1000) umjesto
1999 = 999 (mod 1000) kako bismo imali $to manje brojeve tijekom
izracuna je tipi¢an.

Uocite da uzastopnom primjenom Propozicije 5.21(c) moZzemo i
potencirati kongruencije: za svaki k € IN vrijedi’>

a=b (modn) = a*=b" (modn). (5.7)

Ako je broj n prost, brzo potenciranje omogucava nam i sljedeci te-
orem.

Teorem 5.22 (Mali Fermatov teorem). Neka je a € IN i neka je p prost
broj takav da a nije djeljiv sa p. Tada

a?1=1 (mod p).

Dokaz. Po teoremu o dijeljenju s ostatkom, za svakii € {1,2,...,p —
1} postoje q;,t; € Z takvi da je

ira=gq;-p+r, 0<r<p.
Dakle, p | i-a—r;, paje
i-ra=r; (mod p). (5.8)
Sada uocimo dvije ¢injenice:

(1) Niti jedan ostatak r; nije jednak 0. U protivhom, i-a =1, =0
(mod p), pa p | i-a. Kako je M(a,p) = 1, po Propoziciji 5.13
slijedi p | i. No to je nemoguce jerjei € {1,2,...,p —1}.

(2) Svi ostaci rq,7y,. .., Tp—1 SU medusobno razli¢iti. U protivnom,
vrijedi r; = r; za neke indexe i # j; moZemo bez smanjenja opce-
nitosti uzeti i < j. Tada je, po Propoziciji 5.21,

ira=r; (mod p)

ia=r; (mod p) } = (j—i)-a=rj—r, =0 (mod p),
-

§to znadi p | (j—i) -a. Kaoiu (1), zbog M(a,p) = 1 ovo povlaci
p|j—i Medutim, zbog 0 < i < j<pje0<j—i<p, pa
je nemoguce da p | j —i. Dobili smo kontradikciju, pa svi ostaci
moraju biti medusobno razliciti.

} = 20171999 =17 (—1) = —17 = 983 (mod 1000).

> Dokazite ovu tvrdnju indukcijom.

Ovdje dijelimo broj i - a brojem p, ¢ime
dobivamo kvocijent g; i ostatak ;.

Pierre de Fermat (1607.-1665.),
francuski matematicar. Najpoznatiji po
tzv. Velikom Fermatovom teoremu:
“Ne postoje prirodni brojevi a,b,c, n,
takvi da je n > 2 i da vrijedi
a4+ b" =",



Pomnozimo sve kongruencije (5.8), zai =1,2,...,p — 1

(1-a)-(2-a)-...-((p—1)-a)=ry-r2-...- 151

Sa desne strane gornje kongruencije se nalazi ukupno p — 1 ostataka

(mod p).

pri dijeljenju s p; pri tome niti jedan nije jednak nuli i nikoja dva nisu
medusobno jednaka. To znaci da se sa desne strane moraju nalaziti
svi ostaci pri dijeljenju sa p osim nule! Zato gornju kongruenciju
mozemo zapisati kao

(l-a)-2-a)-...-((p—1)-a)=1-2-...-(p—1)

odnosno,

(mod p),

(p—D!-a'=(p—1)
Kako je M((p —1),,p) = M(1-2-...-(p—1),p) = 1, prema Pro-
poziciji 5.21(b) ovu kongruenciju moZemo skratiti sa (p — 1)!, ¢ime

(mod p).

dobivamo

a?1=1 (mod p).

Primjer 5.23. PokaZimo da je broj 270 + 370 djeljiv s 13.
Broj 13 je prost; zbog M(2,13) = 1 i malog Fermatovog teorema vrijedi

22=1 (mod 13).

Kako je s desne strane kongruencije broj 1, moZemo ju brzo potencirati:
iskoristimo (5.7) uz k = 5 (Zelimo se $to vise pribliZiti potenciji 27°):

(212> =1° (mod 13), odnosno, 2°° =1 (mod 13).

Trebamo jo§ odrediti ostatak koji daje 21°: kako je 2° = 32 = 6 (mod 13),
kvadriranjem dobivamo 2'° = 6> = 36 = 10 (mod 13). Sada imamo:

270=200.210=1.10 =10 (mod 13).
Na gotovo identican nacin dobivamo 3’° = 3 (mod 13). Slijedi da je

20430 =10+3=0 (mod 13),

pa je taj zbroj djeljiv brojem 13.

Uvjet da je broj p prost u malom Fermatovom teoremu je nuZan.®

Medutim, postoji poopcenje ovog teorema koje koristi tzv. Eulerovu
funkciju.

Definicija 5.24. Neka je ¢ : N — IN definirana ovako: ¢(n) je jednak
broju elemenata skupa {1,2,...,n} koji su relativno prosti sa n. Funkciju
@ zovenmo EULEROVA FUNKCIJA.

Ako imamo rastav broja 1 na proste faktore, n = py' - py? - ... p,’,
moZe se pokazati da vrijedi

1 1 1
(P(”)2”'(1*a)‘(1*5>'-~'(1*ﬁ)‘ (5.9)

Koriste¢i Eulerovu funkciju moZemo iskazati poopéenje malog Fer-
matovog teorema.
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Na primjer, za p = 5 su rq, 1, 73,74 neki
ostaci pri dijeljenju s 5. Ako niti jedan
nije nula i nikoja dva nisu ista, onda
r1,72,13, 14 moraju biti 1,2, 3,4 u nekom
poretku, na primjer ry = 3, r, = 1,
r3 = 4, r4 = 2. Poredak postaje nebitan
kada ra¢unamo umnozak ry - 1 - 3 - 14.

Leonhard Euler (1707.-—1783.),
Svicarski matematicar, fizi¢ar, logicar,
astronom i inZenjer

I bez upotrebe malog Fermatovog te-
orema zbog 3% =27 = 1 (mod 13) od-
mah dobivamo 3% = (33)2 =12 =1
(mod 13).

Na primjer, za p = 101 2 = 3 imamo

31 =177147=7#1 (mod 10).

Na primjer, za n = 6 promatramo sve
brojeve iz skupa {1,2,3,4,5,6} koji su
relativno prosti sa 6. Ima ih 2: tosu 1 i
5. Zato je ¢(6) = 2.

Zan =6 =2'-3! formula (5.9) daje

1 1
p6) =6-(1-2)-(1-3) =2,

Dokazite da je izraz na desnoj strani
jednakosti (5.9) uvijek cijeli broj!
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Teorem 5.25. Neka je n € IN proizvoljan, te a € Z takav da je M(a,n) =
1. Tada vrijedi:
a?™ =1 (mod n).

Ako je broj n prost, onda su svi brojevi iz skupa {1,2,...,n — 1}
relativno prosti sa n, pa vrijedi ¢(n) = n—1. U tom se slucaju
Teorem 5.25 svodi na Mali Fermatov teorem.

Osim Eulerove funkcije, postoji jo§ mnogo zanimljivih funkcija ve-
zanih uz proste brojeve. Na primjer, istaknimo funkciju 7:

m:R — N, 7m(x):= brojprostih brojeva manjih ili jednakih x.
X

Inx*
kao i brojnih drugih ¢injenica koji se ti¢u distribucije prostih bro-

Moze se pokazati da vrijedi'” 7(x) ~ Svi poznati dokazi ove,
jeva su neelementarni i zahtijevaju vrlo napredne tehnike iz teorije
brojeva!

Za kraj ove cjeline, recimo nesto i o linearnim jednadZbama s kon-
gruencijama. Neka su zadani n € IN, te 4, b € Z. Potrebno je odrediti
sve x € Z za koje vrijedi

a-x=b (mod n). (5.10)

Svaki takav x zovemo rjesenje kongruencije (5.10). Pogledajmo
neke primjere ovakvih jednadzbi i pogodimo njihova rjesenja:

3x=1 (mod4) = x=..., -5 -1,3,7,11, ...
4x=1 (mod 6) = nema rjesenja

x=...,2,8 14, ...

ix=2 d6
x (mo )é{x:...,5,11,17,...

Lako se vidi da, ako je x rjeSenje od (5.10), onda je rjeSenje i svaki
¥ takav da je ¥ = x (mod n); za ovakva rjeSenja kazemo da su ek-
vivalentna. Dakle, ako (5.10) ima rjeSenje, onda ih ima beskona¢no
mnogo. Zanima nas koliko ima medusobno neekvivalentnih rjeSenja,
te postupak njihovog nalaZenja. Sljedeéi rezultat nam daje odgovor
na to pitanje.

Teorem 5.26. Nekajen € N, a,b € Z, ted = M(a, n).

Kongruencija a - x = b (mod n) ima rjeSenje ako i samo ako d | b. U tom
slucaju postoji d neekvivalentnih rjeSenja.

Ako je xg jedno rjesenje, onda su xo, xo+ 1, xo+2-7, ..., x0+ (d—1)-
fi sva neekvivalentna rjeSenja, pri Cemu je it = n/d.

Dokaz. Dokazimo da a-x = b (mod n) ima rjeSenje ako i samo ako

d|b.

(=) Neka je x¢ neko rjeSenje konguencije. Tada n | a-x9 — b, pa
postoji y € Z takav dajea-xg—b =n-y, odnosno, b = a-xg —
n-y. S druge strane, kako je d = M(a,n), pad | aid | n, po
Propoziciji 5.3 slijedi d | a - xo — n -y, odnosno, d | b.

(<) Obratno, pretpostavimo d | b. Nekaje ¢ = b/d € Z. Iskoristimo
Bézoutov identitet za brojeve a i n: postoje xg, Yo € Z takvi da je

d=a-xg+n-yo.

Na primjer, za n = 6 i a = 25 imamo
¢(6) = 2, pa Teorem 5.25 daje

252 =1 (mod 6).

'7 Preciznije,

; 7t(x) _
x—e0 x/ In(x)

U gornjim primjerima, sva rjeSenja prve
jednadzbe su medusobno ekvivalentna.
Tre¢a jednadZba ima dva neekviva-
lentna rjeSenja, na primjer x = 2ix = 5.
Sva ostala rjeSenja su ekvivalentna ne-
kom od ta dva.



Pomnozimo ovu jednakost sa c:
a-(c-xg)+n-(yo-c)=c-d=b.

Oznacimo li x := ¢ - xg, te pogledamo ostatak lijeve i desne strane
pri dijeljenju sa n, dobivamo a-x = b (mod 1), pa je x jedno
rjeSenje konguencije.

Drugi dio dokaza podijelimo u ¢etiri dijela:

(1) Ako je xgp neko rjesenje, onda je i xg + j - i takoder rjesenje, za
svako j € Z. To vidimo ovako: uz oznaku 4 = a/d € Z, vrijedi

a-(xo+j-f)=a-xo+j-a-n

=b+j-a-d-n
=b+j-da-n
=b (mod n).

(2) Ako su xp i x1 dva rjeSenja, onda postoji j € Z takav da je x; =
xg + j - i. To vidimo ovako: kakojea-xp = b = a-x; (mod n),
ondan | a-(x; — xp), pa postoji k € Z takav da je

a-(x1—xp) =k-n.

Podijelimo ovu jednakost sa d, &ime dobivamo 4 - (x1 — xo) = k- 1,
gdje smo ponovno oznacili 4 = a/d € Z. Ovo moZemo zapisati
kao 7i | @-(x; — xp), a kako je M(7i,d) = 1, prema Propoziciji
5.13(a) slijedi 7i | x1 — xp. Dakle, postoji j € Z takav daje x; —xg =
jil.

(3) Svako rjeSenje kongruencije je ekvivalentno jednom od xp, xo +
i, ..., xo+ (d—1) 7. To vidimo ovako: prema (2), svako rjeSenje
je oblika x = x( + j - fi. Neka je j ostatak pri dijeljenju broja j sa d:
j=gq-d+] gdjeje 0 <j<d. Tadaje

x=xo+jA=xo+(q-d+]) i
=xo+q-d-fi+j-ii=xg+qg-n+j-it
=xo+j 7 (modn),

dakle, rjesenje x je ekvivalentno rjeSenju & = xq + j - 7i.

(4) Rjesenja xo, xo + 1, ..., xo+ (d — 1) - /i nisu ekvivalentna. To
vidimo ovako: pretpostavimo daje xo+ji -1 = xg +j2 - 1 (mod n)
zaneke 0 < ji,jp <d. Tadan |- (j1 — j2), pa postoji k € Z takav
daii- (j; — jo) = n- k. Podijelimo li ovu jednakost sa 71, dobivamo

h—jp=d-k

pa je j1 — j2 djeljivo sa d. No, zbog —d < j; — jo» < d to povlaci
j1 — j» =0, odnosno, j; = jp.
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Opisimo sada efektivni postupak za rjeSavanje linearnih kongru-
encija. Prema prethodnom teoremu, dovoljno je prona¢i samo jedno
rjeSenje, pa ¢emo automatski moci odrediti sva. Radi jednostavnosti,
promotrimo samo kongruencije oblika'®

a-x=b (modn), pritemuijeM(a,n)=1. (5.11)

Pretpostavimo da uspijemo odrediti broj 4 takav'® daje d-a = 1
(mod n). PomnoZzimo (5.11) brojem 4:

x=(-a)-x=a-b (mod n).

Dakle, broj x = 4 - b je jedno rjeSenje kongruencije. Kako odrediti 4?
Prisjetimo se Teorema 5.25: vrijedi a?" =1 (mod n). Stoga, ako
stavimo

4= g?(m-1

7

otito imamo a-4 =1 (mod n).

Za ilustraciju, rije$imo 3x = 2 (mod 8). Kako je d = M(3,8) =1,
prema Teoremu 5.26 dovoljno je pronadi jedno rjeSenje i sva ¢e biti
ekvivalentna njemu. Da odredimo to rjeSenje, prvo trebamo izracu-
nati @ = 3?(8)-1. Kako je ¢(8) = 4, slijedi 4 = 3% = 3 (mod 8), pa
dobivamo rjesenje kongruencije kao

xX=4a-b

3-2=6 (mod 8).

5.5 Zadaci

Zadatak 5.1. DokaZite da je broj koraka u Euklidovom algoritmu za odre-
divanje M(a,b) manji ili jednak 2[log,(min{a,b}) + 1]. Ouvdje je |x]
najmanji cijeli broj vec¢i ili jednak x. Uputa: ako je a = q1-b+ 1, te
b =gy -r1 41y, dokaZite da je ry) < b/2.

Zadatak 5.2. DokaZite da za prirodne brojeve a,b € IN vrijedi M(a,b) -
V(a,b) =a-b.

Zadatak 5.3. Odredite zadnje tri znamenke broja 5012017 + 4992017,

Zadatak 5.4. DokaZite Teorem 5.25. Uputa: slijedite dokaz malog Ferma-
tovog teorema, no umjesto svih i € {1,2,...,n — 1} promatrajte samo one
za koje vrijedi M(i,n) = 1.

Zadatak 5.5. Promotrimo kongruencijua-x = b (mod n), pri emu d | b
za d = M(a,n). Neka su k,{ € Z takvi da jed = k-a+ {-n (ovi
brojevi postoje prema Bézoutovom identitetu). DokaZite da je jedno rjesenje
kongruencije dano sa x = k - b, pri cemu jeb = b/d.

Zadatak 5.6. Promotrimo sljedece prosirenje Euklidovog algoritma za odre-
divanje M(a,b): nekajerg =a,r1 =b,x0=1,x =0,y =0, 7 = 1.
Zai=1,2,..., neka u i-tom koraku algoritma primjenjujemo teorem o di-
jeljenju s ostatkom na brojeve r;_ i r;, te dobivamo kvocijent q; i ostatak
Tiy1!

rice=qi-ti+riy1, 0ty <ri.

8 Za opéi slutaj, pogledajte Zadatak 5.5.

Broj 4 zovemo MULTIPLIKATIVNI
INVERZ od 4.

Dakle, ako a i b imaju 1000 znamenki
u binarnom zapisu (otprilike 300 u de-
kadskom, dakle, a,b ~ 10°%), Eukli-
dov algoritam ¢e trebati manje od 2000
koraka! “Naivni” algoritam bi trebao
103 koraka.



Definirajmo

Xit1 = Xi—1 — 4qi " Xi,

Yiv1 = VYi-1 —4qi " Yi-
DokaZite (indukcijom) da za sve i = 0,1,2, ... vrijedi
ri=x;-a+y;-b.
Dakle, ako je ro, 1 = 0, onda je rp = M(a,b), pa je

M(a,b) =xp-a+y;-b.

Owaj algoritam zovemo PROSIRENI EUKLIDOV ALGORITAM i njime mo-

Zemo odrediti koeficijente iz Bézoutovog identiteta.

DJELJIVOST I KONGRUENCIJE 83

Na primjer odredimo x,y takve da je
M(23,7)=1=x-23+y-7.

Priprema: 1o =23,y =7
Xo = 1, X1 = 0
=0y =1

Korak i = 1:
2=q1-7+r,=>q=3,1n=2
XziXo*th')q:l
V2=Yo—q1-y1=-3

Korak i = 2:
7=q-24r=>q0p=3r=1
x3:x17q2-x2273

Y3=Yy1—q2-y2=10

Korak i = 3:
2:q3~1+74:>q3:2, T4:0
Dakle, r3 = M(23,7) =1, paje

M(23,7) = x3-23+y3-7.
I zaista,1 = —3-23+10-7.






6
Funkcije

Definicija 6.1. Neka su A, B neprazni skupovi. Relacija p C A x B je
FUNKCIJSKA ako
(Va € A)(3'b € B) apb.

Funkcijsku relaciju zovemo i FUNKCIJA (PRESLIKAVANJE).
Uoc¢imo da funkcijska relacija jednozna¢no odreduje pridruZivanje

A>ar—beB,

odnosno, svakom elementu skupa A jednozna¢no je pridruZen to¢no
jedan element skupa B.

Primjer 6.2. Neka su A = {1,2,3}, B = {a,b}. Definiramo relacije:

fi=A{La),(2,0),3,a)}, fa={(L4a),(24)(2D)(3c)}

Relacija fi je funkcijska, a relacija f, nije funkcijska.® Relacija fy definira
pridruZivanje 1 — a, 2 — b i 3 — a, Sto obicno zapisujemo na sljedeci
nacin: f1(1) =a, f1(2) =b, 1(3) = a.

Definicija 6.3. Neka su A, B neprazni skupovi i f C A X B funkcijska
relacija. Skup A zovemo DOMENA, a skup B KODOMENA funkcije f.
Neka je x € A. Tada jedinstveni element y € B takav da x fy oznacavamo
say = f(x).> PiSemo f : A — B.

Navedimo sada nekoliko osnovnih primjera funkcija:
(a) Neka su A C B neprazni skupovi. Funkciju
i:A—B, i(x)=x x €A,
Zovemo INKLUZIJA.
(b) Nekaje f: A— BiD C A. Funkciju
flo:D =B, flp(x) = f(x), x €D,
zovemo RESTRIKCIJA funkcije f na D.3

(c) Funkcijuidy : A — A, idao(x) = x, x € A, zovemo IDENTITETA
na skupu A.

' Zaista, za element 2 € A postoje dva
elementa skupa B koja su s njim u rela-

Ciji fz: 2f2a i 2f2b.

? Alternativno, funkciju moZzemo defini-
rati bez koristenja relacija kao uredenu
trojku (A, B, f), gdje je f pravilo koje
svakom elementu skupa A pridruzuje
to¢no jedan element skupa B.

3 Uotite da funkcije f i f|p nisu jednake
usprkos tome $to imaju jednako pravilo
pridruZivanja jer im domene nisu jed-
nake.
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(d) Neka su A, B neprazni skupovi. Definiramo funkcije p4 i pp na
sljede¢i nacin:

pa:AXB— A, pala,b) =a, (a,b) € AXB,

pp:AxB— B, pg(a,b) =0, (a,b) € A xB.

Funkciju p4 zovemo PROJEKCIJA na skup A duZ skupa B, a funk-
ciju pp zovemo PROJEKCIJA na skup B duZz skupa A.

(e) Neka je A neprazan skup te ~ relacija ekvivalencije na A. Tada
definiramo:

g:A— A/, q(x)=[x].

Preslikavanje 4 zovemo KVOCIJENTNO PRESLIKAVANJE.*

(f) BINARNA OPERACIJA na G je preslikavanje sa domenom G x G i
kodomenom G.>

(g) Nekaje f : R — R. Tada kaZemo da je f REALNA FUNKCIJA
REALNE VARIJABLE. Primjer takve funkcije je:

¥2+1 , x>0,
hix) =< 0 , x=0,
e’ , x<O.

Definicija 6.4. Funkcije f : A — Big: C — D su JEDNAKE ako vrijedi
A=B,C=Di(Vx e A) f(x) = g(x). Tada pisemo f = g.
Primjer 6.5. (2)

FROR W=l |
¢:R =R, g(x) = Va2 &

(b)

f:R—=R, f(x)=|x|

g R 000), g0 =] [ 178
Definicija 6.6. Neka je f : A — B funkcija. KaZemo da je f
(a) INJEKCIJA ako (Vx,y € A) x #y = f(x) # f(y).
(b) surjekcA ako (Yy € B)(3x € A) f(x) =y.

(c) BIJEKCIJA ako je f i injekcija i surjekcija.

Promotrimo sada Cetiri funkcije, koje ilustriraju da svojstva injek-
tivnosti i surjektivnosti mogu do¢i u bilo kojoj kombinaciji.

(@) A ={ab,c}, B={1,2,3}. Preslikavanje f; : A — B zadamo
saa+— 2, b— 1, c— 3. Tada je f injekcija i surjekcija, tj. f1 je
bijekcija.

(b) A ={ab,c}, B={1,2}. Preslikavanje f, : A — B zadamo sa
a2, b—1, c— 2. Tada je f, surjekcija, ali nije injekcija.

() A ={ab}, B={1,2,3}. Preslikavanje f3 : A — B zadamo sa
a2, b— 1. Tada je f3 injekcija, ali nije surjekcija.

4Npr. neka je A = Z, a relacija ~==
(mod 5). Tada je preslikavanje g : Z —
Zs5 zadano sa q(n) = [n] primjer jednog
kvocijentnog preslikavanja. Na primjer,
q(17) = [17] = [2].

5 Primjerice, zbrajanje je binarna opera-
cjanaN, tj. +:IN xIN — IN.



(d) A=1{ab,c}, B=1{1,2,3}. Preslikavanje f; : A — B zadamo sa
a2, b— 2, c— 1. Tada f4 nije ni injekcija ni surjekcija.

Gornji primjer nam pokazuje da op¢enito iz ¢injenice da je neka funk-
cija injekcija (surjekcija) ne moZemo nista zakljuciti o surjektivnosti
(injektivnosti) te funkcije.®

Napomena 6.7. Obrat po kontrapoziciji daje:
f:A— Bjeinjekcija & (Vx,y € A) f(x) =f(y) = x=y.

Definicija 6.8. KomPozICIJA funkcija f : A — Big: B — C je funkcija
gof: A — Cdefinirana? sa:

(8o f)(x) =g(f(x)), x € A.

Primjer 6.9. Promotrimo funkcije f, ¢ : R — R zadane sa f(x) = x +1,
¢(x) = x2+1, x € R. Tada su i obje kompozicije go f,fog : R — R
dobro definirane i vrijedi:

(gof)(x) =g(f(x)) = flx+1) = (x +1)? +1=x"+ 21 +2,

(fog)(x) = f(g(x) = fF(:P+1) = (P +1) +1=x>+2,
Dakle, go f # fog.

Gornji primjer nam pokazuje da operacija kompozicije funkcija
nije komutativna. Dokazimo sada neka svojstva kompozicije funk-
cija.

Propozicija 6.10. Nekasu f: A — B, g: B — Cih:C — D funkcije.
Tada vrijedi:

(a) Kompozicija funkcija je asocijativna, tj. (hog)o f =ho(go f).
(b) Ako su f i g injekcije, tada je i g o f injekcija.

(c) Ako su f i g surjekcije, tada je i g o f surjekcija.

Dokaz.

(a) Najprije uo¢imo da su obje kompozicije (hog)o fiho(gof)
definirane sa domenom A i kodomenom D. Ra¢unamo:

((hog)of)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x)) =h((gef)(x))

= (ho(gof))(x), x € A.
Dakle, (hog)o f=ho(gof).

(b) Koristit ¢emo karakterizaciju injekcije iz Napomene 6.7. Neka su
Yy € Atakvida g(f(x)) = (g0 f)(x) = (g°f)(y) = g(f(v))-
Tada zbog injektivnosti funkcije ¢ vrijedi f(x) = f(y) pa zbog
injektivnosti funkcije f vrijedi x = y. Po Napomeni 6.7 dokazali
smo da je g o f injekcija.
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®U nekim specijalnim slucajevima su
pojmovi injektivnosti i surjektivnosti
povezani. Recimo, neka je A konacan
skup. Tadaje f : A — A injekcija ako
i samo ako je i surjekcija. Vidi Zadatak
6.1.

7Uoctite da domene moraju biti ulan-
¢ane da bi kompozicija bila dobro de-
finirana, tj. kodomena funkcije f mora
biti jednaka domeni funkcije g.

8 Opéenito, obje kompozicije fogigo f
ne moraju istovremeno biti ni defini-
rane jer domene nisu nuzno ulanc¢ane.
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(c) Neka je ¢ € C proizvoljan. Po pretpostavci, funkcija g je surjek-
cija, pa postoji b € B takav da g(b) = c. Kako je i f surjekcija,
postoji a € A takav da f(a) = b. Tada vrijedi:

(g0 f)(a) = g(f(a)) = g(b) =c.
Kako je bio ¢ € C proizvoljan, dokazali smo da je g o f surjekcija.
O
Propozicija 6.11. Nekasu f : A — Big: B — C funkcije. Tada vrijedi:
(a) Ako je g o f injekcija, onda je f injekcija.
(b) Ako je g o f surjekcija, onda je g surjekcija.
Dokaz.

(a) Neka su x1,x; € A takvida f(x1) = f(x2). Tada vrijedi

(gof)(x1) = 8(f(x1)) = &(f(x2)) = (g © ) (x2).

Kako je g o f injekcija, po Napomeni 6.7 vrijedi x; = x2. Ponovno
koriste¢i Napomenu 6.7 zakljucujemo da je i f injekcija.

(b) Neka je ¢ € C. Tvrdimo da postoji b € B takav da g(b) = c.

Kako je g o f surjekcija, postoji 2 € A takav da (go f)(a) = c.
Definiramo b := f(a). Tada direktno iz Definicije 6.8 slijedi g(b) =
c.

O
Propozicija 6.12. Funkcija f : A — B je bijekcija ako i samo ako vrijedi
(Ve B)(Tx € A) f(x) =y.
Dokaz.
[=] Neka je f : A — B bijekcija, te y € B. Kako je f surjekcija,
postoji x € A takav da f(x) =y.
Ako su x1,xp € A takvi da f(x1) =y = f(x2), onda vrijedi x; =
X2 posto je f injekcija.
[«] Okito je f surjekcija. Pokazimo da je i injekcija.
Neka su xq,x, € A takvi da f(x1) = f(x2) = y. Tada (3!x € A)
takav da f(x) = y. Dakle, x; = x = x.
O

Neka je f : A — B bijekcija. 1z Propozicije 6.12 slijedi da mozemo
definirati preslikavanje f “1:B— Ana sljede¢i nacin:

fly =x & f(x)=y, yeB. (6.1)
Funkciju f~! zovemo INVERZNA FUNKCIJA funkcije f.

Propozicija 6.13. Neka je f : A — B bijekcijai f~' : B — A njoj
inverzna funkcija. Tada:



(@) fof l=idg, flof=idy.
(b) 1 je jedinstvena funkcija za koju vrijedi svojstvo (a).
Dokaz.

(a) Obje tvrdnje se dokazuju analogno pa éemo dokazati samo f~! o
f = id 4. Po definiciji kompozicije, vrijedi f 1o f: A — Ai

(FreN@ =) =) =x
v

Zadnja jednakost slijedi iz definicije inverzne funkcije (6.1).

(b) Pretpostavimo da je g : B — A neka funkcija za koju vrijedi
fog=idpigof =idy. Tada:

fog=idg = flo(fog)=floidg
= (ftof)og=f"
= idAog:f*1
= g:f_l.

O

Korolar 6.14. Neka je f : A — B funkcija. Pretpostavimo da postoji
funkcija g : B — Atakvada fog =idpigo f =idy. Tada je f bijekcija
ivrijedi f~1 = g.

Dokaz. Kako je g o f = id, injekcija, po Propoziciji 6.11 (a) slijedi da
je f injekcija. Nadalje, posto je f o ¢ = idp surjekcija, po Propoziciji
6.11 (b) slijedi da je f surjekcija. Dakle, f je bijekcija. Sada f~! = g
slijedi iz Propozicije 6.13 (b). O

Akoje f : A — B bijekcija, tada je po Korolaru 6.141 f ! bijekcija
te vrijedi (f~1)~1 = f.

Definicija 6.15. Neka je f : A — B funkcija. Za C C A definiramo
SLIKU sKUPA C sa:

£(C) = {f(x) : x €C} C B,

Za D C B definiramo PRASLIKU SKUPA D sa9:
fI(D):={xc A:f(x) e D} C A

Skup Ry := f(A) zovemo SLIKA FUNKCIJE f.

Primjer 6.16. Neka je f : Z — Z zadana sa f(z) = |z|. Tada:
Rs=f(Z)=No, f '({2,4,6,8})=1{2,-2,4,-4,6,—6,8 —8}.

Ako je f : A — B injekcija, onda je f : A — f(A) bijekcija™ pa
moZemo definirati f~! : f(A) — A. Pogledajmo sada u kakvom
su odnosu slika i praslika funkcije sa skupovnim operacijama unije i
presjeka.

Propozicija 6.17. Nekaje f: S — T,te A,BCS,C,D C T. Tada:
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9 f nije nuzno bijekcija pa f~! u ovom
slu¢aju ne oznacava inverz funkcije f.
Medutim, u slu¢aju da f jest bijekcija,
onda je praslika skupa D za funkciju f
jednaka slici skupa D za funkciju f1,
tj. oznaka je konzistentna.

©Npr. f(x) = x? je bijekcija Ry — Ry,
anjen inverz f~1 : Ry — R, danje sa

fi) = VR
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@) f(AUB) = f(A)UF(B),

) f~(CUD)=f(C)uf (D),

(©) f(ANB)C f(A)Nf(B),

@ f1(CND) = f1(C)nfYD),

&) ACF(f(A)).

Dokaz. Dokaz ostavljamo kao Zadatak 6.2. m

Uotite da u tvrdnjama (c) i (e) Propozicije 6.17 opéenito ne vrijede
jednakosti.’ Uzmimo npr. f : R — R, f(x) = x?, A=[0,1], B =
[—1,0]. Tada

f(ANB) = f({0}) = {0}, f(A)Nf(B) = [0,1]N[0,1] = [0,1].

Takoder, £1(f(4)) = f~1([0,1]) = [~1,1].

U ostatku ovog poglavlja bavit ¢emo se “veli¢inom” skupova u
odredenom smislu. U sluc¢aju kona¢nih skupova elemente skupa
mozemo jednostavno prebrojiti pa skupove mozZemo usporedivati po
broju elemenata. Recimo skup {a,b,c} ima 3 elementa pa je “veci”
od skupa {©, {} koji ima dva elementa. Medutim, u slu¢aju besko-
nacnih skupova situcija je bitno sloZenija.

Definicija 6.18. Neprazni skupovi A i B su EKVIPOTENTNI ako postoji
bijekcija f : A — B. Pisemo |A| = |B| ili card A = card B.

Promotrimo par primjera koji e ilustrirati Definiciju 6.18:

(a) Neka je A = {1,2}, B = {©,<{}. Tada je preslikavanje zadano
sal— ©,2— ¢ bijekcija pa su skupovi A i B ekvipotentni.
Uotite da ova bijekcija odgovara upravo onome $to intuitivno zo-
vemo brojenje elemenata skupa. Naime, elemente skupa B smo
prebrojali tako da smo mu pridruzili brojeve 11i 2. Dakle, za ko-
nacne skupove Definicija 6.18 odgovara intuitivnhom pojmu “broj
elemenata skupa”.

(b) Definiramo funkciju f : Z — IN sa

f(z):{ 2z4+1 , z>0,

—2z , z<0.

Lako se vidi da je f bijekcija.’ Dakle, skupovi N i Z su ekvipo-
tentni iako vrijedi’3 N & Z.

(c) Funkcija f : (0,1) — R zadana sa f(x) = % je bijekcija.4
Dakle, card(0,1) = card R.

Uotite da “biti ekvipotentan” ima sljedeca svojstva:
1. |A| = |A|. Naime, id4 : A — A je bijekcija.

2. |A| = |B] = |B| = |A|. Akoje f : A — B bijekcija, onda je
f~1: B — A bijekcija.

" Medutim, jednakosti vrijedi ako je f
injekcija. DokaZite!

David Hilbert (1862.-1943.), njemacki
matematicar

2 Zadatak 6.3.

3 Ovu na prvi pogled neintuitivnu &i-
njenicu o beskona¢nim skupovima Hil-
bert je pokusSao ilustirati pricom o “Hil-
bertovom hotelu”.  Zgodnu ilustra-
ciju te price moZete vidjeti u sljede¢em
linku.

4 Zadatak 6.4


https://www.youtube.com/watch?v=SLHiq7wZWWM

3. (|JA] =1|B] A |[Bl=1C|]) = |A| =|C|. Nekasuf:A — Bi
g : B — C bijekcija. Tadaje go f : A — C bijekcija.

Medutim, ne kaZemo da je “biti ekvipotentan” relacija ekvivalencije.
Naime, ne postoji skup na kojem bi definirali tu relaciju®™.

Definicija 6.19. Neka je A # @. KaZemo da je A:

(1) KONACAN, ako je ekvipotentan sa skupom {1,2,...,n} za neko n €
IN. Pisemo |A| = n ili card A = n. U protivnom, kaZemo da je A
BESKONACAN.

(b) PREBROJIV, ako je A ekvipotentan sa skupom IN. Pigemo™® |A| = ¥
ili card A = Ng.

(c) NEPREBROJIV, ako nije konacan niti prebrojiv.
Takoder, dogovorno pisemo || = 0.

Promotrimo ponovno par primjera:
(a) Po Definiciji 6.19 vrijedi card{1,2,...,n} = n.
(b) Po Zadatku 6.3 vrijedi card Z = R.

(c) Tvrdimo card N x IN = Ry. Zaista, definirajmo funkciju f : IN x
N — N formulom

f(m,n) = (m+n—1)2(m+n—2) +m, (m,n) €N xN.

Funkcija f je bijekcija. Definiciju funkcije f najlakSe ¢emo ilustri-
rati pomocu sljedece tablice:

Ml MZ M4 M7 Mll.”
AP (22)°  (23° 242 (1,5)...
(3470 2)° (3311 (3,4 (3,5)...
EAT0 (4274 (4,3)  (44)  (45)...
A% (52 (53 (54 (55)...

7

Sljededi cilj nam je odrediti card Q. U tu svrhu najprije dokazZimo
sljedec¢u propoziciju.

Propozicija 6.20. Neka su A, B, C, D neprazni skupovi takvi da card A =
card B i card C = card D. Tada card A x C = card B x D.

Dokaz. Nekasu f : A = Big:C — D bijekcija. Sada definiramo
h:AxC—= BxDsa

h(a,c) = (f(a),g(c)), (a,c)e AxC.
Ocito7 je h bijekcija i time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Iz Propozicije 6.20 direktno slijedi card Z x IN = Ny. Intuitivno,
elemenata iz Q ima “manje ili jednako” od elemenata u Z x IN. Zbog
toga ocekujemo da je Q prebrojiv. Medutim, najprije je potrebno
precizno definirati pojam “ima manje ili jednako elemenata”.
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5 “Skup svih skupova” nije skup, vidi
Primjer 2.24

10N, ¢itamo “aleph nula”, N je prvo
slovo hebrejskog alfabeta.

7Neka je (b,d) € B x D proizvoljan.
Tada postoje a € Aic € C takvi da
f(a) = b, g(c) = d, pa tada vrijedi
h(a,c) = (b,d).

Neka su (a1,¢1), (a2,¢2) € A x C takvi
da h(ay,c1) = h(az,c2). Tada f(a1) =
f(az) i g(c1) = g(c2), pa zbog injektiv-
nosti f i g vrijedi 4y = a2 i ¢ = ¢, 4.
(a1,¢1) = (az,¢2).
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Definicija 6.21. Neka su A, B skupovi. KaZemo da je kardinalnost skupa
A MANJA OD KARDINALNOSTI SKUPA B, pisemo card A < card B, ako
postoji injekcija f : A — B.

Sljedeci teorem ¢emo samo iskazati bez dokaza. Dokaz tog te-
orema radit ¢e se u kolegiju “Teorija skupova”, a moze se naéi u

svakom udZbeniku iz teorije skupova, vidi npr. 8.

Teorem 6.22 (Cantor-Bernstein-Schroder). Neka su A, B skupovi takvi
da postoje injekcije f : A — Bi g: B — A. Tada su A i B ekvipotentni.
Ekvivalentno, card A < card BAcard B < card A = card A = card B.

Propozicija 6.23. Skup Q je prebrojiv, tj. card Q = Ny.

Dokaz. Definiramo funkciju f : Q — Z x IN formulom

f(@) = (mm), q="" € Q M(mn) =1, meZ, neN.

Funkcija f je injekcija. Posto vrijedi card Z x IN = card N, postoji
bijekcija g : Z x IN — IN. Dakle, go f : Q — N je injekcija. S druge
strane, N C Q pa je inkluzija i : IN — Q injekcija. Po Teoremu 6.22
vrijedi card Q = Ny. O

Propozicija 6.24. Neka je A C IN beskonacan. Tada je A prebrojiv.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti koriste¢i Teorem 6.22 tako Sto ¢emo do-
kazati card A < cardIN i card N < card A.

Tvrdnja card A < card N je trivijalna. Naime, inkluzijai: A — NN,
i(n) = n,n € N, je otito injekcija.

Dokazimo sada obratnu nejednakost, tj. cardIN < card A. Funk-
ciju g : N — A definiramo na sljedeéi nacin:

¢(1) = min A,
g(2) =minA\ {g(1)},
g(3) =min A\ {g(1),8(2)},

¢(n) = min A\ {5(1),8(2,..., g(n — 1)},

Definicija od g je dobra zbog dobre uredenosti skupa IN, Propozicija
4.12. Takoder, uotimo da vrijedi g(1) < g(2) < --- < g(n) < ..., pa
je g injekcija. O

Korolar 6.25. Neka je A skup takav da postoji injekcija f : A — IN. Tada
je A konacan ili prebrojiv.

Dokaz. Najprije uo¢imo da je f : A — f(A) bijekcija pa vrijedi
card A = card f(A). Dakle, ako je f(A) konacan, onda je i A kona-
¢an. S druge strane, ako je f(A) beskonatan, onda je po Propoziciji
6.24 f(A) prebrojiv, pa je i A prebrojiv. a

Propozicija 6.26. Neka je Ay, n € IN, familija prebrojivih skupova. Tada

je |J An prebrojiv.
nelN

M Vukovi¢. Teorija skupova, skripta.
PMEF-Matematicki odsjek, 2015
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Dokaz. Uotite da skupovi A, nisu nuzno disjunktni. Definiramo'9:  Intuitivno govoredi, izbacit éemo ele-
mente iz presjeka jer su oni viSak u
By:=Aq, By:= A, \ Ay, Bz = A3 \ (A1 U AZ)/ ., smislu da ne pridonose uniji.
n—1

Bn ::An\ U Ai,...
i=1

Tada su By, n € N, medusobno disjunktni i vrijedi
U 4. = U B
nelN nelN
Zbog B, C A, slijedi da je B, konacan ili prebrojiv, pa postoji injek-
cija fy : By — IN. Definiramo funkciju
f: U Bi = NxN, f(x):=(n,fu(x)), x € By.
nelN

Uotite da je f dobro definiran jer se svaki x € U,cn Bn nalazi u
to¢no jednom skupu B;, zbog medusobne disjunktnosti skupova B,

n € IN. Takoder, ocito*° je f injekcija. Dakle, = Neka su x,y takvi da (n, f;(x)) =
f(x) = f(y) = (m, fu(y)). Tada vrijedi

card | J Ay =card | J By < cardN x N = . m=mnify(x) = fu(y). Dakle, x,y € By

nelN nelN ifa(x) = fu(y). Zbog injektivnosti od

fu vrijedi x = y.
S druge strane, zbog A1 C U, en An Vrijedi

Ny = card A < card U Ap.
nelN

Dakle, skup U,en A je prebrojiv po Teoremu 6.22. O

Rezimirajmo $to smo do sada dokazali. Korolar 6.25 nam govori
da je Ry najmanji beskonaéni kardinalitet, tj. da ne postoje beskona¢ni
skupovi “s manje elemenata” od IN. S druge strane, Propozicije 6.23
i 6.26 nam govore da su i iznenadujuce veliki skupovi prebrojivi.
Prirodno pitanje je da li postoje skupovi koji su neprebrojivi. Sljedeci
slavan Cantorov rezultat daje nam potvrdan odgovor na to pitanje.

Teorem 6.27 (Cantor). Skup realnih brojeva je neprebrojiv.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je R prebrojiv. Tada card N =
card R = card(0,1). Dakle, postoji bijekcija f : N — (0,1). Po
Teoremu o decimalnom zapisu realnog broja, svaki x € (0,1) moze
se zapisati u obliku:

x =0.X1X2X3... X5 ...,

pri Cemu zapis ne zavrsava s beskonatno mnogo znamenki®* 9. Kako %' Broj 0.12999... zapisat ¢emo kao
je po pretpostavci f(IN) = (0,1), sve elemente skupa (0,1) mozemo 0-13000....

poredati u niz:

f(l) = O.a11a12a13 My
f(Z) = O.a21a22a23 e oy ..
f(3) = 0.{13111321133 ... a3y ...

f(n) =0.a,1a0a,3 ... any .. .
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Tvrdimo da postoji g € (0,1) takav da ¢ # f(n), n € IN.?*> Defini-
ramo:

ai+1 , a; #8,9,
g:=0.b1bob3 ..., gdje jeb;:=< 5 , a; =8,
3 ’ aj — 9.

Vrijedi ¢ # f(n), n € IN. Naime, u protivnom ¢ = f(m), pa by, =
Amm, Sto je u suprotnosti s definicijom by,,. Dakle, f nije surjekcija, §to
je u kontradikciji s pretpostavkom da je R prebrojiv. O

Pisemo?3 card R = c¢. Koristedi tu oznaku, Teorem 6.27 moze se
krace iskazati na sljede¢i na¢in: Ny < ¢. Prirodno pitanje je da li
postoje skupovi “sa viSe elemenata” od R. Odgovor je opet potvrdan.

Propozicija 6.28. Neka je A # @. Tada card A < card P(A).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji surjekcija g : A —
P(A). Definiramo skup:

B:={xeA:x¢g(x)} C A
Kako je g surjekcija, postoji b € A takav da g(b) = B. Imamo dvije
mogucnosti:
1. b € B. Medutim, tada po definiciji skupa B vrijedi b ¢ g(b) = B,

Sto je kontradikcija.

2. b ¢ B. Medutim, tada po definiciji skupa B vrijedi b € g(b) = B,
Sto je opet kontradikcija.

Dakle, obje mogu¢nosti vode na kontradikciju ¢ime smo dovrsili do-
kaz. O

Kardinalni broj partitivnog skupa od A oznatavamo sa 244,
Dakle,
cardP(A) = 2944 > card A.

Propozicija 6.29. card P(IN) = c.

Dokaz. Ideja je kodirati podskupove od IN pomocu nizova 0 i 1. Pre-
ciznije, za A C IN definiramo:

1 , i€A,

f(A) = (0.a1aza3 . .. )3, ai::{ 0 . itA

pri ¢emu (0.a1a3a3 . .. )3 0znacava zapis realnog broja u bazi 3. Funk-
cija f : P(N) — (0,1) je injekcija.

S druge strane, neka je x = (0.x1x2x3...)2 € (0,1) binarni zapis
realnog broja s beskona¢no decimala razli¢itih od 0. Tada definiramo

g(x) ={i:x; =1}

Funkcija g : (0,1) — P(IN) je injekcija. Sada tvrdnja slijedi iz Te-
orema 6.22. O

**]deja je da broj ¢ konstruiramo tako
da promatramo dijagonalu gornje ta-
blice i svaki broj dijagonale promije-
nimo. Taj postupak se zove “Cantorov
dijagonalni postupak”.

»Oznaka ¢ dolazi od engleske rijeci
“continuum”.

Kurt Godel (1906.-1978.), austrijski i
ameri¢ki matematicar i logi¢ar

Paul Cohen (1934.—2007.), americki
matematicar
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Dakle, dokazali smo da vrijedi 2% = ¢. Sljedece pitanje koje se

postavlja je da li postoji neki skup A takav da Ny < card A < «.

Negativan odgovor na to pitanje je tzv. “hipoteza kontinuuma” koja

je jedan od najpoznatijih matematickih problema®4. Hipoteza konti- 2 Hipoteza kontinuuma je Prvi Hilber-

nuuma je djelomicno rijeSena tako $to je dokazano?> da se hipoteza
kontinuuma ne moZe ni dokazati ni opovrgnuti unutar Zermelo—

Frankelove teorije skupova sa aksiomom izbora.?®

6.1 Zadaci

tov problem.

25 Godel 1940. i Cohen 1963.
*Vidi Poglavlje 2.6.

Zadatak 6.1. Nekaje A = {1,...,n}, n € N, te f : A — A. DokaZite

da je f injekcija ako i samo ako je f surjekcija.
Zadatak 6.2. DokaZite Propoziciju 6.17.

Zadatak 6.3. Neka je funkcija f : Z — IN zadana sa:

f(z):{ 2z4+1 , z>0,

—2z , z<0.
Dokazite da je f bijekcija.

Zadatak 6.4. Neka je funkcija f : (0,1) — R zadana sa f(x) =
DokaZite da je f bijekcija.

2x—1

= T-2x—1






7
Polinomi u jednoj varijabli

7.1 Uvod

Definicija 7.1. POLINOM 1-TOG STUPNJA (nad R) je funkcija f : R —
R dana sa

n
fx) =anx" +a, x" '+ tax+ag =Y ax',  (7.1)
i=0
gdje su n € Ny, ag,a1,...,a, € R, a, # 0. Brojeve ay,...,a, zovemo
KOEFICIJENTI POLINOMA, a; VODECI KOEFICIJENT, 4 4y SLOBODNI
KOEFICIJENT?.

Ako je f # 0, broj n zovemo STUPANJ POLINOMA i piSemo* deg f =
n. Ako je f(x) = 0za sve x € R, onda polinom f zovemo NUL-POLINOM,
pisemo f = 0. Stupanj nul-polinoma se ne definira3.

Ako je a, = 1, kaZemo da je polinom NORMIRAN. Ako postoji a €
R\ {0} takav da f(x) = a za sve x € R, tada polinom f zovemo KONS-
TANTNI POLINOM i pisermo f = a.

Skup svih polinoma f : R — R oznacavamo sa R]x].

Operacije zbrajanja i mnoZenja na polinomima definiramo kao pri-
padne operacije na funkcijama, tj. po tockama: za x € R definiramo
vrijednost funkcija f + g i fg u tocki x ovako:

(f +8)(x) := fx) +g(x),
(f&)(x) := f(x)g(x).
PokaZimo da su f 4 g i fg opet polinomi. Po Definiciji 7.1, polinomi
f 1 g mogu se zapisati u obliku:
n .
f(x) =anx +a,x" T+ mx+ag =Y ax,
i=0
m .
g(xX) = by x™ +ap X"V byx by = Z b;x'.
i=0
Bez smanjenja op¢enitosti moZemo pretpostaviti n > m*. Tada:
(f+9)(x) = anx™ + - + @1 X+ (ay + b)) x™ + -+
+ (Cll + bl)x + (ﬂo + bo)

n . m .
= Y ax'+) (a;+b)x'.
i=m+1 i=0

* Nekada kazemo i “vodedi ¢lan”, “slo-
bodni ¢lan”.
> Nekada pisemo i stf = n.

3Nekada je iz formalnih razloga po-
godno staviti deg f = —oo.

+U protivhom zamijenimo uloge f i g.
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(Fo)(x) = ( }:0 al) ( iobixf)

= anbmanrm + (anbm,l + anflbm)x'”rm*l 4ot

+ (Ellbo + aob1)x ~+ agbg

n+m . n+m i .
=L (L apby )= 3 ((Labig)o
i=0 " pg=0, i=0 " j=0
ptq=i

Dakle, f + ¢, fg € R[x]. Nadalje, koristec¢i osnovna svojstva opera-
cija zbrajanja i mnozenja funkcija lako se dokazu sljedece tvrdnje:

Propozicija 7.2. (R[x], +, ) je komutativni prsten> s jedinicom e(x) = 1.

Propozicija 7.3. Funkcija deg : R[x] \ {0} — Ny zadovoljava sljedeta
svojstva®:

1. deg(fg) = degf +degg,
2. deg(f+g) < max{deg f,degg}’
3. deg(fog) =degf-degg.

Dokaz. Prve dvije jednakosti su direktna posljedica izraza za f + g i
fg. Dokazimo tvrdnju 3:
n m L
(fo)®) =Y (ai( L bx)').
i=0 =0
Koriste¢i binomnu formulu vidimo da je vode¢i ¢lan od f o g jednak
ap (b )" x™™ iz Cega slijedi tvrdnja. O

Napomena 7.4. Uocimo da u Definiciji 7.1 i Propoziciji 7.2 nigdje nismo
koristili ¢injenicu da je f realna funkcija realne varijable, te da Definicija
7.1 ima smisla ako R zamijenimo opCenitim komutativnim prstenom s jedi-
nicom®. Preciznije, ako je K komutativni prsten s jedinicom, onda se skup
funkcija f : K — K dani sa (7.1), gdje su a, ..., a, € K, a, # 0, zajedno
s operacijama mnoZenja i zbrajanja zove PRSTEN POLINOMA NAD K U
VARIJABLI x. Oznaka: Kx]. Specijalno, za K = N, Q, R, C imamo
prstene polinoma Z[x], Q[x], R[x] i C[x].

Definicija 7.5 (Jednakost polinoma). Polinomi f,g € R[x] su JEDNAKI
ako su jednaki kao funkcije, tj. f(x) = g(x), x € R.

Teorem 7.6 (Teorem o nul-polinomu). Polinom f(x) = Y a;x', ag,
..., ay € R, jednak je nul-polinomu ako i samo ako a; =0,i=0,...,n.

Dokaz.

(<): Akosuay =---=a, =0, tada za svaki x € R vrijedi f(x) =0,
Sto slijedi direktno iz (7.1).

(=): Nekaje f(x) =0, x € R. Dokaz ¢emo provesti svodenjem na
kontradikciju. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji koeficijent
polinoma f razli¢it od 0, te neka je a, najmanji takav. Dakle,

Ukoliko je m = n tada nema prve sume.

5 Neutralni element za zbrajanje je nul-
polinom.

¢ Uotite da sva svojstva vrijede i za nul-
polinome uz konvenciju deg(0) = —oo.

7 Jednakost opéenito ne vrijedi, npr.
flx)=x+1, g(x) = —x.

8Npr. Z,Q, C



am #0iag =a = --- = a,—1 = 0, pa f moZemo zapisati u
sljede¢em obliku:

f(x) = box™ + byx™ 4. byx" =0, x€R, (7.2)

gdiejep =n—miby = am,by = apyy1,...,bp = ay. Dijeljenjem
(7.2) sa x™ dobivamo:

b0+b1x+~~~+bpxp:0, x eR. (7.3)

Ideja dokaza je da koristimo (7.3) kako bi ocijenili koeficijent ||
i pokazali da je by manji od proizvoljnog pozitivnog realnog broja
Sto ¢e voditi na kontradikciju®. U tu svrhu najprije definiramo

M := max{|bo|, |b1],..., |b,|} > 0.

Za 0 < x < 1/2 vrijedi

lbo| = | = bix — - = bpxP| = |byx 4 - - - + bpxP|
< il [xl o+ Jbyl [x]? < Ma(14 x4+ 2P
=~ ~~
<M <M
1 1 1-1/2*
... 21y =
<Mx(1+2+ —i—(z) ) Mxl_l/2
< 2Mx.

Dakle, dokazali smo da za svaki 0 < x < 1/2 vrijedi by < 2Mx.
Sada ostaje samo dokazati da iz gornje ocjene slijedi by = 0, $to je
u kontradikciji s pretpostavkom. Zaista, iz |bg| < M imamo % <
% < % Dakle, gornja nejednakost specijalno vrijedi za x = %.
Sada uvrstavanjem dobivamo |by| < %|bo| iz ega zaklju¢ujemo
by = 0.

O

Napomena 7.7. Teorem o nul-polinomu vrijedi i na Z[x], Q[x] i C[x].
Medutim, dokaz koji smo prezentirali ne moZemo provesti'® na Z[x). Sre-
¢om, dokaz na Z[x| je jos jednostavniji:

|bo| = [brx + - -+ + bpx?| = |x| b1+ - + by |, x € Z.

eZ

Dakle, za svaki x € Z vrijedi |x| | |bo| iz cega slijedi by = 0.

Napomenimo da Teorem o nul-polinomu ne vrijedi oplenito za komuta-
tivne prstene s jedinicom. Promotrimo, na primjer, prsten polinoma Zp[x|**
i polinom f(x) = x> + x. Tada vrijedi f(x) = 02, x € Zy = {0,1}, ali
a) = a1 = 1 75 0.

Koriste¢i Teorem o nul-polinomu lako ¢emo dokazati teorem koji
nam daje karakterizaciju jednakosti polinoma:

Teorem 7.8 (O jednakosti polinoma). Polinomi f(x) = YI ja;x' i
g(x) = er'n:Obl'xi/ m,n NO/ aO/-“ranrbO/“-/bm S R/ an # 0/
by # 0, su jednaki ako i samo ako vrijedim =nia; =b;,i=0,...,n
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9 Ovo je primjer analitickog dokaza.

Nejednakost trokuta |a 4+ b| < |a+ b|,
lab| = |a||b], |x] =x, x>0

©Ne postojez € Z,0 < z < 1.

2y = Z/z (mod 2)
2f(1)=14+1=0 (mod 2)
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Dokaz.
(«): Ocito.

(=): Nekaje f = g. Tada je f — g nul-polinom.

DokaZzimo najprije n = m. Pretpostavimo suprotno, tj. n # m. Bez
smanjenja opcenitosti mozZemo pretpostaviti m < n.

(f—8)(x) = anx" + -+ a1 X 4 (@ — by)X™ + -+ (a9 —by) =0, x € R.

Po Teoremu o nul-polinomu vrijedi a, = 0, $to je u kontradikciji
s pretpostavkama teorema. Dakle, dokazali smo m = n. Sada
imamo:

n .
(f=g)(x) =) (4 —b)x, x €R.
i=0
Po Teoremu o nul-polinomu imamo a; — b; =0,i =0,...,n.

O

Primjer 7.9. Odredite sve f € R[x| takve da vrijedi f(x —1) = x° —
2x2 + 2x.

Iz Propozicije 7.3 slijedi deg f = 3 pa vrijedi:

f(x) = ax® +bx* +cx +d,
fx—1) =a(x—12+b(x —1)2+c(x—1)+d
=ax®+ (=3a+b)x*> + (Ba—2b+c)x + (—a+b—c+d).

Po Teoremu o jednakosti polinoma slijedi:

a=1
—3a+b=-1 =>a=b=c=d=1
3a—2b+c=2 = fx) =23 +x2+x+1.
—a+b—c+d=0

7.2 Dijeljenje polinoma. Mjera

Definicija 7.10. Polinom f € R[x] je byELJIV polinomom g € R[x] \ {0}
ako postoji polinom h € R[x| takav da f = gh.*3 5 Uotite da tada deg f = deg g + deg .

Teorem 7.11 (O dijeljenju s ostatkom). Neka su f,¢ € Rx], g # 0.
Tada postoje jedinstveni polinomi q,r € R[x| takvi da f = gq+r, pri
femujer =0ili 0 < degr < degg.

Polinom g iz iskaza Teorema 7.11 zovemo KVOCIJENT pri dijeljenju
f sa g, ar ostaTAK pri dijeljenju f sa g. Ukoliko je r = 0, kaZemo da
je f DIELJIV sa g i piSemo g | f.

Dokaz Teorema 7.11 je konstruktivan, tj. daje nam algoritam za

odredivanje polinoma g i r. Prisjetimo'4 se algoritma na konkretnom 14 Algoritam za dijeljenje polinoma sa
ostatkom se obi¢no obraduje u srednjoj
skoli.
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primjeru: f(x) = 5x* 4+ 7x% + x% 4+ 10, g(x) = 2x2 + 2x + 4.

5 11
(5t +7x3 +x2+10) : (2x2 +2x +4) = Ex +tx-o
\—/_/
q(x)
—  5x* 4+ 5x% 4+ 10x2
2x3 —9x2 4+ 10

— 2x3 + 2x2 + 4x

—11x%2 — 4x 4+ 10
- —11x2—-11x—-22
7x +32 =r(x)

Dokaz. Teorem 7.11 sadrzi dvije tvrdnje: egzistenciju polinoma gir s
traZenim svojstvima i njihovu jedinstvenost. Te dvije tvrdnje dokazat
¢emo odvojeno.
[egzistencija]

Uo¢imo da je slutaj deg f < degg trivijalan™, pa stoga promo-
trimo preostali slucaj deg f > degg. Neka je m = degg € Ny i

m .
= Zblxl, bm # 0.
i=0
Dokaz ¢emo provesti indukcijom po deg f.
[baza]: Nekajedegf=mi f(x E a;x', ay # 0. Tada definiramo

i=0
g:=g*i

:(W+“'+ﬂo)—%(%xm+"'+bo)

= (le_l — Z—me_l)xm_l + -+ (ﬂo — %bo)

Dakle, degr < m = degg i f = gq +r ¢ime smo dokazali bazu

indukcije.

[korak]: Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve f € R[x| takve da
m < degf <n—1zanekon € IN.

Neka je f € R[x], deg f =n, f(x Za x', ay # 0. Definiramo
i=0

= (gux™ + -+ +ag) — % (b ™+ + by)

= ({Iln,1 — Z—"bm,l)xnfl +---+
m

a
bo) + Ay X" +ag.

+ (anfm 7
m

Dakle, vrijedi F = 0 ili degF < n. Po pretpostavci indukcije’®

5 Akoje f =0, tada uzmimo g =r = 0.
Ako je 0 < deg f < degg tada uzmimo
g=0if=r.

1li po ve¢ dokazanome u slu¢aju F =
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postoje Q, R € R[x], degR < degg ili R = 0 takvi da vrijedi
F=¢Q+R.

Medutim, iz definicije od R imamo:
an n—m
f(x) = F(x) + 3 =2"""g(x)
b

= ¢(x)Q(x) + R(x) + %x"*mg(x)

= 5(0) (QUx) + §22"") + R(x)

b
1) e

Po principu matematicke indukcije, tvrdnja vrijedi za sve f,g €

R(x], g # 0.

[jedinstvenost] Pretpostavimo da f = ggq1 4+ r1 = gq2 + r2, pri ¢emu
vrijedi r; = 0ili 0 < degr; < degg, i = 1,2. Tada vrijedi

(g1 —q2) =r2—11. (7.4)

Tvrdimo da (7.4) povlaéi q; = q». Pretpostavimo suprotno, tj. q; —
g2 # 0. Tada po Propoziciji 7.3 imamo

degg < degg +deg(q1 — q2) = degg(q1 — q2) = deg(ra — 1)
< max{degr, degr) < degg.

Dakle, deg ¢ < degg, $to je kontradikcija, pa smo dokazali q; = g».
Tvrdnja r, = r; sada slijedi direktno iz (7.4). O

Napomena 7.12. Uocite da Teorem 7.18 vrijedi i za Q[x] i C[x], uz pot-
puno isti dokaz."7

Primjer 7.13. Odredimo ostatak pri dijeljenju f(x) = x*°7 4 x + 1 sa
g(x) =x%—1.
Iz Teorema 7.11 slijedi

f(x) = g(x)q(x) + Ax + B = (x> = 1)q(x) + Ax + B.
Uorstavanjem™ x = 1i x = —1 dobivamo linearan sustav za A i B:

x=1=3=A+8B

A=2 B=1, rlx) = 2x+1,
x:—1:>—1:—A+B} r(x) =2x+

Algoritam 7.14 (Hornerov algoritam). Hornerov algoritam je efikasan
algoritam za racunanje f(a) za zadani « € R. Neka je

n .
f(x) =) aix', x eR.
i=0
Definiramo g(x) = x — «. Po Teoremu 7.11 postoje jedinstveni q € R[x] i
r € R takvi da:

f(x) = (x—a)qg(x)+r, x € R

7 Zasto ne vrijedi za Z[x]?

*# Uotite da ne trebamo racunati g(x).

“Wr=0ili degr =0.
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Uvrstavanjem x = « dobivamo r = f(«). Dakle, dovoljno je izracunati
ostatak pri dijeljenju sa g(x) = x — a. Imamo:

anx" 4 ay_ X"y = (x — @) (b X" 4 4 bg) 7

= by x" + (by_o — aby_1)x" - (bg — aby)x + (r — aby).

Po Teoremu o jednakosti polinoma, vrijedi:

an = by_1 by_1=an

ay—1 = (by2—ab, 1) by—2=a,1+ab, 1
: o

al Zbo—txb1 b0=ﬂ1 +0(b1

ag =r — abg r=ag+ aby

Hornerov algoritam se moze zapisati i tabli¢no, sto ¢emo ilustrirati
sljede¢im primjerom:

Primjer 7.15. Podijelimo f(x) = 3x% —x* + 7x?> +2x — 6 sa g(x) =
x — 2 i izratunajmo f(2).

U prui redak tablice upiSemo koeficijente polinoma f, a drugi popunija-
vamo s lijeva na desno koristeéi formule za b; i r iz Hornerovog algoritma
7.14.

_1‘

[E 0
2“3‘5‘10‘27‘56‘106

Dakle, iz tablice moZemo isCitati:

f(x) = (x —2) (3x* 4 5x3 + 10x% 4 27x + 56) + 106 , f(2) = 106.

r

q(x)
Definicija 7.16. Neka su f,g € R[x] \ {0} polinomi. NAJVECA ZAJED-
NICKA MJERA polinoma f i ¢ je normirani®® polinom h € R[x] \ {0}
takav da su i f i g djeljivi sa h. Pisemo®* h = M(f,g).

Primjer 7.17.

flx)=23+x2+x—-1=2x—-1)(x>+x+1)
g(x) =6x>+7x —5=(2x —1)(3x +5)

Teorem 7.18. Za sve polinome f,g € R[x] \ {0} postoji jedinstvena naj-
veéa zajednicka mjera.

Dokaz. [egzistencija]: Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretposta-
viti deg f > deg g**. Uzastopnom primjerom Teorema od dijeljenju

2 Normiranost zahtijevamo radi jedins-
tvenosti najvece zajedni¢ke mjere.
*Stogo govoredi, oznaku moZemo
uvesti tek nakon Sto dokaZemo da je
mjera jedinstvena. Medutim, to je dio
sljedeceg teorema.

*? Inace zamijenimo f < g.
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s ostatkom dobivamo:

f=gq1+r1, degr; < degg nlf
f
g=riqp+1ry,degr, < degry nlg
f
r1 = rog3 + 13 ,degry < degry |t
f
"n-3 =Tu-2qn-1+7y-1,degr, 1 < degr, » nltn—3
f
Tn—2 =Tp_1qn + n /degrn < degfn—1 Tn|fn—2 = Tn—1qn + n
f
Tn—1=Tnfp+1 +0 = Tn|7’nfl

Uotite da gornja tablica mora biti konac¢na jer deg r; u svakom koraku
pada, pa je maksimalan broj redaka jednak deg g.

Dakle, iz gornje tablice zaklju¢ujemo da r, | f i r, | g. Normira-
njem?>3 polinoma r, dobivamo normiran polinom d € Rx] takav da
dlfidlg.

Dokazimo da je d normirani polinom najveceg stupnja sa svoj-
sttomdad | fid|g Nekajeh € R[x] takavdah | fih | g.
Tada:

h|f—gqn=hin
h|g—ri1q2 = hirp

h| rn—2 —1y_1qn = h|rn.

Iz h | ry slijedi degh < degr, = degd. Kako je h bio proizvoljan
polinom sa svojstvom da dijeli polinome f i g, zaklju¢ujemo da je d
najveca zajednicka mjera.

[jedinstvenost]: Neka je h € R[x] najveca zajednitka mjera. Tada
degh = degd po Definiciji 7.16. U prvom dijelu dokaza pokazali
smo da h | d. Dakle, postoji a € R takav da d = ah. Medutim, kako
suid ihnormirani, po Teoremu o jednakosti polinoma vrijedi a = 1,
. d=h. O

Uoc¢imo da je dokaz Teorema 7.18 takoder konstruktivan i da nam
daje algoritam®4 za ratunanje najveée zajednicke mjere dva poli-
noma.

Primjer 7.19. Neka su f,g € R[x| polinomi zadani sa f(x) = x* + 2% +
2x2 + x +1ig(x) = x3 — 2x? + x — 2. Odredite M(f,g).

Uzastopnom primjenom Teorema o dijeljenju s ostatkom kao u
dokazu Teorema 7.18 dobivamo:

f=gn+r, qx)=x+3 r(x) =7x*+7,

1
g=r1q2+1, q2(x) = §(x —2), ra(x) =0.

Dakle®s, M(f,g) = (7> +7) = 22 + 1.

3 Neka je a; vodedi koeficijent od r;.
Tadajeay #0id = irn.

2+ To je upravo Euklidov algoritam, j. u
potpunosti je analogan Euklidovom al-
goritmu 5.15.

» M(f,g) je normirani rq.
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Napomena 7.20. 2° Iz dokaza Teorema o mjeri 7.18 slijedi da za f,g €
R[x] \ {0} postoje polinomi u,v € R[x]\ {0} takvida fu+ gv = M(f,g).

Koristimo oznake iz dokaza Teorema 7.18 i bez smanjenja opceni-
tosti pretpostavimo®” M(f,g) = r,. Tada imamo:

M(f,8) =1n =Tn—2 —Gun—1 = tn-1— Gu(rn—3 — "n—2Gn—1)
= —qntn—3 + (1 + anllh) n—2
—~—

=Trn—4—"n—-39n-2

= uyry + upry = ugry + ux(g — qar1)
= upg + 11 (U1 — upgn) = upg +ury
—_————
=u
=g +u(f—qg) =uf+ (up —uq)g
————

=0

Specijalno, ako je M(f,g¢) =1, tj. f i ¢ su RELATIVNO PROSTI, onda
postoje u,v € R[x] \ {0} takvi da fu+gv =1.

7.3 Nultocke polinoma i algebarske jednadzbe

Definicija 7.21. NULTOCKA POLINOMA f € C[x] je kompleksni broj?®
a € C takav da f(a) = 0.

Teorem 7.22 (Bézoutov teorem za polinome). &« € C je nultocka poli-
noma f € C[x| ako i samo ako (x —«) | f.

Dokaz.

(=): Neka je « € C nulto¢ka polinoma f. Po Teoremu o dijeljenju s
ostatkom postoje g € C[x] i r € C takvi da

f(x) = (x —a)q(x) + 1.

Uvrstavanjem x = « u gornju jednakost dobivamo r = 0, tj. (x —

)| f.

(«<): Pretpostavimo (x —a) | f, tj. postoji g € C[x] takav da f(x) =
(x —a)g(x). UvrStavanjem x = a dobivamo f(a) = 0, §j. «a je
nulto¢ka polinoma f.

O

Definicija 7.23. Ako je f € Clx] djeljiv polinomom (x — &)X, ali nije
djeljiv sa (x — a)**1, za neko & € C i k € N, onda kazemo da je a
k-sTRUKA NULTOCKA od f ili nultocka KRATNOSTI k.

Primjer 7.24. Odredimo kratnost nultocke &« = 1 polinoma f(x) = x> —

2xt 3+ —2x 4+ 1.
Koristeé¢i Hornerov algoritam podijelimo f sa (x — 1):

Hl -2‘1 1
1ff1]-1]ofz]1]0

6 Usporedite ovu napomenu s Bézouto-
vim identitetom, tj. sPropozicijom 5.12.

»7U protivnom cijeli ra¢un podijelimo
sa vodec¢im koeficijentom polinoma 7;,.

# Ako je « € R, tada kazemo da je «
REALNA NULTOCKA, inafe kaZemo da
je ® KOMPLEKSNA NULTOCKA.

¥r—a)f [ fi(x—a)f
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Dakle, f(x) = (x —1)(x* — x3 + x — 1). Ponovno koristimo Hornerov
algoritam:

[
1 2] ofofz]o]

Sada imamo f(x) = (x —1)2(x3 +1) = (x — 1)?q(x). Kako g(1) =1 #
0, po Teoremu 7.22 vrijedi (x —1)3 { f, pa je 1 dvostruka nultocka od f.

Sljedeti teorem ne¢emo dokazivati posto njegov dokaz izlazi iz
okvira ovog kolegija3°.

Teorem 7.25 (Osnovni teorem algebre). Neka je f € Clx], deg f > 1.
Tada postoji « € C takav da f(x) = 0, tj. a je nultocka polinoma f.

Uocite da analogan teorem ne vrijedi na R[x]. Naime, polinom
f(x) = x* + 1 nema realnu nulto¢ku3'. Kombiniraju¢i Teoreme 7.20
i 7.25 moZzemo dokazati teorem o faktorizaciji polinoma nad C:

Korolar 7.26. Svaki polinom f € C|[x] n-tog stupnja moZe se na jedinstven
nacin prikazati kao produkt n polinoma prvog stupnja. Preciznije, ako je
a € C vodedi koeficijent od f, onda postoje a; € C,i=1,...,n takvi da

f(x) =alx —a)(x —az) - (x —an). (7.5)

Dokaz.
[egzistencija]: Egzistenciju ¢emo dokazati indukcijom po stupnju
polinoma f:

[baza]: n =1. Tada f(x) = a;x + a9 = a;(x + %)

[korak]: Pretpostavimo da se za neko n € IN svaki polinom stupnja
n moZe zapisati u obliku (7.5). Neka je f polinom stupnja n +
1. Tada po Osnovnom teoremu algebre 7.25 postoji a1 € C
takva da f(a,+1) = 0. Po Teoremu 7.20 slijedi da (x —a,4+1) | f,
tj. postoji ¢ € C[x] takva da

f(x) = (x —ang1)8(x), x € C.

Kako po Propoziciji 7.3 vrijedi deg ¢ = n, iz pretpostavke induk-
cije slijedi da postojea; € C,i =1,...,n takvi da

g(x) = alx — m) (x — a2) - - (x — ).
Dakle,
£(x) = alx — a0)(x — a2) -+ (x — @) (x — ).
[jedinstvenost]: Pretpostavimo da

f(x) =alx—ay) - (x —an) = b(x = B1) -+ (x = Bu),

za «;, Bi,a,b € C,i = 1,...,n. Po Teoremu o jednakosti polinoma
imamo a = b. Takoder, uo¢imo da {ay,...,an} = {B1,...,Bn}.- U
protivnom, postoji ay takav da ap # B;, i = 1,...,n (ili obratno,

3 Postoji mnogo razli¢itih dokaza ovog
teorema. Na kolegiju Kompleksna ana-
liza na tre¢oj godini napravit ¢e se jedan
kratak i elegantan dokaz koji koristi re-
zultate kompleksne analize.

3 Ima dvije kompleksne nultotke: z =
+i.
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postoji By takav da By # waj, i = 1,...,n). Medutim, tada odmah
dolazimo do kontradikcije:

0= f(ax) = blax —B1) - (ax —Bn) #0 4

Ostaje nam samo jo$ dokazati da se i kratnosti nulto¢aka poduda-
raju. Pretpostavimo suprotno, tj. da vrijedi ay = B;, ali kratnost od
ay je p, a kratnost od B; je ¢ < p. No tada,

(x— )P |alx —a1) - (x —ay) = f }
(x=B)Ptb(x—B1) - (x—Bn) = f

$to je kontradikcija. Dakle, dokazali smo da se kratnosti podudaraju,
¢ime je dokaz jedinstvenosti zavrsen. O

Iz Korolara 7.26 slijedi da se svaki polinom f € C[x] mozZe zapisati
u obliku:

f(x) =an(x — 0‘1)k1(x — az)kz s (x - "‘p)k”/ (7.6)
gdje su ay,...,ap medusobno razlic¢ite nultocke od f, a k; kratnost

4
nultocke ocj,j =1,...,p. Takoder, vrijedi Z ky =n.
j=1

Korolar 7.27.

(1) Svaki polinom f € C|x] stupnja n > 1 ima to¢no n nultocaka, pri
femu svaku nultocku brojimo onoliko puta kolika joj je kratnost.

(2) Ako se polinomi f,g € C|x] stupnja najvise n podudaraju u barem
n+1 tocaka, onda je f = g.

Dokaz. Prva tvrdnja je direktna posljedica (7.6). DokaZimo tvrdnju
(2). Neka su f,g € Clx|, deg f,degg < miay,..., a4 € C takvi
da f(a;) = g(a;), i = 1,...,n+ 1. Definiramo h := f —g. Tada
degh < n i h ima n 4+ 1 nultocku. Medutim, tada po tvrdnji (1)
slijedi3* da degh < 1. Dakle, polinom je konstantan, a posto ima
nultoc¢ku, mora biti nul-polinom. O

n
Teorem 7.28 (Viéte). Neka je f(x) = ) a;x", a; € C, a, # 0, te neka su
i=0
x1,..., Xz € C njegove nultocke. Tada vrijede VIETEOVE FORMULE:

n
an—1
o=
i=1

an
an—2
Y, XX ==
1<i<j<n n
an—2
Y xixxe=— " (7.7)
1<i<j<k<n n

n
[Tx= (-1,
i=1

an

32 U protivnom bi imamo to¢no deg g <
n + 1 nultoc¢aka.
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Dokaz. Po Korolaru 7.26 imamo

X" + ay_ X" 4 4 ag
=f(x) =an(x —x1)(x —x2) -+ (x — xn)
= a,x"
—an(x1 + 22+ +xy)x"
+an(x9xp +x9x3 + - Fx1x, + -+ XX X"
+...+

+a,(—1)"x1x -+ X

-2

Tvrdnja teorema sada slijedi iz Teorema o jednakosti polinoma. [

Primjer 7.29.

1. Neka su x1, x rjedenja jednadzbe ax* + bx + c. Tada po Teoremu 7.28
za n = 2 vrijedi:

b c
X1+ xp = _E' X1Xp = R

2. Neka su x1, x, x3 rjeSenja jednadzbe 2x* — x2 4 2x — 5 = 0. Odredimo

% + x% + 3(1—3 bez rjeSavanja jednadzbe:

1 1 1 Z 2
i, 1. 1_ X2X3 + X1X3 + X1X2 _ (Tm.7.28, n =3) = % _ =
X1 X2 X3 X1X2X3 5

Definicija 7.30. JednadZba oblika
X" + 2,1 X"+ agx a9 =0, (7.8)

gdjesu n € N, ay,...,a, € C, ay # 0, zove se ALGEBARSKA JED-
NADZBA 1-TOG STUPNJA.

Ako je a, = 1 kaZemo da je jednadZba NORMIRANA.

Broj xg € C je KORIJEN ili RIESENTJE jednadZbe (7.8) ako vrijedi

anxy + an,lx(’)‘_l + - +ayxg+ag=0.

n .
Jednadzbi (7.8) pridruzujemo polinom f(x) =Y _ a;x'. KaZemo da je xo
i=0
k-STRUKI KORIJEN od (7.8) ako je xq k-struka nultocka od f.

Proucavanjem algebarskih jednadzbi tipa (7.8) matematicari se ba-
ve od samih pocetaka33. Iz Korolara 7.27 slijedi da jednadzba (7.8)
ima to¢no 7 korijena, pri ¢emu svaki brojimo onoliko puta kolika mu
je kratnost. Medutim, Korolar 7.27 nam ne daje nacin za efektivno
rjeSavanje jednadzbe, tj. ne sadrzi formulu ili metodu za odrediva-
nje korijena jednadZzbe (7.8). RjeSenje jednadZbe prvog reda (linearne
jednadzbe) je trivijalno34, a formula za rjeSenja jednadzbe drugog
reda (kvadratne jednadZbe) poznata nam je iz srednjeskolskog obra-
zovanja3>. Za rjeSenja jednadZzba stupnja 3 i 4 takoder postoje for-
mule koje su poznate od 16. stoljea (formulu za rjeSenje opce jed-
nadzbe stupnja 3 otkrio je Gerolamo Cardano (1501.—1576.), a za jed-
nadzbe stupnja 4 njegov ucenik Lodovico de Ferrari (1522.-1565.)),

3 Ve¢ su babilonski matematicari (oko
2000. pr. Kr.) znali rjeSavati neke kva-
dratne jednadzbe.

3 RjeSenje jednadZbe ax + b = 0 je dano
saxyg=—b/a.

35 Rjedenja jednadzbe ax? + bx +¢ = 0

bt /B?—dac
su dana formulom x;, = W.
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ali su prekomplicirane da bi bile od prakti¢ne koristi. Medutim, za
odgovor da li je moguce rijesiti opéu jednadzbu reda 5 trebalo je

proci jog 250 godina. Naime, 1824. Abel je dokazao3® da za opéu 36 Abel-Ruffinijev teorem. Paolo Ruffini
jednadzbu stupnja 5 ili vi$e ne postoji algebarsko rjesenje, tj. rjeSenje (1765-1822.) je 1799. dao dokaz koji je
1mao rupe.

koje koristi samo algebarske operacije (zbrajanje, oduzimanje, mno-
Zenje i dijeljenje) i potencije s racionalnim eksponentima (n-te kori-
jene). Naravno, neke jednadZbe stupnja 5, npr. x> — 1 = 0, su rjesive.
Evariste Galois je razvio teoriju koja karakterizira jednadzbe koje su
rjeSive. Primjer nerjeSive jednadZbe (u smislu algebarskog rjeSenja)
je x> — x + 1 = 0. Naravno, danu jednadzbu moZemo rijesiti nume-
ricki s proizvoljnom to¢nos¢u. Na primjer, priblizno realno rjesenje
gornje jednazbe je 1.1673039782614186843.

U nastavku ovog poglavlja dat ¢emo neke rezultate o korijenima
specijalnog oblika za neke algebarske jednadzbe.

Propozicija 7.31. Neka su ag,a1,...,a, € Z, te « € Z \ {0} korijen
jednadzbe (7.8). Tada w | ay.

Dokaz. 1z (7.8) dobivamo:
ag = —a (apa" P4 a, 10" 24 apatag).
€Z
Dakle, « | ag. O

Niels Henrik Abel (1802.-1829.),
Rezultati ovog tipa nam olakSavaju “pogadanje” korijena ukoliko norveski matematicar
imamo neku dodatnu informaciju, na primjer, da postoji cjelobrojni

korijen.

Primjer 7.32. Rijesimo jednadzbu 2x3 —3x* —x —2 =0.

Neka je f(x) = 2x% — 3x% — x — 2 polinom pridruzen jednadzbi. Ako
jednadzba ima cjelobrojni korijen w, onda po Propoziciji 7.31 vrijedi o | —2.
Dakle, jedino brojevi £1, £2 mogu biti cjelobrojni korijeni. Provjerimo ih
sve: f(1) = —4,f(—1) = —6,f(2) =0, f(—2) = —28. Dakle, x = 2 je
jedina cjelobrojna nultocka polinoma f, te po Teoremu 7.20 slijedi x —2 | f.
Koristimo Horenerov algoritam za racunanje kvocijenta:

K i 4 -I

Evariste Galois (1811.-1832.), francuski
matematicar

R

| 2
2f[2]1]1]o0
Dakle, f(x) = (x —2)(2x* + x + 1) pa su preostali korijeni nultocke od q:
q(x)

—1+V1-8 _ —1+i\/7
X12 = 14 = 2\['

Primjer 7.33. Jednadzba x° + x> + x + 3 = 0 nema cjelobrojnih korijena!
—_——

f(x)
Zaista, ako je « € Z korijen jednadZbe, tada « | 3. Dakle, « € {1, £3}.

Medutim, direktnim racunom vidimo da f(1), f(—=1), f(3), f(—=3) # 0.

Teorem 7.34. Neka su ag,ay,...,a, € Z, a, # 0. Ako je o = g, peEZ,
g €N, M(p,q) = 1, korijen jedanzbe (7.8), onda p | ag i q | an.

Dokaz. Kako je a = g korijen jednadZzbe (7.8) vrijedi:

an(D)" +an71(§)"71 +-- +a1§ +a9 =0.

q
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MnoZenjem sa ¢" dobivamo:
anp" +au1p" g+ apg" +aog" =0, (7.9)

Dakle, apq" = —p(anp" '+ ay_1p" g + - +a2pg" 7 + mq" "),
ti. p | apq". Po pretpostavci teorema vrijedi M(p,q) = 1 te stoga
M(p,q") = 1. Sada iz Propozicije 5.13 slijedi p | ao.

S druge strane, iz (7.9) takoder slijedi:

anp" = —q(aoq" " +arg" Fp o anaqp" P aap" ),
Analognim zaklju¢ivanjem kao i ranije37, dobivamo q | a,. O
Korolar 7.35. Za a,n € IN broj {/a je ili cijeli ili iracionalan.

Dokaz. 3/a je korijen jednadZbe x" —a = 0. Pretpostavimo {/a € Q.
Tada postoje p € Z, g € N, M(p,q) = 1, takvi da je {/a = g korijen
navedene jednadzbe. Po Teoremu 7.34, slijedi g | 1, j. g = 1, pa

VaeZ.
Dakle, ili {/a € Z ili /a ¢ Q. O

Primjer 7.36. DokaZimo /2 — /3 ¢ Q.
Neka je o = \/2 — /3. Tada vrijedi:

?=2-V3 = V3=42-2 = 3=(a2-2)2
Dakle, o je korijen jednadZbe:
-4’ —1=0.

Ukoliko je Q > a = g, tada po Teoremu 7.34 slijediq | 1ip |1, tj. a €
{—1,1}. Medutim, ocito ni 1 ni —1 nisu korijeni gornje jednadzbe. Dakle,

a ¢ Q.

Lema 7.37. Nekasua; € R, i =0,1,...,n te neka je xo = a+bi € C
korijen jednadZbe (7.8). Tada je i Xg = a — bi takoder korijen jednadzbe
(7.8).

Dokaz. Koristimo svojstva kompleksnog konjugiranja iz Zadatka 4.11.

Neka je f polinom pridruzen jednadzbi (7.8). Tada imamo:

(%) = an¥o" + ay_1%" ' + - -+ a1% + ag

= apx +ay_1xy '+ X0+ ag = (ap = a)

= a,x} + un_lngl + -+ mxg+ag

=auxj + an,lngl + - 4axg+ap = f(xg) =0.
O

Teorem 7.38. Nekasua; € Z,i =0,1,...,n, te neka je a 4 Bi korijen
jednadzbe (7.8), pri cemu su a, B € Z. Tada vrijedi o> + B | ao.

Dokaz. Neka je f polinom pridruZen jednadzbi (7.8). Po Lemi 7.37 iz
f(a+ i) = 0 slijedi f(a — pi) = 0. Sada po Teoremu 7.22 slijedi da
je f djeljiv polinomom ¢ koji je dan formulom

g(x) = (x — (a + Bi))(x — (& — Bi)) = x* — 2ax + a® + B2

7 (glanp™ A M(q,p)=1)=q|ay
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Dakle,
f(x) = g(x)g(x) = (x* = 2ax + a® + B2) (by_ox" 2 + -+ - + by).
Po Teoremu o jednakosti polinoma imamo:
an=by 2 = b, 2€2Z,
ay1="by3—2aby, o = by, 3€2Z,
Ay n="by g4 —2aby, 3+ (&> + )by = by 4 €Z,

ay = by — 2aby + (& + )by = by € Z,
ag = (062 +,32)b() = a? +,32 | agp.

Primjer 7.39. Rijesimo jednadzbu x* — 4x3 4 2x* +12x — 15 = 0.
f(x)

Provjerom djelitelja od 15 vidimo da nema cjelobrojnih korijena. TraZimo
korijene oblika o + Bi, a, B € Z. Tada po Teoremu 7.38 slijedi a® + B> | 15,
tj. a®> + p* € {1,3,5,15}.

Dakle, vrijedi3® o + Bi € {£1+2i,42 +i}. Uvrstavanjem svih 8
kombinacija dobijemo dvije nultocke x1, = 2 1. Stoga je f djeljiv sa
(x —(2—1))(x— (2+1)) = x*> — 4x + 5, pa dijeljenjem f sa g dobivamo:

f(x) = (¥* — 4x +5)(x* = 3).

Dackle, preostali korijeni su x3 4 = ++/3.

Definicija 7.40. KaZemo da je broj & € R ALGEBARSKI ako postoje ag, a1,
..., ay € Q takvi da je a korijen jednadzZbe ayx™ + - - - + ayx + ag = 039.
U protivnom kaZemo da je x TRANSCENDENTAN.

Na primjer, broj {/a je algebarski zan € Nia € Q, a > 0. Naime,
{/a je rjeSenje jednadzbe x" — a = 0 sa racionalnim koeficijentima.

Medutim, algebarskih brojeva ima prebrojivo mnogo jer polinoma
s racionalnim koeficijentima ima prebrojivo mnogo, a svaki polinom
ima najvise kona¢no mnogo realnih nulto¢aka. Dakle, po Teoremu
6.27, transcendentnih brojeva ima neprebrojivo mnogo. Primjeri4°
transcendentnih brojeva su 7, e, sin 1.

7.4 Reducibilni i ireducibilni polinomi

U ovom poglavlju F ¢e oznacavati jedno od polja Q, R ili C.

Definicija 7.41. Polinom f € F[x] je REDUCIBILAN nad F ako postoje
polinomi g, h € F[x], degg > 1, degh > 1, takvi da f = gh. Ako f nije
reducibilan nad f, kaZemo da je IREDUCIBILAN.

Uotite da reducibilnost ovisi o polju F. Na primjer, polinom
f(x) = x*> +1 je reducibilan# nad C, ali je ireducibilan nad R. Na-
ime, f nema realnu nultocku pa po Teoremu 7.22 nije djeljiv nijednim
polinomom stupnja 1.

Dokazat ¢emo teoreme koji karakteriziraju ireducibilnost nad R i
C.

# Uokite da se 1,3 i 15 ne mogu napo-
sati kao zbroj kvadarata prirodnih bro-
jeva, a 5 se moZe na dva nadina: 5 =
12422 =22+12

3 Uotite da je ekvivalentno zahtijevati
a; € Z. Naime, mnoZenjem jednadzbe
najveéim zajednic¢kim nazivnikom bro-
jeva a; dobivamo jednadZbu s cjelobroj-
nim koeficijentima.

4 Jako smo jednostavnim argumentom
pokazali da transcendentni brojevi pos-
toje i da ih ima mnogo vise od alge-
barskih, dokazati da je konkretan broj
transcendentan nije jednostavno. Char-
les Hermite (1822.-1901.) je prvi doka-
zao da je e transcendentan 1873., a Fer-
dinand von Lindemann (1852.-1939.) je
prvi dokazao da je 71 transcendentan
1882.

Hx2 41 = (x—i)(x+1i)
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Teorem 7.42. Neka je f € Clx] ireducibilan. Tada je deg f < 1.4*

Dokaz. Nekaje f € Clx]ireducibilan i pretpostavimo da je deg f > 2.
Tada po Osnovnom teoremu algebre postoji xg € C takav da f(xg) =
0. Sada iz Teorema 7.22 slijedi x — xg | f, tj. postoji g € Cx], degg >
1 takav da f(x) = (x — x9)g(x). Medutim, to je u kontradikciji s
ireducibilno$¢u od f, pa smo dokazali da deg f < 1. O

Promotrimo sada kvadratnu jednadzbu nad IR:

ax> +bx+c¢=0, a,b,c €R, a #0.

Tada:
0—x2+9x+£— x+£ 2_ﬁ+£— x_i_k z_u
a a a 2a 402 g 2a 402
Dakle,

— - =
Sy 42 %12 2a

< b)z_b2—4ac _ —b£Vb?—4dac

Po Teoremu 7.22, zaklju¢ujemo da je polinom ax? + bx + ¢ ireducibi-
lan nad R ako i samo ako vrijedi b* —4ac < 0.
N——
diskriminanta
Teorem 7.43. Ako je f € Rx] ireducibilan, onda je deg f < 2. Svi
normirani ireducibilni polinomi su oblika 1, x —a, za x € R, xZ + Bx+,
za B, € R takve da B* < 4.

Dokaz. 1z prethodnog razmatranja znamo da su navedeni polinomi
ireducibilni. Ostaje dokazati da su svi ireducibilni tog oblika.

Neka je f € R[x], degf > 3. Kako je f € C[x] po Osnovnom
teoremu algebre postoji xg € C takav da f(xg) = 0. Postoje dvije
mogucnosti:

1. x9 € R. Tada po Teoremu 7.22 slijedi f(x) = (x — x0)q(x), q €
R[x] i degg > 2. Dakle, f je reducibilan.

2. %0 € C\R, tj. xo = a+iB, o, € R, B # 0. Tada po Lemi 7.37
vrijedi f(Xp) = 0, pa po Teoremu 7.22 postoji g € C[x], degg > 1
takav da

f(x) = (x = x0) (x = %0)q(x)
= (x® — 2ax +a® + %) q(x).

ER[x]

Stoga je i ¢ € R[x], pa je f reducibilan.

Dakle, dokazali smo da su ireducibilni polinomi stupnja manjeg
ili jednako 2. Polinomi stupnja manjeg ili jednako 1 su ireducibilni
po definiciji, a polinomi stupnja 2 oblika x? + Bx + - su ireducibilni
ako i samo ako f? < 4v po razmatranjima koja su prethodila ovom
teoremu. O

# Dakle, svi normirani ireducibilni po-
linomi su oblika f(x) = 11ili f(x) =
x—ua,a€C.
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