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Hijerarhijsko klasteriranje

Algoritmi hijerarhijskog klasteriranja su razvijeni s ciljem otklanjanja
nekih nedostataka particijskog (obi¢nog) klasteriranja.

Metode particijskog klasteriranja zahtjevaju korisnike da zadaju
parametar K za uspjesno klasteriranje. Te metode su Cesto
nedeterministicke.

Hijerarhijski algoritmi su konstruirani da ponude deterministicke i
fleksibilnije mehanizme za klasteriranje entiteta iz skupova podataka.
Hijerarhijske metode dijelimo na aglomerativne i divizijske metode.
Aglomerativne metode startaju od klastera koji odgovaraju
individualnim entitetima. lterativno spajaju po dva klastera, stvarajudi
hijerarhiju klastera (od dna prema vrhu).

Divizijske metode kre¢u od klastera koji sadrzi sve entitete iz skupa
podataka i iterativno dijele klastere u dvije grupe, generirajuci
hijerarhiju klastera (od vrha prema dnu).
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Hijerarhijsko klasteriranje

o Hijerarhija klastera je binarno stablo koje u korjenu sadrzi skup svih
entiteta.
o Svaka razina predstavlja skupinu klastera. Entitete koji pripadaju

svakom klasteru mozemo dobiti tako da iz ¢vora klastera prijedemo u
¢vorove koji odgovaraju listovima stabla.

o Navedena hijerarhija klastera se zove dendrogram.

o Bitna prednost u odnosu na particijsko klasteriranje je to hijerarhiju
klastera mozemo odrezati na proizvoljnoj razini, ¢ime dobijemo
klasteriranje odredene rezolucije.

o Zbog toga kod hijerarhijskog klasteriranja ne trebamo definirati
parametar K (broj klastera).

Matej Mihelci¢ (PMF matematika) Dubinska analiza i o. z. iz podataka 13. svibnja, 2026. 3/37



Aglomerativno klasteriranje

@ Osnovni koraci aglomerativnog hijerarhijskog klasteriranja su:
o izraun matrice razlika koristenjem zadane mjere udaljenosti, te crtanje
tocaka na dnu dendrograma.
o spajanje najblizih skupova klastera i azuriranje matrice razlika.
o Navedeni postupak aglomerativnog spajanja se ponavlja dok ne
stvorimo konacan, maksimalan klaster koji sadrzi sve entitete iz skupa
podataka.
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Aglomerativno klasteriranje jednom i potpunom vezom

o Najpopularnije metode aglomerativnog klasteriranja su klasteriranje
jednom vezom i klasteriranje potpunom vezom.

o Kod klasteriranja jednom vezom, sli¢nost parova klastera se definira
kao sli€nost izmedu najblizih ¢lanova tog para. Veca vaznost se daje
regijama gdje su klasteri medusobno najblizi, zanemaruju¢i ostale
aspekte strukture klastera. |z tog razloga klasteriranje jednom vezom
spada u kategoriju klastering metoda baziranih na lokalnoj slicnosti.

o Zbog svojih lokalnih svojstava, klasteriranje jednom vezom moze
efektivno klasterirati ne-elipticne, izduZzene grupe entiteta.

o Najveée mane pristupa su osjetljivost na Sum i striece vrijednosti u
podacima.

o Klasteriranje potpunom vezom mijeri sli¢nost para klastera kao sli¢nost

o Biramo par klastera &iji spoj ima najmanji dijametar.
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Aglomerativno klasteriranje jednom i potpunom vezom

o Klasteriranje potpunom vezom uzima u obzir strukturu klastera, stoga
pripada ne-lokalnim metodama. Dobiva klastere kompaktnog oblika.

o Metoda je osjetljiva na strSece vrijednosti.

@ Obje metode (klasteriranje s jednom i potpunom vezom) imaju
interpretaciju iz aspekta teorije grafova. Klasteri koje dobijemo
metodom jedne veze odgovaraju komponentama povezanosti, klasteri
dobiveni metodom potpune veze odgovaraju maksimalnim klikama
grafa.
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Aglomerativno klasteriranje bazirano na prosjeku grupe i

centroidu

o Aglomerativno klasteriranje bazirano na prosjeku grupe racuna
prosjecnu udaljenost izmedu svih parova svih to¢aka elemenata para
klastera.

o Oznacimo lis G, i Cp par klastera, Cyyp = C, U Cp. Centroide tih

<+ ; _ |Glcat[Cplcp
klastera oznaéimo c; i ¢p, tada coup = CIHG

o Mjera sli¢nosti koju koristi klasteriranje bazirano na prosjeku grupe se
definira kao: )
S(Ca, Co) = o> di).
(Na + Np)(Na + Np — 1)) IGCaUCbJECaUCb,Igﬁj
o Udaljenost izmedu dva klastera je prosjek svih udaljenosti po
parovima, stoga je racunalno skupo racunati navedeno klasteriranje.

o Aglomerativno klasteriranje bazirano na centroidima racuna sli¢nost
parova klastera kao slicnost (udaljenost) izmedu centroida tih klastera.
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Wardov kriterij

Wardov kriterij mjeri udaljenost dva klastera prilikom aglomerativnog
klasteriranja.

Postupak spajanja klastera koristenjem Wardova kriterija se zove
Wardova aglomeracija.

Koristi sumu kvadratne pogreske (kao K-means) za odredivanje
udaljenosti.
Za par klastera C, i C, mjerimo Wardovu udaljenost kao
|A]
NN, NyN,
AW(Cy, Cp) = —22 (cay — cby)? = ———d(ca, ).

( a b) Na+ Nb ;( a,v bvv) Na+ Nb ( a b)
Spajamo par klastera za koje Wardov A poprima najmanju vrijednost.
Time spajamo klastere tako da rezultantni klaster ima najmanje
rasprdenje tocaka.
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Generalni algoritam aglomerativnog klasteriranja

Algoritam Aglomerativno hijerarhijsko klasteriranje

IzraGunaj matricu razlika (udaljenosti) izmedu svih tocaka u skupu po-
dataka.
repeat
Spoji klastere C,,p = C; U Cp, prema kriteriju spajanja.
Ubaci novi redak i stupac koji sadrzi udaljenosti izmedu C,_p, i preostalih
klastera.
until Ne ostane samo jedan, maksimalan klaster.
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Lance-Williamsova formula za racunanje udaljenosti

o Formula rjeSava problem ponovnog ra¢unanja udaljenosti izmedu novo
kreiranog klastera i postojeéih klastera.

o Omogucava racunanje udaljenosti koristeéi ranije izracunate
udaljenosti izmedu klastera.

o d(iUj, k) =a;d(i,k)+ cojd(j, k) + Bd(i,j) +~|d(i, k) — d(j, k)|.
«j, aj (3, v definiraju kriterije aglomeracije.

Ime metode Lance—Williams-ovi kriteriji
Jedna veza a;j=058=0iy=-05
Potpuna veza «; =0.5;8=0;iy=0.5

Prosjek grupe «; = % f=0iy=0
. R 11 - S 1117 IS
Centroid & = T B = BRUIETD AR 0
R S B L. B
Ward OF = TG A] p= e 7 =0
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Divizijsko klasteriranje

o Divizijsko hijerarhijsko klasteriranje je pristup klasteriranja od vrha
prema dnu (eng. top-down) kod kojeg krecemo od korjena koji sadrzi
sve entitete skupa podataka i rekurzivno dijelimo te tako konstruiramo
dendrogram.

o Divizijsko klasteriranje ima ve¢u ucinkovitost u usporedbi s
aglomerativnim klasteriranjem, pogotovo kada ne trebamo generirati
potpunu hijerarhiju skroz do listova.

o Mozemo ga smatrati globalnim pristupom jer sadrzi potpunu
informaciju prije dijeljenja podataka.
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Divizijsko klasteriranje

Na divizijsko klasteriranje utjece nekoliko faktora:

o Kiriterij dijeljenja - koristimo Wardov kriterij. Zelimo pronaéi dva
centroida koji maksimiziraju Wardov kriterij. To ¢e minimizirati sumu
kvadratne pogreske rezultantnih klastera, odnosno maksimizirati
razliku u sumi kvadratne pogreske izmedu pocetnog skupa klastera i
skupa klastera nakon podjele. U izracunu za kategorijske i binarne
atribute koristimo Gini index (kao kod stabala odlucivanja).

o Metoda podjele - pravilna metoda moze reducirati vrijeme potrebno
za evaluaciju Wardovog kriterija. Koristi se bisekcijski K-means.
Pokre¢emo K-means uz K = 2 s centroidima odredenim u
prethodnom koraku.

o Odabir klastera za podjelu - raéunamo sume kvadratnih pogresaka
klastera, te biramo klaster s najve¢om sumom.
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Divizijsko klasteriranje

o Umanjivanje utjecaja Suma - sum moze dovesti do stvaranja
abnormalnih klastera. Utjecaj Suma mozemo umanjiti tako da
definiramo prag minimalnog poboljsanja sume kvadratnih pogresaka
(kriterij zaustavljanja). Kada je poboljsanje nakon dijeljenja manje od
definiranog praga, prestajemo rekurzivno dijeliti klaster.

Algoritam Osnovni algoritam divizijskog klasteriranja

Kre¢emo od korjena koji sadrzi sve entitete iz skupa podataka
repeat
Dijelimo évor roditelja na dva dijela C; i G, koristeéi bisekcijski K-means
s ciljem maksimiziranja Wardove udaljenosti W (Cy, ().
Konstruiramo dendrogram. Od postoje¢ih klastera, biramo klaster s
najve¢om sumom kvadratne pogreske.
until Ne dobijemo listove koji sadrze samo jedan entitet ili ne postoji
niti jedan klaster koji se moze dalje dijeliti s obzirom na prag minimalnog
poboljsanja.
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Probabilisticko klasteriranje

Postupci klasteriranja bazirani na vjerojatnosnim modelima imaju
Siroku primjenu.

Koristeni su za segmentaciju slika, prepoznavanje pisma, klasteriranje
dokumenata, modeliranje tema, dohvac¢anje informacija, itd.

Pristupi ove kategorije poku3avaju optimizirati slaganje izmedu
dostupnih podataka i nekog matematickog modela koristeci
vjerojatnosni pristup.

Takve metode su bazirane na pretpostavci da su podaci generirani
mjeSavinom vjerojatnosnih distribucija.

Svaki klaster mozemo reprezentirati parametriziranom vjerojatnosnom
distribucijom, npr. Gaussovom ili Poissonovom distribucijom.
Problem klasteriranja se transformira u problem procjene parametara,
posto cijeli skup podataka modeliramo mjeSavinom distribucija K
komponenata.

Entiteti (tocke) koje najvjerojatnije pripadaju istoj distribuciji mozemo
definirati kao klaster.
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Modeli za klasteriranje bazirani na mjesavini vjerojatnosnih

distribucija

o Pretpostavka ovih modela je da su primjeri koje klasteriramo dobiveni
iz jedne od nekoliko komponenti, a nas problem je procijeniti
parametre svake komponente tako da dobijemo 3to bolje slaganje s
dostupnim podacima.

o Racunanje parametara komponenti i identifikacija komponente koja
odgovara svakom primjeru u skupu podataka daje klasteriranje skupa
entiteta.

@ Pretpostavimo da imamo skup tocaka X = {x1,...,xy} koji se sastoji
od N opazanja D dimensionalne slucajne varijable x.

@ Sluéajna varijabla x, je po pretpostavci distribuirana u skladu s
mjeSavinom K komponenti.

o Svaka komponenta (klaster) se matematicki predstavlja
parametriziranom distribucijom.

o Distribucija koja modelira specifican klaster se Cesto naziva distribucija
komponente.
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Modeli za klasteriranje bazirani na mjesavini vjerojatnosnih

distribucija

o Cijeli skup podataka modeliramo kao mjesavinu takvih distribucija.

o Mjesavina distribucija, odnosno vjerojatnosna funkcija gustoce od x,
K

jer p(xn) Zwkp Xn|©k). T1,..., Tk Su vjerojatnosti mijesanja
k=1
(mozemo ih shvatiti i kao koeficijente mijesanja ili tezine), © je skup

parametara koji specificiraju k-tu komponentu, a p(x,|©x) je
komponenta distribucije.

o Vjerojatnosti mijeSanja moraju zadovoljavati 0 < 7, < 1
(k=1,...,K)i K m =1
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Modeli za klasteriranje bazirani na mjesavini vjerojatnosnih

distribucija

Vjerojatnosti
mijesanja v

Skrivene (latentne) varijable,

¥ Treba ih izracunati.

s
\\
T &— Zn
Parametri o X
komponenti T 6e— N "
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Modeli za klasteriranje bazirani na mjesavini vjerojatnosnih

distribucija

o Pretpostavimo da je z, kategorika slu¢ajna varijabla koja poprima
vrijednosti 1, ..., K s vjerojatnostima p(z, = k) = k.

o Pretpostavimo da je uvjetna distribucija od x, uz dani z, = k jednaka
P(xn|Ox)-

o Tada marginalnu distribuciju od x, mozemo dobiti sumiranjem
zajednicke distribucije po svim moguéim vrijednostima od z,,,

K
p(Xn) = Zﬂ'kp(xn|ek)-
k=1
@ z, mozemo smatrati vrijednos¢u labele klastera ili komponente (labela
definira pripadnost primjera klasteru) slucajnog uzorka x,.

@ Umjesto koristenja jedne kategorijske varijable z, uvodimo
K-dimenzionalan binarni slu¢ajni vektor z, i njime oznacavamo labelu
komponenata od x,,.
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Modeli za klasteriranje bazirani na mjesavini vjerojatnosnih

distribucija

o K-dimenzionalna slucajna varijabla z, ima reprezentaciju oblika 1 od
K, to¢no jedan element ima vrijednost 1, a preostali elementi
vrijednost 0.

@ Za K =5 klastera i primjer za koji je zy = 1, pripadni vektor e biti
reprezentiran kao z, = (0,0,0,1,0)".

o Posto za z, imamo 1 od K reprezentaciju, tada je marginalna

K

distribucija od z, jednaka: p(z,) = ;" 75" .. .wi"" = H Wi"k

o Uvjetna distribucija od x, uz dani z, je: p(xa|z,) = H p(xn|©k)*"k.
o Zajednicka distribucija je zadana s p(z,)p(xn|z,), a marglnalna
K

distribucija od x, je p(Xn) = ZP(Zn)P(Xn|Zn) = Zﬂ'kP(Xn|ek)-
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Modeli za klasteriranje bazirani na mjesavini vjerojatnosnih

distribucija

o Dani skup tocaka je potencijalno generiran ponavljanjem procedure N
puta, jednom za svaku tocku xp:

o Biramo labelu skrivene komponente (klastera) z, ~ Multyk(1,7). Time
izabiremo k-tu komponentu iz koje generiramo x,,.
o Uzorkujemo tocku x, iz k-te komponente prema uvjetnoj distribuciji

p(xn/©%).
o Posto je marginalna distribucija u obliku p(x,) = Zp(x,,,z,,), slijedi
Zn

da za svaku opazenu tocku x, postoji odgovarajuc¢a latentna varijabla
Zp.
o Koristenjem Bayesovog teorema mozemo izracunati uvjetnu
vjerojatnost da je z, = 1 uz dani x,:
p(znk = 1)P(Xn|znk = ]-) 7TkP(Xn|‘9k)

plznk = Lixa) = - -
Zszl p(znj = 1)p(xn|znj = 1) Z_/Kzl WjP(Xn|0j)
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Modeli za klasteriranje bazirani na mjesavini vjerojatnosnih

distribucija

o Ty je apriori vjerojatnost da je tocka x, generirana iz komponente k, a
p(znk = 1|x,) je aposteriori vjerojatnost. p(z,x = 1|x,) ¢emo
oznaCavati s Y(zpk). 7(2nk) mozemo razumjeti kao odgovornost koju
komponenta k preuzima za objasnjavanje opazanja x,.

o Zadatak je otkriti skup parametara iz opazanja, vjerojatnosti mijesanja
my i parametre distribucija komponenti ©. Pretpostavljamo da je broj
komponenti K fiksan.

@ Svi parametri modela mje3avine vjerojatnosnih distribucija su
©= {7T1,...,7TK,@1,...,@K}.

o Uz pretpostavku nezavisnog izabira tocaka iz distribucije, vjerojatnost
generiranja svih to(:aka mozemo zapisati kao:

p(X|©) = HZWkP Xn|©k).-

n=1 k=1
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Modeli za klasteriranje bazirani na mjesavini vjerojatnosnih

distribucija

o Gornji izraz Cesto zapisujemo u logaritamskom obliku:

N K
log p(X|©) = "log Y _ mkp(xa|Os).
k=1

n=1
o Parametre ©, ¢emo procijeniti tako da racunamo
OmL = arg max log p(X|©). Ovaj postupak se zove maksimiziranje

logaritma vjerodostojnosti.

o Ponekad imamo zadane apriori informacije o parametrima p(©) koje
mozemo ubaciti u model. Tako dobijemo maksimalnu aposteriori
procjenu: ©pap = arg mé]xlog p(X|©) + log p(©).

o Mjesavinu mozemo konstruirati koriste¢i proizvoljne komponente
(distribucije), medutim Eesto se u praksi koriste mjesavine gdje sve
komponente dolaze iz iste parametrizirane familije distribucija, s
potencijalno razli¢itim parametrima (npr. Gaussove s razli€itim
srednjim vrijednostima i varijancama).
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Model baziran na mjesavini Gaussovih distribucija

@ Svaka komponenta u mjesavini Gaussovih distribucija je normalna
(Gaussova) distribucija.
1 1 1
Y)= S x—p)TE Y (x — -
° N(X‘l‘l’7 ) (27T)D/2 det(Z)1/2 exp{ 2(X I’l’) (X “l’)}
multivarijatna Gaussova razdioba, gdje X oznaava D x D
kovarijacijsku matricu, a p D-dimenzionalni vektor oéekivanja.

K
° p(xn‘@) = P(Xn|7"a K, Z) = Zﬂ-k/\/’(xn“j’k7 zk)
k=1
N N K
o 1(©) = log p(X[©) = > log p(xa|©) = " log > miN (xn|prs, ).
n=1 n=1 k=1

o Posto imamo zadane distribucije u mjeavini, sada mozemo potraziti
formulu za pronalazak parametara koji maksimiziraju funkciju
log-vjerodostojnosti.
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Model baziran na mjesavini Gaussovih distribucija

Da bi odredili parametre koji vrijede u lokalnom maksimumu racunamo
derivaciju od log p(X|m, 11, £) s obzirom na parametre my, ik, k.

N . . - ol
Derivacija s obzirom na py je definirana kao: —— =

M 3Mk a
TrkN(Xn‘p’k: zk) 71
T (xn— ) = Y(znk)Z — M)
nz—; szl WJN(XH|”ja %)) Z
ZnNzl "Y(an)xn
317 (20k)
ﬂ-kN(any’ka zk)
Yo TN (xnlj, X))
Na slican nacin izracunamo X deriviranjem /(©) po tom parametru:
o (k) O — 1) (0 — )
T = a .
Zn:l V(ZHk)

Iz toga dobijemo: p; =

Takoder, v(z.k) =
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Model baziran na mjesavini Gaussovih distribucija

o Derivacija od /(©) s obzirom na varijable m se ne moze direktno
raunati jer imamo ogranicenje na vrijednosti varijabli 0 < w < 1, te
uvjet K i = 1.

o Zbog toga koristimo Lagrangeove multiplikatore i maksimiziramo

K
izraz: log p(X|m, u, X) + )\(Z Tk — 1).
k=1

ZnNzl V(an)

o Dobijemo: mj = <=L,

o Formule koje smo dobili ne daju zatvoreno rjesenje za parametre
w, X, m, ve¢ imamo ovisnosti s y(znk)-

o Parametre mozemo traziti iterativno koriste¢i algoritam maksimiziranja
ocekivanja (eng. Expectation-Maximization algorithm - EM).
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Model baziran na mjesavini Gaussovih distribucija

Zadan je skup podatkovnih tocaka i model mjesavine Gaussovih distribucija.
Cilj je pronaéi parametre © koji maksimiziraju log-vjerodostojnost.

Algoritam Maksimizacije ocekivanja za Gaussiansku mjesavinu

Inicijaliziraj ocekivanja 2, kovarijance 22 i vjerojatnosti mijesanja 0.

repeat
E-korak: Izracunaj odgovornosti v(z,x) pomocu trenutnih parametara.
M-korak: AZuriraj parametre pomocu trenutnih odgovornosti. Prvo
azuriraj ocekivanja, zatim iskoristi te vrijednosti za racunanje kovarijanci
i na kraju procijeni vjerojatnosti mijesanja.
IzraCunaj log-vjerodostojnost i provjeri konvergenciju algoritma.

until Kriterij konvergencije je zadovoljen

return Konacni parametri modela.

o K odredujemo dodavanjem penalizacijskog ¢lana P(k) i
minimiziranjem C(©y, k) = —log p(X|©x) + P(k).
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Opceniti algoritam maksimizacije ocekivanja

Zadano: Statisticki model koji se sastoji od skupa opazenih varijabli X, skupa
neopazenih latentnih varijabli Z i vektora nepoznatih parametara ©. Cilj je
pronaéi parametre © koji maksimiziraju log-vjerodostojnost.

Algoritam Generalni algoritam maksimizacije ocekivanja

1: Zapocni s poCetnom procjenom parametara CION izraCunaj pocetnu
log-vjerodostojnost log p(X|©(?).
repeat
2: E-korak: Izracunaj q(*) = arg max, £(q, 9(®)) = p(z,|xn, ©1)).
3: M-korak: Azuriraj parametre ©(tt1) = arg maxe Q(©,0().
4: |zracunaj log-vjerodostojnost log p(X|@(t+1)) i provjeri konvergenciju
algoritma.
until Kriterij konvergencije je zadovoljen
return Konacni parametri ©.
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Algoritam maksimizacije ocekivanja

o Algoritam maksimizacije oCekivanja je jednostavan i ima garanciju
monotonog rasta vjerodostojnosti skupa za treniranje tijekom
optimizacije.

o Algoritam konvergira u lokalni maksimum, a njegovo rjesenje snazno
ovisi o inicijalizaciji. Zbog toga moze proizvesti suboptimalne procjene
maksimalne vjerodostojnosti.

o Jedna strategija za poboljsanje je koristenje visestrukih slucajnih
pocetnih stanja iz kojih se iteriranjem izracuna konacna procjena
vjerodostojnosti. Biramo procjenu s najvisom vrijednosti
vjerodostojnosti.

o Druga strategija je koristiti klastering algoritam za inicijalizaciju.
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Klasteriranje bazirano na gustoci

o Mnogi algoritmi klasteriranja pretpostavljaju da su podaci generirani iz
to¢no zadane vjerojatnosne distribucije. Npr. mjesavina normalnih
distribucija i K-means pretpostavljaju normalnu distribuciju.

o Zbog pretpostavki, takvi algoritmi stvaraju sferne klastere i ne daju
tocne klastere na skupovim podataka gdje stvarni klasteri imaju ne
sfericni oblik.

o Ne sferi¢ni klasteri su Cesti kod prostornih podataka - podaci u dvije ili
tri dimenzije vezani uz neki aspekt svijeta.

@ Primjene ukljuuju geo-marketing (npr. pronalazak kué¢a sa zadanim
karakteristikama), analiza kriminala (detektiranje zarista) itd.

o Pretpostavke na broj ili oblik klastera mogu biti nevaljane €ak i na
visokodimenzionalnim podacima. U takvom slucaju ¢e algoritmi kao
npr. K-means razlamati ili spajati stvarne klastere sto dovodi do
netocnih rezultata.
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Klasteriranje bazirano na gustodi
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Klasteriranje bazirano na gustoci

o Uz nemoguénost particijskih i nekih vjerojatnosnih algoritama da
ispravno identificiraju nepravilne klastere, javlja se problem
skalabilnosti na velike baze, te problemi s detekcijom i otklanjanjem
Suma i strSecih vrijednosti.

o Klasteriranje bazirano na gustoéi je predlozeno kao rjesenje svih
navedenih problema.

o Klasteriranje bazirano na gustoéi je neparametarska metoda, ne radi
pretpostavke na broj klastera i njihovu distribuciju.

o Klasteri bazirani na gusto¢i su povezana, gusta podrucja u prostoru
podataka medusobno separirana rjedim podrucjima.

o Pretpostavljamo da je gustoé¢a Suma niza od gustoée bilo kojeg
klastera. Klasteri mogu imati proizvoljan oblik.

o Algoritmi klasteriranja bazirani na gusto¢i moraju odgovoriti na
nekoliko pitanja prilikom dizajna: a) kako procjeniti gusto¢u?, b) kako
definirati povezanost?, c) koje podatkovne strukture omogucuju
ucinkovito implementiranje algoritma.
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Klasteriranje bazirano na gustoci

o Algoritam DBSCAN je najpoznatiji algoritam klasteriranja baziran na
gustodi, te jedan od najkoristenijih algoritama klasteriranja.

o DBSCAN procjenjuje gusto¢u brojanjem tocaka u susjedstvu fiksnog
radijusa. Dvije tocke smatra povezanim ukoliko se nalaze unutar svojih
medusobnih susjedstava.

o Tocku nazivamo jezgrenom tockom ukoliko susjedstvo radijusa ¢
sadrzi najmanje MinT tocaka. Time osiguramo da gustoca tocaka u
susjedstvu prelazi predefinirani prag.

o Tocka g je direktno dohvatljiva s obzirom na gustoéu od strane
jezgrene tocke p ukoliko je g unutar ¢ susjedstva od p. Za zadanu
mjeru udaljenosti d(p, q), SEps(p) = {q € D| d(p,q) < ¢}.

o Dohvatljivost s obzirom na gustocu se definira kao tranzitivno
zatvorenje direktne dohvatljivosti s obzirom na gustocu. Za niz tocaka
pi,...,Pn gdje p1 = q, a pp, = p, kazemo da je p dohvatljiva s
obzirom na gustoéu iz q, ako za svaki /, pj;+1 je direktno dohvatljiv s
obirom na gustoéu od strane p;.
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Klasteriranje bazirano na gustoci

o Dvije tocke p i g su povezane s obzirom na gusto¢u ukoliko postoji
treca tocka o takva da su i p i g dohvatljive s obzirom na gustoéu iz o.

o Klaster je skup tocaka koje su povezane s obzirom na gustocu i koji je
maksimalan s obzirom na dohvatljivost s obzirom na gusto¢u. Za
klaster C mora vrijediti:

o Vp,q, ako p € C i g je dohvatljiv s obzirom na gusto¢u iz p s obzirom
na zadane parametre € i MinT, tada g € C (svojstvo maksimalnosti).

o Vp,q € C, p je povezan s obzirom na gusto¢u s g s obzirom na
parametre € i MinT (svojstvo povezanosti).

o Sum definiramo kao skup tocaka iz baze koje ne pripadaju niti jednom
klasteru.

o Zadatak klasteriranja baziranog na gusto¢i je pronaci sve klastere s
obzirom na parametre ¢ i MinT u danoj bazi (skupu podataka).

o Kod klasteriranja baziranog na gustoéi razlikujemo tri razlicita tipa
toCaka: a) jezgrene tocke (tocke sa susjedstvom |SEps(p)| > MinT,
b) grani¢ne tocke (tocke koje pripadaju klasteru, medutim nemaju
gusto susjedstvo), c) tocke Suma (ne pripadaju niti jednom klasteru).
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Klasteriranje bazirano na gustoci

o Tocke g na slici lijevo i b na slici desno su jezgrene tocke.
o Tocke p na slici lijevo, te a i ¢ na slici desno su grani¢ne tocke.

@ Vazna ¢injenica koja omogucava ucinkovito ra¢unanje klastera kod
DBSCAN algoritma je da je svaka tocka klastera C dohvatljiva s
obzirom na gustoc¢u od proizvoljne jezgrene tocke klastera C.

o DBSCAN kre¢e od proizvoljne tocke p iz baze podataka i dohvaca sve
tocke koje su dohvatljive s obzirom na gustoéu iz p, prema
parametrima € i MinT. Dohvacanje se provodi provodeci lokalizirane
upite za p i potencijalno njegove direktne i indirektne susjede.
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Klasteriranje bazirano na gustoci

o Ukoliko je p jezgrena tocka, tada ce pretraga pronaci klaster s obzirom
nacei MinT.

o Ako p nije jezgrena tocka, ne postoje tocke koje su dohvatljive s
obzirom na gustoéu iz p, stoga ¢e p biti proglasen Sumom. Ukoliko je
p dohvatljiv s obzirom na gustocu iz neke druge jezgrene tocke, bit ce
dodijeljen klasteru kojem pripada ta jezgrena tocka, odnosno bit ¢e
rubna tocka.

o Algoritam zavr3ava kada su sve tocke dodijeljene klasteru ili
proglasene Sumom.

o DBSCAN koristi prostorni indeks, ¢esto implementiran strukturama
kao Sto su R-stabla ili X-stabla. Navedena stabla omoguc¢avaju
uCinkovito dohvaéanje to¢aka u ¢ susjedstvu zadane tocke.

o Vremenska slozenost u najgorem slucaju (za visokodimenzionalne
podatke) je O(n?), dok je vremenska slozenost u slu¢aju podataka s
malo atributa O(nlog n). Glavni razlog je povecanje slozenosti
indeksiranja u visokodimenzionalnim prostorima.
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DBSCAN

Algoritam DBSCAN(SkupTocaka, ¢, MinT)

Klasterld := sljedecild(NOISE)
for i + 1 to SkupTocaka.size do
Tocka := SkupTocaka.get(/)
if Tocka.Klld = UNCLASSIFIED then
if ProsiriKlaster(SkupTocaka, Tocka, Klasterld, ¢, MinT) then
Klasterld := sljedecild(Klasterld)
end if
end if
end for
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DBSCAN

Algoritam ProsiriKlaster(SkupTocaka, Tocka, Klld, e, MinT) : Boolean

sjeme := SkupTocaka.prostorniUpit(Tocka, ¢)
if sjeme.size < MinT then
SkupTocaka.promijeniKlld(Tocka, NOISE)
return false
else
SkupTocaka.promijeniKlld(sjeme, Klid)
sjeme.delete(Tocka)
while sjeme # () do
trenutnaT := sjeme.first()
rezultat := SkupTocaka.prostorniUpit(trenutnaT, )
if rezultat.size > MinT then
for i < 1 to rezultat.size do
rezultatT := rezultat.get(i)
if rezultatT .Klld € {UNCLASSIFIED, NOISE} then
if rezultatT.Klld = UNCLASSIFIED then
sjeme.append(rezultatT)
end if
SkupTocaka.promijeniKlld(rezultat T, Klld)
end if
end for
end if
sjeme.delete(trenutnaT)
end while
return true
end if

Matej Mihelci¢ (PMF matematika) Dubinska analiza i o. z. iz podataka

13. svibnja, 2026.



