Problem &etiriju boja s
- Dr. ing. Da n ilo.Blanu#&a, Zafgreb:

PROBLEM CET!RIJU BOJA*)

Moderna matematfka stvara SVOJe probleme na3v1se u vi~
soko razvuemm svonun dijelovima, na . kraJmlm granicama,
: dosada ,postlgnute spoznaJe Takvi su problerm razum131v1 samo
struénjaku matematxcaru pa katkada éak samo uZem speclja-
-'hstu ‘za dotiénu. matematlcku disciplinu. No' osim toga u ma-:
_tematlcl susrecemo neke probleme koji se daju - Iako i jedno-

stavno ermuhratl, -pa ih shvaéa svaki obrazovan éovijek, a.f
 ipak su chredno tesk1 Neki su od tih problema rijeSeni . po~"
'sllJe stoljetnih, pa i- tlsucljetmh napora. matematiGara, Gesto.
vrlo” komplwlramm matematlcklm sredstvnna Neki su.i do-
- danas nerijeSeni. Jedan od novijih takvih problema je problem,
¢etiriju boja, k031 spada-u t. zv. topologuu ili analysis situs.

i Zamislimo. na, , kugli (globusu) ili u ravnini!) narisanu neku :
, Aeml,]oplsnu kartu ko;om je sva povrSina - razdlgelJena u sta-
_ -~'110V1t konacan br03 podrcha (zemlje; jezera,: mora) Tu kartu
'+ Zelimo. 0bo;11t1 tako, da. podrcha sa zajednidkom: granicom budll

'1aznob01na Dopusta se, da se’ podrucga iste boje sastaJu u pO- :

- :Jedlnlm tockama (na pr cetveromedama it. d.). Pita se, k011k1

Je naJma,nJl broj boaa kOJlmd, se to u svakom slueaJu moze~
" postiéi. ’ - : :

Moze 86 pokazat1, da je pet bOJa u svakom slucaau dosta2)

Slutn,]u da veé Getiri boje dosta;;u u svakom slucaJu nue do: i '

_ ua,nas usp;]elo dokazat1, pa odatle problemu 1me
Prvi puta sponnn;e taJ problem u 11teratur1 matematmar-f

- Cayley god. 18783) Kempe4) i Taits) dali su dokaze da su &etiri-

.bo;]e dostatne, no Heawood“) je pokazao, da su ti doka,z1 po-- -

. greSni. Kasnue su mnogl matematiéari u brojnim 1straz1van31--
‘ma dokazah razne zammllee teoreme, koji nas znatno pr1b11-
‘AavaJu rjesenju, ah do samog TrjeSenja 1pak JOS n1Je uspJelo-
doc1 :

) %) Predavanne odrzano u. kolokviju. matematlcko fiziCke 1 astronomske, ’
.Asekcue dne 26 IX 1945, L L - e
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‘ Cudnovato je, da analogni problem na kompliciranijim
plohama, nego Sto je kugla, ne pruza tolike poteskoée. Tako se
zna, da za obojenje neke razdiobe u podrudja na torusu (prste--
‘nastoj plohi) uvijek dostaje sedam boja, a i treba toliko, jer

se ploha torusa moZe razdijeliti na sedam podru¢ja, koja gra- -

" nide svako sa svakim. Sliéno je uspjelo " rijesiti- problem za
- cio niz Jo§ kompl1c1ran131h ploha, a bas na naJJednostavaOJ,
na: kugh, poteskoce su tolike, da ih ne. umijemo svladati?).

Da se rjeSenje- problema olaksa, nastoji ga se svesti na §to
‘jednos_tavma_l.obhk. Prvi korak je taj, da p_retpostawmo, da se
"1 jednoj tOéci ne "sasta'je' viSe od. triju zemalja, t. j. da nema
cetveromeda, peteromeda i t. d. Takva pretpostavka ne sma-

- njuje opcenitost, jer se tocke, u ko;uma se. sastaJe vise od thu o

zemalja, mogu prekriti poligonima dot1enog reda, kao §to se.
lako vidi. MoZe 1i se tako nastala razdioba obojiti sa &etiri boje
na Zeljeni nadin, to ove poligone opet stegnemo na todku. Pri
- tom ne nastaje novih granica, veé se samo neke granice \prod"u-
quu, pa- dobljemo ispravno obOJenJ»e prvotno zadane razdiobe.

~ Ako se dakle mogu sa Cetiri boje obojiti sve razdiobe s trome- -

- dama, tada se daju 0b031t1 i sve ostale razdiobe.

Promatramo li sve granice i sve tocke, u kojima se gramce
sastaju (t. J. tromede), to moZemo redi, da one tvore stanovitu
- mreZu,. Tromede cemo zvatl ¢voristima te mreZe, same gramce,'
: bmdomma, dok podrcha na kugli tvore oka te mreZe. MrezZa
je razapeta na kugli tako, da se bridovi mnge ne krizaju. Bri-
dovi se dakle sastaJu samo u cvorlstlma, iton svakom ¢voriStu -
po _tri brida, pa s’ooga kazemm, da je mreza treceg stepena.
 Odsada ¢éemo promatrati samo mreZe treceg stepena, pa to ne
~éemo viSe posebno isticati. MreZa, _kona -8e moze ovako razapetl
na kugli (pri ¢emu brldove zamlsljamo po potrebl rastez131v1m),
- Zove Sse sferna mreZa. Promatramo. li prostornu mreZu, t. j.
stanovit bI‘OJ tocaka, koje su na nekl naéin povezane bridovima
tako, da se po tri brida sastaju u svakoj od tih todaka, onda
ne smatramo, da ima oka, dok tu mreZu nismo razapeli na
-nekOJ ploh1 (bez kriZanja bridova). Moze se pokazati, da - se
uvijek moZe naci takva ploha ah to ne mora biti kugla. Ako
se mreZa ne moZe razapeti na kugh, zvat éemo je nesfernom.

VaZan korak k rjeSenju sastoji se u tome, da se problem
Getiriju boja za oka neke sferne mreZe nadomjesti problemaom
triju bOJa za bridove takve mreze t. 3 da se pita, mogu 1i se
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bridovi takve mreZe obojiti trima bojama tako, da se-ni u
kojem ¢&voriitu ne sastajubridovi iste boje. ’ A
Isprva se mislilo, da je to moguée za svaku (i nesfernu)
mreZzu, pa se ta tvrdnja zvala Taitov teorems). Medutim, Peter-
sen?) je oborio tu tvrdnju davsi primjer jedne nesferne mreze,
" kod koje takvo obojenje nije provedlvo ili, kako éemo reéi, koja
nije »rjesiva«. Sl 1 pokazu;]e Petersenovu mreZu, a sustavmm
pokusavangem lako je provjeriti, da je nerjeSiva.

Za sferne mreZe rmoZe se pokazatl, da
je problem njihove rjesivosti, t. j. oboje-
nja njihovih bridova. sa tri boje, ekviva-
lentan problemu obojenja njihovih oka sa
getiri boje, dakle problemu &etiriju bojal?).
‘Ako je odgovor na problem detiriju boja.
jestan, onda su rjeéivé sve sferne ‘mreze, N -
koje nemaju »mestova«. Pod »mostom« se '
pri tom misli na brid, koji spaja dva dijela mreZe tako, da bi se
mre%a raspala u ta dva dijela, ako dotiéni brid presijecemo.
Uzduz takvog mosta sferne mreZe neko bi- p-odrucqe (oko) gra-
nigilo samim sobom, §to je za zemljopisnu kartu besmisleno.

Rjesivost sfernih mrefa je pristupadniji problem, koji se

" moZe tretirati drukéijim' sredstvima, nego li problem cetlrlju :

boja, pa je stoga ekvivalencija tih dvaju problema zamml:uva
i vaZna ¢injenica, koju éemo ovdje potanje raspraviti. Po-
irebne su fam za to neke pripreme. " :
Uzmimo, da je-neka mreZa rijeSena, t. j. br1dov1 su obojeni
_tr1ma bojama, rec1mo ervenom, bijelom i plavom, tako, da-se
ni u kojem gvoristu ne sastaju bridovi iste boje. Podimo’ od
- nekog Gvorista po ervenom. bridu do susjednog, od ovog po bi-
“jelom bridu do treéeg &voriSta, onda opet po ervenom i tako
naizmjence. Dobije;mo lanac bridova, u kojem alterniraju cr-
vena i bijela boja. Takav lanac mora zavrsiti najkasnije onda,
‘kada su sva &vorista dodirnuta: Mora zavrsiti time, da se dode
do nekog veé dodirnutog évorista, a to moZe biti samo polazno
cvorlste, jer su kod ostalih dodirnutih évorista i erveni i bijeli
brid veé upotrljeleem dok polazno &voriste jo§ ima slobodan
bijeli brid. Lanac se ;dakle zat_vara, pa ga zovemo »izmjeniénim
krugom«. Ako jo§ nisu sva &vorista dodirnuta, zapotnemo jed-
nim od preostalih &voriSta nov lanac, koji se opet mora za-
“tvoriti. Nastavljamo tako, dok nisu sva ¢&vorista dodirnuta,
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¢ime je proces zavrsen. MoZemo dakle sva évorista i njihove
crvene i bijele bridove obuhvatiti konaénim brojem »izmjenic-
nih ‘krligova«. Jasno je, da svaki krug ima tidk (paran) broj
kridova, jer odito ima isto toliko ervenih kao i bijelih bridova.
Krugovi se ne sijeku medusobno i ne sijeku sami sebe, jer ne-
‘maju zajedniékih é&voriSta, a za bridove pretpostavljamo, da
se sastaju samo u &voriStima (dakle, ako je mreza sferna, da
se ne kriZaju). Da smo odabrali- druge dvije boje, dobili bismo
drugi sustav izmjeniénih krugova. Razmatranje ovakvih kru-
gova je vaZno sredstvo istraiivanja 1 mnogo se upotrebljava.
Za mnaSa razlaganja trebat ée nam pojam poznate Kleinove:
cetvorne grupe. Elementl te grupe mogu imati razno znadenje,
t 3 grupa se MmoZe na razne nadine »realizirati«<. Neka ha pr.
'elementl e, a, b ¢ te grupe znace ove transtormaoue koordinata "
u ravnini:
X = X x = —x x = x
5 O A | (1)
y =Y y= -y y=—y y. =Yy :
Prema tome jediniéni elemenat e znaci 1dentlcnu transforma- .
¢iju, a zna¢i vrthu koordinatnog sustava za 1800 b je zrea-..
henJe sustava. naosi X, ac zrca.l;]enje sustava na osi Y. Ra-

zumljevamo li pod mnoZenjem dvaJu elemenata grupe uza-,

stopno izvodenje doti¢énih tra,nsformaclja, to je lako provaerltl,
da vruede relacije ,
at = b2 = ct=e (2) ;. ab= ba"= c '(3) s ac = ca=b (4) ;
‘ ) be = ¢b=a (5). o
1z (3) se mnoZenjem sa ¢ i upotrebom (2) dobije lako
abe = . - (B) -
a 1z (2) 1zlaz1 mnoZénjem sa a—1 da je ‘ ‘
a=a'! , b=2>b" c=c! R ()]
t. j., da je svaki elemenat Jednak svome inverznom elementu
{svaka od transformacija (1) jednaka je svojoj inverznoj trans-
formaci_ji).' Ako su s, s1 i sz bilo koja tri elementa te grupe
to iz

$15 = S2 . (8)
izlazi mnozenJem sa s zbog s2=¢€ ,
828 =81, 9

Druga je Jedna moguénost reahzacue ove.grupe, da njezine
c¢lemente smatramo permutacijama, a produkt dvaju elemenata
cnom permutacijom, koja odgovara uzastopnom izvodenju do-
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tiénih dviju permutacija. Neka dakle elementi e, a, b, ¢ grupe
znace stanovite permutacije Getiriju brojaka 1, 2, 3, 4, 1 to:

(1 2 3 4 : 1234 ; 1234 123 . -
1234 214'3- 3 41 4321 (10)
ili, ako permutacme rastav1m0 u 01kle ' '

M@ @) @; (12) 34 ; (13) (29 ; (14) 23 . (11
Jedini¢niom elementu odgovara identi¢na permutacija. I ovdje

moZemo lako provjeriti ispravnost relacija (2) do (9).

- Za naSe svrhe nam ne treba nikakva realizacija grupe,
-nego ¢emo se sluZiti apstraktnom detvornom grupom s elemen-
tima e, a, b, ¢, koji zadovoljavaju relacije (2) do (9).

Razmotrimo. sad neku mreZu, koja je razapeta (bez - kri-
Zanja bridova) na nekoj plohi, i pretpostavimo, da joj-se oka
daju ob031t1 sa Cetiri boje. Nazovimo te boje slovima e, a, b, ¢,
t. j. nadomaestlmo ih elementima nase grupe, a pridajmo sva-
‘ kom bridu onaj elemenat koji je produkt elemenata susjednih
oka. U svakom ¢voristu sastaJu se tri oka, koja ogito. moraju
biti raznobojna, jer svako granidi sa svakim. Za njihove boje
 postoje &etiri moguénosti: e, a, b; e, a, ¢; e, b, ¢; a, b, c. Tvorimo.
i u svakoj od tih moguénosti sve produkte od po dva elementa,
dobijemo prema (3), (4), (5) svaki puta elemente a, b, c. Na
'bri'd()v'ima se dakle javljaju samo tri elementa i to na brido-
- vima svakog &vorista tri razna. Time je obo;lenJe bridova trima
bojama provedeno, 1z rjesivosti problema &etiriju boja za oka
slijedi dakle rjeSivost problema triju boja za bridove, dakle -
srjeSivost« mreZe, i to na bilo kékvdj plohi, ne samo na kugli.

Obrat je teze dokazati i vrijedi samo na plohama s topo-
loskim svojstvima kugle, dok na pr. na torusu opéenito ne vri-
jedi. Iznosimo najprije vrlo elegantnl dokaz, k031 Je Errera
dao u SVOJO] tezily), - - :

Tipi¢no je topoloSko svojstvo kugle da zatvorena krivulja,
koja sama sebe ne sijeGe, rastavlja tu plohu u dva zasebna
dijela (na torusu to primjerice ne vrijedi uvijek). Ako zami-
slimo na kugli n takvih zatvorenih krivulja, koje se ne sijeku
ni medusobno ni same sebe, onda se cijela kuglina ploha moZe
cbojiti dvjema bojama, recimo Zutom i zelenom, tako, da se
uz svaku krivulju nalaze podrudja razne boje. To se uvida lako
potpunom indukeijom. Za n = 1 tvrdnja vrijedi zbog spome-
nutog svojstva kugle. Ako je obojenje provedeno za n kri-
vulja, pa dodamo (n + 1)-tu krivulju, koja se sva nalazi u po-
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~

<dru03u Jedne bOJe Jer ne sijeCe nijednu drugu krlvuhu, onda.

ta krlvulJa cijelu kuglu rastavlja u dva podrucja. U ;jednom '

od tih podru&ja permutiramo boje, t. j. stavimo zelenu, gdje
je bila Zuta, i obrnuto. Time je -oito postignuto traZeno obo-
jenje za m + 1 krivulja, i potpuna indukeija je provedena.

U rijeSenoj sfernoj mreZi tvore crveno-bijeli izmjeniéni

krugovi zatvorene krivulje, koje se ne sijeku, pa moZemo kuglu )

obojiti dvjema bojama 4 i B. Crveno-plavi izmjeniéni. kru-
govi rastavljaju kuglu na neka druga podruéja, koja obo',]lmo

bojama C i D. Time se svagdje na kugli nalaze dva sloja boje

" jedan 1znad drugoga. Oka mreZe su dakle’ obogena komblna-
cijama AC, BC, AD i BD. Ni uz kO]l brid ne moze se s obih
 strana nalaziti ista kombinacija boja, jer svaki brid pripada

ili crveno-bijelom ili erveno- -plavom izmjeni¢nom krugu, ili,
~ ako je crven, jednom i drugom takvom kr_ugu. U prvom slu- -

¢aju -su prve boje u kombinacijama razliéite, u drugom sluéaju
druge, .a u treéem i prve i druge. Smatramo li te &etiri kom-
- binacije ‘boja novim bojama, to je traZeno obojenje oka pro-

: vedeno Vidi se, da u dokaz bitno: ulazi tlplOIlO topolosko SVOJ- -

stvo kugle.

DaJemo Jjos Jeda.n drugl dokaz, k031 Je srodan dokazu, Sto. -
- ga je dao Wermokem) Za to trebamo naJane jedan pomocm-_f

stavak.

Presuecuno neku rijeSenu prostornu mreZu- zatvorenom-

plohom koja- prostor dijeli u dva zasebna dijela. Ta ploha ne

‘mora imati topoloka svojstva kugle. Moze‘ to biti na pr. i to-
rus. Pretpostavijamo, da ploha ne prolazi nijednim ¢voristem

i da s bridovima ima konaéan broj zaJedmckm tocéaka, u ko-
jima bridovi tu plohu probadaju, t. j. susjedne todke sjecista
na bridu nisu sve s iste strane plohe. Ta sjecista neka su obo-
~ jena bojom brida, na kojemu leZe. Neka je mi broj ervenih, ne
broj bijelih i ns broj plavih sjecista. Zatvorena kriVulj/a sjeéi
ée plohu u tdkom broju totaka, jer polazeéi s jedne to¢ke na

" kriviilji izvan plohe moramo obilazeéi krivulju poslije svakog-

ulaska u unutraSnjost plohe opet iz-nje izaé¢i, da se konacno
vratimo k toj polaznoj toSki izvan plohe. Sjecidta ovako tvore
parove i njihov je broj tak. Ako krivulja uopée ne sijece plohu,
broj sjecista je nula, §to moZemo takoderfsmatr.ati takim bro-

jem. Razmatramo li sad crveno-bijele izmjeniéne krugove nase

mreze, to je broj sjééiéta_ svakog pojedinog, dakle i svih takvih
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krugova s plohom tak. No to su- bas sva crvena i blgela sje-
" ¢ista, da.kle :

1+ ne=0 (mod '2) . - (12)

Analogno je . . .
: m‘—l- n3=0 (mod 2) . o (13)
- 1 +ne=0 (mod 2) . (14)
Tvorlmo li razhke od po dv1Je takve kongruencije, 1zlaZ1 lako
n == n2 =ns (mod 2), (15)
a dodavsi ns = ns kongruen0131 (12) dobijemo konaéno _
" m=n=n= N (mod 2, | -(16){

ako je N = n1 + me + ns ukupni broj svih ‘sjecidta. Rijedima to
znadi: Prema tome, da 1i je ukupni broj N svih sjecista tak
1l hh sva su tri broja ni, ns, ns ervemh bl;Jehh 1 plavih S]e- :
cista taka, odnosno liha, '

Za slucaj sferne mreZe moZzemo zatvorenu plohu nadomje—
stiti zatvorenom krivuljom na kugli, koja kuglinu plohu, na
I\mjoj_ je mreZa razapeta, dijeli u dva zasebna dijela.

Neka je sad zadana rjeSiva sferna mreZa s bridovima obo-..
jenim bojama a, b, ¢, koje ujedno smatramo elementima ,naé‘e
grupe od detiri elementa. Da se oboje oka, poénémo jednim okom

- i damo mu povolji jednu-od &etiriju boja e, a, b, ¢. Od toga
oka prelazimo postepeno na druga oka i prelazeéi brid mnoZimo
elemenat (boju) s: doti®nog oka elementom s toga brida. Do-

. biveni produkt sz smatramo bojom susjednog oka, na koje smo

~ do$li. Taj je elemenat uvijek razlidit od si, jer je s razlidit od -
jediniénog elementa e, kojega na bridovima nema. Dobijemo
dakle s obih Strana ‘nekog brida razne elemente (boﬁe) oka. -
Relacije (8) i (9) kazu;]u, da je sveJedno u kojem se sm;leru
neki brid prekorac1 Ovako moZemo postepeno dobiti boje svih
oka samo treba jos istraziti, - ‘da 1i ne moZe doéi do kontla-’
d1k01;]e ako do nekog oka dodemo dvjema raznim putovima,
t. J. da li neko oko dobije isti elemenat (boju) bez obzira na
to, k031m smo putem do n;}ega dosli. ' :

: Neka je dakle polazno oko P spOJeno s neklm druglm
‘okom P dvjema raznim putovima, koji ne prolaze GvoriStima,
a zajedno tvore zatvorenu krivulju. Pretpostavljamo, da se pu-
_ tovi ne sijeku, jer ih inade moZemo. rastaviti u vise zatvorenih
krivulja i na svaku primijeniti ovaj dokaz. Iduéi od oka P:1
prv1m putom do oka P prekoradili smo stanovit broj bridova.
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i mnoZili elemenat s: oka P: elementima tih bridova. Njihov
 produkt neka je pi1, tako da bi oko P dobilo elemenat
| . si= s p. o - (17)
Po drugom putu neka Je produkt elemenata brldova pz, tako
da bi sad oko P dobilo élemenat . _ ‘
Sy = S, Ps ‘ , (18)
Neka zatvorena krivulja tvorena od tih dvaju’ putova ‘sijeée
svega ni bridova s elementom a, n= bridova s elementom b a
“ns bridova s~ elementom C.. Onda. je .
_ D, p, = a“ b™m c"s : , (19)
Ako je ukupm broj sijeCenih bridova tak, onda su prema prije
1zvedenom stavku sva tri eksponenta ni, ne, ns taka, a tika
potencua bilo ko:jeg elementa grupe daJe prema (2) Jedmlcm
elemenat e, dakle je u tom sludaju _ _
ppr=e. o : (20)
Ako je ukupm broj sjecista lih, sva su tr1 broaa n1, Nz N3 hha,
t . : _
R n = 2'vm1+1 ny = 2m2+1 n3'_=' 2m,+1. o (21)
‘ Dakle, uzevsi u obzir 1spravnost komutatlvnog zakona prema

(3) (4) ),
’ P Dy = a™ bm e = a2m;+‘1 pema+ 1 p2my+ 1
: = @¥n p¥™m *™ gbc = abc ‘ (22)
a to zbog (6) ‘6pet daje relacijﬁ (20), koja prema' tomu vrijedi-
u svakom sludaju. MnoZenjem: (17) i (18) dob1;)emo s obzirom-

na (2) i (20)

SrsSiy = é, . (23)
a mnoZenjem ove re1a01;1e sa s 1zlaz1 s obz1rom na (2)

=S _ . (24)
éime' je dokaz proveden. ’ '

Spomenuti dokaz . Wernickeov razlikuje se od naSeg
po tom, §to Wernicke zatvorenu krivulju, tvorenu dvjema pu-
‘tovima,. kontinuiranom deformacijom stefe na jednu todku,
oslobad’ajuéi se tako eventualnih évorova unutar krivulje, dok
smo mi tome izbjegli sluZeéi se stavkom izraZenim relacijom
(15), koji ¢ée biti od va’nosti i'za druga istraZivanja, osobito
za ispitivanje rjesivosti prostornih mreza. I Wernicke se sluZi
Kleinovdm grupom, ali njezine elemente interpretira kao per-
mutacije (11). — Boje oka, nazvane brojkama 1, 2, 8, 4, pod-
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vrgava kod prijelaza preko bridova permutacijama, koje su
umjesto boja pridruZene pojedinim bridovima. v

Usporedi 1i se Errerin dokaz s naSim, to se vidi, da je prvi
dokaz kraéi i jednostayniji, dok se u naSem dokazu jasnije
oéituje znacdenje, koje ima karakteristitno topoloSko svojstvo
kugle za provedivost obojenja oka sa detiri boje.!3) v

Na kraju jo$ nekoliko rijedi o nerjeSivim mreZama. MoZe
se pokazati, da se nerjeSiva mreZa, u kojoj se pojavljuju dvo-
kuti, trokuti i Getverokuti (dvostruko spojena &voriSta tvore
dvokute, a trokuti i Setverokuti su trojke Odn-os'no éetvorke
Gvori&ta, koja su cikli¢ki vezana bridovima) moZe reducirati,
t. 3. 1spustanJem jedne stranice (br1da) tlh likova. dob13e se
jednostavnija mreZa, koja je ta- .
koder nerjeSiva. No ima i ne-
rjeSivih mreZa, koje mnemaju
dvokuta, trokuta i ¢etverokuta,
ne daju se presjecanjem jednoga,
dvaju ili triju bridova rasta-
viti.u dva dijela, a komplicira-
nije su- od Petersenove mreze -
- (sL. 1).'Dajemo u sl. 2 primjer takve mreZe sa 18 &vorista, koja
je dobivena spajanjem dviju Petersenovih mreza Uz izbaciva-
nje dvaju &vorista. Dokaz, da je ta mreZa zaista neraeswa pre-
pusta.mo ¢itaocu.*)

_Sl. 9.

Dosada su razni autori u glavnom 1straZ1val1 samo sferne
mreZe, nastojeéi dokazati, da su rjesive. Za nesferne mreZe su
na temelju Petersenovog primjera veé znali, da nisu sve rje-
§ive. No bilo bi zanimljivo istraZiti i nerjeSive mre¥e. Kad bi
uspjelo te mreZe potpuno obuhvatiti i klasificirati, mo%da bi
‘se dalo ustanoviti, da 1i medu njima ima sfernih, pa b1 onda
tim putom bio rijeSen problem &etiriju boja.

1) Stereografska projekeija daje moguénost prijelaza od kugle na
ravmnu i obrnuto, pa su za nas problem te dvue plohe istog znacdenja.

2) Kempe: On the geographical problem of the four oolours, Am, J
- of Math,, II, (3), 1879, str. 193—200.

Heawood: Map Colour Theorem Quart. J. of Math. 1890, str. 332338,
— On the 4-colour Map theorem, Quart. J. of. Math. 1898, str. 270-—-285.

*) Ako koj'i od nasih ditalaca uspije to spretno dokazati, neka nam_
-poSalje dokaz, pa éemo ga objelodaniti. (Op. ur.).
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. "Rademacher - Toplitz: Von Zahlen und F1gu.ren, Spmnger Berhn 1933,
str. 62—70. ~ '
%) QCayley: On the: colounng of maps, Ppoc of the -London Math.
Soc., 1878, str. 148, — Proc Of the Royal Geogr Soc 1879, str. 259——261.
-4 Vidi pod ¥).
%) Tait: Note on a Theorem 1n Geometry of Posn;}on, Trans. of the R.

Soc. Edlnburgh XXIX, 1880, str 657—660. — On the colouring of maps, i

Proc. of the R. Soc. Edinburgh, X, 1880, str. 501—503.
‘) Heawood: Map Colour Theorem, vidi pod £).
- 7) PobliZe o .tom na pr. u Hllbert — Cohn-Vossen: Anschauhche Geo-
‘metrie,- Sprmger, Berlin 1932, str. 294—300 ' :
f) Tait: Note on a Theorem in Geometry of Pos1t10n, vidi' pod °).
%) Petersen: Sur le theoreme de Tait, Intermédiaire des Mathematl—
ciens, 1898, str. 225—227 .
19 Ty - ekvivalenciju je ustvrdio Tait: On the oolouring of inaps,
- -vidi pod %). :
‘ 1) Errera: Du oolomage des cartes et de quelques questmns d’analys1s
situs, These Pa.ms 1921, str. 50.
12y Wernicke: Uber den kartographlschen Vlerfarbensatz,bMa:th An-
nalen; 58, 1904, str. 413—426, navlastito 415, 416, '
%) Autor je svoj dokaz nasao neovisno i tek naknadno upoznao Errerin
i Wermckeov dokaz. 4

Citaoeima, koji se zanimaju za taJ krug problema, preporucamo ovu
‘literaturu: o ‘
Errera, vidi-pod 11) S - ;
. Sainte-Liagué: Les Téseaux (ou graphes), Mémorial- des sc. math.
XVIIIL, Paris, 1926, - . o
Sainte-Lagué: Géométrie de situation et 'jeux, Mém. sc. math. XLI,
Pams 1929, :
' Komg Theorie der endhchen und. unendlichen  Graphen (Kombina-
torische Topologle der Streckenkomplexe) Leipzig, Akwd Verlagsges. 1936.
Reidémeister: Einfithrung in die kombmatonsche Topologle, Vleweg, ‘
Bnalunschwelg 1932 (»Die . Wissenschaft« Bd. 86).
.Dehn u. Heegard: Analysis situs, Enz -d: math, WISS III# Bd.: Geo—
_matrle 1. Teil, 1. Hilfte, 1907,

~

Résumé ' | .
LE PROBLEME DES QUATRE COULEURS*)

Par
Danilo Blanus§a, Zagreb

Apres les generahtes et un coup d’oeil h.lstorlque l’attentlon )
est portée sur l’équivalence connue du probleme des quatre
-couleurs pour les faces d’un réseau cubique sphérique et du
probleme des trois couleurs pour les arétes d'un tel réseau.
L’auteur donne une démonstration de cette équivalence, basée
sur la considération du groupe de Klein (Vierergruppe), et la



bProblem etiriju hoja | | 41

compare avec les demonstratlons du méme theoreme dErrera

et de Wernicke,

Etant donné un Téseau dont les arétes sont ooloriées a l’a,ide
des trois couleurs a, b, ¢, on peut colorier les faces du réseau
en leur donnant lés quatre couleurs e, a, b, ¢ que nous consi-
dérons comme éléments d’'un groupe abstrait (le groupe connu
de Klein) satisfaisant aux relations (2) a (9), e étant I’élément
unité qui n’est pas utilisé pour le coloriage des arétes. Ayant
choisi 1’élément (la couleur) d’une face initiale, nous passons a
une face voisine en multipliant cet élément par 1’élément de
Paréte franchie qui difféere de 1’élément unité; donc la couleur
obtenue n’est pag la méme et les faces ont recu des couleurs
différentes.-Fin continuant ce procede nous pouvons colorier
toutes les faces. Il faut montrer qu’il n’y a pas de contradiction
si l’on parvient & une certaine face par deux chemins diffé-
rents. Il est aisé de voir .qu’il n’y aura pas de contradiction si

‘le prodwit de tous les éléments a, b, ¢ des arétes coupées par.

les deux chemins est egal a 'unité e et que cette condltlon est
nécessaire.

‘Afin d’etabhr cette egahte, nous nous - appuyons sur le
lemme suivant:

Etant donne un réseau cublque resoluble (c est-a-dire ad-
metta,nt le coloriage de ses arétes par trois couleurs), nous le
coupons par une ‘surface fermée qui divise 1’espace en deux

- ‘parties séparées et nous supposons que la surface ne passe par

4

aucun sommet du réseau. Aux points d’intersection nous attri-
buons les couleurs des arétes coupées. Soient ni, n2, ns les nom--
bres des points d’intersection de trois couleurs différentes et N
leur somme. Alors, les trois nombres ni, N2, ns sont pairs ou
impairs selon que leur somme N est paire ou impaire.

Pour démontrer ce lemme, il suffit de remarquer que les

“eycles alternatifs formés par les arétes de deux couleurs cou-

pent la surface en nombres. pairs de points, ce qui donne les
congruences (12), (13) et (14), d’oi s’en suit la relatmn (15) et
finalement (16), ce qu1 equlvaut a notre lemme.

Lorsqu il s’agit d’un réseau sphérique, on peut remplaoer

“la surface fermée par une courbe fermée sur la sphére qui

divise le Téseau déployé sur la sphére en deux parties séparées.

Les deux chemins dont nous avons parlé forment une telle
courbe, pourvu que.les ehemins ne se coupent pas. §’il se cou-
pent on pourra les décomposer en plusieurs courbes fermées
sans points doubles. La démonstration cherchée est maintenant
immédiate, car les arétes coupées par les deux chemins auront
les couleurs a, b, ¢ et en vertu du lemme démontré les nombres
des facteurs a, b, ¢-du produit des éléments de ces arétes seront
tous pairs ou tous impairs, ce qui donne toujours l’unlte e en

- vertu des relatmns @), (6), (22)
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- 'Quant & la démonstration de Wernicke, elle est effectuée
3 ’aide d’un groupe de permutations qui est une réalisation du
groupe abstrait que nous utilisons. Le lemme démontré nous
g permis d’éviter le procédé de déformation continue qu’emploie
Wernicke pour resserrer successivement. la courbe fermée &
un point. Ce lemme pourra étre employe auss1 dans d’autres
recherches dans ce domaine.

La démonstration élégante d’Errera est plus courte et plus
' simple, mais nous croyons que notre procédé éclaircit mieux le
role de la propriété topologique fondamentale de la sphére, & sa-

voir qu'une courbe fermee divise la sphére en deux parties -.

separees.**)

Quant aux réseaux 1rres01ubles nous donnons — hors de
I’exemple connu de Petersen (fig. 1) — l’exemple d’un résean
irrésoluble & 18 sommets qui ne contient ni d1gones, ni triangles,
ni quadrilatéres et qu'on on ne peut pas décomposer en deux
parties séparées en coupant une, deux ou-trois arétes (fig. 2).

*) Oolloque mathematwo—physxque du 26 septembre 1945.
**) T’auteur a trouvé sa démonstration avant de conna.ltre celles de
Wermcke et d’Errera.



