
Problemceti.riju ~boja

PR.<;>BL~M CETIRIJU BOJA-*r
Moderna matematika stvara s.voje probleme najviše u vi­

~oko razyijenim, 'syojim,dijel{)yima, na .krajnjim granicama,
dosada.,p6stignute··spoznaje.Takvi su probiemi razumljivi sa~o
str~cnjaku 'IIlatematicaru, pa katkada cak samo ližem~pecija-. .. .

. listu za ,doticnu. :matematicku disciplinu. No osim toga u ma,,·
tematici. sUSreC(;HIW.neke.pr~bleme, koji se ~aju Iako· i jedno­
sta.vnofQrmuli~ati~..pa. ihshvaca.svaki obrazovan .covjek;. a
ipaksuvanrednoteški ..Neki su od tih problema riješenipD"'~
slije stoljetnih,I>a.· i tisucljetnih napora. matematicara, .ces~'
,;rlo-kompliciranim matematickim sI'ed'St~ima. N~ki su. i do;'
danas neriješeni. Jedan od novijih takvih problema je problem.
cetirijll boja, koji. spada u t. zv.topolo,giju ili analysis situs,

Zamislimo.na-kugli (globusu) ili u ravnini1)narisanu nekQ
zOIllijopisnu.kartu,. kojom~jes;a' površinarazdij~ljeha' usta­
novifkonacan brojpodru-cja' (zemlje, j.ezera, mora).' Tu kartu..... . .. ' ~' .. ,... ..... . '. .'. . ... ~.. ..

želimo.oboditi·tako, da.podrucja;:.sa.zajednickom g·tanicom.ljudu.
. l'a~nQboina:·.Dopušta se, da se ~drucja iste bojes~staju 'u.pO-.

jedinimtockatna .(napr.cetveromeda.ma i t. d;). Pitase,ko1iki
~je najmanji. broj boja, .kojIma se to u svakomslucaju·mo:ža.
postici.

MožeseiPQkazati, da je -pet boja "u svakonislucaju ·dosta2f.
Slutnj.u, dayec;c~tiri boje dostaju u svakomslucaju,.-nije dOI
danas uspjelo dokazati, pa ,odatle problemu im'e. ~'. ~

Prvi puta spominje t~fproblem; literat~rimate~aticar'
.Cayley god. 18183). Kempe4). i frai t5). dali su .dokaw, da su cetiri

, boje dostatne',n~Hea\Vood6) je pokazao, da su tidoka.zi po-.
greš~i.'Kasnijesu mn{)gimatematicari u.brojnim istraživanji.:.
ma ·doka'zali••razne zanimljive teoreme,.koji nas znatno pr~bli­
žavajli rješenju, ali .do salDJO'grješenj~{pak još, nije us:pjelo.
do61.

.*) Predavalije o-drža:nou. kolokviju matematlcko-fizickei astro.nomgke-~': .'.. . '..... . . . '.- .' . . -;.' ....., -"-

. sekcijedne 26. IX. 1945.
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Cudnovato je, ,da analogni problem na kom.pliciranijim
plohama, nego što je kugla, ne pruža tolike poteškoce. Tako se
zna, daia ooojenjeneke razmobe u podrucja na torusu (prste~,
nastO'jplohi) uvijek dostaJe sedam boja, a i ,treba toliko, jer
seplohatO'rusa može razdijeliti na sedam.podrucja, koja 'gra­
nice svako sa svakim. Slicno je uspJelo riješiti problem za

cio ,niz još :kqmpliciranijihploha,a bas ·na najjednO'sta:vnijoj,
n;a',kugli, poteškoce su tolike, da ihneumijemp svladati7).

pase rješenje problema olakša, nastoji ga se svesti na.što
'jed:nostavnijj oblik Prvi korak je taj" da Pfetpostavi:Q1O,d'a se

U jedrJ.~ftO'ccine'sastajeyiše od triju zemalja, t. j.da nema
cetverO'meda,_peterO'rnedai t.d. Tal}va pretpostavka ne sma­
njujeopcenitost, jer se to'cke,ukO'jim.a se sastaje više od iriju
zemalj.a, mogu :p,rekriti poligop,ima doticnO'greda, kao što se
lako vidi., ·Može'li se tako nastala razdioba obojiti"sa cetiri bO'je
na željeni nacin, to ove Wlig,one O'pet'stegnemo na ,tocku: Pri0.0 •

tomnenastaj,e novih granicaj vec se ,samo neke .granice produ-
žuju, pado·bijemoi,sprllvnoobojenj,e prvotnO'zadane .razdiobe.
AkQse dakle mogu iSacetiri ooje obojiti sve, razdiobe s trome­
dama, tada se daju obojiti i sve ostal,e razdiO'be.

Prqmatramo li sve granice i svetO'ck:e~u kQjima se granice
sastaju (t. j. trO'mede),tO'možemo reci, da one tvO'restano'vitu

mre~u. Tromede pemo zvati cvorištima te mreže,.same granice
br,idovima, dok podrucja na kugli tvO're oka temreže~ Mreža
:;'Ð:razapetana :kugli tako, da sebridovi nigdje ne križajll.:Bri­
dO'vise dakle ,sastaju samo u·cvorištima,' i to usvakO'm.cvorištu'
po _tribrida,pa stoga-kažemO!,da j,emreža treceg stepena. ­
Odsadl1cemo prO'rh.atratisamO'mreže treceg stepena, pa tO'ne
cemo više posebnO'isticatLMreža, koja .semaže ovako razapeti
na kugli (pri cemubridovezamišljamo pO'potrebi rastezljivim),
zove se sferna mreža. Promatr,ama Ji prostornu mrežil,t. j.
stanavit broj 'tocaka, koje su na neki nacinpO'vezane bridovima . '
takoj da se po tri bI'ida-sastaju u svakO'ja-d tih' tocaka,onda
ne smatramo: da ima oka, d~k tu mrežu nismO' razapeli na
nekoj' plahi (bez križanja bridava). Može se pakazati, da' se
uvij,ek.može naci takva plO'ha,ali tO' ne ma'ra biti kugla. Ako

" '"",," "" " . ." .

se mreža ne mož,erazapeti na kugli, zvat cemo je nesfernom.
Važan korak k rješenjusastO'ji se, li tome, da se problem

cetirij]l boja za oka neke sferoe mreženadomjes.ti problemom
triju bO'jazabridov.e takve mreže, t. j. da se pita,mO'gu li se

•
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Sl. 1.

b r i d O v i takve mreže obojiti trima bojama tako, da se ni u
kojem cvorištu ne sastaju' bridovi iste boje. -

Isprva se mislilo, da je to moguce za svaku (i ri.esfernu)
mrežu, pa se ta tvrdnja zvala Taitov teorem8). Medutim, Peter- ~
se~9) je obQriotu tvrdnju davši. primjer jedne nesferne mreže,
kod koje takvo obojenje nije provedivo ili, kako cemo reci, koja
nije »rješiv.a«;SL 1 pokazuje Petersenov.u mrežu, a ,sustavnim
pokušavanj.em.lako je provjeriti, daje nerješiva.

Zasferne mreže može se pokazati, da
je problem njihove rješivosti, t. j. obode~
nja njihovih bridova sa tri boje, ekviva­
lentan problemu oboj.enja njihovih oka sa
cetiri boj.e,dakle problem-ucetirijru bojalo).
A.ko j,e odgovor na probleJ:!lcetiriju boj,a.
j!estan, onda su rješive sve sferne mreže,
koje nemaju »mostova«. Pod »mostonJ.«se
pri tom misli na brid),k'odisp~ja dva dijela mreže tako, da bi se
mreža raspala u ta dva dijela, ako doticni brid presijecemo.
Uzduž takvog mo'sta sfeme mreže neko bi podrucje (oko) gra­
nicilo samim sobom,.što je za zemljopisnu' kartu besmisleno~

Rješivost sf~rnih mrela je pristupacnijiproblem, koji se
može tretirati drukciJim: sredstvima, nego li problem' cetiriju
boja, pa je s'toga ekvivalencij'atih dvajupI'lo,blema zanimljiva
i važna cinjenica, koju cemo ovdje potanje ra"spraviti. Po'"
1rebnesu :rramza to neke pripreme. ' . ,

Uzmimo, da je neka mreža riješena, t. j. bridovi su obojeni
. trima bojama, :r~cimocrv~no:rn,bijelom i' plavom, tako, da-se
ni u kojem cvorištu ne sastajuhridovi i~tebojÐ. Podimo od
Ilekogcvorišta po crvenom bridu do susjednog, od ovog po bi­
jelo!!! bridu do treceg cvorišta, onda opet po crvenom i tako
naizmjence. Dobijerno lanac 'bridova, u kojem alterniraju cr­
vena ibijela boja. Takav lanac mora završiti najkasrnije onda,
kada su sva cvorišta dodirnuta; Mora završiti time, da se dade
do nekog vec dodirnutog cvorJšta, a to mož.ebiti samo polazno
cvorište, jer S1l kod ostalih .dodirnutih cvorišta i crveni.i bijeli
brid vec upotrijebljeni, dok polazno cvorište još ima slobodan
bijeli brid.Lanacse dakle zatvara, pa ga zovemo »izmjenicnim
krugolll«. Ako još nisu sva cvorišta dodirnuta, zapocnemo jed­
nim od preostalih cvorišta nov lanac, koji se opet mora za-
tvoriti. Nastavljamo tako, dok nisu sva cvorišta dodirnnta,
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(1)

,x =-xx = x'

ab = ba-- c (3);' ac - ca =b (4) ;
bc = cb = a (5).

x = -x'
, , '. I

Y = Y Y - - Y y=- Y y, = yi
Prema tome jedinicni elemenat e znaci identicnu transforma- .~ -, .

ciju, a znaci vrtnju koordinatnog sustava za l80!), b jezrca-
ljenje sustava na osi X, a c zrca1jenje sustava na osi Y. Ra­
zumijev:amo li pod množenjem dvaju elemenata grp.pe uza-. ­
st-opnoizvodenje doticnih transformacija, to je lako provjeriti,
da vrijede relacij~e,
a'! = b2 = c2=:e (2)

('lme je proces završen. :Možemodakle sva cvorišta i njihove
crvene i bijele bridoveobuhvatiti konacnim brojem »izmjeni.c­
nih krugova«. Jasno je, da svaki krug ima tak (paran) broj
l:rldova, jer ocito ima isto toliko crvenih kao i bijelih bridova.
Krugovi sene sijeku medusobno ine sijeku sami sebe, jer ne­
maju zajednickih cvorišta, a za bridove pretpostavljamo, da.
se sastaju samo u cvorištima (dakle, ako je mreža sferna,. da
se n~ križaju).Dasmo odabrali druge dvije boje, dobili bismo
drugi sustav izmjenicnih krugova. Razmat:ranje ovakvih kru­
g:ova je važ.no sredstvo istraživanja i mnogo se upotrebljava.

Za naša razlaganja trebat ce nam pojam poznate Kleinove·
cetvorne grupe. Elementi te grupe mogu imati raznoznacenje~.
t: j. grupa se 'mož.ena razne nacine »realizi:rati«. Neka ha pr.
elementi e, a, b, c te grupe 'znace ove transformacije koordinata
li rav;nInI:
x = x'

Iz (3) se nmoženjem sa c i upotrebom (2) dobije lako
abc - e, (I})

a IZ (2) izlazi množenjem sa a-t, da je
a = a-1 , b - b-1 r C =c-1 (7)

t. j., da je svaki elemenat jednak svome .inV81'ZnOmelementu
(svaka od transformacija (1) jednaka je svojoj inverznoj trans­
formaciji). Ako su s, Sl i S2 bilo koja tri elementa te grupe
to iz

'818 = 82 (8)

izlazi množenjem sa s zbog S2 = e
S2S =81 . . (9)

Drugit je j.ednamogucnost realizacije 'Ove.grupe, da njezine
elemente smatramo permutacijama, a produkt dvaju elemenata
onom permutacijom, koja odgovarauzastopnom izvodenju do-
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(10)

ticnih dviju permutacija. Neka dakle elementi e, a, b, c grupe
znace stanovite :permutacije cetiriju brojaka 1, 2, 3, 4, 1 to:

'(1 2 3 4) -; (1 2 3 4). ; (1 2 3 4) ; (1 2 3 4)12 3 4 ;2 1 4 3'; 3 40 1 2' ; 4 3 2 1
ili, ako permutacije rasiavimo u cikle:

(1) (2) (3) (4); (12) (34); (13) (24); (14) (23). (11)
Jedin~criomelementu odgovara identicna permutacija. I ovdje
možemo lako provjeriti ispravnost relacija (2) do (9).

Za naše svrhe nam ne treba nikakva realizacija grupe,
: " ,&..

nego cemo se služiti apstraktnom cetvornom grupom s elemen-
tima e, a, b, c, koji zadovoljavaju relacije (2) do (9).

Razmotrimo sad neku mrežu, koja je razapeta (bez kri­
žanja bridova)na nekojplohi, i pretpostavimo, da joj' se oka
daju obojiti sa cetiri boje. NazoviIilo te boje slovima e, a, b,.c,

j ..

t. j. nadomjestimo ih elementima naše grupe, a pridajmo sva-
kom bridu onaj elemenat, koji je pro'dukt elelllenatasusjednih
'oka. U svakom cvorištu sastaju se tri o~a,koja ocito moraju
biti raznobojna, jer svako granici sa svakim. Za njihove bQje
postoje cetiri mogucnosti: e, a, b,. e, a, c,. e, b, c; a, b, c. Tvorirrno.
li u svakoj od tih mogucnosti sve pmdukteod po dva elementa,
dobij~ino prema- (3), (4), (5) svaki puta elementea, b, c. Na
bridovima se dakle javljaju samO'tri elementa i to na brido.,
vima svakog cvorišta tri razna. Time je oboj.enjebridova trima
hojama provep;eno.Iz rješivosti problema cetiriju hoj,a za okra
slijedi dakle rješivost problewa triju boja za bridove, dakle
»rješivost« mreže, i to na bilo kakvoj plohi, ne samo na kugli.

Obrat je teže dokazati i vrijedi samo na plohama s topo­
loškim svojstvima kugle, dok na pr. n~ torusu opcenito ne vri­
jedi. Iznosimo najprije vrlo elegantni doka.z, koji je Errera
dao li svojoj tezi11).

Tipicno je t6pološko svojstvo kugle, da zatvorena krivulja,
.koja sama sebe ne sijece, rastavlja tu plohu u dva zasebna
dijeia(na to:rusu to primjerice ne vrUedi uvijek). AkO'zami­
slimo nakugli n. takvih zatvorenih krivulja;, koje se ne sijeku
ni medusobno ni same sebe, onda se cijela kuglinaploha može
obojiti dvjema bojama, recimo žutom i zelenom, tako, da se
uz svaku krivulju nalaze podrucja razne-boje. To se uvida lako
potpunom indukcijom. Za n = 1 tvrdnja vrijedi zbog spome­
nutog svojstva kugle. Ako je obojenje provedeno za n kri­
vulja, pa dodamo (n + l)-t;u. krivulju, k.Qjafl~8va Ilalaz.iu po-
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drucju jedne' boje, jer ne sijece nijednu drugu krivuljri, onda
ta krivulja cijelu kuglu rastavlja u dva podrucja. U jednom. ,
od tih podrucja permutiramo boje, t. j.stavimo zelenu, gdje
je bila _žuta, i obrnuto:. Time je 'ocito pos,tignuto traženo"obo­
jenje za n + 1krivulja, i potpuna indukcija je provedena.

U riješenojsfernoj mreži tvore crveno-:bijeli izmjenicni

krugovi zatvorene krivulje, koje se ne sijeku, pa možemokugl~
obojitidvjema bojama A. i B. Orveno:-pla:viizmjenicni kru­
govi rastavlj~ju kuglu na neka druga podrucja, koja obojirilO
bojama O i D. Tlimese svagdje 'na kugli nalaze' dva sloja boje
jedan iznad drugoga. Oka mreže su dakle' obojena ko:mbi~a'­
cijamaA.O, BO, AD i BD. Ni uz koj'i, brid ne može se s obih
~trananalaziti ista kombinacija boja, jer svaki brid pripadaili crveno-bijelom ili crveno-plavom izrb.jenicnom krugu, ili,
ako je crven, j,ednom i drugom takv,.omkrugu.' U prvom_slu-' _
ea-ju,su prvehoj~ u kombinacijama r~zlicite, u drugom sluCaju
druge, :a u trecemiprv'e i druge. Smatramo li te cetiri kom':
binacije boja novim b'Ojama,to j,e traženo obojenje 'Oka pro-

.. - - -

vedeno.Vidi se, da u dokaz bitno ulazi tipicno topološko svoj~
, st:vo kugle.

Dajemo još jed~ drugi dokaz, koji je srodari 'do~azu, što
ga je da;o Wernicke12).Za to trebamo najprije jedan pomocni,
stavak. ,

Presij,ecimo neku\ rij<ešenu prostornu mrežu zatvO'renom,
plohom, koja prostor dijeliudya zasebna dijela. Ta ploha ne
mora imati topološka svojstva kugle~Mo'že to biti na pr. i to­
rus. Pretpostavljamo, daploha ne prolazi nijednim cvorištem ­
1 da _sbridovima ima konacan broj zajednickih tocaka, u ko­
jima bridovi tu plohu probadaju, t. j. susjedne toCke sjecišta
na bridu nisu sve s iste strane 'plohe. Tasjecišta:p.ekasu O'bO'­

jena 1?ojombrida, na kojemu leže. Neka je nl broj crvenih, n2

broj' bijelih i na broj plavih sjecišta. Zatvorena krivl1lja sjeci
ce plohu u takom broju tocaka, j,er pola;zeci s jedne tocke na

-. krivnlji izvan plohe moramo obilazeci krivulju poslije ,svakO'g
ulaska u unutrašnjost plohe opet iz- nj,e izaci, da se konacno
,'ratimo k tojpolaznoj tocki izvan plohe. Sjecišta O'vakO'tvorc
parove i njihov je broj tak. Ako krivulja uopce ne sijece plohu,
broj sjecišta joenula, što možemo takoder smatrati takim brO'­
:jem.Razmatramo li sa;dcrveno-bijele izmjenicne krug,ove naše'
mreže, to je broj sjecišta. syakog pojedinog, dakle i svih takvih
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krugova .s plaham tak. No. ta su· baš sva crvena I bijela sje­
cišta, dakle

Analagna Je
ni +n2 .O (mad2) .(12)

n2 + n3 c:-= O (mod 2) (13)

.n1 t· n3 .O (mad 2) (14)

Tvarima li r3rzlike ad pa dvije takve kongruencije, izlazi laka
.1'/;1 - ... n2 ·n3 (mad 2), (15)

adadavši n3 = jl.3 kangruenciji (12) dabijema konacna
nI . n2 '. na N (mad 2) , (16)

ako. je N = n1 + n2 + n3 ukupni braj svih sjecišta. Rijecima ta
znaci: Prema tame, da li je ukupni broj N svih sjec~šta tak
ili 1ih, l,ya su tri braja n1,· n2, ni crvenih, bijelih i plavih ~je-
cišta taka, o~asna liha.

Za slucaj sferne mreže možemo. 'zatvarenu plahu nadomje­
stiti zatvarenam krivuljam na kugli, kaja kuglinu .plahu, na
kajoj je mreža razapeta, dijeli u dva zasebna dijela.
.\ . ..

Neka je sad zadana rješiva sferna mreža sb:ridavima()ba­
jenimbajama a,' b, c, kaje ujedno. smatramo. eiementima naše
e;rupe adoetiri' elementa. Da se 'Oihaje'Oka,pacnemo jednIm okom
i damo mu pa'valji jednu,ad cetiriju bdjae, a, b, c.Od taga
oka prelazimo pastepena na druga aka i prelazeci brid množimo
elemenat (baju) Sl daticnag aka elementams toga brida. Da-

,-biveni produkt S2 smatr,ama boj~m susjednag aka,na kaje srna
!lašli. Taj je elemenat uvijek razlicit ad Sl, jer je S razlicit. ad
jedinicnag elementa e, kojega nabridavima nema. Dabijema
dakle s abih strana .nekag brida razne elemente (baJe) aka.
Relacije (8) i (9) kazuju, da je s~ejedno u kajem se'smjeru
neki brid prekoraci; Ovako. možemo.pa~tepen:a dabiti baje' svih
oka, sama treba jaš istražiti, da li ne maže daci da kantra~
dikeije, ako. da nekag aka dademo dvjema raznim putavima,
t. j.da ]i neka ako. dabije}sti elemenat (baju) bez obzira na
ta, kajim smo putem da njegadašli.

.'Neka je dakle palazno ako. Pl spajena s nekim drugim
akom p dvjema raznim p.utavima, kaji n~ pro.laze cvo.rištim:'a,
a zajedno. tvo.re zatvarenu ktivulju. Pretp.ostavljamo., da se pu­
tavi ne sijeku, jer ih inace mažemo'rastaviti u više zatvarenih
krivulja i na svaku primijeniti avaj do.kaz. Iduci adaka Pl

.p'rvimputamdo aka P preko.r"acili smastanavit bro.jbridova.
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(17)
bridova P2, tako

i množili elemenat S1 oka Pl elementima tihbridova. Njihov
produkt neka je pl, tako da bi okO'P (lobUo elemenat

SI = Sl PI

Po drugom putu ne~a je produkt elemenata
da bi sad oko P dobilo elemenat

Su :- s, P2 (18)

Neka zatvorena krivulja_ tv-orena od tih dvaju' putova sijece
svega nl bridO'va s elementom a, n2bridO'va s elementom b, a
n:rbridova s elementom c. Onda je

Pl P. = ani bn2 en. (19)

A.ko je ukupni brO'j sijecenihhridova tak, onda su prema prije
izvedenom. stavku sva tri eksponenta nl, n2, n3 taka, a taka

potencija bilo kojeg elementa grupe_daje prema (2) jMinicni
elem'enat e, dakle je u toms:lucaju

P1P2 ~ e . (20)

A.ko Je ukupni broj sjeeišta !ih, sva su tri broja nl, n2 n3liha,
t. j.'

nI 2m1 + 1, n2 ", 2m2 +1, na = 2ms+ 1. (~1)
Dakle, uzevši u obzir ispravnost kO'mutativnog zakO'na prema
(3), (4), ('5), .

Pl P2' = an, bn•en. = a2m( + 1 b2m.+ 1 e2m• + l.=
- a2m1 b2m, e2m• abc == abc (22)

ato zbog (6)9pet daje relaciju (20), koja prema tomu vrijedi
u svakom slucaju. Množenjem' (17) i (i8) dobijemO' s obzirom
na (2) i (20)

SI Su = e. (23)

a množenjem ove relacije sa SII izlazi s-obzirom na (2)

SI - Su , (24)
cime je dokaz proveden.

Spomenuti dokaz Wernickeov razlikuje se od našeg
po tom, što Wernicke zatvorenu krivulju, tvO'renu dvjema pu­
.tovima, kontinuiranom deformacijom steže na Jednu tocku,
oslohadajuci se tako -eventualnih cvorO'va unutar krivulje, dok
smO' mi tome izbjegli služeci se stavkom izraženim relacijom
(1.5), koji ce biti od važnO'sti i 'za druga istraživanja, O'sobito
za ispitivanje rješivosti prostornih mreža. IWernicke se služi
Kleinovom grupom, ali nje~ine elemente interpretira kao per­
mutacije' (11).- Boje oka, nazvane brojkama 1, 2, 3,4, pod-
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Sl. 2.

vrgava kod prijelaza preko brid-ova permutacijama, kaje su
umjesto boja priJd'ruženepojedinim bridovima.

Usporedi li se Errerin dokaz s našim, to se vidi; da je prvi
dokaz kraci i j~dnostayniji, dok se u našem dokazu jasnije
ocituje znacenje, koje ima karakteristicno topološko svojstvo
kugle za provedivost Qbojenja 'Okasa cetiriboje.13)

Na kraju još nekoliko rijeci onerješivim mr.ežama. Može
Sl' pokazati, da se nerješiva mreža, u kojoj se pojavljuju dv.o­
kuti, trokuti i cetverakuti (dvostruko sppjena cvorišta tvore
dv:okute, a trokuti i cetverokuti su trojke 'Odnosnocetvorke
cvorišta, koja su ciklicki vezana bridovima) može reducirati,
t. j. ispu~tanjeni jedne stranice (brida) tih likova· dobije se
jednostavnija mreža, kojla je ta-o
koder nerješiya. No ima i ne­
rješivih mreža, koje nemaju
dvokuta, trokuta i ~etverokuta,
ne daju se presjecanjerri jedn'Oga,
dvaju ili triju bridova rasta-

.viti. u dV!adiiela,a komplicira­
nije su ad Petersenove m·reže
(sl. 1).;Daj;emoli. sl. 2 primjer takve mreže sa 18cv-orišta, kOJa
je dobivena 'Spajanjem dviju Petersenovihmreža uz izbaciva­
njedvaju cvorišta. Dokaz, da je ta mr~ža zaista nerješiva, pre­
puštamo' .citaocu.'''')

Dosada su razni autari u glavnom istraživali samo sferne
mreže, nastojeci d()kazati, da su-rješive. Za nesferne mreže su
na temelju Petersenovog primjera vec znali, da nisu sverje­
šive. No bilo bi zanimljiva istražiti i nerješive mreže. Kad bi
uspjelo te mreže potpuno 'Obuhvatiti i klasificirati, možda bi
se dalo ustanoviti, da li medu njima imasfernih, pa bi onda
tim putom bio riješen problem cetiriju boja.

1) Stereografska projekcija daje mogUcnost prijelaza od .kugle na
ravninu i obrnuto, pa su za naš problem tedvijj3 plohe istog znacenja.

2) Kempe: On thegeographicaJI problem of the four colours, Am. J.
of Math., II, (3), 1879, str. 193-200.

Heawood:Map 00lour Thoorem, Quart. J. of Math. 1890, str. 332-338.
- On the 4-colour Map thoorem, Quart. J. of. Math. 1898, str. 270-:-285.

*) Ako koji od naših citalaea uspije to spretno dokazati, neka :nam
.pošalje dokaz, pa cemo ga objelodaniti. (Op. ur.).
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Rademacher - Toplitz: Yon Zahlen und Figuren •.Springer, Berlin, 1933,
str. 62-70.

3) Cayley: On the· eol'Ouri,ng of maps,--'P:roc. of theJ.ondon Math.
80c., 187~, str. 148. - Proe. 'Of the Royal Geogr. 80c. 187~, str. 259-261.

') Vidi pod 2),

5) Ta,it: Note on a Thoorem in Geometry·of P.osilj..on,'rrans. of the R.
Soe. Edinhurgh; XXIX, 1880, s~r:· 657-660. - On theeol'Ouring of maps,
Proe. of the R. Soe. Edinburgh, X, 1880, -str. -501-'-503.

6) Heawood:MapColour Theorem, vidi pod 2).

7) Po-bliže o .tom na pr. u HUbert - Oohn-V6sSen: Ansehauliche Geo­
metrie,- Sprin~er, Berlin 1932, str. 294-300.

8) Tait: Note on Il; Theor:em in Geometry of Position, vidi po~. 5).

9) Petersen: Sur ·le theoreme de Tait, Intermediaire des Mathemati­
ciens, 1898, str. 225-227.

10) Tu ekvivalenciju je ustvrdio Tait: On the oolouring of inaps,
vidJ pod 5),

U} Errera: Du ooloriage des cartes et dequelques questions d'analysis
situs,These,Paris 1921, str. 50•.

12) Wernicke: -aber den kartogr,a:phisehen 'yierfarbensatz, M8Jth. An-
nalen, 58; 1904, sti': 41~26, navlastito 415, 416. _

13) Autor je svoj dokaz našao neovisno i tek nak:nadn'Oupoznao Errerin
i Wernickeovdokaz.

Citaoclma,koji se zanimaju za taj krug problema, preporucamo ovu
literaturu:

Errera, vidi 'pod 11). /

Sainte-La.gue: Les reseaux (ou graphes), Memorial des sc. math.
:XVIII, Paris, 1926.

Sainte-Lague: Geometrie de situation et -jeux, Mem. sc. math. XLI,
. Paris 1929.

Konig: Theorie der ,endliehen und unelD.dlichen'Graphen (Kombiruar
torische Topologie der Streckenkomplexe) Leipzig, Akad. Verlagsges. 1936.

Reidemeister: Einfiihrung indiekombinatorische Topolog.ie, Vieweg,
, Br,aunschweig 1932 (»Die Wissensehaft« Bd; 86).

Dehn u.' Heegard: Analysis sifus, Enz. d; math.Wiss. IIIl' Bd.: Geo­
meJtrie T. Teil, 1. Halfte, 1907.

Resume

LE ,PROBLEME DES QUATRE OOULEURS*)

Par
Danilo B1 a n u š a, Zagreb.. i

Apres lesgen6ralites et un eoup d'oeilhistorique l'attention
est portee sur l'equivalenee connue du probleme des quatre'
couleurs pour les faces d'unreseau eubique spherique et du
probleme des troi8 eouleur8 pour Tes aretes d'untel reseau.
L',auteur donne une demonstrat:Londe cette equivalence,basee
sur la eonsideratiiOndu groupe de Klein (Vierergruppe), et la
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compare avec les demonstratians du meme theoreme d'Errera
et de Wernicke.

Eta~t danne un reseau dant lesaretes sont oolariees J;, l'aide
des trai8 ,cauleurs a, b, c; onpeut calarier les faces du reseau
en leur dannant les quatre eO'uleurse, a, b, c que nauscansj­
derans comme elementsd'un graupe abstrait (le graupe cap.nu
de Klein) satisfaisant aux relatians (2) il (9), e etant l'element
unite qui n'est prusutilisepour le 'cO'lO'riagedes aretes. Ay'ant
chaisi l'element (la c<?u!eur)d'une face initiale, naus 'passans il
une face vois'ine en multipliant cet element par l'element de
l'arete ,franchie- qui differe de'l'element unite; done la'cauleur
abtenue n'est pas lameme et les faces ont re<;udes cauleurs
differentes.--En continuant' ce pracede naus -pauvons cala1'ier
t6utes les faces'.Il faut montreI' qu'il n'y a pas de oontradictian
si l'onparvient, il une certaine face par deu:xchemiris diffe­
rents. Il est ais~ de voir .qu',j]n'y aura pas de cantradictionsi
le pradttit de tous leselemeilts a, b, c des aretes cO'upeespar.
les deu:xchemins est egal iLl'umte e et que cette conditipn est
neeessaire.

Afin d'etablir cetteegalite, nO'us nOtig appuy·allS sur le
lemmesuivant: -

Etant donne un 1'eseau cubiq:ue resaluble (c'est-iL-diread­
mettant le colariagede ses aretes par trais cauleurs), nous le
coupons par une: sudace fernieequi divise l'espace en deu:x
parties separees et nous 8upposans que_la sudace ne passe par
aucun sommet du reseau. Au:x paintsd'intersecf!ian naus attri­
buans les cO'uleursdes aretescO'upees. Saient n1, n2, na'les nom-­
bres des paintsd':iniers'ection de trois 0O'u1eur8differentes et N

, leur 'samme. Alors, les trais nambres ni, n2, na sont pairs au
impairsselan que leuI' somme N est paire au impaire.

POUl' demontrer celeinme, il suffit de remarquer que les
cycles alternatif8 formespar les a:tetes de deux cauleurs cou­
pant la surface en-nanibres. pairs de paints, ce qui donne les
cO'ngrU:c]fces(12), (13) et (14), d'oiI s'en suit la relatian _(l5) .et
fina;l,ement(16), ce qui eqlliva;ut il natre lemme.

Lorsqu'il s'agit d'un r~seauspherique, on peut remplacer
la surface fer:rrieepar uneoourbe fe1'mee sur la sphere <iui
divise lereseau d€lplayesuf la sphereen deme partiesseparees.

Les deux chemins dant naus avonsparle forment une telle
courbe, paurvu que.les ehemins ne se caupent pas. S'il se cau­
pent, on paurra les· decampaser en plusieurs caurbes fe·rmees
sansppints daubles. Lademonstration cherchee est maintenant
immediate, car, les al'etes calipees par lesdeu:x chemins auran t
les cauleurs a, b, c et en vertu du lemme demantre' les nambres
des facteurs a,b, cdu praduit ,des elements deces aretes .serant
tans pairs ou tous imllairs, ce quidanne toujours l'unite e en
vertu des relations (2), (6), (22).

•
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Quanta la demonstration de Wernicke, elle est effectl..lee
a I'aide d'un groupe de permutatioris qui est une realisation .du
groupe abstraitque nous utilisons. Le lemme demontre nous

.;·<l,permisd'eviter l~ procede de deformation continue qu'emploie
Wernicke pOUl'resserrer successiveme:qt.lacourbe fermeH a
un point. Ce lemme pourra etre employeaussi dans d'autres
recherches dans ce domaine. '"

La demonstration eIegarite d'Errera est plus 00urte et plus
simple, mais nous croyons que notreprocede. ec1aircit mieux le
rOlede la p~opriete topologique fond.amentale de lasphere, a -sa­
vmrqu'une courbe fermee divise la sphere en deux parties
separees.**) .

Quant amtreseaux irresolubles, nous donnons -" hors de
l'exempIe connu de"·Petersen (!ig. 1) -" .l'exemple d'un reseau
irresoluble a.18 somm.etsqui ne contient ni d[gones,ni triangIes,
ni-quadrilateres et qu'on on nepeut pasdeoomposeren de1,lX
parties separees en coup.antune, deuxou·trois aretes (fig. 2). i.

'!t) OoUoque mathema1;ioo:.physique du 26septembre 1945•
•• ) L'auteur atrouve sa demonstration avarit de connaltre celles- de

Wernicke et d'Errera .


