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PMF-MO

25.9.2023.

? This work was fully supported by the Croatian Science Foundation under the project 9752.
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Definicija
Neka je S skup od n + 1 simbola, npr. S = {∞, 1, 2, . . . , n}.
Roomov kvadrat reda n je n × n matrica M koja zadovoljava:

unosi u M su prazni ili sadrže dvočlane podskupove od S,
svaki dvočlani podskup od S pojavljuje se jednom u M,
elementi iz S pojavljuju se jednom u svakom retku i stupcu od M.

Primjer. ∞1 26 57 34
45 ∞2 37 16
27 56 ∞3 14

13 67 ∞4 25
36 24 17 ∞5

47 35 12 ∞6
15 46 23 ∞7

n je neparan, u svakom retku i stupcu ima n+1
2 punih i n−1

2 praznih polja
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V. Krčadinac (PMF-MO) Roomovi kvadrati 25.9.2023. 2 / 48



Definicija
Neka je S skup od n + 1 simbola, npr. S = {∞, 1, 2, . . . , n}.
Roomov kvadrat reda n je n × n matrica M koja zadovoljava:

unosi u M su prazni ili sadrže dvočlane podskupove od S,
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V. Krčadinac (PMF-MO) Roomovi kvadrati 25.9.2023. 6 / 48



Povijest
T. G. Room, A new type of magic square, Math. Gaz. 39 (1955), 307.
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Ekvivalentni objekti

Neka je G graf. Faktor od G je razapinjući podgraf (podgraf koji sadrži
sve vrhove). Ako je faktor regularan stupnja r , kažemo da je r -faktor.

Npr. 1-faktor je skup bridova koji nemaju zajednički vrh, a pokrivaju sve
vrhove, tj. savřseno sparivanje u grafu G.
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sve vrhove). Ako je faktor regularan stupnja r , kažemo da je r -faktor.
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Ekvivalentni objekti

Neka su L i M idempotentni simetrični latinski kvadrati reda n. Kažemo da
su L i M simetrično ortogonalni ako za sve x , y ∈ {1, . . . , n} postoji najvǐse
jedan par (i , j) ∈ {1, . . . , n}2, i ≤ j takav da je L(i , j) = x i M(i , j) = y .

Teorem.
Standardizirani Roomov kvadrat reda n ekvivalentan je s dva simetrično
ortogonalna latinska kvadrata reda n.
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Ekvivalentni objekti

Roomov kvadrat reda n ekvivalentan je s “round robin” turnirom za
n + 1 timova. Timovi igraju u n rundi na n lokacija. Pritom vrijedi:

svaki tim igra protiv svakog drugog tima točno jednom,
svaki tim igra točno jednu utakmicu u svakoj rundi,
svaki tim igra točno jednu utakmicu na svakoj lokaciji.

Lokacije

∞1 26 57 34
45 ∞2 37 16
27 56 ∞3 14

Runde 13 67 ∞4 25
36 24 17 ∞5

47 35 12 ∞6
15 46 23 ∞7
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Srodni objekti
Neka su L i M idempotentni simetrični latinski kvadrati reda n.
Kažemo da su L i M disjunktni ako za sve (i , j) ∈ {1, . . . , n}2,
i 6= j vrijedi L(i , j) 6= M(i , j).

Skup od d medusobno disjunktnih ISLS(n) sastoji se od najvǐse
d ≤ n − 2 latinskih kvadrata. Za d = n − 2 kažemo da je golfovski
dizajn.
D. F. Robinson, Constructing an annual round-robin tournament played
on neutral grounds, Math. Chronicle 10 (1981), 73–82.

Natječe se n golf klubova, svaki ima svoj teren.
Organiziraju godǐsnji turnir: sastaju se jednom na svakom terenu
i igraju svaki protiv svakog.
Klub na čijem se terenu sastanu ne igra. Ostali klubovi podijele se
u parove i igraju po jednu “utakmicu”. ⇒ n je neparan
Turnir zadajemo idempotentnim simetričnim latinskim kvadratom
reda n: reci i stupci su klubovi, a unosi teren na kojem igraju.
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dizajn.

D. F. Robinson, Constructing an annual round-robin tournament played
on neutral grounds, Math. Chronicle 10 (1981), 73–82.
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reda n: reci i stupci su klubovi, a unosi teren na kojem igraju.
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i 6= j vrijedi L(i , j) 6= M(i , j).
Skup od d medusobno disjunktnih ISLS(n) sastoji se od najvǐse
d ≤ n − 2 latinskih kvadrata. Za d = n − 2 kažemo da je golfovski
dizajn.
D. F. Robinson, Constructing an annual round-robin tournament played
on neutral grounds, Math. Chronicle 10 (1981), 73–82.

Natječe se n golf klubova, svaki ima svoj teren.
Organiziraju godǐsnji turnir: sastaju se jednom na svakom terenu
i igraju svaki protiv svakog.
Klub na čijem se terenu sastanu ne igra. Ostali klubovi podijele se
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Organiziraju godǐsnji turnir: sastaju se jednom na svakom terenu
i igraju svaki protiv svakog.
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Srodni objekti

Natjecanje se ponavlja iz godine u godinu. Cilj je da u n − 2
uzastopnih godina svaki par klubova igra jednom na svakom
“neutralnom terenu”.

 golfovski dizajn
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Srodni objekti

Teorem.
Golfovski dizajn reda n postoji ako i samo ako je n ≥ 3 neparan i n 6= 5.

W. D. Wallis, The problem of the hospitable golfers, Ars Combin. 15
(1983), 149–152.

L. Teirlinck, On the use of pairwise balanced designs and closure spaces in
the construction of structures of degree at least 3, Matematiche (Catania)
45 (1990), no. 1, 197–218.

C. J. Colbourn, G. Nonay, A golf design of order 11, J. Statist. Plann.
Inference 58 (1997), no. 1, 29–31.

Y. Chang, The existence spectrum of golf designs, J. Combin. Des. 15
(2007), no. 1, 84–89. (n = 41)
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Srodni objekti

Neka su L = {L1, . . . , Ln−2} i M = {M1, . . . ,Mn−2} golfovski dizajni
reda n. Kažemo da su ortogonalni ako su Li i Mi simetrično ortogonalni
za svaki i = 1, . . . , n − 2.

H. Lu, J. Chen, H. Cao, On a pair of orthogonal golf designs, Discrete
Math. 346 (2023), no. 8, Paper No. 113406, 6 pp.

Teorem.
Postoje ortogonalni golfovski dizajni reda n = 13, 15, 17 i svih redova
oblika n = 13m + 2.

Na par ortogonalnih golfovskih dizajna redan n možemo gledati kao na
maksimalni skup “medusobno disjunktnih” Roomovih kvadrata reda n.
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Egzistencija Roomovih kvadrata
n = 1: ∞1

Propozicija.
Ne postoji Roomov kvadrat reda n = 3.

∞1
∞2

∞3
12?

Propozicija.
Ne postoji Roomov kvadrat reda n = 5.

n = 7:

∞1 26 57 34
45 ∞2 37 16
27 56 ∞3 14

13 67 ∞4 25
36 24 17 ∞5

47 35 12 ∞6
15 46 23 ∞7
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V. Krčadinac (PMF-MO) Roomovi kvadrati 25.9.2023. 34 / 48



Egzistencija Roomovih kvadrata
n = 1: ∞1

Propozicija.
Ne postoji Roomov kvadrat reda n = 3.

∞1
∞2

∞3

12?

Propozicija.
Ne postoji Roomov kvadrat reda n = 5.

n = 7:

∞1 26 57 34
45 ∞2 37 16
27 56 ∞3 14

13 67 ∞4 25
36 24 17 ∞5

47 35 12 ∞6
15 46 23 ∞7
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Egzistencija Roomovih kvadrata

R. G. Stanton, R. C. Mullin, Construction of Room squares, Ann. Math.
Statist. 39 (1968), 1540–1548.

Neka je (G ,+) Abelova grupa reda n. Starter u G je particija od G \ {0}
u dvočlane podskupove S = {{x1, y1}, . . . , {xk , yk}} (n = 2k + 1) takva
da se medu razlikama ±(x1 − y1), . . . ,±(xk − yk) svaki element iz G \ {0}
pojavljuje točno jednom.

Adder za S je uredena k-torka A = (a1, . . . , ak) medusobno različitih
elemenata iz G \ {0} takva da je S + A = {{xi + ai , yi + ai} | i = 1, . . . , k}
takoder starter.

Teorem.
Ako u grupi reda n postoji starter S i odgovarajući adder A, onda postoji
Roomov kvadrat reda n.
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V. Krčadinac (PMF-MO) Roomovi kvadrati 25.9.2023. 35 / 48



Egzistencija Roomovih kvadrata

R. G. Stanton, R. C. Mullin, Construction of Room squares, Ann. Math.
Statist. 39 (1968), 1540–1548.

Neka je (G ,+) Abelova grupa reda n. Starter u G je particija od G \ {0}
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Adder za S je uredena k-torka A = (a1, . . . , ak) medusobno različitih
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V. Krčadinac (PMF-MO) Roomovi kvadrati 25.9.2023. 35 / 48



Egzistencija Roomovih kvadrata
Numeriramo elemente grupe G = {g1 = 0, g2, . . . , gn} i s njima
indeksiramo matricu M:

M(gi , gj) =


{∞, gi}, ako je i = j ,

{xm + gi , ym + gi}, ako je gi − gj = am ∈ A,

∅, ako gi − gj 6∈ A.

Tako dobijemo standardizirani Roomov kvadrat, koji je ciklički ako je G
ciklička grupa.

Npr. G = Z7 = {0, . . . , 6}, S = {{2, 3}, {4, 6}, {1, 5}}, A = (1, 2, 4) daju

∞0 15 46 23
34 ∞1 26 05
16 45 ∞2 03

02 56 ∞3 14
25 13 06 ∞4

36 24 01 ∞5
04 35 12 ∞6
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Egzistencija Roomovih kvadrata

Neka su S = {{xi , yi} | i = 1, . . . , k} i S ′ = {{x ′i , y ′i } | i = 1, . . . , k}
starteri. Budući da ±(xi − yi ) i ±(x ′i − y ′i ) pokrivaju G \ {0}, bez
smanjenja općenitosti možemo pretpostaviti xi − yi = x ′i − y ′i , ∀i .

Kažemo da su S i S ′ ortogonalni ako su elementi xi − x ′i = yi − y ′i ,
i = 1, . . . , k medusobno različiti i nisu 0.

Ako je S starter i A odgovarajući adder, onda su starteri S i S + A
ortogonalni.

Obrnuto, ako su S i S ′ ortogonalni starteri, onda postoji adder A takav
da je S ′ = S + A.

Teorem.
Ako u grupi reda n postoje dva ortogonalna startera, onda postoji
Roomov kvadrat reda n.
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smanjenja općenitosti možemo pretpostaviti xi − yi = x ′i − y ′i , ∀i .
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smanjenja općenitosti možemo pretpostaviti xi − yi = x ′i − y ′i , ∀i .
Kažemo da su S i S ′ ortogonalni ako su elementi xi − x ′i = yi − y ′i ,
i = 1, . . . , k medusobno različiti i nisu 0.

Ako je S starter i A odgovarajući adder, onda su starteri S i S + A
ortogonalni.

Obrnuto, ako su S i S ′ ortogonalni starteri, onda postoji adder A takav
da je S ′ = S + A.

Teorem.
Ako u grupi reda n postoje dva ortogonalna startera, onda postoji
Roomov kvadrat reda n.
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Egzistencija Roomovih kvadrata

R. G. Stanton, R. C. Mullin, Construction of Room squares, Ann. Math.
Statist. 39 (1968), 1540–1548.

Horton, Mullin, Nemeth, Stanton, Wallis. . .

W. D. Wallis, A. Penfold Street, J. Seberry Wallis, Combinatorics: Room
squares, sum-free sets, Hadamard matrices, Springer-Verlag, 1972.

Pokriveni svi neparni redovi osim n = 257.

W. D. Wallis, A Room square of side 257, Congr. Numer. 8 (1973), 533.

J. F. Dillon, R. A. Morris, A skew Room square of side 257, Utilitas Math.
4 (1973), 187–192.

Teorem.
Roomov kvadrat reda n postoji ako i samo ako je n neparan i n 6= 3, 5.
Za iste redove postoje i antisimetrični Roomovi kvadrati.
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V. Krčadinac (PMF-MO) Roomovi kvadrati 25.9.2023. 38 / 48



Vǐsedimenzionalne Roomove kocke
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Vǐsedimenzionalne Roomove kocke

Roomova d-dimenzionalna kocka je n × · · · × n matrica s unosima koji su
prazni ili dvočlani podskupovi od {∞, 1, 2, . . . , n} takva da je projekcija
na bilo koje dvije koordinate Roomov kvadrat.

Kocka simetričnih dizajna je v × · · · × v matrica s unosima {0, 1} takva
da je bilo koja 2-dimenzionalna “šnita” incidencijska matrica simetričnog
(v , k, λ) dizajna.

Prava d-dimenzionalna Hadamardova matrica je n × · · · × n matrica s
unosima {−1, 1} takva da je bilo koja 2-dim. “šnita” Hadamardova.

(Neprava) d-dimenzionalna Hadamardova matrica je n × · · · × n matrica
s unosima {−1, 1} takva da su bilo koja dva (d − 1)-dimenzionalna
paralelna sloja medusobno ortogonalna.
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V. Krčadinac (PMF-MO) Roomovi kvadrati 25.9.2023. 40 / 48
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Vǐsedimenzionalne Roomove kocke

Teorem.
Roomova d-kocka reda n ekvivalentna je s:

d medusobno ortogonalnih faktorizacija potpunog grafa Kn+1,
d u parovima simetrično ortogonalnih ISLS(n).

Teorem.
Ako u grupi reda n postoji d medusobno ortogonalnih startera, onda
postoji Roomova d-kocka reda n.

ν(n) = najveći d takav da postoji Roomova d-kocka reda n
= najveći d takav da postoji d ortogonalnih faktorizacija od Kn+1

= najveći d takav da postoji d simetrično ortogonalnih ISLS(n)
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Vǐsedimenzionalne Roomove kocke

Propozicija.

ν(n) ≤ n − 2

Hipoteza (W. D. Wallis): ν(n) ≤ 1
2 (n − 1)

J. H. Dinitz, Room squares, u: The Handbook of Combinatorial Designs,
Second Edition (urednici C. J. Colbourn i J. H. Dinitz), CRC Press, 2007.,
str. 584–590.

590 Room Squares VI.50

50.47 Example [730] The unique set of four pairwise orthogonal 1-factorizations of K10

(Room 4-cube of side 9).

F1 F2 F3 F4

01 23 45 67 89 01 29 36 48 57 01 26 39 47 58 01 25 34 68 79

02 13 46 58 79 02 15 34 69 78 02 14 37 56 89 02 18 35 49 67

03 12 47 59 68 03 16 28 45 79 03 17 25 48 69 03 15 27 46 89

04 16 25 39 78 04 17 26 35 89 04 18 27 36 59 04 13 28 57 69

05 18 24 37 69 05 14 27 39 68 05 19 28 34 67 05 16 29 38 47

06 19 27 35 48 06 12 37 39 58 06 15 24 38 79 06 14 23 59 78

07 15 28 36 49 07 19 25 38 46 07 13 29 45 68 07 12 39 48 56

08 17 29 34 56 08 13 24 59 67 08 16 23 49 67 08 19 26 37 45

09 14 26 38 57 09 18 23 47 56 09 12 35 46 78 09 17 24 36 58

50.48 Theorem ν(2n− 1) → ∞ for n → ∞.

50.49 Theorem For every odd n ≥ 3, ν(n) ≤ n− 2, and if n ≥ 17, then ν(n) ≥ 5.

50.50 Theorem If q = 2kt+ 1 is a prime power with t odd, then ν(q) ≥ t.

50.51 Table (see [725]) Lower bounds for ν(n).

n ν(n) ≥ n ν(n) ≥ n ν(n) ≥ n ν(n) ≥
1 = ∞ 27 13 53 17 79 39
3 = 1 29 13 55 5 81 5
5 = 1 31 15 57 5 83 41
7 = 3 33 5 59 29 85 5
9 = 4 35 5 61 21 87 5
11 5 37 15 63 5 89 11
13 5 39 5 65 5 91 5
15 4 41 9 67 33 93 5
17 5 43 21 69 5 95 5
19 9 45 5 71 35 97 5
21 5 47 23 73 9 99 5
23 11 49 5 75 5 101 31
25 7 51 5 77 5 103 51

See Also
§VI.29 Howell designs are generalizations of Room squares.
§VI.51 Room squares give a schedule of play for a round robin tourna-

ment.
§VI.55 Starters are used to construct Room squares.
§VII.5 A connection with 1-factorizations is given by Theorem 50.10.

[725] A broad survey of Room squares with an extensive bibliography.
This reference contains much of the information in this chapter.

[2110] A textbook dealing with Room squares.
[84] A survey of orthogonal factorizations.

References Cited: [84,480,713,716,725,726,727,729,730,757,885,1387,1390,1447,2110,2201]
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Vǐsedimenzionalne Roomove kocke

Propozicija.

ν(n) ≤ n − 2

Hipoteza (W. D. Wallis): ν(n) ≤ 1
2 (n − 1)

J. H. Dinitz, Room squares, u: The Handbook of Combinatorial Designs,
Second Edition (urednici C. J. Colbourn i J. H. Dinitz), CRC Press, 2007.,
str. 584–590.

590 Room Squares VI.50

50.47 Example [730] The unique set of four pairwise orthogonal 1-factorizations of K10

(Room 4-cube of side 9).

F1 F2 F3 F4

01 23 45 67 89 01 29 36 48 57 01 26 39 47 58 01 25 34 68 79

02 13 46 58 79 02 15 34 69 78 02 14 37 56 89 02 18 35 49 67

03 12 47 59 68 03 16 28 45 79 03 17 25 48 69 03 15 27 46 89

04 16 25 39 78 04 17 26 35 89 04 18 27 36 59 04 13 28 57 69

05 18 24 37 69 05 14 27 39 68 05 19 28 34 67 05 16 29 38 47

06 19 27 35 48 06 12 37 39 58 06 15 24 38 79 06 14 23 59 78

07 15 28 36 49 07 19 25 38 46 07 13 29 45 68 07 12 39 48 56

08 17 29 34 56 08 13 24 59 67 08 16 23 49 67 08 19 26 37 45

09 14 26 38 57 09 18 23 47 56 09 12 35 46 78 09 17 24 36 58

50.48 Theorem ν(2n− 1) → ∞ for n → ∞.

50.49 Theorem For every odd n ≥ 3, ν(n) ≤ n− 2, and if n ≥ 17, then ν(n) ≥ 5.

50.50 Theorem If q = 2kt+ 1 is a prime power with t odd, then ν(q) ≥ t.

50.51 Table (see [725]) Lower bounds for ν(n).

n ν(n) ≥ n ν(n) ≥ n ν(n) ≥ n ν(n) ≥
1 = ∞ 27 13 53 17 79 39
3 = 1 29 13 55 5 81 5
5 = 1 31 15 57 5 83 41
7 = 3 33 5 59 29 85 5
9 = 4 35 5 61 21 87 5
11 5 37 15 63 5 89 11
13 5 39 5 65 5 91 5
15 4 41 9 67 33 93 5
17 5 43 21 69 5 95 5
19 9 45 5 71 35 97 5
21 5 47 23 73 9 99 5
23 11 49 5 75 5 101 31
25 7 51 5 77 5 103 51

See Also
§VI.29 Howell designs are generalizations of Room squares.
§VI.51 Room squares give a schedule of play for a round robin tourna-

ment.
§VI.55 Starters are used to construct Room squares.
§VII.5 A connection with 1-factorizations is given by Theorem 50.10.

[725] A broad survey of Room squares with an extensive bibliography.
This reference contains much of the information in this chapter.

[2110] A textbook dealing with Room squares.
[84] A survey of orthogonal factorizations.

References Cited: [84,480,713,716,725,726,727,729,730,757,885,1387,1390,1447,2110,2201]
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04 16 25 39 78 04 17 26 35 89 04 18 27 36 59 04 13 28 57 69

05 18 24 37 69 05 14 27 39 68 05 19 28 34 67 05 16 29 38 47

06 19 27 35 48 06 12 37 39 58 06 15 24 38 79 06 14 23 59 78

07 15 28 36 49 07 19 25 38 46 07 13 29 45 68 07 12 39 48 56

08 17 29 34 56 08 13 24 59 67 08 16 23 49 67 08 19 26 37 45

09 14 26 38 57 09 18 23 47 56 09 12 35 46 78 09 17 24 36 58

50.48 Theorem ν(2n− 1) → ∞ for n → ∞.

50.49 Theorem For every odd n ≥ 3, ν(n) ≤ n− 2, and if n ≥ 17, then ν(n) ≥ 5.

50.50 Theorem If q = 2kt+ 1 is a prime power with t odd, then ν(q) ≥ t.

50.51 Table (see [725]) Lower bounds for ν(n).

n ν(n) ≥ n ν(n) ≥ n ν(n) ≥ n ν(n) ≥
1 = ∞ 27 13 53 17 79 39
3 = 1 29 13 55 5 81 5
5 = 1 31 15 57 5 83 41
7 = 3 33 5 59 29 85 5
9 = 4 35 5 61 21 87 5
11 5 37 15 63 5 89 11
13 5 39 5 65 5 91 5
15 4 41 9 67 33 93 5
17 5 43 21 69 5 95 5
19 9 45 5 71 35 97 5
21 5 47 23 73 9 99 5
23 11 49 5 75 5 101 31
25 7 51 5 77 5 103 51

See Also
§VI.29 Howell designs are generalizations of Room squares.
§VI.51 Room squares give a schedule of play for a round robin tourna-

ment.
§VI.55 Starters are used to construct Room squares.
§VII.5 A connection with 1-factorizations is given by Theorem 50.10.

[725] A broad survey of Room squares with an extensive bibliography.
This reference contains much of the information in this chapter.

[2110] A textbook dealing with Room squares.
[84] A survey of orthogonal factorizations.

References Cited: [84,480,713,716,725,726,727,729,730,757,885,1387,1390,1447,2110,2201]
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Vǐsedimenzionalne Roomove kocke

Teorem.
Ako je q = 2k · t + 1 prim potencija i t neparan, onda je ν(q) ≥ t.

Teorem.
Za sve n ≥ 7 vrijedi ν(n) ≥ 3.

Teorem.
Za sve n ≥ 17 vrijedi ν(n) ≥ 5.

Teorem.
Vrijedi lim

k→∞
ν(2k + 1) =∞.
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Fanova kocka
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Projekcijska Fanova kocka
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Projekcijska Fanova kocka

Pitanja

1 Može li se to napraviti za dimenzije d > 3?

2 Može li se to napraviti od bilo kojeg diferencijskog skupa?

3 Postoje li nediferencijske projekcijske kocke?

4 Postoje li “prave Roomove kocke” kod kojih su sve šnite
Roomovi kvadrati?
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Kraj

Hvala na pažnji!
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