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Pojmovi

Ponavljanje pojmova iz prethodnog seminara

• konačan projektivni prostor PG(n, q)

• projektivna ravnina i projektivni prostor parnog reda

• ovoid u PG(3, q)

• oval u PG(2, q)

• hiperoval, nukleus

Klasifikacija ovoida u projektivnom prostoru parnog reda?
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Dosadašnji rezultati

Teorem (Fellegora, 1962.)

Ovoidi u PG(3, 4) su eliptične kvadrike.

Ovoidi u PG(3, 8) su eliptične kvadrike i Titsovi ovoidi.

Teorem (O’Keefe, Penttila, 1990., 1992.)

Ovoidi u PG(3, 16) su eliptične kvadrike.

Teorem (O’Keefe, Penttila, Royle, 1994.)

Ovoidi u PG(3, 32) su eliptične kvadrike i Titsovi ovoidi.

Teorem (Penttila, 2022.)

Ovoidi u PG(3, 64) su eliptične kvadrike.
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Svodenje na problem projektivne ravnine

Teorem ekvivalenta u ravnini

(Glynn 1997., Penttila, 1999.)

• dva ovala kompatibilna u točki

Korolar

Neka je O oval u PG(2, q). Ako se oval ekvivalentan s O

pojavljuje kao presjek sekantne ravnine ovoida, tada za svaku

točku P projektivne ravnine koja nije nukleus ovala O postoji

oval u projektivnoj ravnini koji je kompatibilan s O u točki P .
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Svodenje na problem projektivne ravnine

• oval-točka par

• skup parametara L lokalnih sekanti

• dva oval-točka para se podudaraju

Teorem

Neka su (O1, P1) i (O2, P2) dva oval-točka para sa skupovima

parametara lokalnih sekanti L1 i L2.

Vrijedi: (∃g ∈ PΓL(3, q), P2 7→ P1) gO2 kompatibilan s O1 u

točki P1 ako i samo ako (∃g′ ∈ AΓL(1, q)) g′(L2) = Fq \ L1.
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Redukcija problema - hiperovali

• ispitujemo podudaranja oval-točka parova

• reduciramo problem - neizomorfni ovali

• klasifikacija hiperovala

• Segre 1955. - konike su jedini ovali u projektivnim

ravninama neparnog reda
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Hiperovali

Teorem

Hiperoval u projektivnoj ravnini PG(2, q), q > 2 paran, koji

sadrži fundamentalni četverokut (0 : 0 : 1), (0 : 1 : 0),

(1 : 0 : 0), (1 : 1 : 1) možemo zapisati kao

{(0 : 0 : 1), (0 : 1 : 0)} ∪ {(1 : t : f(t)) | t ∈ Fq},

gdje je f permutacija konačnog polja Fq takav da je f(0) = 0,

f(1) = 1 i deg f ≤ q − 2.

Definicija

o-polinom hiperovala
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Hiperovali

Poznato je 11 beskonačnih klasa hiperovala i jedan sporadični

primjer u PG(2, 32) (O’Keefe, Penttila 1990.)

Klasificirani hiperovali u PG(2, 16) (Hall 1975., O’Keefe,

Penttila 1990.):

naziv f(x)

regularan x2

Lunelli-Sce x12 + x10 + ω11x8 + x6 + ω2x4 + ω9x2

gdje je ω primitivni korijen koji zadovoljava ω4 − ω + 1 = 0.
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Hiperovali

Klasificirani hiperovali u PG(2, 32) (Penttila, Royle 1994.):

naziv f(x)

regularan x2

translacijski x4

Segre x6

Payne x6 + x16 + x26

Cherowitzo x8 + x10 + x28

O’Keefe-Penttila OKP (x)

OKP (x) = x4 + ω11x6 + ω20x8 + ω11x10 + ω6x12 + ω11x14

+ x16 + ω11x18 + ω20x20 + ω11x22 + ω6x24

+ ω11x26 + x28

gdje je ω primitivni korijen koji zadovoljava ω5 − ω − 1 = 0
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Hiperovali

Klasificirani hiperovali u PG(2, 64) (Vandendriessche, 2019.):

naziv f(x)

regularan x2

Adelaide . . .

Subiaco I . . .

Subiaco II . . .
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Hiperovali

Poznati hiperovali u PG(2, 128):

naziv f(x)

regularan x2

translacijski II x4

translacijski III x8

Segre x6

Glynn II x20

Payne x22 + x64 + x106

Cherowitzo x16 + x18 + x52

Subiaco III . . .
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Implementacija hiperovala

GAP implementacija

[ Zero(GF(q)), Zero(GF(q)), One(GF(q))]

[ Zero(GF(q)), One(GF(q)), Zero(GF(q))]

[ One(GF(q)), x, o-polynomial(x)]

ProjectiveSpace( dimenzija, red-polja );

VectorSpaceToElement( proj-ravnina, koord-tocke );
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Redukcija problema - ovali

• ovali od hiperovala

• neizomorfni ovali

• stabilizator hiperovala

• orbite stabilizatora na točkama hiperovala

• 4-lukovi hiperovala

• dijagonalni broj uz svaku točku hiperovala

• bipartitni graf, GRAPE paket

• nauty za grupu automorfizama
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Ovali

Brojevi orbita za hiperovale u PG(2, 32):

naziv broj orbita

regularan 2

translacijski 3

Segre 2

Payne 6

Cherowitzo 10

O’Keefe-Penttila 12

Ukupno neizomorfnih ovala: 35
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Ovali

Brojevi orbita za hiperovale u PG(2, 64):

naziv broj orbita

regularan 2

Adelaide 3

Subiaco I 6

Subiaco II 8

Ukupno neizomorfnih ovala: 19
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Ovali

Brojevi orbita za poznate hiperovale u PG(2, 128):

naziv broj orbita

regularan 2

translacijski II 3

translacijski III 3

Segre 4

Glynn II 2

Payne 12

Cherowitzo 22

Subiaco III 12

Ukupno barem neizomorfnih ovala: 60
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Redukcija problema - podudaranja oval-točka parova

• oval-točka parovi

• stabilizator ovala u projektivnoj ravnini

• orbite na točkama koje nisu na ovalu niti su njegov nukleus

• bipartitni graf od ranije

• redukcija
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Paraleliziranje

Paralelni procesi za svaki oval:
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Paraleliziranje

Paralelni procesi za svaki oval:

Pomoćne funkcije u ∼/.gap/gaprc
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Podudaranja oval-točka parova

Broj reduciranih oval-točka parova

• za PG(2, 32): 22144

• za PG(2, 64): 45107

• za PG(2, 128) barem: 661831

Podudaranja oval-točka parova:

• skup parametara lokalnih sekanti

• postoji li g ∈ AΓL(1, q) takav da je gL2 = Fq \ L1?

• reprezentant skupa parametara obzirom na AΓL(1, q)

(leksikografski najmanji u orbiti)

• dva oval-točka para se podudaraju ako Fq \ L1 i L2 imaju

istog reprezentanta

20/24



Podudaranja oval-točka parova

Podudaranja oval-točka parova:

• redukcija skupova parametara

• za PG(2, 32): 10894

• za PG(2, 64): 22546

• za PG(2, 128) barem: 305901

• računanje reprezentanata svakog skupa parametara

• reprezentant od Fq \ L1 je leksikografski najveći element

orbite od L1

• paraleliziranje
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Rezultati izračuna

Ovali za koje se svaki oval-točka par podudara s nekim ovalom:

• u PG(2, 32) to su regularni i translacijski ovali, za sve

ostale ovale to ne vrijedi (O’Keefe, Penttila, Royle 1994.)

• u PG(2, 64) to su regularni ovali, za sve ostale ovale to ne

vrijedi (Penttila 2022.)

• u PG(2, 128) to su regularni, translacijski II i translacijski

III ovali, za sve ostale poznate ovale to ne vrijedi (Nakić,

Martinović)

22/24



Rezultati izračuna

Definition

Oval u projektivnoj ravnini PG(2, q), q paran, je translacijski

oval, ako je oval izomorfan ovalu

{(0 : 0 : 1)} ∪ {(1 : t : f(t)) | t ∈ Fq},

gdje je f generator grupe Aut(Fq).

Teorem (Penttila, Praeger, 1997.)

Ovoid u PG(3, q), q paran, q ̸= 2, neka je π sekantna ravnina

ovoida te neka je te presjek sekantne ravnine π i ovoida

translacijski oval s osi l. Tada je dani ovoid je eliptična

kvadrika ili Titsov ovoid ako i samo ako su svi presjeci

sekantnih ravnina iz jata ovoida s nosačem l translacijski ovali.
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Rezultati izračuna

Zaključak:

• u PG(2, 32) postoje samo eliptične kvadrike i Titsovi ovoidi

(O’Keefe, Penttila, Royle 1994.)

• u PG(2, 64) postoje samo eliptične kvadrike

(Penttila 2022.)

• u PG(2, 128) znamo da postoje eliptične kvadrike i Titsovi

ovoidi (ne znamo jesu li to svi)

Zaključni komentari na program

• parallel processing, HPC-GAP, LSP za GAP, GAP

Workspace, gaprc, koje su najbolje prakse pri kodiranju u

GAP-u, GitHub
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Hvala na pažnji
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