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V. Krčadinac (PMF, Zagreb) Asocijacijske sheme 13.4.2023. 1 / 38



Kratka povijest asocijacijskih shema

Asocijacijske sheme (statističari, 1950-e)
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Što je asocijacijska shema?

Coherent configurations

A. E. Brouwer

Abstract

Definition and a few examples.

0.1 Relations

A coherent configuration is a finite set X (of points) together with a collection
R = {Ri | i ∈ I} of nonempty binary relations on X, satisfying the following
four conditions:

(i) R is a partition of X × X, that is, any ordered pair of points is in a
unique relation Ri.

(ii) There is a subset H of the index set I such that {Rh | h ∈ H} is a
partition of the diagonal {(x, x) | x ∈ X}.

(iii) For each Ri, its converse {(y, x) | (x, y) ∈ Ri} is also one of the relations
in R, say, Ri′ .

(iv) For i, j, k ∈ I and (x, y) ∈ Rk, the number of z ∈ X such that (x, z) ∈ Ri

and (z, y) ∈ Rj is a constant pkij that does not depend on the choice of x, y.

Coherent configurations were introduced by Higman in order to ‘do group theory
without groups’, see example (ii) below.

The number |I| of relations is called the rank of the coherent configuration.

From (ii) we get a partition of X into sets Xh (h ∈ H) called fibers, defined by
Rh = {(x, x) | x ∈ Xh} for h ∈ H. It follows from (iv) that for any i ∈ I we
have Ri ⊆ Xs×Xt for certain fibers Xs, Xt. Consequently, any subset H0 of H
determines a sub-cc with point set

⋃
h∈H0

Xh.

0.2 Matrices

Let Ai be the adjacency matrix of Ri, defined by (Ai)xy = 1 if (x, y) ∈ Ri and
(Ai)xy = 0 otherwise. In terms of the Ai the above definition becomes: The Ai

(i ∈ I) are nonzero 0-1 matrices with rows and columns indexed by X such that
(i)
∑

i∈I Ai = J , where J is the all-1 matrix.
(ii)

∑
h∈H Ah = I, where I is the identity matrix.

(iii) (Ai)
> = Ai′ for i ∈ I.

(iv) AiAj =
∑

k p
k
ijAk.

0.3 The adjacency algebra

By (iv) above, the matrices Ai form the basis for an |I|-dimensional algebra A
(over an arbitrary field F ) called the (F -)adjacency algebra. The algebra A is
closed for both matrix multiplication and Hadamard (entrywise) multiplication.

1
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Regularni grafovi

Graf je regularan ako su svi vrhovi istog stupnja.

Snark je netrivijalan 3-regularan graf s bridno kromatskim brojem 4.

Primjeri:

Regularan graf stupnja k i struka g s najmajim mogućim brojem vrhova
zove se (k, g)-rešetka (eng. cage).
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zove se (k, g)-rešetka (eng. cage).

Primjeri:
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zove se (k, g)-rešetka (eng. cage).

Primjeri:
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Regularni grafovi

G. Erskine, J. Tuite, Small graphs and hypergraphs of given degree and girth,
Electron. J. Combin. 30 (2023), no. 1, P1.57.

G. Exoo, R. Jajcay, Dynamic cage survey, Electron. J. Combin. DS16 (2008),
Dynamic Surveys, 48 pp.

Jako regularan graf s parametrima (v , k, λ, µ) ima v vrhova, k-regularan
je i svaka dva vrha imaju λ zajedničkih susjeda ako su susjedni, a ako
nisu susjedni imaju µ zajedničkih susjeda.

Primjeri:

(10, 3, 0, 1) (16, 6, 2, 2)
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Jako regularni grafovi

R. C. Bose, Strongly regular graphs, partial geometries and partially
balanced designs, Pacific J. Math. 13 (1963), 389–419.

A. E. Brouwer, H. Van Maldeghem, Strongly regular graphs, Cambridge
University Press, 2022.

As pointed out in the preface, this is a book the mathematics
world has long been waiting for. Famous predecessors such as
Delsarte’s thesis on association schemes, Bannai’s book on alge-
braic combinatorics and the monograph by Brouwer, Cohen, and
Neumaier on distance regular graphs did not exactly address the
topic of strongly regular graphs.

—Ulrich Tamm, MathSciNet
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Jako regularni grafovi

Teorem.
Povezan graf G 6= Kv je jako regularan s parametrima (v , k, λ, µ) ako
i samo ako ima točno tri svojstvene vrijednosti θ0 = k, θ1 i θ2. U tom
slučaju vrijedi λ = k + θ1 + θ2 + θ1θ2 i µ = k + θ1θ2.

V. Krčadinac, A new partial geometry pg(5, 5, 2), J. Combin. Theory
Ser. A 183 (2021), Paper No. 105493.

M. Abreu, M. Funk, V. Krčadinac, D. Labbate, Strongly regular
configurations, Des. Codes Cryptogr. 90 (2022), no. 8, 1881–1897.

V. Krčadinac, R. Vlahović, New quasi-symmetric designs by the Kramer-
Mesner method, Discrete Math. 339 (2016), no. 12, 2884–2890.

V. Krčadinac, R. Vlahović Kruc, Quasi-symmetric designs on 56 points,
Adv. Math. Commun. 15 (2021), no. 4, 633–646.
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Distancijsko regularni grafovi
Povezan jako regularan graf ima dijametar d = 2.

Neka je G povezan graf dijametra d i x jedan njegov vrh. Skup svih vrhova
na udaljenosti i od x označavamo Vi (x) := {y ∈ V (G) | d(x , y) = i}.

Particija skupa vrhova: V (G) = V0(x) ∪ V1(x) ∪ · · · ∪ Vd (x).

Za G kažemo da je distancijsko regularan ako broj |Vi (x) ∩ Vj(y)| ovisi
samo o i , j te udaljenosti d(x , y), a ne o izboru vrhova x , y ∈ V (G).

Za G kažemo da je distancijsko tranzitivan ako za svaka dva para vrhova
(x1, x2) i (y1, y2) na istoj udaljenosti d(x1, x2) = d(y1, y2) postoji
automorfizam α ∈ Aut(Γ) takav da je α(x1) = y1 i α(x2) = y2.

Teorem.
Distancijsko tranzitivni grafovi su distancijsko regularni, ali obrat ne vrijedi.

Najmanji protuprimjer: Shrikhandeov jako regularni graf (16, 6, 2, 2).

V. Krčadinac (PMF, Zagreb) Asocijacijske sheme 13.4.2023. 12 / 38



Distancijsko regularni grafovi
Povezan jako regularan graf ima dijametar d = 2.

Neka je G povezan graf dijametra d i x jedan njegov vrh. Skup svih vrhova
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Distancijsko regularni grafovi

Teorem.
Povezan graf je jako regularan ako i samo ako je distancijsko regularan
dijametra d = 2.

Primjer: poligoni (n-terokuti) su familija distancijsko regularnih grafova
neomedenog dijametra d = bn

2c.

Generalizirani n-terokuti (Jacques Tits, 1959.) su klasa incidencijskih
geometrija s analognim svojstvom kao parcijalne geometrije: graf
kolinearnosti je distancijsko regularan. Medutim, po Feit-Higmanovu
teoremu je n ∈ {2, 3, 4, 6, 8} i dijametar tih grafova je omeden.
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Distancijsko regularni grafovi
E. R. van Dam, J. H. Koolen, H. Tanaka, Distance-regular graphs,
Electron. J. Combin. DS22 (2016), Dynamic Surveys, 156 pp.

Klasične familije distancijsko regularnih grafova neomedenog dijametra:
D b α β

Johnson graph J(n,D), n > 2D D 1 1 n−D
Grassmann graph Jq(n,D), n > 2D; D q q qn−D+1−1

q−1
− 1

twisted Grassmann graph (n = 2D + 1)
Hamming graph H(D, e); D 1 0 e− 1
Doob graph (e = 4)
Halved Cube 1

2
H(n, 2) bn

2
c 1 2 2dn

2
e − 1

Bilinear forms graph Bil(D × e, q), D q q − 1 qe − 1
D 6 e
Alternating forms graph Alt(n, q), bn

2
c q2 q2 − 1 qm − 1

m = 2dn
2
e − 1

Hermitian forms graph Her(D, q2) D −q −q − 1 −(−q)D − 1
Quadratic forms graph Qua(n, q), bn+1

2
c q2 q2 − 1 qm − 1

m = 2bn
2
c+ 1

Dual polar graph; D q 0 qe

Hemmeter graph (e = 0);
2A2D−1(

√
q) also: D −√q √

q
1+
√
q

1−√q
√
q

1+(−√q)D
1−√q

Half dual polar graph Dn,n(q), bn
2
c q2 q2 + q qm+1−1

q−1
− 1

m = 2dn
2
e − 1;

Ustimenko graph

Table 1: Classical parameters of families of distance-regular graphs with unbounded di-
ameter

the electronic journal of combinatorics (2016), #DS22 24

V. Krčadinac (PMF, Zagreb) Asocijacijske sheme 13.4.2023. 14 / 38



Distancijsko regularni grafovi
Neka je G distancijsko regularan graf dijametra d . Skup vrhova od G
označimo X = V (G), a broj vrhova n = |X |.

Za i = 0, . . . , d , neka je Gi graf s istim skupom vrhova X u kojem su
x , y ∈ X susjedni ako i samo ako je dG(x , y) = i .
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označimo X = V (G), a broj vrhova n = |X |.

Za i = 0, . . . , d , neka je Gi graf s istim skupom vrhova X u kojem su
x , y ∈ X susjedni ako i samo ako je dG(x , y) = i .
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označimo X = V (G), a broj vrhova n = |X |.

Za i = 0, . . . , d , neka je Gi graf s istim skupom vrhova X u kojem su
x , y ∈ X susjedni ako i samo ako je dG(x , y) = i .
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V. Krčadinac (PMF, Zagreb) Asocijacijske sheme 13.4.2023. 22 / 38



Asocijacijske sheme

Asocijacijska shema s d klasa sastoji se od grafova G0,G1, . . . ,Gd sa
zajedničkim n-članim skupom vrhova X takvih da vrijedi:

G0 je graf koji sadrži sve petlje i nema drugih bridova.

G1, . . . ,Gd čine particiju potpunog grafa Kn.
Za svaki brid {x , y} u G`, broj vrhova z takvih da je {x , z} brid u Gi ,
a {z , y} brid u Gj ovisi samo o indeksima i , j , `. Označavamo ga p`

ij
i zovemo presječnim brojem sheme.

Za vrhove x , y takve da je {x , y} brid u Gi kažemo da su i-asocirani.

Grafovi koji čine asocijacijsku shemu su regularni: Gi je stupnja ni = p0
ii .

Neka su A0, . . . ,Ad matrice susjedstva grafova G0, . . . ,Gd . To su
simetrične {0, 1}-matrice tipa n × n. Ekvivalentnu definiciju asocijacijske
sheme dobivamo prevodenjem zahtjeva na jezik matrica.
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i zovemo presječnim brojem sheme.

Za vrhove x , y takve da je {x , y} brid u Gi kažemo da su i-asocirani.
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V. Krčadinac (PMF, Zagreb) Asocijacijske sheme 13.4.2023. 23 / 38



Asocijacijske sheme

Asocijacijska shema s d klasa sastoji se od grafova G0,G1, . . . ,Gd sa
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i zovemo presječnim brojem sheme.

Za vrhove x , y takve da je {x , y} brid u Gi kažemo da su i-asocirani.
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Asocijacijske sheme



0 1 2 3 4 4 3 2 1
1 0 1 2 3 4 4 3 2
2 1 0 1 2 3 4 4 3
3 2 1 0 1 2 3 4 4
4 3 2 1 0 1 2 3 4
4 4 3 2 1 0 1 2 3
3 4 4 3 2 1 0 1 2
2 3 4 4 3 2 1 0 1
1 2 3 4 4 3 2 1 0


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Asocijacijske sheme

A0 =


1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1



A1 =


0 1 0 0 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1
1 0 0 0 0 0 0 1 0

 A2 =


0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0



A3 =


0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0

 A4 =


0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0


V. Krčadinac (PMF, Zagreb) Asocijacijske sheme 13.4.2023. 26 / 38



Asocijacijske sheme
Asocijacijska shema s d klasa sastoji se od simetričnih {0, 1}-matrica
A0, . . . ,Ad tipa n × n takvih da vrijedi:

A0 = I (jedinična matrica).

A0 + . . .+ Ad = J (matrica popunjena jedinicama).

Ai · Aj =
d∑̀
=0

p`
ijA`, za sve i , j ∈ {0, . . . , d}.

Zbog simetričnosti i trećeg svojstva, vrijedi komutativnost Ai ·Aj = Aj ·Ai .

Potprostor 〈A0, . . . ,Ad〉 od Mn(R) je komutativna algebra s jedinicom,
koju zovemo Bose-Mesnerovom algebrom sheme.

Budući da su matrice A0, . . . ,Ad simetrične i komutiraju, možemo ih
simultano dijagonalizirati. Neka su pi (j), j = 0, . . . , d svojstvene
vrijednosti matrice Ai s kratnostima redom m0, . . . ,md , a E0, . . . ,Ed
matrice ortogonalnih projekcija na odgovarajuće svojstvene potprostore.
To je još jedna baza Bose-Mesnerove algebre.
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Dualnost u Bose-Mesnerovoj algebri

{A0, . . . ,Ad} je baza
Schurovih idempotenta

Ai ◦ Aj =
{

Ai , i = j
0, inače

A0 = I
d∑

i=0
Ai = J

Ai · Ej = pi (j) Ej

Ai =
d∑

j=0
pi (j)Ej

Ai · Aj =
d∑̀
=0

p`
ijA`

{E0, . . . ,Ed} je baza
glavnih idempotenta

Ei · Ej =
{

Ei , i = j
0, inače

E0 = 1
n J

d∑
i=0

Ei = I

Ei ◦ Aj = 1
n qi (j) Aj

Ei = 1
n

d∑
j=0

qi (j)Aj

Ei ◦ Ej = 1
n

d∑
`=0

q`
ijE`
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P- i Q-polinomijalne asocijacijske sheme

Neka grafovi G0, . . . ,Gd čine asocijacijsku shemu i neka su A0, . . . ,Ad
odgovarajuće matrice susjedstva. Ako je neki od grafova dijametra d ,
recimo G1, onda mora biti distancijsko regularan, a ostali grafovi
(u prikladnom poretku) nastaju od metrike u G1. Takve asocijacijske
sheme zovemo metričkim.

Primjer: asocijacijska shema grupe Z2 × Z2 nije metrička.
0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0


Za asocijacijsku shemu kažemo da je P-polinomijalna ako Schurove
idempotente A0, . . . ,Ad možemo numerirati tako da za svaki
i = 0, . . . , d postoji polinom fi stupnja i za koji je Ai = fi (A1).
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odgovarajuće matrice susjedstva. Ako je neki od grafova dijametra d ,
recimo G1, onda mora biti distancijsko regularan, a ostali grafovi
(u prikladnom poretku) nastaju od metrike u G1. Takve asocijacijske
sheme zovemo metričkim.
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P- i Q-polinomijalne asocijacijske sheme

Teorem.
Za asocijacijsku shemu A ekvivalentno je:
A je metrička, tj. dolazi od distancijsko regularnog grafa.

A je P-polinomijalna.
U nekoj numeraciji za presječne brojeve vrijedi p`

ij = 0 ako je
` > i + j te p`

ij 6= 0 ako je ` = i + j .
U nekoj numeraciji za svaki i = 0, . . . , d postoji polinom fi
stupnja i takav da svojstvene vrijednosti sheme zadovoljavaju
pi (j) = fi (p1(j)), j = 0, . . . , d .

Za asocijacijsku shemu kažemo da je Q-polinomijalna ako glavne
idempotente E0, . . . ,Ed možemo numerirati tako da za svaki
i = 0, . . . , d postoji polinom fi stupnja i za koji je Ei = fi ◦ (E1).
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ij = 0 ako je

` > i + j te p`
ij 6= 0 ako je ` = i + j .

U nekoj numeraciji za svaki i = 0, . . . , d postoji polinom fi
stupnja i takav da svojstvene vrijednosti sheme zadovoljavaju
pi (j) = fi (p1(j)), j = 0, . . . , d .
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` > i + j te p`

ij 6= 0 ako je ` = i + j .

U nekoj numeraciji za svaki i = 0, . . . , d postoji polinom fi
stupnja i takav da svojstvene vrijednosti sheme zadovoljavaju
pi (j) = fi (p1(j)), j = 0, . . . , d .

Za asocijacijsku shemu kažemo da je Q-polinomijalna ako glavne
idempotente E0, . . . ,Ed možemo numerirati tako da za svaki
i = 0, . . . , d postoji polinom fi stupnja i za koji je Ei = fi ◦ (E1).
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A je metrička, tj. dolazi od distancijsko regularnog grafa.
A je P-polinomijalna.
U nekoj numeraciji za presječne brojeve vrijedi p`
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Teorem.
Za asocijacijsku shemu A ekvivalentno je:

A je Q-polinomijalna.

U nekoj numeraciji za Kreinove parametre vrijedi q`
ij = 0 ako je ` > i + j

te q`
ij 6= 0 ako je ` = i + j .

U nekoj numeraciji za svaki i = 0, . . . , d postoji polinom fi stupnja i takav
da dualne svojstvene vrijednosti zadovoljavaju qi (j) = fi (q1(j)), j = 0, . . . , d .

Q-polinomijalne sheme nemaju lijepu kombinatornu karakterizaciju!
Imaju primjene u kvantnoj teoriji informacija: skupovi ekviangularnih pravaca,
mutually unbiased bases.
Sve poznate familije asocijacijskih shema s neomedenim brojem klasa d su
istovremeno P- i Q-polinomijalne!
Hipoteza (Bannai, Ito): za d dovoljno velik, primitivna asocijacijska shema s d
klasa je P-polinomijalna ako i samo ako je Q-polinomijalna.
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Asocijacijske sheme

V. Krčadinac, R. Vlahović Kruc, Schematic 4-designs, Discrete Math.
346 (2023), no. 7, Paper No. 113385.

Abstract. We study 4-designs with three intersection numbers. By the
Cameron-Delsarte theorem, the blocks form a symmetric three-class association
scheme. This imposes strong restrictions on the parameters of such designs. We
calculate the eigenvalues of the association scheme from the design parameters
and determine all admissible parameters with at most 1000 points. An infinite
family of admissible parameters is discovered. Designs with small admissible
parameters exist and are related to the quadratic residue codes.

Teorem (Cameron, Delsarte, 1973.)
U dizajnu stupnja d i snage t ≥ 2d − 2, blokovi kao skup vrhova i veličine
presjeka kao relacije susjedstva tvore asocijacijsku shemu s d klasa. To su
takozvani shematski dizajni.
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V. Krčadinac (PMF, Zagreb) Asocijacijske sheme 13.4.2023. 37 / 38



Kraj

Hvala na pažnji!
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