Matri¢ni dokazi nekih teorema o dizajnima*

Vedran Kr&adinac

PMF-MO

12.7.2021.

* This work was fully supported by the Croatian Science Foundation under the project 9752.

V. Kréadinac (PMF-MO) Matriéni dokazi teorema o dizajnima 12.7.2021.



Uvod: dvije kulture matematike
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W. T. Gowers, The Two Cultures of Mathematics,
https://www.dpmms.cam.ac.uk/~wtgl0/2cultures.pdf

@ Problem-solvers «~ “Kombinatoricari”

@ Theory-builders

Let me state as clearly as | can my view: there are not two cultures
at all; there is no part of mathematics which is not intimately linked
with the whole.

P. Cameron, Cultures, tribes, or just an illusion?
https://cameroncounts.wordpress.com/2012/04/01/
cultures-tribes-or-just-an-illusion/
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Neka je V={1,...,v},zaveN. Nekasut,keN, t <k <v.

Skup svih k-&lanih podskupova od V oznadavamo (‘,:) Vrijedi

() =G
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C. D. Godsil, Linear algebra and designs, University of Waterloo, 1995.

Neka je V={1,...,v},zaveN. Nekasut,keN, t <k <v.

Skup svih k-&lanih podskupova od V oznadavamo (‘,:) Vrijedi
VNI (v
k)| \k)

Pretpostavljamo da je zadan neki poredak elemenata iz (‘:) npr.
leksikografski. Za v =71 k =3 je

(‘;) = ({1,2,3), {1,2,4}, ... {1,2,7}, {1,3,4},....{5,6.7}).
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Neka je Wik € Mmn({0,1}) matrica's m = (}) redaka i n = () stupaca.
Elementi su W, x = [aj],

1, akoje T; C K|,
ajj =

0, inace.

Pritom je T; i-ti t-¢lani podskup od V/, a K; je j-ti k-Clani podskup od V.
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Neka je Wik € Mmn({0,1}) matrica's m = (}) redaka i n = () stupaca.
Elementi su W, x = [aj],

{ 1, akoje T; C K|,
dij = -
0, inace.

Pritom je T; i-ti t-¢lani podskup od V/, a K; je j-ti k-Clani podskup od V.

. k
Sume stupaca matrice W; j: <t>
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Neka je Wik € Mmn({0,1}) matrica's m = (}) redaka i n = () stupaca.
Elementi su W, x = [aj],

{ 1, akoje T; C K|,
dij = -
0, inace.

Pritom je T; i-ti t-¢lani podskup od V/, a K; je j-ti k-Clani podskup od V.

. k
Sume stupaca matrice W; j: <t>

Sume redaka matrice W x: (Z - Z>
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. e gl v
Dizajn je familija k-¢lanih podskupova od V: B C Pk Elemente

dizajna zovemo blokovima. KaZemo da B ima parametre t-(v, k, A¢)
ako je svaki t-¢lani podskup od V sadrzan u to¢no A; blokova.
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dizajna zovemo blokovima. KaZemo da B ima parametre t-(v, k, A¢)
ako je svaki t-¢lani podskup od V sadrzan u to¢no A; blokova.

Karakteristi¢ni vektor dizajna B je f € M,1({0,1}), n = (}),

; {1, ako je K; € B,

0, inace.

Vektor f € My, 1({0,1}) je karakteristi¢ni vektor t-(v, k, A¢) dizajna ako
i samo ako zadovoljava matri¢nu jednadzbu W,y - f = A¢ 1.

Ovdje je 1 € My, 1, m = (}) vektor popunjen jedinicama.
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Neka je B dizajn s parametrima t-(v, k, A\t). Za svaki 0 < s < t, to je
ujedno i s-(v, k, As) dizajn, gdje je

As:At(‘;:z)/(lz:E).
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Neka je B dizajn s parametrima t-(v, k, A\t). Za svaki 0 < s < t, to je
ujedno i s-(v, k, As) dizajn, gdje je

As:At(::z)/(i:E).

Uobi&ajeni dokaz: izaberemo S C V, |S| = s i na dva natina prebrojavamo
parove iz skupa

((T,B)|SCTCB, |T|=t, BeB}.
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Neka je B dizajn s parametrima t-(v, k, A\t). Za svaki 0 < s < t, to je
ujedno i s-(v, k, As) dizajn, gdje je

As:At(::j>/(i:§>.

Uobi&ajeni dokaz: izaberemo S C V, |S| = s i na dva natina prebrojavamo
parove iz skupa

((T,B)|SCTCB, |T|=t, BeB}.

Matri¢ni dokaz slijedi iz sljedeCeg vaZnog svojstva matrica W k.

Zasve s <t < kvrijedi Wi Wi = (k B S) W k-

t—s
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Dokaz leme. Neka je S i-ti s-¢lani podskup od V, a K j-ti k-€Elani
podskup od V.
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Dokaz leme. Neka je S i-ti s-¢lani podskup od V, a K j-ti k-€Elani
podskup od V. Element na mjestu (/,) u produktu Ws ;- W,k je suma
po svim t-¢lanim podskupovima T C V produkta Iversonovih simbola
[SC T]-[T C K], tj. broj t-¢lanih “meduskupova” S C T C K.
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Dokaz teorema. Neka je f karakteristi¢ni vektor dizajna s parametrima
t-(v, k, A¢). On zadovoljava Wy i - f = A+ 1. Ra€unamo:
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Dokaz teorema. Neka je f karakteristi¢ni vektor dizajna s parametrima
t-(v, k, A¢). On zadovoljava Wy i - f = A+ 1. Ra€unamo:

k—s\ ! k—s\*
Ws,k'f: t Ws,t'Wt,k‘f: f_ s Ws,t')\t]-:

k— s\ 1 Vv—s5 k—s
=A Wsi-1=M\ 1=)X1.
(e22) meer=a(E200(E20)
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Komplement dizajna

Komplement dizajna: B = {V \ B | B € B}.

V. Kréadinac (PMF-MO) Matri¢ni dokazi teorema o dizajnima 12.7.2021. 9/18



Komplement dizajna

Komplement dizajna: B = {V \ B | B € B}.

Ako je B dizajn s parametrima t-(v, k, A¢) i vrijedi v > k + t, onda je
B dizajn s parametrima t-(v, v — k, \¢).
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Komplement dizajna

Komplement dizajna: B = {V \ B | B € B}.

Ako je B dizajn s parametrima t-(v, k, A¢) i vrijedi v > k + t, onda je
B dizajn s parametrima t-(v, v — k, \¢).

Uobicajeni dokaz: formula ukljuivanja-iskljucivanja, dobijemo

X = ;(—1)5<§>)\5.
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Komplement dizajna

Komplement dizajna: B = {V \ B | B € B}.

Ako je B dizajn s parametrima t-(v, k, A¢) i vrijedi v > k + t, onda je
B dizajn s parametrima t-(v, v — k, \¢).

Uobicajeni dokaz: formula ukljuivanja-iskljucivanja, dobijemo

= i(—l)SQAs-

s=0

Dvostrukim prebrojavanjem dobijemo jednostavniju formulu:

(L)
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Matrice disjunktnosti W, ,

Matrica Wy € Mmn({0,1}) s m = (}) redaka i n = (}) stupaca ima
elemente W, = [3;],

B 1, akoje T;NK; =10,
ajj =

0, inace.

T; je i-ti t-Clani podskup od V, a K] je j-ti k-¢lani podskup od V.
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Matrice disjunktnosti W, ,

Matrica Wy € M 5({0,1}) s m = (¥

t) redaka i n = (Z) stupaca ima
elemente W, = [3;],

B {1, ako je TN K; =0,
aj = .
0, inace.

T; je i-ti t-Clani podskup od V, a K] je j-ti k-¢lani podskup od V.

Vrijedi TNK =0 < T C V\ K. Zato se matrica disjunktnosti W x
dobije permutacijom stupaca matrice inkluzije W; ,_.
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Matrice disjunktnosti W, ,

Matrica Wy € Mmn({0,1}) s m = (}) redaka i n = (}) stupaca ima
elemente W, = [3;],

B {1, ako je TN K; =0,
dij = .y
0, inace.

T; je i-ti t-Clani podskup od V, a K] je j-ti k-¢lani podskup od V.

Vrijedi TNK =0 < T C V\ K. Zato se matrica disjunktnosti W x
dobije permutacijom stupaca matrice inkluzije W; ,_.

Vrijedi Woy- W[ = (VSO Wee 00 Wase- Wiy = (V20 ) W

k—s
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Matrice disjunktnosti W, ,

Vrijedi Wer Wy = (V75 ) Wk

t—s
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Matrice disjunktnosti W, ,

Vrijedi Wer Wy = (V75 ) Wk

t—s

v
Lema.

Vrijedi Wepe =) (1)W7, Wei i Wee= > (—1)°W], - W
s>0 s>0
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Matrice disjunktnosti W, ,

Lema.

Vrijedi Wer Wy = (V75 ) Wk

Lema.

Vrijedi Wepe =) (1)W7, Wei i Wee= > (—1)°W], - W
s>0 s>0

Lema.

| N

Potprostor razapet recima matrice W; x nad Q je jednak potprostoru
razapetom recima matrice W, nad Q.
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Matrice disjunktnosti W, ,

Lema.
Vrijedi We e Wep = (V355 ) Wk

Lema.

Vrijedi Wepe =) (1)W7, Wei i Wee= > (—1)°W], - W
s>0 s>0

| N

Lema.
Potprostor razapet recima matrice W; x nad Q je jednak potprostoru
razapetom recima matrice W, nad Q.

Wik =G Wik i Wik =H- W,y za kvadratne matrice G, H € M,,(Q),
—s\ 1 T V—K— -1 T
G = Z (71)S(k s) Ws,t : Ws,ta H= Z (71)5( tfs s) Ws,t : Ws,t-

t—s
s>0 s>0
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Matri¢ni dokaz teorema o komplementu dizajna

Ako je B dizajn s parametrima t—(v,_k, A¢) i vrijedi v > k + t, onda je
B dizajn s parametrima t-(v, v — k, \;).

Dokaz. Neka je f karakteristi¢ni vektor od 3, a f od B. Vektor f dobijemo
permutiranjem komponenti vektora f, permutacijom koja odgovara
komplementiranju. Ta permutacija je involucija, tj. sama je sebi inverz.
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Dokaz. Neka je f karakteristi¢ni vektor od 3, a f od B. Vektor f dobijemo
permutiranjem komponenti vektora f, permutacijom koja odgovara
komplementiranju. Ta permutacija je involucija, tj. sama je sebi inverz.

Ista ta permutacija stupaca matrice Wtk pretvara je u matricu Wy ,_x i
obrnuto. Zato vektor f zadovoljava Wi v—k - f =M\t 1 ako i samo ako
vektor f zadovoljava Wt k- =X 1.
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Ako je B dizajn s parametrima t—(v,_k, A¢) i vrijedi v > k + t, onda je
B dizajn s parametrima t-(v, v — k, \;).

Dokaz. Neka je f karakteristi¢ni vektor od 3, a f od B. Vektor f dobijemo
permutiranjem komponenti vektora f, permutacijom koja odgovara
komplementiranju. Ta permutacija je involucija, tj. sama je sebi inverz.

Ista ta permutacija stupaca matrice Wtk pretvara je u matricu Wy ,_x i
obrnuto. Zato vektor f zadovoljava Wi v—k - f =M\t 1 ako i samo ako
vektor f zadovoljava Wt k- =X 1.

Iskorlstlmth’k = G - W, i &injenicu da je f karakteristi¢ni vektor
diZajna: Wt,k'f: G- Wt,k'f: G)\t].:)\tGl
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Matri¢ni dokaz teorema o komplementu dizajna

Ako je B dizajn s parametrima t—(v,_k, A¢) i vrijedi v > k + t, onda je
B dizajn s parametrima t-(v, v — k, \;).

Dokaz. Neka je f karakteristi¢ni vektor od 3, a f od B. Vektor f dobijemo
permutiranjem komponenti vektora f, permutacijom koja odgovara
komplementiranju. Ta permutacija je involucija, tj. sama je sebi inverz.

Ista ta permutacija stupaca matrice Wtk pretvara je u matricu Wy ,_x i
obrnuto. Zato vektor f zadovoljava Wi v—k - f =M\t 1 ako i samo ako
vektor f zadovoljava Wt k- =X 1.

Iskorlstlmth’k = G - W, i &injenicu da je f karakteristi¢ni vektor
diZajna: Wt,k'f: G- Wt,k'f: G)\t].:)\tGl

Iz formule za G slijedi da ima konstantne sume redaka, tj. G-1=g1
za neki broj g. Dakle, vektor f zadovoljava Wy, - f = Atg 1, tj. B je
t-(v,v — k, \¢) dizajn za A\ = \g.
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Matri¢ni dokaz teorema o komplementu dizajna

Iz formule G = Z:(—l)S (k_s)_l W;t - Ws + dobijemo

t—s
s>0

e= 3o () (1))
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Matri¢ni dokaz teorema o komplementu dizajna

Iz formule G = Z:(—l)S (k_s)_l WST’t - Ws + dobijemo

t—s
s>0

: t\ [v—s k—s
= —1)°® .
s=3 o))
Sada imamo tri formule za parametar \; komplementarnog dizajna:

()
. Ati;(—l)sC) o))
_ )\t<V; t)/(:: Z)
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Fisherova nejednakost

Teorem (R. Fisher, 1940.)

Ako je B dizajn s parametrima 2-(v, k, Ap) i b= |B|, onda je b > v.
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Fisherova nejednakost

Teorem (R. Fisher, 1940.)

Ako je B dizajn s parametrima 2-(v, k, Ap) i b= |B|, onda je b > v.

Nejednakost ima vide dokaza. Na kolegiju Kona&ne geometrije prof. Siftar
dokazuje je ovako: incidencijska matrica A € M, 5({0,1}) dizajna
zadovoljava A - A7 = (A1 — A2)/ + A2J. Na desnoj strani je kvadratna

v X v matrica s determinantom # 0. Rang te matrice je v, pa je rang
incidencijske matrice r(A) > v, iz &ega slijedi b > v.

V. Kréadinac (PMF-MO) Matri¢ni dokazi teorema o dizajnima 12.7.2021. 14 /18



Fisherova nejednakost

Teorem (R. Fisher, 1940.)

Ako je B dizajn s parametrima 2-(v, k, Ap) i b= |B|, onda je b > v.

Nejednakost ima vide dokaza. Na kolegiju Kona&ne geometrije prof. Siftar
dokazuje je ovako: incidencijska matrica A € M, 5({0,1}) dizajna
zadovoljava A - A7 = (A1 — A2)/ + A2J. Na desnoj strani je kvadratna

v X v matrica s determinantom # 0. Rang te matrice je v, pa je rang
incidencijske matrice r(A) > v, iz &ega slijedi b > v.

Generalizirana incidencijska matrica Ws(B) sastoji se redom od onih
stupaca matrice W;  koji pripadaju dizajnu B.
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Fisherova nejednakost

Teorem (R. Fisher, 1940.)

Ako je B dizajn s parametrima 2-(v, k, Ap) i b= |B|, onda je b > v.

Nejednakost ima vide dokaza. Na kolegiju Kona&ne geometrije prof. Siftar
dokazuje je ovako: incidencijska matrica A € M, 5({0,1}) dizajna
zadovoljava A - A7 = (A1 — A2)/ + A2J. Na desnoj strani je kvadratna

v X v matrica s determinantom # 0. Rang te matrice je v, pa je rang
incidencijske matrice r(A) > v, iz &ega slijedi b > v.

Generalizirana incidencijska matrica Ws(B) sastoji se redom od onih
stupaca matrice W;  koji pripadaju dizajnu B.

Wo(B) je 1 x b matrica popunjena jedinicama.

Wi (B) je uobitajena v x b incidencijska matrica A dizajna B.
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Generalizirane incidencijske matrice

Opcenito, Ws(B) je (;) X b matrica s konstantnim sumama stupaca (k)

Ako imamo t-(v, k, A¢) dizajn i vrijedi s < t, sume redaka su takoder
konstantne i iznose \s.
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Generalizirane incidencijske matrice

Opcenito, Ws(B) je (¥) x b matrica s konstantnim sumama stupaca (%)

Ako imamo t-(v, k, A¢) dizajn i vrijedi s < t, sume redaka su takoder
konstantne i iznose \s.

Ako je B t-dizajn i vrijedi i + j < t, onda je

L wi(B) - wi(B) = %
k

b Wik - VVJTk
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Generalizirane incidencijske matrice

Opcenito, Ws(B) je (¥) x b matrica s konstantnim sumama stupaca (%)

Ako imamo t-(v, k, A¢) dizajn i vrijedi s < t, sume redaka su takoder
konstantne i iznose \s.

Ako je B t-dizajn i vrijedi i + j < t, onda je

L wi(B) - wi(B) = %
k

b Wik - VVJTk

Za t < k, matrica W; , je punog ranga nad poljem Q, tj.

r(Wey) = min{ (), ()}-
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Generalizacija Fisherove nejednakosti

Teorem (Ray-Chaudhuri, Wilson)

Neka je B dizajn s parametrima t-(v, k, \t), b= |B|, s = |[t/2] i neka
vrijedi t < k < v —t. Onda je b > (V).
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Generalizacija Fisherove nejednakosti

Teorem (Ray-Chaudhuri, Wilson)

Neka je B dizajn s parametrima t-(v, k, \t), b= |B|, s = |[t/2] i neka
vrijedi t < k < v —t. Onda je b > (V).

Dokaz. Dovoljno je dokazati da W;(B) ima linearno nezavisne retke.
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Generalizacija Fisherove nejednakosti

Teorem (Ray-Chaudhuri, Wilson)

Neka je B dizajn s parametrima t-(v, k, \t), b= |B|, s = |[t/2] i neka
vrijedi t < k < v —t. Onda je b > (V).

Dokaz. Dovoljno je dokazati da W;(B) ima linearno nezavisne retke.

Primijenimo lemu za i = j = s:

1 1
5 WelB) - Wa(B) = 7o We- W
()
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Generalizacija Fisherove nejednakosti

Teorem (Ray-Chaudhuri, Wilson)

Neka je B dizajn s parametrima t-(v, k, \t), b= |B|, s = |[t/2] i neka
vrijedi t < k < v —t. Onda je b > (V).

Dokaz. Dovoljno je dokazati da W;(B) ima linearno nezavisne retke.

Primijenimo lemu za i = j = s:

1 1
*WSB’WSBT:T
5 WelB)- Wa(B)" = 5

Vrijedi (Z) < (Z) pa matrica W; x ima linearno nezavisne retke. Zato
je kvadratna () x () matrica W, x - W], regulara, pa je i matrica

Ws(B) - Ws(B)™ na lijevoj strani takoder regularna. Iz toga slijedi da

Ws(B) ima linearno nezavisne retke.

T
stk ’ S,k'
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Drugi matri¢ni dokazi iz Godsilove skripte

C. D. Godsil, Linear algebra and designs, University of Waterloo, 1995.
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Drugi matri¢ni dokazi iz Godsilove skripte

C. D. Godsil, Linear algebra and designs, University of Waterloo, 1995.

@ Derivirani dizajni «- particija matrica W s na blokove.
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Drugi matri¢ni dokazi iz Godsilove skripte

C. D. Godsil, Linear algebra and designs, University of Waterloo, 1995.

@ Derivirani dizajni «- particija matrica W s na blokove.

@ Rezultati o stupnju dizajna (broju razli¢itih veli¢ina presjeka blokova).
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Drugi matri¢ni dokazi iz Godsilove skripte

C. D. Godsil, Linear algebra and designs, University of Waterloo, 1995.

@ Derivirani dizajni «- particija matrica W s na blokove.
@ Rezultati o stupnju dizajna (broju razli¢itih veli¢ina presjeka blokova).

@ Majumdarov teorem o kvazisimetriénim dizajnima s disjunktnim
blokovima.
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Drugi matri¢ni dokazi iz Godsilove skripte

C. D. Godsil, Linear algebra and designs, University of Waterloo, 1995.

Derivirani dizajni « particija matrica W; x na blokove.

@ Rezultati o stupnju dizajna (broju razli¢itih veli¢ina presjeka blokova).

Majumdarov teorem o kvazisimetri¢nim dizajnima s disjunktnim
blokovima.

o Takti¢ke dekompozicije dizajna. Broj orbita na to¢kama 2-dizajna
nije veéi od broja orbita na blokovima.
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Drugi matri¢ni dokazi iz Godsilove skripte

C. D. Godsil, Linear algebra and designs, University of Waterloo, 1995.

Derivirani dizajni « particija matrica W; x na blokove.

@ Rezultati o stupnju dizajna (broju razli¢itih veli¢ina presjeka blokova).

Majumdarov teorem o kvazisimetri¢nim dizajnima s disjunktnim
blokovima.

o Takti¢ke dekompozicije dizajna. Broj orbita na to¢kama 2-dizajna
nije veéi od broja orbita na blokovima.

@ ldeje matri¢nih dokaza rezultata o g-analogonima dizajna
(“assignments").
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Hvala na paznji!
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