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g-analogoni

19. stoljece

hipergeometrijski redovi

Rogers-Ramanujanovi identiteti

g-specijalne funkcije (g-specijalne funkcije)

osnova za Askey-Wilson klasifikaciju ortogonalnih polinoma
xp—gpx =1

g-analogoni prirodnih brojeva

Osvi primjeri preuzeti s [13] i [14], takoder vidi [7]
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g-analogoni

Napomena (g-komutirajuce varijable, [3, str. 163])
Neka je BA = gAB i oznatimo (A+ B)" =3}, [Z]quB"_k. Vrijedi:
° [ol,=1

o Kada definiramo [n]q := %, tada je ['ﬂq = [n]q.
e Kada definiramo [n]q! := [1]4[2]g - - - [n]q, tada je [Z]q = #{M

Napomena

3 G = [oll

g€S,
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g-analogoni

Primjer (g-analogon Pascalovog identiteta, [12])

f ol B,

Jacques Tits je prvi uotio (vidi [11]):

kombinatorika u kona¢nim skupovima odgovara kombinatorici u
konac¢no-dimenzionalnim vektorskim prostorima nad Fg ,,u limesu
kada g — 1".

Propozicija ([6, str. 3])
Broj k-dimenzionalnih prostora u n-dimenzionalnom vektorskom prostoru

nad poljem Fy je [Z]q. a

?zanimljiva poveznica ove tvrdnje i prebrojavanja Ferrerovih dijagrama (Youngovih
tablica) moZe se naci u [9]
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g-analogoni

{1,2’ 3,4}

//7\

{1,2,3} {1,2,4} {1,3,4} {2,3,4}

{LL2} {1,3} ({2,3} {14} {2,4} {3.4}

Ny

L} {2} {3} 14}

(preuzeto iz [8])
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g-analogoni

Tablica iz [4]:
g=1 g-analogon
skup vektorski prostor nad I
kardinalitet dimenzija
k-podskupovi | k-dimenzionalni potprostori
v v
(k) [kl q
- <
N N
U +
elementi skupa | 1-dimenzionalni potprostori
2-podskupovi | 2-dimenzionalni potprostori
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g-analogoni

Tablica iz [4]:
g=1 g-analogon
skup vektorski prostor nad I
kardinalitet dimenzija
k-podskupovi | k-dimenzionalni potprostori
v v
(k) [kl q
- <
N N
U +
1-podskupovi | 1-dimenzionalni potprostori
2-podskupovi | 2-dimenzionalni potprostori
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1-rotational (27,6, 5) difference families

Primjer ([4, str. 179])

Neka je V' n-dimenzionalni vektorski prostor nad g i A potprostor od V
dimenzije a. Za prirodan broj b, a < b < n, na koliko naéina mozemo
izabrati potprostor B od V tako da je A< B < V?
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g-analogoni grafova [1]

Definicija
Definiramo graf kao uredeni par (V, E), gdje je:
@ V skup kardinaliteta n,
@ E podskup od (‘2/)
KaZemo da su
@ vrhovi grafa ¢lanovi skupa V,
@ bridovi grafa ¢lanovi skupa E,
@ vrhovi x i y susjedi, x ~ y, ako je {x,y} brid grafa.
Zatvoreni skup susjednosti vrha x u grafu definiramo kao skup N(x) koji
sadrZi vrh x i sve njegove susjede.
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g-analogoni grafova [1]

Definicija
Definiramo graf kao uredeni par (V, E), gdje je:

@ V skup kardinaliteta n,

@ E podskup od (‘2/)
KaZemo da su

@ vrhovi grafa ¢lanovi skupa (‘1/)

@ bridovi grafa ¢lanovi skupa E,

o vrhovi {x} i {y} susjedi, x ~ y, ako je {x} U{y} brid grafa.
Zatvoreni skup susjednosti vrha {x} u grafu definiramo kao skup N(x) koji
je unija vrha {x} i svih njegovih susjeda.

N(x) = {x}U{ylx~y}=U{uve E|{x} Cu}
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g-analogoni grafova [1]

Definicija
Definiramo g-graf kao uredeni par (W, E), gdje je:
o W vektorski prostor nad Fg dimenzije n,
o E podskup od [‘g/]q.
KaZemo da su
@ vrhovi g-grafa ¢lanovi skupa (VlV)
@ bridovi g-grafa ¢lanovi skupa E,
@ vrhovi X i Y susjedi, X ~ Y, ako je X + Y brid g-grafa.
Zatvoreni skup susjednosti vrha X u g-grafu definiramo kao skup N(X)
koji je unija vrha X i svih njegovih susjeda.

N(X)=XU{Y|X~Y}=U{UecE|X<U}
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g-analogoni grafova [1]

Napomena

Ako je N(X) potprostor od W, tada je broj susjeda od X dan kao
kY
1 1q

Napomena

_1:[meM)

]—1:wmmxm—L

Interpretacija g-grafa (W, E) u kontekstu projektivne geometrije PG(W).
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g-analogoni grafova [1]

Neka je V' skup kardinaliteta n i W vektorski prostor nad F, dimenzije n.
Definicija
o Graf (V, E) je regularan stupnja k, ako je N(x) € (
(e ().
o g-graf (W, E) je regularan stupnja k, ako je N(X) € |
vrh X € [Vlv]q.

vV .
k+1) za svaki vrh

za svaki

erilg

Napomena

Interpretacija regularnog g-grafa (W, E) stupnja k u kontekstu projektivne
geometrije PG(W).
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g-analogoni grafova [1]

Neka je V' skup kardinaliteta n i W vektorski prostor nad F, dimenzije n.

Definicija

Graf (V, E) je potpun, ako je N(x) = V za svaki vrh {x} € (\1/)

g-graf (W, E) je potpun, ako je N(X) = W za svaki vrh X € [vlv]q_

Primjer

Potpuni g-graf (W, E) dan je za E = [\/2V]q_

Napomena

Svaki g-graf daje nam primjer obi¢nog grafa.
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g-analogoni jako regularnih grafova [1]

Definicija
Za graf (V, E) kazemo da je jako regularan s parameterima
SRG(v, k, A, 1), ako je

@ V skup kardinaliteta n,

e graf (V, E) regularan stupnja k,
o za svaka dva razlitita vrha {y}, {z} € (Y) vrijedi

A, y~z

HxeV|x~yix~z} = :
B Yz
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g-analogoni jako regularnih grafova [1]

Definicija
Za g-graf (W, E) kazemo da je jako regularan s parameterima
SRGq(v, k, A, 1), ako je

o W vektorski prostor nad F,; dimenzije n,

o graf (W, E) regularan stupnja k,

o za svaka dva razlitita vrha Y, Z € (%) vrijedi

A Y ~Z
HXeVIX~YiXn~ZY= ’ .
pwo, YHAZ
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g-analogoni jako regularnih grafova [1]

Propozicija
Ako je (V, E) jako regularan graf s parametrima SRG(v, k, A, ), tada je

k(k—XA—1)=(v—k—1)u.

Propozicija
Ako je (W, E) jako regularan g-graf s parameterima SRGq(v, k, A, i), tada
je

([k+1g = 1)([k +1g —2 =) = ([v]g — [k + L]g)p-
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g-analogoni jako regularnih grafova

Teorem ([2])

Ako postoji jako regularan q-graf s parametrima SRGq(v, k, A, p1), tada
postoji jako regularan graf s parametrima SRG([v]q, [k + 1]qg — 1, A, p).

Opcenito, problem g-analogona u kombinatorici jest $to se moze dogoditi
da definirani objekti ne postoje te da se teoremi dokazuju za prazan skup!
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g-analogoni jako regularnih grafova [1]

Primjer
@ SRGq(v,v —1,[v]qg — 2, 1) potpuni g-graf (za sve 1 € Np)
@ SRGqy(v,t —1,[t]g —2,0), t]v, disjunktna unija % potpunih

g-grafova u vektorskom prostoru dim = t nad Fq
(geometrijska konstrukcija, spreadovi)

o SRGq(v,v—2,u—2,p), gdje je p=[v —2]q
(geometrijska konstrukcija, simplektitki polariteti)
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g-analogoni jako regularnih grafova [1]

Teorem

Ako postoji jako regularan q-graf s parametrima SRGq(v, k, A, 1), tada je
to jedan od grafova iz prethodnog primjera.
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g-analogoni dizajna

Definicija

Za uredeni par (P, B) kazemo da je t-(v, k, \) dizajn, ako vrijedi:

@ P je skup kardinaliteta v,

@ B je (multiskup) podskup od (’Z)

@ svaki A € (,:) podskup je u to&no A blokova iz B.
Kazemo da su

o tocke dizajna &lanovi skupa (%),

@ blokovi dizajna &lanovi skupa B.
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g-analogoni dizajna

Definicija

Za uredeni par (W, B) kazemo da je t-(v, k, \)4 dizajn, ako vrijedi:

o W je vektorski prostor nad F, dimenzije v,

e B je (multiskup) podskup od [‘f{v]q,

@ svaki A € [Vtv}q potprostor je u to¢no A blokova iz B.
KaZemo da su

@ tocke dizajna ¢lanovi skupa [Vlv]q,

@ blokovi dizajna ¢lanovi skupa B.

Ovidi na primjer [4]
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g-analogoni dizajna

Teorem
Ako postoji 2-(v, k, X)q q-dizajn, tada postoji i 2-([V]q, [k]q, A) dizajn.

Propozicija
Ako je D dizajn s parametrima t-(v, k, \), tada je to i s-(v, k, \s) dizajn

(i=3)
t—s
k—s

zas=0,...,t, gdje je A\s = A )

Propozicija
Ako je D dizajn s parametrima t-(v, k, \)q, tada je to i s-(v, k, As)q dizajn
zas=0,...,t, gdje je /\s:)\[iii".

t—s q
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g-analogoni dizajna

Teorem

Za svaki 2-(v, k, A) dizajn vrijedi bk = vr i b > v (Fisherova nejednakost).

Teorem

Za svaki 2-(v, k, \)q dizajn vrijedi blk]q = [v]qr i b > [v]q (g-analogon
Fisherove nejednakosti).
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jako regularni g-grafovi i g-analogoni simetri¢nih dizajna

Teorem (dizajn susjedstva, [5, str. 257]) |

Ako postoji jako regularan graf s parametrima SRG(v, k, \, ) sa p = A,
tada postoji simetri¢an 2-(v, k, u) dizajn.

Ako postoji jako regularan graf s parametrima SRG(v, k, A\, 1) sa

= A+ 2, tada postoji simetri¢an 2-(v, k + 1, ) dizajn.

(Vrijedi i svojevrsni obrat.)

Teorem ([1])

Ako postoji jako regularan q-graf s parametrima SRGq(v, k, A, 11) sa
p = X+ 2, tada postoji (simetri¢an?) 2-(v, k + 1, j1)q dizajn.
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g-analogon Johnsonove sheme

Neka su v i d prirodni brojevi uz v > 2d.

Definicija
Johnsonovu asocijacijsku shemu J(v, d) na skupu S definiramo na
zajedni¢kom skupu vrhova V i grafovima Gy, ..., Gy na sljedei nadin:
@ S je skup kardinaliteta v
(S
o V:=(3)
e (Vi=0,...,d) definiramo susjednost grafa G; s

X~ Y& xny|=d—i
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g-analogon Johnsonove sheme

Neka su v i d prirodni brojevi uz v > 2d.

Definicija
Grassmanovu asocijacijsku shemu Jg(v, d) na prostoru S definiramo na
zajedni¢kom skupu vrhova V i grafovima Gg, ..., Gy na sljedeéi nacin:
@ S je vektorski prostor nad IF, dimenzije v
o V.= [3](7
e (Vi=0,...,d) definiramo susjednost grafa G; s

X~ Y &L dim(XnY)=d—i
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g-analogon Johnsonove sheme

Napomena |

(P, B) ¢&ini t-(v, k, \) dizajn ako i samo ako je B (multiskup) podskup
skupa vrhova Johnsonove sheme J(v, k) na skupu P sa svojstvom da je
svaki A € (’;) podskup to¢no A vrhova iz B.

Napomena

(S, B) &ini t-(v, k, \)q dizajn ako i samo ako je B (multiskup) podskup
skupa vrhova Grassmanove sheme Jg(v, k) na prostoru S sa svojstvom da
je svaki A € [ﬂq potprostor to¢no A vrhova iz B.
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g-analogon Johnsonove sheme

Teorem ([3, str. 121])

U Johnosonovoj shemi J(v, d) na skupu S, s. vrijednosti od A; na T; su

=30 () (V2 (77 5)

svaka multipliciteta (7) — (,.",)-
Teorem ([3, str. 172])

U Grassmanovoj shemi Jg(v, d) na prostoru S, s. vrijednosti od A;j na T; su

k

py = S (1) =g )@ rtk) H ) [nk_ 2r] . [ . fj] ‘

p— i —r r—j
svaka multipliciteta [Z]q - [kfl]q.
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