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q-analogoni

19. stoljeće

hipergeometrijski redovi

Rogers-Ramanujanovi identiteti

q-specijalne funkcije (q-specijalne funkcije)

osnova za Askey-Wilson klasifikaciju ortogonalnih polinoma

xp − qpx = 1

q-analogoni prirodnih brojeva

0svi primjeri preuzeti s [13] i [14], takoder vidi [7]
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q-analogoni

Napomena (q-komutirajuće varijable, [3, str. 163])

Neka je BA = qAB i označimo (A+ B)n =
∑n

k=0

[n
k

]
q
AkBn−k . Vrijedi:[n

0

]
q
= 1[n

1

]
q
= 1−qn

1−q[n
k

]
q
=

[ n
n−k

]
q

Kada definiramo [n]q := 1−qn

1−q , tada je
[n
1

]
q
= [n]q.

Kada definiramo [n]q! := [1]q[2]q · · · [n]q, tada je
[n
k

]
q
=

[n]q!
[n−k]q![k]q!

Napomena ∑
σ∈Sn

qinv(σ) = [n]q!.
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q-analogoni

Primjer (q-analogon Pascalovog identiteta, [12])[
n

k

]
q

= qk
[
n − 1

k

]
q

+

[
n − 1

k − 1

]
q

.

Jacques Tits je prvi uočio (vidi [11]):

kombinatorika u konačnim skupovima odgovara kombinatorici u
konačno-dimenzionalnim vektorskim prostorima nad Fq ”

u limesu
kada q → 1”.

Propozicija ([6, str. 3])

Broj k-dimenzionalnih prostora u n-dimenzionalnom vektorskom prostoru
nad poljem Fq je

[n
k

]
q
. a

azanimljiva poveznica ove tvrdnje i prebrojavanja Ferrerovih dijagrama (Youngovih
tablica) može se naći u [9]
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q-analogoni

(preuzeto iz [8])
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q-analogoni

(preuzeto iz [4])
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q-analogoni

Tablica iz [4]:

q = 1 q-analogon

skup vektorski prostor nad Fq

kardinalitet dimenzija
k-podskupovi k-dimenzionalni potprostori(V

k

) [V
k

]
q

⊆ ≤
∩ ∩
∪ +

elementi skupa 1-dimenzionalni potprostori
2-podskupovi 2-dimenzionalni potprostori
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q-analogoni

Tablica iz [4]:

q = 1 q-analogon

skup vektorski prostor nad Fq

kardinalitet dimenzija
k-podskupovi k-dimenzionalni potprostori(V

k

) [V
k

]
q

⊆ ≤
∩ ∩
∪ +

1-podskupovi 1-dimenzionalni potprostori
2-podskupovi 2-dimenzionalni potprostori
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1-rotational (27, 6, 5) difference families

Primjer ([4, str. 179])

Neka je V n-dimenzionalni vektorski prostor nad Fq i A potprostor od V
dimenzije a. Za prirodan broj b, a ≤ b ≤ n, na koliko načina možemo
izabrati potprostor B od V tako da je A ≤ B ≤ V ?
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q-analogoni grafova [1]

Definicija

Definiramo graf kao uredeni par (V ,E ), gdje je:

V skup kardinaliteta n,

E podskup od
(V
2

)
.

Kažemo da su

vrhovi grafa članovi skupa V ,

bridovi grafa članovi skupa E ,

vrhovi x i y susjedi, x ∼ y , ako je {x , y} brid grafa.

Zatvoreni skup susjednosti vrha x u grafu definiramo kao skup N(x) koji
sadrži vrh x i sve njegove susjede.
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q-analogoni grafova [1]

Definicija

Definiramo graf kao uredeni par (V ,E ), gdje je:

V skup kardinaliteta n,

E podskup od
(V
2

)
.

Kažemo da su

vrhovi grafa članovi skupa
(V
1

)
,

bridovi grafa članovi skupa E ,

vrhovi {x} i {y} susjedi, x ∼ y , ako je {x} ∪ {y} brid grafa.

Zatvoreni skup susjednosti vrha {x} u grafu definiramo kao skup N(x) koji
je unija vrha {x} i svih njegovih susjeda.

N(x) = {x} ∪ {y | x ∼ y} =
⋃
{u ∈ E |{x} ⊆ u}
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q-analogoni grafova [1]

Definicija

Definiramo q-graf kao uredeni par (W ,E ), gdje je:

W vektorski prostor nad Fq dimenzije n,

E podskup od
[W
2

]
q
.

Kažemo da su

vrhovi q-grafa članovi skupa
(W
1

)
,

bridovi q-grafa članovi skupa E ,

vrhovi X i Y susjedi, X ∼ Y , ako je X + Y brid q-grafa.

Zatvoreni skup susjednosti vrha X u q-grafu definiramo kao skup N(X )
koji je unija vrha X i svih njegovih susjeda.

N(X ) = X ∪ {Y |X ∼ Y } =
⋃
{U ∈ E |X ≤ U}
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q-analogoni grafova [1]

Napomena

Ako je N(X ) potprostor od W , tada je broj susjeda od X dan kao∣∣∣∣∣
[
N(X )

1

]
q

∣∣∣∣∣− 1 =

[
dimN(X )

1

]
q

− 1 = [dimN(X )]q − 1.

Napomena

Interpretacija q-grafa (W ,E ) u kontekstu projektivne geometrije PG(W ).

Filip Martinović q-analogoni Asocijacijske sheme 13 / 36



q-analogoni grafova [1]

Neka je V skup kardinaliteta n i W vektorski prostor nad Fq dimenzije n.

Definicija

Graf (V ,E ) je regularan stupnja k , ako je N(x) ∈
( V
k+1

)
za svaki vrh

{x} ∈
(V
1

)
.

q-graf (W ,E ) je regularan stupnja k, ako je N(X ) ∈
[ W
k+1

]
q
za svaki

vrh X ∈
[W
1

]
q
.

Napomena

Interpretacija regularnog q-grafa (W ,E ) stupnja k u kontekstu projektivne
geometrije PG(W ).
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q-analogoni grafova [1]

Neka je V skup kardinaliteta n i W vektorski prostor nad Fq dimenzije n.

Definicija

Graf (V ,E ) je potpun, ako je N(x) = V za svaki vrh {x} ∈
(V
1

)
.

q-graf (W ,E ) je potpun, ako je N(X ) = W za svaki vrh X ∈
[W
1

]
q
.

Primjer

Potpuni q-graf (W ,E ) dan je za E =
[W
2

]
q
.

Napomena

Svaki q-graf daje nam primjer običnog grafa.
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q-analogoni jako regularnih grafova [1]

Definicija

Za graf (V ,E ) kažemo da je jako regularan s parameterima
SRG(v , k , λ, µ), ako je

V skup kardinaliteta n,

graf (V ,E ) regularan stupnja k,

za svaka dva različita vrha {y}, {z} ∈
(V
1

)
vrijedi

|{x ∈ V | x ∼ y i x ∼ z}| =

{
λ , y ∼ z

µ , y ̸∼ z
.
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q-analogoni jako regularnih grafova [1]

Definicija

Za q-graf (W ,E ) kažemo da je jako regularan s parameterima
SRGq(v , k , λ, µ), ako je

W vektorski prostor nad Fq dimenzije n,

graf (W ,E ) regularan stupnja k ,

za svaka dva različita vrha Y ,Z ∈
(W
1

)
vrijedi

|{X ∈ V |X ∼ Y i X ∼ Z}| =

{
λ , Y ∼ Z

µ , Y ̸∼ Z
.
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q-analogoni jako regularnih grafova [1]

Propozicija

Ako je (V ,E ) jako regularan graf s parametrima SRG(v , k , λ, µ), tada je

k(k − λ− 1) = (v − k − 1)µ.

Propozicija

Ako je (W ,E ) jako regularan q-graf s parameterima SRGq(v , k , λ, µ), tada
je

([k + 1]q − 1)([k + 1]q − 2− λ) = ([v ]q − [k + 1]q)µ.
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q-analogoni jako regularnih grafova

Teorem ([2])

Ako postoji jako regularan q-graf s parametrima SRGq(v , k , λ, µ), tada
postoji jako regularan graf s parametrima SRG([v ]q, [k + 1]q − 1, λ, µ).

Općenito, problem q-analogona u kombinatorici jest što se može dogoditi
da definirani objekti ne postoje te da se teoremi dokazuju za prazan skup!
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q-analogoni jako regularnih grafova [1]

Primjer

SRGq(v , v − 1, [v ]q − 2, µ) potpuni q-graf (za sve µ ∈ N0)

SRGq(v , t − 1, [t]q − 2, 0), t | v , disjunktna unija
[v ]q
[t]q

potpunih

q-grafova u vektorskom prostoru dim = t nad Fq

(geometrijska konstrukcija, spreadovi)

SRGq(v , v − 2, µ− 2, µ), gdje je µ = [v − 2]q
(geometrijska konstrukcija, simplektički polariteti)
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q-analogoni jako regularnih grafova [1]

Teorem

Ako postoji jako regularan q-graf s parametrima SRGq(v , k , λ, µ), tada je
to jedan od grafova iz prethodnog primjera.

Filip Martinović q-analogoni Asocijacijske sheme 21 / 36



q-analogoni dizajna

Definicija

Za uredeni par (P,B) kažemo da je t-(v , k , λ) dizajn, ako vrijedi:

P je skup kardinaliteta v ,

B je (multiskup) podskup od
(P
k

)
,

svaki A ∈
(P
t

)
podskup je u točno λ blokova iz B.

Kažemo da su

točke dizajna članovi skupa
(P
1

)
,

blokovi dizajna članovi skupa B.
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q-analogoni dizajna

Definicija

Za uredeni par (W ,B) kažemo da je t-(v , k , λ)q dizajn, ako vrijedi:

W je vektorski prostor nad Fq dimenzije v ,

B je (multiskup) podskup od
[W
k

]
q
,

svaki A ∈
[W
t

]
q
potprostor je u točno λ blokova iz B.

Kažemo da su

točke dizajna članovi skupa
[W
1

]
q
,

blokovi dizajna članovi skupa B.

0vidi na primjer [4]
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q-analogoni dizajna

Teorem

Ako postoji 2-(v , k , λ)q q-dizajn, tada postoji i 2-([v ]q, [k]q, λ) dizajn.

Propozicija

Ako je D dizajn s parametrima t-(v , k , λ), tada je to i s-(v , k, λs) dizajn

za s = 0, . . . , t, gdje je λs = λ
(v−s
t−s)
(k−s
t−s)

.

Propozicija

Ako je D dizajn s parametrima t-(v , k, λ)q, tada je to i s-(v , k , λs)q dizajn

za s = 0, . . . , t, gdje je λs = λ
[v−s
t−s]q
[k−s
t−s]q

.
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q-analogoni dizajna

Teorem

Za svaki 2-(v , k , λ) dizajn vrijedi bk = vr i b ≥ v (Fisherova nejednakost).

Teorem

Za svaki 2-(v , k , λ)q dizajn vrijedi b[k]q = [v ]qr i b ≥ [v ]q (q-analogon
Fisherove nejednakosti).
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jako regularni q-grafovi i q-analogoni simetričnih dizajna

Teorem (dizajn susjedstva, [5, str. 257])

Ako postoji jako regularan graf s parametrima SRG(v , k , λ, µ) sa µ = λ,
tada postoji simetričan 2-(v , k , µ) dizajn.
Ako postoji jako regularan graf s parametrima SRG(v , k , λ, µ) sa
µ = λ+ 2, tada postoji simetričan 2-(v , k + 1, µ) dizajn.
(Vrijedi i svojevrsni obrat.)

Teorem ([1])

Ako postoji jako regularan q-graf s parametrima SRGq(v , k , λ, µ) sa
µ = λ+ 2, tada postoji (simetričan?) 2-(v , k + 1, µ)q dizajn.

Filip Martinović q-analogoni Asocijacijske sheme 26 / 36



q-analogon Johnsonove sheme

Neka su v i d prirodni brojevi uz v ≥ 2d .

Definicija

Johnsonovu asocijacijsku shemu J(v , d) na skupu S definiramo na
zajedničkom skupu vrhova V i grafovima G0, . . . ,Gd na sljedeći način:

S je skup kardinaliteta v

V :=
(S
d

)
(∀i = 0, . . . , d) definiramo susjednost grafa Gi s

X ∼ Y
def⇐⇒ |X ∩ Y | = d − i

Filip Martinović q-analogoni Asocijacijske sheme 27 / 36



q-analogon Johnsonove sheme

Neka su v i d prirodni brojevi uz v ≥ 2d .

Definicija

Grassmanovu asocijacijsku shemu Jq(v , d) na prostoru S definiramo na
zajedničkom skupu vrhova V i grafovima G0, . . . ,Gd na sljedeći način:

S je vektorski prostor nad Fq dimenzije v

V :=
[S
d

]
q

(∀i = 0, . . . , d) definiramo susjednost grafa Gi s

X ∼ Y
def⇐⇒ dim(X ∩ Y ) = d − i
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q-analogon Johnsonove sheme

Napomena

(P,B) čini t-(v , k , λ) dizajn ako i samo ako je B (multiskup) podskup
skupa vrhova Johnsonove sheme J(v , k) na skupu P sa svojstvom da je
svaki A ∈

(P
t

)
podskup točno λ vrhova iz B.

Napomena

(S ,B) čini t-(v , k , λ)q dizajn ako i samo ako je B (multiskup) podskup
skupa vrhova Grassmanove sheme Jq(v , k) na prostoru S sa svojstvom da

je svaki A ∈
[S
t

]
q
potprostor točno λ vrhova iz B.
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q-analogon Johnsonove sheme

Teorem ([3, str. 121])

U Johnosonovoj shemi J(v , d) na skupu S , s. vrijednosti od Ai na Tj su

pij =
k∑

r=i

(−1)r−i+j

(
r

i

)(
n − 2r

k − r

)(
n − r − j

r − j

)

svaka multipliciteta
(n
k

)
−
( n
k−1

)
.

Teorem ([3, str. 172])

U Grassmanovoj shemi Jq(v , d) na prostoru S , s. vrijednosti od Ai na Tj su

pij =
k∑

r=i

(−1)r−i+jq(
r−i
2 )+(

j
2)+r(k−j)

[
r

i

]
q

[
n − 2r

k − r

]
q

[
n − r − j

r − j

]
q

svaka multipliciteta
[n
k

]
q
−
[ n
k−1

]
q
.
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Algebraic Approaches.
Cambridge Studies in Advanced Mathematics. Cambridge University
Press, 2015.
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Àngeles Vázquez-Castro (urednici): Network Coding and Subspace
Designs.
Signals and Communication Technology. Springer, 2018,
ISBN 978-3-319-70292-6.

Haemers, Willem H.: Matrices for graphs, designs and codes.
U Information security, coding theory and related combinatorics,
svezak 29 iz NATO Sci. Peace Secur. Ser. D Inf. Commun. Secur.,
stranice 253–277. IOS, Amsterdam, 2011, ISBN 978-1-60750-662-1.
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