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Definicija
Za graf kažemo da je jako regularan s parametrima SRG(n,k, λ, µ) ako:

1 broj vrhova je n
2 svaki vrh je stupnja k

3 svaka dva vrha imaju λ zajedničkih susjeda ako su susjedni,
a µ zajedničkih susjeda ako nisu susjedni

Primjer. SRG(10, 3, 0, 1)
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a µ zajedničkih susjeda ako nisu susjedni

Primjer. SRG(10, 3, 0, 1)
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Povijest
R. C. Bose, Strongly regular graphs, partial geometries and partially
balanced designs, Pacific J. Math. 13 (1963), 389–419.

Definicija.
Parcijalna geometrija s parametrima pg(s, t, α) je konačna incidencijska
struktura takva da:

1 na svakom pravcu leži s + 1 točaka
2 kroz svaku točku prolazi t + 1 pravaca
3 kroz svake dvije točke prolazi najvǐse jedan pravac

(vt+1, bs+1) konfiguracija

(parcijalni linearni prostor)
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struktura takva da:

1 na svakom pravcu leži s + 1 točaka
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Povijest
R. C. Bose, Strongly regular graphs, partial geometries and partially
balanced designs, Pacific J. Math. 13 (1963), 389–419.

Definicija.
Parcijalna geometrija s parametrima pg(s, t, α) je konačna incidencijska
struktura takva da:

4 za svaki neincidentni par (P, `) točno α točaka na ` je kolinearno s P

`︸ ︷︷ ︸
α

P
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Parcijalne geometrije

Broj točaka i pravaca u pg(s, t, α):

v = (s + 1)(st + α)
α

b = (t + 1)(st + α)
α

Graf točaka i graf pravaca su jako regularni:

SRG(v , s(t + 1), s − 1 + t(α− 1), α(t + 1))

SRG(b, t(s + 1), t − 1 + s(α− 1), α(s + 1))

Primjer. pg(5, 5, 2)  SRG(81, 30, 9, 12)

J. H. van Lint, A. Schrijver, Construction of strongly regular graphs,
two-weight codes and partial geometries by finite fields, Combinatorica
1 (1981), no. 1, 63–73.
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Grafovi: geometrijski, pseudogeometrijski, jako regularni
V. Krčadinac, A new partial geometry pg(5, 5, 2), J. Combin. Theory
Ser. A 183 (2021), Paper No. 105493, 4 pp.

D. Crnković, A. Švob, V. D. Tonchev, Strongly regular graphs with
parameters (81, 30, 9, 12) and a new partial geometry, J. Algebraic
Combin. 53 (2021), no. 1, 253–261.

M. Abreu, M. Funk, V. Krčadinac, D. Labbate, Strongly regular
configurations, Des. Codes Cryptogr. 90 (2022), no. 8, 1881–1897.

F. Ihringer, Switching for small strongly regular graphs, Australas. J.
Combin. 84 (2022), 28–48.  16 565 438 neizomorfnih SRG(81, 30, 9, 12)
Dva su geometrijski, a ostali su pseudogeometrijski

SRG(16, 5, 0, 2) nije pseudogeometrijski:

s(t + 1) = 5 ⇒ s = 1, t = 4 ⇒ α = 4
7
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Egzistencija jako regularnih grafova

P. J. Cameron, Random strongly regular graphs?, Discrete Math. 273
(2003), no. 1-3, 103–114.

“Strongly regular graphs lie on the cusp between highly structu-
red and unstructured. For example, there is a unique strongly
regular graph with parameters (36, 10, 4, 2), but there are 32548
non-isomorphic graphs with parameters (36, 15, 6, 6). (The first
assertion is a special case of a theorem of Shrikhande, while the
second is the result of a computer search by McKay and Spence.)”

A. E. Brouwer, H. Van Maldeghem, Strongly regular graphs, Cambridge
University Press, 2022.
https://homepages.cwi.nl/˜aeb/math/srg/rk3/srgw.pdf

Brouwerova tablica:
https://www.win.tue.nl/˜aeb/graphs/srg/srgtab.html
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Generalizacija 1: Distancijsko regularni grafovi

Povezani jako regularni grafovi imaju dijametar d = 2

Povezanost SRG(n,k, λ, µ) ekvivalentna je s µ > 0

Jedini nepovezani jako regularni grafovi su disjunktne unije potpunih
grafova: m · Kn (tzv. imprimitivni jako regularni grafovi)

Kako generalizirati uvjet jake regularnosti na grafove većeg
dijametra?
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Definicija
Neka je G povezan graf dijametra d . Za vrh x i broj i ≥ 0, označimo s
Ni (x) skup svih vrhova na udaljenosti i od x

Kažemo da je G distancijsko regularan graf (DRG) ako brojevi

pk
ij = |Ni (x) ∩ Nj(y)|

ovise samo o indeksima i , j te o udaljenosti ∂(x , y) = k, a ne o izboru
vrhova x i y . To su takozvani presječni brojevi DRG-a.

Slabiji uvjet: G je regularan stupnja k i za vrhove na udaljenosti
∂(x , y) = k brojevi bk = |Nk+1(x) ∩ N1(y)| = pk

k+1,1 i
ck = |Nk−1(x) ∩ N1(y)| = pk

k−1,1 ne ovise o izboru vrhova x i y .

Tada su ak = |Nk(x) ∩ N1(y)| = pk
k,1 = k− bk − ck i svi ostali presječni

brojevi takoder konstantni.

(b0, b1, . . . , bd−1; c1, c2, . . . , cd ) je presječni niz DRG-a.
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Ni (x) skup svih vrhova na udaljenosti i od x
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k−1,1 ne ovise o izboru vrhova x i y .

Tada su ak = |Nk(x) ∩ N1(y)| = pk
k,1 = k− bk − ck i svi ostali presječni

brojevi takoder konstantni.

(b0, b1, . . . , bd−1; c1, c2, . . . , cd ) je presječni niz DRG-a.
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Kažemo da je G distancijsko regularan graf (DRG) ako brojevi

pk
ij = |Ni (x) ∩ Nj(y)|

ovise samo o indeksima i , j te o udaljenosti ∂(x , y) = k, a ne o izboru
vrhova x i y . To su takozvani presječni brojevi DRG-a.
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V. Krčadinac (PMF-MO) Jako regularni grafovi 16.9.2024. 12 / 96



Distancijsko regularni grafovi

Teorem.
Povezan graf je jako regularan ako i samo ako je distancijsko regularan
dijametra d = 2. Parametri SRG(n,k, λ, µ) odgovaraju presječnom
nizu (k,k− λ− 1; 1, µ).

Teorem.
(a) Brojevi ki = |Ni (x)| ne ovise o izboru vrha x i vrijedi k0 = 1,

k1 = k, ki+1 = ki bi/ci+1, za i = 0, . . . , d − 1.
(b) Ukupan broj vrhova grafa je n = 1 + k1 + . . .+ kd .
(c) 1 = c1 ≤ c2 ≤ · · · ≤ cd .
(d) k = b0 > b1 ≥ · · · ≥ bd−1.
(e) c0 = bd = 0.
(f) Ako je i + j ≤ d , onda je ci ≤ bj .
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Distancijsko regularni grafovi

Teorem.
Vrijedi pk

0j = δjk , pk
i0 = δik i

pk
1j =


ck , za j = k − 1,
ak , za j = k,
bk , za j = k + 1,
0, inače.

Uz to vrijedi rekurzija

pk
i+1,j = 1

ci+1

(
pk

i ,j−1bj−1 + pk
i ,j(aj − ai ) + pk

i ,j+1cj+1 − pk
i−1,jbi−1

)
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Distancijsko regularni grafovi

Primjer. Poligon (n-terokut) je DRG dijametra d = b n
2c s presječnim nizom

(2, 1, . . . , 1; 1, . . . , 1, cd ), gdje je cd = 2 za parni n i cd = 1 za neparni n
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Distancijsko regularni grafovi

Generalizirani poligoni su klasa incidencijskih struktura s analognim
svojstvom kao parcijalne geometrije: graf točaka je distancijsko regularan.
J. Tits, Sur la trialité et certains groupes qui s’en déduisent, Inst. Hautes
Études Sci. Publ. Math. (1959), no. 2, 13–60.

Po Feit-Higmanovu teoremu, moguće su samo vrijednosti n ∈ {2, 3, 4, 6, 8}
i dijametar odgovarajućih DRG-ova je omeden.
W. Feit, G. Higman, The nonexistence of certain generalized polygons,
J. Algebra 1 (1964), 114–131.

n = 2  potpuni bipartitni grafovi
n = 3  projektivne ravnine
n = 4  generalizirani četverokuti ⇐⇒ pg(s, t, 1)  SRG (d = 2)
n = 6  generalizirani šesterokuti  DRG s d = 3
n = 8  generalizirani osmerokuti  DRG s d = 4
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Distancijsko regularni grafovi

Primjer. Graf kocke je DRG dijametra d = 3 s presječnim nizom (3, 2, 1; 1, 2, 3)
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Distancijsko regularni grafovi

Primjer. Graf oktaedra je DRG dijametra d = 2 s presječnim nizom (4, 1; 1, 4)
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Distancijsko regularni grafovi

Primjer. Graf oktaedra je DRG dijametra d = 2 s presječnim nizom (4, 1; 1, 4)

⇐⇒ SRG(6, 4, 2, 4)
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Distancijsko regularni grafovi

Primjer. Ikosaedar je DRG dijametra d = 3 s presječnim nizom (5, 2, 1; 1, 2, 5)
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Distancijsko regularni grafovi

Primjer. Dodekaedar je DRG dijametra d = 5 s nizom (3, 2, 1, 1, 1; 1, 1, 1, 2, 3)
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Distancijsko regularni grafovi

Primjer. d-dimenzionalna hiperkocka je DRG dijametra d s presječnim nizom
(d , d − 1, . . . , 3, 2, 1; 1, 2, 3, . . . , d − 1, d)

d = 4
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Distancijsko regularni grafovi

Primjer. Oktapleks, tetrapleks i dodekapleks nisu distancijsko regularni!
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Povijest

N. Biggs, Finite groups of automorphisms, London Math. Soc. Lecture
Note Ser. 6, Cambridge University Press, 1971.

Definicija.
Graf G je distancijsko tranzitivan ako za svaka dva para vrhova x , y
i x ′, y ′ na istoj udaljenosti ∂(x , y) = ∂(x ′, y ′) postoji automorfizam
α ∈ Aut(G) takav da je α(x) = x ′ i α(y) = y ′.

N. Biggs, Algebraic graph theory, Cambridge Tracts in Math. No. 67,
Cambridge University Press, 1974.

Propozicija.
Ako je G distancijsko tranzitivan, onda je distancijsko regularan.
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Povijest

Primjer. Topovski graf SRG(16, 6, 2, 2): distancijsko regularan i
distancijsko tranzitivan
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Povijest

Primjer. Shrikhandeov graf SRG(16, 6, 2, 2): distancijsko regularan,
ali nije distancijsko tranzitivan

S. S. Shrikhande, The uniqueness of the L2 association scheme, Ann.
Math. Statist. 30 (1959), 781–798.

V. Krčadinac (PMF-MO) Jako regularni grafovi 16.9.2024. 28 / 96



Povijest

A. E. Brouwer, A. M. Cohen, A. Neumaier, Distance-regular graphs,
Springer-Verlag, 1989.

E. van Dam, J. H. Koolen, H. Tanaka, Distance-regular graphs, Electron.
J. Combin. DS22, Dynamic Surveys (2016), 156 pp.
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Neki novi rezultati

D. Crnković, N. Mostarac, A. Švob, Distance-regular graphs and new
block designs obtained from the Mathieu groups, Appl. Algebra Engrg.
Comm. Comput. 35 (2024), no. 2, 177–194.

D. Crnković, S. Rukavina, A. Švob, Self-orthogonal codes from equitable
partitions of distance-regular graphs, Adv. Math. Commun. 18 (2024),
no. 3, 651–660.
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Generalizacija 2: Asocijacijske sheme
Neka je G distancijsko regularan graf dijametra d sa skupom vrhova X .

Za k = 0, . . . , d , neka je Gk graf sa istim vrhovima u kojem su x , y ∈ X
susjedni ako i samo ako je ∂(x , y) = k.
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Generalizacija 2: Asocijacijske sheme
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Generalizacija 2: Asocijacijske sheme
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 čine particiju od Kn
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Neka su x , y ∈ X , ∂(x , y) = k.

pk
ij = |Ni (x) ∩ Nj(y)|

= broj vrhova z takvih da je ∂(x , z) = i ,
a ∂(z , y) = j
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V. Krčadinac (PMF-MO) Jako regularni grafovi 16.9.2024. 37 / 96



Generalizacija 2: Asocijacijske sheme
Neka je G distancijsko regularan graf dijametra d sa skupom vrhova X .

Za k = 0, . . . , d , neka je Gk graf sa istim vrhovima u kojem su x , y ∈ X
susjedni ako i samo ako je ∂(x , y) = k.
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Generalizacija 2: Asocijacijske sheme
Neka je G distancijsko regularan graf dijametra d sa skupom vrhova X .

Za k = 0, . . . , d , neka je Gk graf sa istim vrhovima u kojem su x , y ∈ X
susjedni ako i samo ako je ∂(x , y) = k.

G0 sadrži samo petlje
G1 = G
G2

G3

G4

Neka su x , y ∈ X , {x , y} brid u Gk .

pk
ij = |Ni (x) ∩ Nj(y)|

= broj vrhova z takvih da je {x , z} brid u Gi ,
a {z , y} brid u Gj
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Definicija

Asocijacijska shema s d klasa sastoji se od grafova G0,G1, . . . ,Gd sa
zajedničkim n-članim skupom vrhova X takvih da vrijedi:

G0 je graf koji sadrži sve petlje i nema drugih bridova.

G1, . . . ,Gd čine particiju potpunog grafa Kn.
Za svaki brid {x , y} u Gk , broj vrhova z takvih da je {x , z} brid u Gi ,
a {z , y} brid u Gj ovisi samo o indeksima i , j , k. Označavamo ga pk

ij
i zovemo presječnim brojem sheme.

Za vrhove x , y takve da je {x , y} brid u Gi kažemo da su i-asocirani,
a broj vrhova n zovemo redom sheme.

Grafovi koji čine asocijacijsku shemu su regularni: Gi je stupnja ni = p0
ii

Distancijsko regularan graf G dijametra d daje asocijacijsku shemu s d
klasa ako susjedstvo u Gk definiramo pomoću udaljenosti: ∂(x , y) = k.
To su takozvane metričke ili P-polinomijalne sheme.
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ij
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G1, . . . ,Gd čine particiju potpunog grafa Kn.
Za svaki brid {x , y} u Gk , broj vrhova z takvih da je {x , z} brid u Gi ,
a {z , y} brid u Gj ovisi samo o indeksima i , j , k. Označavamo ga pk
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To su takozvane metričke ili P-polinomijalne sheme.
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Asocijacijske sheme

Primjer. Asocijacijska shema koja nije metrička:
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Asocijacijske sheme

Teorem.
Asocijacijska shema s dvije klase ekvivalentna je s parom medusobno
komplementarnih jako regularnih grafova.

V. Krčadinac, Asocijacijske sheme, Sveučilǐste u Zagrebu, 2024.

https://web.math.pmf.unizg.hr/˜krcko/nastava/asheme/

V. Krčadinac (PMF-MO) Jako regularni grafovi 16.9.2024. 41 / 96

https://web.math.pmf.unizg.hr/~krcko/nastava/asheme/asheme.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~krcko/nastava/asheme/


Asocijacijske sheme

Teorem.
Asocijacijska shema s dvije klase ekvivalentna je s parom medusobno
komplementarnih jako regularnih grafova.
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Povijest

Statistika, 1950-e

R. C. Bose, T. Shimamoto, Classification and analysis of partially balanced
incomplete block designs with two associate classes, J. Amer. Statist.
Assoc. 47 (1952), 151–184.

R. C. Bose, D. M. Mesner, On linear associative algebras corresponding to
association schemes of partially balanced designs, Ann. Math. Statist. 30
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S. S. Shrikhande, The uniqueness of the L2 association scheme, Ann.
Math. Statist. 30 (1959), 781–798.
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Povijest

Izvor: https://en.wikipedia.org/wiki/Raj_Chandra_Bose
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Izvor: https://imstat.org/2020/05/17/obituary-s-s-shrikhande-1917-2020/
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Povijest

Teorija grafova, 1970-e

N. Biggs, Finite groups of automorphisms, London Math. Soc. Lecture
Note Ser. 6, Cambridge University Press, 1971.

N. Biggs, Algebraic graph theory, Cambridge Tracts in Math. No. 67,
Cambridge University Press, 1974.

B. Weisfeiler, A. A. Leman, Reduction of a graph to a canonical form and
an algebra which appears in this process, Scientific-Technological
Investigations 2 (1968), 12–16.

I. A. Faradžev, M. H. Klin, M. E. Muzichuk, Cellular rings and groups of
automorphisms of graphs, Investigations in algebraic theory of
combinatorial objects, 1–152, Math. Appl. (Soviet Ser.), 84, Kluwer Acad.
Publ., 1994.

 “Celularni prsteni”
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Povijest

Algebra, istraživanja permutacijskih grupa
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H. Wielandt, Finite permutation groups, Academic Press, 1964.
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 “Koherentne konfiguracije”, “teorija grupa bez grupa”
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Povijest
Disertacija Philippe Delsartea, 1973.

P. Delsarte, An algebraic approach to the association schemes of coding
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Generalizacija 3: Koherentne konfiguracije
Schurova konstrukcija

Neka je G ≤ Sym(X ) tranzitivna permutacijska grupa na n-članom
skupu X . Neka su R0,R1, . . . ,Rd orbite pri djelovanju G na Kartezijev
produkt X × X .

Možemo pretpostaviti da je R0 = {(x , x) | x ∈ X} “dijagonala”
R0,R1, . . . ,Rd čine particiju od X × X
Postoje konstante pk

ij takve da je za svaki par (x , y) ∈ Rk broj
vrhova z sa (x , z) ∈ Ri i (z , y) ∈ Rj jednak pk

ij

Nedostaje simetričnost!

Primjer. X = {1, 2, 3}, G = 〈(1 2 3)〉

R0 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 R1 =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 R2 =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0


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Primjer. X = {1, 2, 3}, G = 〈(1 2 3)〉

R0 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 R1 =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 R2 =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0


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Generalizacija 3: Koherentne konfiguracije

Klase konjugacije konačne grupe

Neka je G grupa reda n, a C0 = {1},C1, . . . ,Cd njezine klase konjugacije.
Tada relacije Ri = {(x , y) ∈ G | y−1x ∈ Ci}, i = 0, . . . , d imaju ista
svojstva (R0 je dijagonala, relacije čine particiju G × G , postoje presječni
brojevi).

Primjer. G = Z2 × Z2

U ovom primjeru relacije su simetrične, ali to ne vrijedi općenito (nego
samo za tzv. ambivalentne grupe kojima su klase konjugacije zatvorene
na invertiranje)
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Definicija
Koherentna konfiguracija reda n s d klasa sastoji se od n-članog skupa
vrhova X i relacija R0, . . . ,Rd ⊆ X × X takvih da vrijedi:

1 R0 = {(x , x) | x ∈ X} je “dijagonala”
2 R0, . . . ,Rd čine particiju od X × X
3 za svaki indeks i postoji indeks i ′ takav da je Rτ

i = Ri ′

4 za sve indekse i , j , k postoje presječni brojevi pk
ij ∈ N0 takvi da

je |{z ∈ X | (x , z) ∈ Ri , (z , y) ∈ Rj}| = pk
ij za sve (x , y) ∈ Rk

Ako su relacije simetrične, tj. u 3. svojstvu uvijek vrijedi i = i ′, onda
imamo asocijacijsku shemu. Ako presječni brojevi zadovoljavaju pk

ij = pk
ji

za svaki izbor indeksa, kažemo da je koherentna konfiguracija komutativna.
Klase konjugacije grupe uvijek daju komutativnu koherentnu konfiguraciju,
a Schurovom konstrukcijom možemo dobiti nekomutativne. Schurove
koherentne konfiguracije su one koje nastaju Schurovom konstrukcijom
od neke permutacijske grupe (primjer ne-Schurove: Shrikhandeov SRG).
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ij = pk
ji
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. . . analogoni jako regularnih grafova

Što je analogija i je li “analogon” ispravna riječ?

Primjer. Schurova konstrukcija od grupe G = 〈(1 2 3 4)〉:

x y

z

x→ y

y 6→x

y→x

x→z
z→x
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Što je analogija i je li “analogon” ispravna riječ?
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Analogon 1: Usmjereni jako regularni grafovi
A. M. Duval, A directed graph version of strongly regular graphs,
J. Combin. Theory Ser. A 47 (1988), no. 1, 71–100.

Definicija.
Za G kažemo da je usmjereni jako regularan graf s parametrima
DSRG(n,k, t, λ, µ) ako vrijedi:

1 broj vrhova je n
2 svaki vrh je ulaznog i izlaznog stupnja k i ima t “obostranih” susjeda
3 za različite vrhve x i y , broj vrhova z takvih da vrijedi x → z → y

jednak je λ ako je x → y , a µ ako je x 6→ y

Primjer. DSRG(6, 2, 1, 0, 1)
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V. Krčadinac (PMF-MO) Jako regularni grafovi 16.9.2024. 58 / 96



Analogon 1: Usmjereni jako regularni grafovi
A. M. Duval, A directed graph version of strongly regular graphs,
J. Combin. Theory Ser. A 47 (1988), no. 1, 71–100.

Definicija.
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3 za različite vrhve x i y , broj vrhova z takvih da vrijedi x → z → y

jednak je λ ako je x → y , a µ ako je x 6→ y

Specijalni slučajevi: t = k SRG

t = 0  dvostruko regularni turnir, ekvivalentan s
antisimetričnom Hadamardovom matricom

Pravi ili “miješani” DSRG-ovi imaju 0 < t < k
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Usmjereni jako regularni grafovi

Teorem.
Asocijacijska shema s dvije klase ekvivalentna je s parom medusobno
komplementarnih jako regularnih grafova.

Propozicija.
Komplement DSRG(n,k, t, λ, µ) je DSRG(n,k′, t ′, λ′, µ′) za

k′ = n − k− 1

t ′ = n − 2k+ t − 1

λ′ = n − 2k+ µ− 2

µ′ = n − 2k+ λ
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Usmjereni jako regularni grafovi

Teorem.
Asocijacijska shema s dvije klase ekvivalentna je s parom medusobno
komplementarnih jako regularnih grafova.

Je li (nesimetrična) koherentna konfiguracija s dvije klase ekvivalentna
s parom medusobno komplementarnih DSRG-ova?

Petlje DSRG(6, 2, 1, 0, 1) DSRG(6, 3, 2, 1, 2)
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Usmjereni jako regularni grafovi

Teorem.
Asocijacijska shema s dvije klase ekvivalentna je s parom medusobno
komplementarnih jako regularnih grafova.

Je li (nesimetrična) koherentna konfiguracija s dvije klase ekvivalentna
s parom medusobno komplementarnih DSRG-ova? Ne!

Vrijedi li barem jedan smjer, tj. je li svaka nesimetrična koherentna
konfiguracija s dvije klase DSRG?

Da!

Nesimetrične koherentne konfiguracije s dvije klase su upravo DSRG-ovi
s t = 0, tj. dvostruko regularni turniri. Dakle, DSRG-ovi su generalizacija
koherentnih konfiguracija s dvije klase (simetričnih ili nesimetričnih).

Tablica dopustivih parametara (A. E. Brouwer, Sylvia A. Hobart):
https://homepages.cwi.nl/˜aeb/math/dsrg/dsrg.html
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konfiguracija s dvije klase DSRG? Da!

Nesimetrične koherentne konfiguracije s dvije klase su upravo DSRG-ovi
s t = 0, tj. dvostruko regularni turniri.

Dakle, DSRG-ovi su generalizacija
koherentnih konfiguracija s dvije klase (simetričnih ili nesimetričnih).

Tablica dopustivih parametara (A. E. Brouwer, Sylvia A. Hobart):
https://homepages.cwi.nl/˜aeb/math/dsrg/dsrg.html
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V. Krčadinac (PMF-MO) Jako regularni grafovi 16.9.2024. 64 / 96

https://homepages.cwi.nl/~aeb/math/dsrg/dsrg.html


Usmjereni jako regularni grafovi
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A. E. Brouwer, D. Crnković, A. Švob, A construction of directed strongly
regular graphs with parameters (63, 11, 8, 1, 2), Discrete Math. 347
(2024), no. 11, Paper No. 114146, 3 pp.
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q-Analogoni

Binomni koeficijenti:
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)
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= broj k-dimenzionalnih potprostora

n-dimenzionalnog vektorskog prostora nad konačnim poljem Fq

[n]q = qn − 1
q − 1 = qn−1 + qn−2 + . . .+ q + 1
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n
k

)
= n!

k!(n − k)!

(
n
k

)
=
(

n − 1
k − 1

)
+
(

n − 1
k

)

(X + Y )n =
n∑

k=0

(
n
k

)
X kY n−k

q-Binomni koeficijenti:
[n

k

]
q

= broj k-dimenzionalnih potprostora

n-dimenzionalnog vektorskog prostora nad konačnim poljem Fq[n
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Analogon 2: Jako regularni grafovi nad Fq

M. Braun, D. Crnković, M. De Boeck, V. Mikulić Crnković, A. Švob,
q-analogs of strongly regular graphs, Linear Algebra Appl. 693 (2024),
362–373.

V = n-dimenzionalni vektorski prostor nad Fq

Vrhovi: svi jednodimenzionalni potprostori od V
Bridovi: podskup E dvodimenzionalnih potprostora od V
Vrhovi x i y su susjedni ako je x + y ∈ E
N(x) = skup svih susjeda vrha x , uključujući njega samog
Graf nad Fq je k-regularan ako za svaki vrh x postoji (k+ 1)-dimen-
zionalni potprostor W ≤ V takav da se N(x) podudara sa skupom
svih jednodimenzionalnih potprostora od W

Za graf nad Fq kažemo da je SRG(n,k, λ, µ; q) ako je k-regularan
i svaka dva vrha imaju λ zajedničkih susjeda ako su susjedni, a µ
zajedničkih susjeda ako nisu susjedni

V. Krčadinac (PMF-MO) Jako regularni grafovi 16.9.2024. 71 / 96



Analogon 2: Jako regularni grafovi nad Fq
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q-analogs of strongly regular graphs, Linear Algebra Appl. 693 (2024),
362–373.
V = n-dimenzionalni vektorski prostor nad Fq

Vrhovi: svi jednodimenzionalni potprostori od V
Bridovi: podskup E dvodimenzionalnih potprostora od V
Vrhovi x i y su susjedni ako je x + y ∈ E
N(x) = skup svih susjeda vrha x , uključujući njega samog
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V. Krčadinac (PMF-MO) Jako regularni grafovi 16.9.2024. 71 / 96



Analogon 2: Jako regularni grafovi nad Fq
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Jako regularni grafovi nad Fq

Primjeri:

1. Potpuni q-graf: E = skup svih dvodimenzionalnih potprostora od V

SRG(n, n − 1, [n]q − 2, µ; q)

2. Neka je S m-spread, tj. familija m-dimenzionalnih potprostora od V
takva da je svaki jednodimenzionalni potprostor sadržan u točno jednom
elementu iz S. Poznato je da S postoji ako i samo ako m | n i tada je

|S| = qn − 1
qm − 1

E = skup svih dvodimenzionalnih potprostora elemenata iz S

SRG(n,m − 1, [m]q − 2, 0; q)

Ovo je q-analogon disjunktne unije potpunih grafova
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Jako regularni grafovi nad Fq

Primjeri:

3. Neka je n paran, ϕ simplektički polaritet od V i E = skup svih
dvodimenzionalnih potprostora koji su totalno izotropni obzirom na ϕ

SRG(n, n − 2, µ− 2, µ; q) za µ = [n − 2]q

Teorem.
Svaki SRG(n,k, λ, µ; q) podudara se s nekim od tri opisana primjera.
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Konferencija CSEECDMA u Beogradu
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Konferencija CSEECDMA u Beogradu

Dragan Stevanović
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Konferencija CSEECDMA u Beogradu

Xueliang Li
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V. Krčadinac (PMF-MO) Jako regularni grafovi 16.9.2024. 79 / 96



Konferencija CSEECDMA u Beogradu

V. Krčadinac (PMF-MO) Jako regularni grafovi 16.9.2024. 80 / 96



Konferencija CSEECDMA u Beogradu
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Analogon 3: Jako regularni označeni grafovi

Zoran Stanić, Milica Andelić, Tamara Koledin
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Analogon 3: Jako regularni označeni grafovi

Z. Stanić, On strongly regular signed graphs, Discrete Appl. Math. 271
(2019), 184–190.

T. Koledin, Z. Stanić, On a class of strongly regular signed graphs, Publ.
Math. Debrecen 97 (2020), no. 3-4, 353–365.

Z. Stanić, Spectra of signed graphs with two eigenvalues, Appl. Math.
Comput. 364 (2020), 124627, 9 pp.

M. Andelić, T. Koledin, Z. Stanić, On regular signed graphs with three
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Analogon 3: Jako regularni označeni grafovi
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Označeni grafovi
G = (V ,E )
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Označeni grafovi
Ġ = (V ,E , σ), σ : E → {−1, 1}

+

+

+

-

+

-

A =


0 1 1 0 −1
1 0 1 0 0
1 1 0 −1 0
0 0 −1 0 1
−1 0 0 1 0


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Ġ = (V ,E , σ), σ : E → {−1, 1}

+

+

+

-

+

-

A =


0 1 1 0 −1
1 0 1 0 0
1 1 0 −1 0
0 0 −1 0 1
−1 0 0 1 0


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Označeni grafovi
Ġ = (V ,E , σ), σ : E → {−1, 1}

+

+

+

-

+

-

3

2

3

2

2 A =


0 1 1 0 −1
1 0 1 0 0
1 1 0 −1 0
0 0 −1 0 1
−1 0 0 1 0



Stupanj vrhova
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Označeni grafovi
Ġ = (V ,E , σ), σ : E → {−1, 1}
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+
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1

0
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Stupanj vrhova, zbirni stupanj (?) vrhova (net-degree)

Predzank šetnje: produkt predznaka bridova koje sadrži
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Stupanj vrhova, zbirni stupanj (?) vrhova (net-degree)

Predzank šetnje: produkt predznaka bridova koje sadrži – pozitivna šetnja
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Označeni grafovi
Ġ = (V ,E , σ), σ : E → {−1, 1}

+

+

+

-

+

-

A =


0 1 1 0 −1
1 0 1 0 0
1 1 0 −1 0
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

Stupanj vrhova, zbirni stupanj (?) vrhova (net-degree)

Predzank šetnje: produkt predznaka bridova koje sadrži – negativna šetnja
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Označeni grafovi
Ġ = (V ,E , σ), σ : E → {−1, 1}

+

+

+

-

+

-

A =


0 1 1 0 −1
1 0 1 0 0
1 1 0 −1 0
0 0 −1 0 1
−1 0 0 1 0



Stupanj vrhova, zbirni stupanj (?) vrhova (net-degree)

Predzank šetnje: produkt predznaka bridova koje sadrži

wi (x , y) = broj pozitivnih šetnji minus broj negativnih šetnji
duljine i izmedu vrhova x , y

[
Ai]

x ,y = wi (x , y)
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Definicija
Za Ġ kažemo da je jako regularan označen graf s parametrima
SRSG(n,k, λ+, λ−, µ) ako:

1 broj vrhova je n
2 svaki vrh je stupnja k (običnog stupnja, ne zbirnog stupnja!)
3 w2(x , y) = λ+ za svaka dva vrha x , y spojena pozitivnim bridom
4 w2(x , y) = λ− za svaka dva vrha x , y spojena negativnim bridom
5 w2(x , y) = µ za svaka vrha x , y koja nisu susjedi

SRG(n,k, λ, µ) ⇐⇒ A2 = kI + λA + µ(J − I − A)

SRSG(n,k, λ+, λ−, µ) ⇐⇒

A2 = kI + λ+
( |A|+ A

2

)
+ λ−

( |A| − A
2

)
+ µ(J − I − |A|)
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SRSG(n,k, λ+, λ−, µ) ako:

1 broj vrhova je n
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Za Ġ kažemo da je jako regularan označen graf s parametrima
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-
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λ+, λ−, µ ∈ Z

Zbirni stupnjevi
vrhova ne moraju
biti isti!

Odgovarajući neoznačeni
graf je SRG(6, 4, 2, 4)
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2 svaki vrh je stupnja k (običnog stupnja, ne zbirnog stupnja!)
3 w2(x , y) = λ+ za svaka dva vrha x , y spojena pozitivnim bridom
4 w2(x , y) = λ− za svaka dva vrha x , y spojena negativnim bridom
5 w2(x , y) = µ za svaka vrha x , y koja nisu susjedi

Primjer. SRSG(6, 4, 0, 0, 0)

+

+

+

-

-

-

-

- -

+

+

+

λ+, λ−, µ ∈ Z

Zbirni stupnjevi
vrhova ne moraju
biti isti!

Odgovarajući neoznačeni
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SRSG-ovi su čudni!

Primjer. SRSG(8, 3, 0, 0, 0) – odgovarajući neoznačeni graf nije SRG!

+

+

+

-

-

+

+

+

+

+ -

+

Nepovezan označen graf je SRSG ako i samo ako su komponente SRSG
s istim parametrima k, λ+, λ− i parametrom µ = 0. Broj vrhova
komponenta ne mora biti isti!

Bipartitni SRG-ovi su samo Kn,n. Netrivijalni primjeri bipartitnih
SRSG-ova dobivaju se od incidencijski grafovi simetričnih dizajna!
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Primjer. SRSG(8, 3, 0, 0, 0) – odgovarajući neoznačeni graf nije SRG!
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SRSG-ovi su čudni!

Grafovi s tri svojstvene vrijednosti su točno netrivijalni SRG-ovi
(povezani, nepotpuni). Trivijalni imaju dvije svojstvene vrijednosti.

Svi označeni grafovi s dvije svojstvene vrijednosti jesu SRSG-ovi.
Nije ih moguće potpuno opisati!

Nije poznata spektralna karakterizacija SRSG-ova!

SRSG može imati vǐse od tri svojstvene vrijednosti (poznati
su primjeri s 4 i 5).
Označen graf s tri svojstvene vrijednosti ne mora biti SRGS.

D. Cvetković, M. Doob, H. Sachs, Spectra of graphs, 3rd edition, Johann
Ambrosius Barth, Heidelberg, 1995.
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Grafovi s tri svojstvene vrijednosti su točno netrivijalni SRG-ovi
(povezani, nepotpuni). Trivijalni imaju dvije svojstvene vrijednosti.

Svi označeni grafovi s dvije svojstvene vrijednosti jesu SRSG-ovi.
Nije ih moguće potpuno opisati!

Nije poznata spektralna karakterizacija SRSG-ova!

SRSG može imati vǐse od tri svojstvene vrijednosti (poznati
su primjeri s 4 i 5).

Označen graf s tri svojstvene vrijednosti ne mora biti SRGS.
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D. Cvetković, M. Doob, H. Sachs, Spectra of graphs, 3rd edition, Johann
Ambrosius Barth, Heidelberg, 1995.
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Kraj

Hvala na pažnji!
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