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Predgovor

Pri proucavanju parcijalnih diferencijalnih jednadzbi cesto se moramo suociti sa
slabo konvergentnim nizovima u prostoru L2, koji ne konvergiraju jako. Za takve nizove
(uy) prirodno je promatrati omeden niz u L' dan s |u,|?. Opéenito, taj niz ne konverigra
slabo u L, veé samo slabo * (vague) u prostoru omedenih Radonovih mjera (M, = C}),
k defektnoj mjeri v.

U nacelu, postoje dvije razli¢ite vrste nekompaktnih nizova, i to koncentracija i
titranje. Preciznije, za ¢ € CX(R?) takvu da je ol 2mey =11en — 0" nizovi

a) koncentracija: up(x) := 5;d/2g0(xg—:0)

2mik-X

b) titranje: u,(x) := @(x)e en

konvergiraju slabo k nuli, ali ne i jako u L2(R%), dok su pripadne defektne mjere jednake
v = 0x, (za koncentracijski niz), te |¢|?)\ (za titrajuéi niz), pri ¢emu je A Lebesgueova
mjera. [z ovih primjera je vidljivo da defektne mjere nisu dovoljne za potpuno odredivanje
razlika izmedu razli¢itih nekompaktnih nizova (npr. titrajuéi nizovi razli¢itih smjerova k
i frekvencija 1/e, imaju jednake defektne mjere). Ovaj nedostatak informacija moze se
(djelomicno) rijesiti koriste¢i mikrolokalne objekte defnirane u punom faznom prosto-
ru kao sto su H-mjere i polukalsicne mjere, te pogotovo nedavno uvedenim objektima,
jednoskalnim H-mjerama, koje su svojevrsno poopcenje i H-mjera i poluklasi¢nih mje-
ra. Ukratko, H-mjere, za razliku od poluklasi¢nih mjera i jednoskalnih H-mjera, nemaju
karakteristicnu duljinu (skalu).

Medutim, proucavanje nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi cesto zahti-
jeva zamjenu Hilbertovog prostora opéenitijim Banchovim prostorima LP, p € (1,00).
Kako su prethodni objekti vezani uz L2 prostor, postoji potreba za odgovarajuéim po-
opéenjima i prosirenjima postojece teorije. Nedavnim uvodenjem H-distribucija dobilo se
prosirenje H-mjera na LP, p € (1, 00), prostore, dok, po nasem znanju, poopcéenje objeka-
ta s karakteristicnom duljinom (poluklasi¢nih mjera i jednoskalnih H-mjera) do sad nije
napravljeno.

Odnos H-mjera i poluklasi¢nih mjera uvelike ovisi o (wy,)-titrajucem i (ovdje uve-
denom) (wy,)-koncentriraju¢em svojstvu, pa osim pregleda osnovnih rezultata H-mjera i
poluklasi¢nih mjera, u prvom poglavlju detaljnije proucavamo ta dva svojstva. Nadalje,
u zadnjem dijelu poglavlja prezentiramo primjenu poluklasi¢nih mjera u proucavanju ho-
mogenizacijskog limesa evolucijskih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, te komentiramo
dva moguca pristupa. U prvom se proucava poluklasi¢na mjera pg. pridruzena nizu rjese-
nja (uy), dok se u drugom pristupu za fiksno vrijeme ¢ promatra poluklasiéna mjera pl,
pridruZena nizu (uy(t,-)), ¢ime dobivamo familiju mjera (ul,).cp+-

U drugom poglavlju proucavamo jednoskalne H-mjere koje je nedavno uveo Luc
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Tartar [53, 54]. Za razliku od izvornog Tartarovog pristupa, ovdje prikazujemo alterna-
tivni dokaz temeljen na inacici Prve komutacijske leme i teoremu o jezgri. U nastavku po-
glavlja proucavamo lokalizacijsko nacelo, te dobivamo rezultat kojim je znacajno prosiren
rezultat iz [53], a koji potom primjenjujemo u izvodenju lokalizacijskih svojstava H-mjera i
poluklasi¢nih mjera, te konacno i inacice kompaknosti kompenzacijom s karakteristicnom
duljinom.

Prosirenje jednoskalnih H-mjera, jednoskalne H-distribucije, na LP prostore, p €
(1,00), je tema treceg poglavlja. Jedna od tehnickih poteskoéa u odnosnu na prethodno
poglavlje je Cinjenica da je u tom kontekstu nuzno raditi s glatkim funkcijama pa se
racun znatno komplicira. Donosimo rezultat postojanja kojim jednoskalne H-distribucije
postaju poopéenja jednoskalnih H-mjera, ali i H-distribucija [10], te izvodimo lokalizacij-
sko svojstvo.

U posljednjem, cetvrtom poglavlju promatrane su neke inacice postoje¢ih mikrolo-
kalnih objekata, s i bez karakteristicne duljine, pogodne za probleme u kojima kompo-
nente varijable x = (1, ... ,xd) nisu ravnopravne, veé¢ su u nekom opéem odnosu z! :
22t =qa1 a0 ag. Za parabolicko skaliranje a; = %, g =---=qq =1
pripadna inacica (bez karakteristicne duljine) je upravo parabolicka H-mjera [6].

Nastajanje ovog rada ne bi bilo moguce bez velike podrske i pomodi prijatelja i
kolega. Za pocetak bih se svakako htio zahvaliti Nenadu koji me ve¢ s diplomskim radom
uveo u ovo podruc¢je matematike, a zatim me strpljivo i prijateljski vodio kroz cijeli
doktorski studij, ukljucujuéi i izradu ovog rada. Bez njega puno toga ne bi bilo moguce,
pa tako niti ovaj moj doktorat. Jako veliku ulogu u izradi ovo rada je imao i Martin s kojim
sam proveo mnogobrojne sata na Skypeu, ali i uzivo, gdje smo zajednickim snagama ucili
i razumijevali probleme poluklasi¢ne analize, Sto je imalo utjecaja na mnoge stranice ovog
rada. Hvala ti Martine. Htio bih zahvaliti i ostalim ¢lanovima Seminara za diferencijalne
jednadzbe i numericku analizu na korisnim primjedbama i komentarima tokom svih ovih
godina, a posebno Marku (velikom :)), Darku, Marinu i Ivanu.

Bilo je tu naravno i puno posla koji nije direktno vezan uz slova ovog uratka, ali pri
tome nikako nije manje vrijedan. Pa tako veliko hvala Juri sto me usmjerio k matematici,
Kresi na probijanju leda prvim ¢lankom, roditeljima na velikoj podrsci, vje¢nom uzroru
bratu, a i svim (do sad ne spomenutim) prijateljima koje ne¢u nabrajati da ne bih nekoga
nepravedno izostavio...ili evo da probam: Iva, Andrej, Andrija, Ane, Barni, Bine, Bojan,
Cimi, Cika, Coka, Dodo, Dragko, Drle, Ena, Franéesko, Gunji, Inja, Jel¢ié¢, Jelena, Jere,
Juka, Kereta, Kriste, Krsni, Mare, Matea, Matej, Matija, Mili, Monika, Nine, Petar,
Pero, Rafo, Rudi, Ruso, Slipa, Tea, Tiho, Torinjo, Vujc¢i¢... Fala svimal

U Zagrebu, lipnja 2016.
Marko Erceg
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Jednoskalne H-mjere i inacice

H-mjere (ili mikrolokalne defektne mjere) i poluklasicne mjere (ili Wignerove mjere)
su objekti koji na neki nac¢in mjere odstupanje od jake konvergencije slabo konvergentnih
nizova u L2 prostoru. S jedne strane H-mjere nemaju karakteristiénu duljinu (parametar
koji tezi nuli), ali zato rezultat u Fourierovom prostoru projiciraju na jedini¢nu sferu,
dok poluklasi¢ne mjere imaju karakteristicnu duljinu ¢ijim izborom se odreduje na kojoj
skali u Fourierovom prostoru djeluju. Konstrukcija H-mjera je motivirana problemima
iz teorije homogenizacije, dok su poluklasi¢ne mjere dobile ime po tome Sto pripadaju
podruéju matematike zvanom poluklasicna analiza u kojem se proucavaju razni problemi
u teoriji parcijalnih diferencijalnih jednadzbi i funkcionalne analize uz prisustvo malog
parametra, ¢ime se analiza obi¢no dijeli ovisno u kojem se rezimu nalazimo.

Veéina uspjesnih primjena H-mjera se oslanja na lokalizacijskom svojstvu (Teorem
2) koje je usko vezano s poopéenom metodom kompaknosti kompenzacijom za jednadzbe
s varijablinim koeficijentima (Teorem 3). Prijenosno svojstvo je drugo vazno svojstvo
H-mjera (npr. pogledati [2, 8, 52]), ali u ovom radu ¢emo koristiti samo svojstvo Sirenja
poluklasi¢nih mjera (odjeljak 5) ¢ime ilustriramo njihovu uspjesnu primjenu u proucava-
nju visokofrekventnih limesa, odnosno parcijalnih diferencijalnih jednadzbi s karakteri-
sticnom duljinom.

U prvom odjeljku dajemo pregled nekih svojstava H-mjera kao i njihovu primjenu
na osnovnim primjerima slabo konvergentnih nizova (titranje i koncentracija) u kojima
isticemo da H-mjere ne mogu dobiti cjelovitu informaciju. Konkretno, H-mjere ne ra-
zlikuju titranja istih smjerova, ali razlicitih frekvencija (Primjer 1), sto je uzrokovano
projekcijom na sferu u Fourierovom prostoru. Uoceni problem nastavljamo proucavati
u drugom odjeljku gdje provodimo detaljnu analizu nizova u odnosu na razlicite rezime
pripadnih skala, odnosno karakteristicnih duljina, koristeé¢i dva uvjeta: (wy)-titrajuce i
(wn)-koncentrirajuce svojstvo. Najvazniji rezultat ovog odjeljka, ali ujedno i glavna moti-
vacija za njegovo stvaranje, je Teorem 4 koji je rasvijetlio neka pitanja kod poluklasi¢nih
mjera u tre¢em odjeljku (npr. komentari nakon Leme 10 i Korolara 3). Osim toga, u
tre¢em odjeljku isticemo problem s gubitkom informacije poluklasicnih mjera za neke
karakteristicne duljine (primjeri 7 i 8), $to zajedno s uoc¢enim problemom kod H-mjera
motivira uvodenje jednoskalnih H-mjera u sljede¢em poglavlju. U cetvrtom odjeljku ko-
mentiramo odnos H-mjera i poluklasi¢nih mjera gdje je pokazano da taj odnos ovisi o
svojstvima iz drugog odjeljka. U posljednjem odjeljku prouc¢avamo homogenizacijski limes
parabolicke jednadzbe u razli¢itim rezimima primjenom poluklasi¢nih mjera, te komen-
tiramo dva moguca pristupa. U prvom se promatra poluklasi¢na mjera pug. pridruzena
nizu rjesenja (uy), dok se u drugom pristupu za fiksno vrijeme ¢ promatra poluklasi¢na
mjera k. pridruzena nizu (uy,(t,-)) ¢ime dobivamo familiju mjera (1, )er+-

1. H-mjere

H-mjere, ili kako se jo$ nazivaju, mikrolokalne defektne mjere su pocetkom devede-
setih godina dvadesetog stolje¢a neovisno uveli Luc TARTAR i PATRICK GERARD. Rijec je
o Radonovim mjerama na kosfericnom sveznju Q x S~! nad domenom Q C R?. Kako
su se najprije pojavile u vezi s nekim problemima iz homogenizacije, Tartar ih je nazvao
H-mjerama. One su Radonove mjere, definirane kao limes kvadrati¢nih izraza L? funkcija.

Prije definicije samih H-mjera potrebno je uvesti jednostavne pseudodiferencijalne
operatore. Neka su zadane ¢ € L®(R%)i¢ € Co(R?). Pridruzimo im operator mnoZenja
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H-mjere i poluklasi¢ne mjere
By i Fourierov mnozitelj Ay na L?(R%; C"), na sljedeéi nacin:

B, :1*(R%C") — L*(R%CT),  Byu(x) = p(x)u(x),
Ay LR CT) 5 LARECT),  Agu(€) = (€)a(€),

pri ¢emu je Fourierova pretvorba dana s Fu(§) = 0(€) = [ra e2mEXy(x) dx, dok je
inverzna Fourierova pretvorba dana s Fu(€) = (u)V(§) := Jra e2miEXy(x) dx. O¢ito
vrijedi:

||B¢|’5(L2(Rd;cr)) = ||90||L<><>(Rd) 5

||A1/J||[;(L2(Rd;cr)) = HwHLOO(Rd) .

U definiciji H-mjera su probne funkcije u dualnom prosotru definirane na jedini¢noj
sferi S9! pa ih radijalno progirujemo na R¢ := R\ {0} dobivajuéi funkcije homogene
reda nula. Preciznije, za 1 € C(S¢"!) promatramo v o 7 pri cemu je (&) = é—|

projekcija R¢ na S~! po zrakama kroz ishodiste, ¢ime dobivamo funkciju iz L>®°(R?)
(za konstrukciju s prosirenjima po opcéenitijim krivuljama pogledati ¢etvrto poglavlje).
Krace tada pisemo Ay = Ayor-

Upravo definirani operatori se javljaju u definiciji H-mjera i bas je sljedeéi rezultat
bio klju¢an za razvoj teorije. Navodimo ga bez dokaza, koji se moze naéi u [52, Lemma
1.7].

Lema 1. (prva komutacijska lema) Neka su zadane ¢ € C(S41) i ¢ € Co(RY).
Tada je komutator C' := [Ay, B,] = AyBy, — By Ay kompaktan operator na prostoru
L2(R%).

"

Postojanje H-mjera dano je sljede¢im teoremom kojeg navodimo u nesto drugaci-
jem obliku nego sto je to originalno napravljeno u [26, Theorem 1] i [52, Theorem 1.1]
(usporediti s [2, Theorem 1]). Takoder, radi opcenitosti cijelo vrijeme radimo s lokalnim
prostorima ¢ime dobivamo neomedene Radonove mjere.

Teorem 1. (postojanje H-mjera) Ako u, — 0 u L2 (€ C"), onda postoji podniz

(upy) 17 x 7 hermitska nenegativna matricna Radonova mjera pg na produktu € x S4—1
takvi da za svaki izbor probnih funkcija 1,2 € Co(Q) i 9 € C(S?1), vrijedi

i [ (5(€) @ 2(0)) v (157) d6 = o, (0122) B

TLI

R4

— / p1(x)p2(x)¥ (&) dpen (%, §) -

Qxgd-1

Mjeru ppr nazivamo H-mjerom pridruzenom (pod)nizu (uy). .

Objasnimo preciznije oznake koristene u iskazu prethodnog teorema, a kojih ¢emo
se drzati u cijelom radu. Varijable u fizikalnom prostoru 2, otvoreni podskup R?, obi¢no
oznacavamo s x = (2!, ..., %), dok pripadne dualne varijable s € = (&1, ... ,&q). Tenzor-
ski produkt vektora u C" oznacavamo s ®, a definiran je s (a ® b)v = (v - b)a, pri ¢emu -
oznacava kompleksni skalarni produkt antilinearan po drugoj varijabli (a-b := Soi_qa'bt),
¢ime dobivamo da je matriéni prikaz operatora a®b dan s [a®@bl;; = a't’. S (-,-) oznaca-
vamo pripadni seskvilinearni dualni produkt, koji uzimamo da je antilinearan po prvom
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Jednoskalne H-mjere i inacice

argumentu i linearan po drugom. Upravo je ovo razlog zasto se u posljednoj jednako-
sti u iskazu prethodnog teorama javlja konjugirana mjera. Kada se matri¢ne funkcije
pojavljuju u oba argumenta, time podrazumjevamo (A,B) = [B- A = [tr(BA*). Ra-
di jednostavnosti zapisa, takoder definiramo dualni produkt u slucaju kada se matricna
funkcija javlja u prvom, a skalarana funkcija u drugom argumentu (Sto je slucaj iz iskaza
prethodnog teorema) s (A, @) = [(AY, ¢)];;. S Ce(X) oznaCavamo prostor neprekinutih
funkcija s kompaktnim nosac¢em na lokalno kompaktnom Hausdorffovom prostoru X, dok
pripadni zatvarac¢ u L* normi s Cy(X) koji je (pravi) potprostor prostora jednoliko nepre-
kinutih omedenih funkcija C,;(X). Nadalje, ukoliko nije drugacije naglaseno, pod (kom-
pleksnom) Radonovom mjerom na X podrazumijevamo objekt iz M(X) := (C.(X))’,
dok su omedene Radonove mjere elementi prostora M;(X) := (Co(X))'.

Cesto ¢emo radi jednostavnosti biti neprecizni i ne¢emo posebno naglagavati prela-
zak na podniz. S druge strane, niz je ¢ist (u terminima H-mjera) ako je pripadna H-mjera
jedinstvena za svaki njegov podniz.

Prvi integral u prethodnoj formuli mogli smo zapisati u terminima pseudodiferenci-
jalnih operatora Ay, i B, koristenjem Plancherelove formule

[ (e @ )0 (i) d€ = [ (Autorn) ) © cau0) dx.

Rd RA

Sto ¢emo koristiti u tre¢em poglavlju.

Primjetimo da smo koristili Fourierovu pretvorbu za sto je potrebno imati funkcije
definirane na ¢itavom prostoru R%. Medutim, to lako postizemo prosirivanjem funkcija
nulom van €2 nakon $to smo ih najprije lokalizirali mnozenjem s probnim funkcijama s
kompaktnim nosacem. To je standarni postupak koji ¢emo po potrebi uvijek raditi i
ne¢emo posebno naglasavati.

Uoc¢imo da pri perturbaciji niza (u,) jako konvergentnim nizom (v, ) s limesom nula,
dobiveni niz (uy, + vy, ) definira identicnu H-mjeru pg. Posebno, jako konvergentnom nizu
u L2 (Q; C") pridruZena je trivijalna H-mjera ppy = 0, ali vrijedi i obrat $to je posljedica
sljedec¢eg korolara koji slijedi izravno po definiciji H-mjera danoj prethodnim teoremom.
Korolar 1. Ako niz u, ®u, konvergira slabo* k mjeri v u M(Q; M,(C)), onda za svaki
€ C(Q) vrijedi:

<V790> - <HH790&1> :

[ |
Medutim, cak i da smo krenuli od nizova u Lz(Q; C"), trivijalna H-mjera daje jaku
konvergenciju samo u L2 (Q; C"). Tipi¢an primjer je disperzijski niz (vidi [36, Primjer
L.3]).
Kako H-mjere proucavaju limese kvadraticnih izraza slabo konvergentnih nizova, to
se i osnovni primjeri H-mjera [52] odnose na pojave koje uzrokuju odstupanje slabe od
jake konvergencije (titranje i koncentracija).

Primjer 1. (titranje) Nekajev € L2 (RY) perioditka funkcija s jedini¢nim periodom

u svakoj varijabli i srednjom vrijednosti jednakoj nula, odnosno, u Fourierovom razvoju

funkcije v danom s
U(X) _ Z Uk€2mk~x7

keZd
imamo vg = 0.
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H-mjere i poluklasi¢ne mjere

Za gy — 07 je tada s up(x) := v(2) definiran niz u istom prostoru, a kojem je slabi
limes jednak srednjoj vrijednosti funkcije v, odnosno u, — vg =0 u L%OC(Rd), pa ima
smisla promatrati pripadnu H-mjeru.

Stovige, niz (uy) je ¢ist, a pripadna (jedinstvena) H-mjera je dana s

pr =Y, |u/AR Ok,
kezd\ {0}
pri cemu je A Lebesgueova mjera u fizikalnom, a 5ﬁ su Diracove mjere u dualnom pro-
k
storu. Primjetimo da H-mjera ne ovisi o izboru niza (g,), odnosno H-mjera ne razlikuje

titranja istih smjerova, a razliCitih frekvencija. .

Primjer 2. (koncentracija) Za danu funkciju v € L?(R%), niz pozitivnih brojeva
en— 0T ixg € R4 promatramo niz

_d /X —X
Up(Xx) = 5n2v< O>.
€n

Lako se provjeri da je niz (u,) omeden u L?(R%), te da konvergira slabo nuli.

Definirani niz je takoder ¢ist s pripadnom H-mjerom oblika dx, X v, gdje je v mjera
s povrsinskom gusto¢om N (v je apsolutno neprekinuta s obzirom na povrsinsku mjeru)
na S%1 koja je dana formulom:

N(n) = /0 o(tm) 24t

odnosno za svaki ¢ € C.(RY x S971) vrijedi:

o) = [ 1€ (x0, 57) de.

Kao i u proslom primjeru, H-mjera ne vidi brzinu koncentracije eil, veé samo tocku xg u
T

koju se niz sazima. .

Veéina uspjesnih primjena H-mjera zasnovana je na lokalizacijskom nacelu (vidi [2,
52]) iz kojeg odredujemo skup tocaka na kojem je mjera nosena. Prije samog iskaza
lokalizacijskog svojstva, prisjetimo se definicije Sobovljevih prostora koriste¢i Fourierovu
pretvorbu, te pripadnih oznaka diferencijalnih operatora.

Za s € R definiramo

H*(RY) := {u cS': (1 + |§|2>§a € L2(Rd)} :

uz normu [|u|ysgay = [[(1+ \€|2)%ﬁ||L2(Rd). Cesto ¢emo koristiti ekvivalentnu normu
danu s u — |[(1+ |€|‘8|)Signsﬂ||L2(Rd). Za s = 0 je ekvivalencija ocita, dok u slucaju s # 0
koristimo da su sve norme na R? ekvivalentne, pa za svaki p € [1, 00) postoje Cp, Dy >0
takve da za svaki € R imamo Cp(1 + |z|P) < (1 + |z[)? < Dp(1 + |z|P) iz Cega slijedi

Cok - (1 + |&]lsl)2* - Doy,
Dyjsp (14 [€]2)Flsl = Cgp
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pri ¢emu je k € N takav da k|s| > 1, ¢ime dobivamo ekvivalenciju gornjih normi na
H*(RY).
Poopéenje prethodnih prostora je dano s lokalnim Sobovljevim prostorim:

HS () = {u eD(Q): (Vo € CX(Q) pu € HS(Rd)} .

Prostor Hj (£2) opskrbljujemo najslabijom topologijom u kojoj su sva preslikavanja u —
u neprekinuta (pogledati [8, p. 1207] i tamo spomenute reference). Posebno, prostor
LIQOC(Q;CT) je opskrbljen standarnom Fréchetovom lokalno konveksnom toplologijom.
(pogledati [3] i tamo spomenute reference).

Parcijalne derivacije u fizikalnom prostoru oznacavamo s 0 := %, a u dualnom
prostoru s 9F := %. Nadalje, sluzimo se Schwartzovim oznakama: multiindeks je d-torka
prirodnih brojeva ae = (v, . . ., ag) za koju definiramo duljinu |a| := aq+- - -+ i fakto-
rijel a! := ay!---ay!, dok za x € R definiramo potenciranje x® := (x!)* ... (z9)%.
Na multiindeksima uvodimo parcijalni uredaj < na nacin da je 8 < a ako i samo ako za
svaki j € 1..d vrijedi 3; < ;. Definiramo i binomni koeficijent formulom

(5) = o —an

za B < a, dok je inace jednak 0. Za derivacije ¢emo koristiti pokrate 0q := 07" - -03‘1 u
fizikalnom, odnosno 9% := (91)* - .- (94)? u dualnom prostoru.

Iskazimo sada lokalizacijsko nacelo H-mjera kao u [26, Corollary 2.2], dok se u [52,
Theorem 1.6] moze pronadi tvrdnja za m = 1.

Teorem 2. (lokalizacijsko nacelo za H-mjere) Akou, — 0uL? (Q;C") odreduje
H-mjeru py, te za danim € N

(1) Z Oa(A%uy,) — 0 (jako) u prostoru H, "(€2; C?) ,

laf<m

gdje su A* € C(Q; Mqx:(C)), tada vrijedi

pprlu'g =0,
pri cemu je
L M E @ «
@) Por(x,€) = |a|22m<2m> (jg) Ae

glavni simbol diferencijalnog operatora u (1). .

Izravno iz rezultata prethodnog teorema mozemo zakljuciti da je nosa¢ H-mjere pp
sadrzan u skupu

Yppr 1= {(X,E) e Qx8t. rank pp, < r}

tocaka gdje ppr(x, &) nije lijevo invertibilna.

Direktna posljedica lokalizacijskog nacela je poopcenje kompaktnosti kompenza-
cijom za jednadzbe s varijabilnim (ali neprekinutim) koeficijentima, $to je predstavilo
znacajan korak u razvoju teorije s obzirom da su se ranije mogle tretirati samo jednadzbe
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s konstantnim koeficijentima. Ukratko, kompaktnost kompenzacijom se primjenjuje u
situaciji kad nas zanima limes (nelinearnih) kvadrati¢nih izraza niza (u,) koji slabo
konvergira u LlOC(Q; C") prema ug, te dodatno zadovoljava odredenu diferencijalnu re-
laciju. Ovdje ¢emo prezentirati prilagodenu verziju tvrdnje dane u [53, Corollary 28.11]
za slucaj jednadzbi viseg reda i vektorskih funkcija. Dokaz ¢emo izostaviti jer ¢e svi
kljuéni koraci biti prezentirani u dokazu varijante kompaknosti kompenzacijom s ka-
rakteristicnom duljinom na kraju drugog poglavlja.

Teorem 3. (kompaknost kompenzacijom) Nekau, — uu Lloc(Q3 C") zadovoljava
da je (1) pretkompaktno u H, " (2; C?) gdje je A® € C(Q; Myx:(C)), dok je Q(x; A) :=
Q(x)X - X takav da Q(- 7un)éy u M(Q), pri cemu Q € C(Q;M;(C)) i Q* = Q.
Tada
a) (V(x,) € QxSTHVAEAcg) QN 20 = v =>Q(,u),
b) (V(x,£) €QxSTHVAEA) Qx;A) =0 = v =0Q(,u),

gdje je
Axe ={A € C" i ppr(x,€)A =0},

dok je pyr dan u Teoremu 2. .

Prezentirajmo primjenu prethodnog teorema na jednostavnom primjeru (vidi [52,
Section 1.3]) s konstantnim koeficijentima (koji je stoga bio dohvatljiv i s klasi¢nom
teorijom).

Primjer 3. Neka u, = (u},u2) — u = (u!,u?) u L?(R?; C?) zadovoljava da su
nizovi (O1u) i (ou2) omedeni u L?(R?) (pa stoga i sadrzani u kompaktnim skupovima
u Hloc(R2))' Time dobivamo da je

1 0 0 0
01 {0 0}un+82[0 1}un

pretkompaktno u H_!(R% C2), te je Axe = {X € C?: 101 = &\ = 0}, odnosno

UAX{ = {()\1,0) i € C} U {(0,)\2) i Ay € C},

jer &1 i & ne mogu istovremeno biti nula na S!. Buduéi da se kvadratna forma Q(X) :=

A A2 ofito poniStava na gornjem skupu, po prethodnom teoremu slijedi Uy, u2 ol .

Lokalizacijsko svojstvo H-mjera se, osim kod izvodenja prethodnog rezultata kompa-
knosti kompenzacijom, koristilo u brojnim problemima iz teorije parcijalnih diferenci-
jalnih jednadzbi kao $to su homogenizacija malih amplituda [6, 52], teorija upravljanja
[15, 39], eksplicitnim ocjenama u homogenizaciji [7, 52|, postojanju entropijskih rjesenja
u zakonima sacuvanja [46], te usrednjavanju brzinama [26, 37]. Takoder, lokalizacijsko
svojstvo je bitno kod primjene prijenosnog svojstva H-mjera [2, 8, 52].

2. Karakteristicna duljina nizova

U ovom odjeljku ¢emo prezentirati dva svojstva koja odreduju karakteristicnu du-
Jjinu promatranog niza (npr. frekvencija titranja).
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Neka je @ € R? i (wy) niz pozitivnih brojeva takav da w — 0. Za niz (u,) u

L2 (£;C") kazemo da je (wy)-titrajuéi ako

loc

(VoeCr@) i limsw [ |FE(E)P d 0.

— 00 n
€1> &

/wn

dok je (wp)-koncentrirajuéi ako je ispunjeno

(Vo € C°(2)) lim lim sup / |pun (€)]?d€ = 0.

R—o00 n
1
|£|<m

Radi jednostavnosti svaki niz pozitivnih brojeva koji konvergira nuli zovemo ka-
rakteristicnom duljinom. Nadalje, ¢esto ¢e nam biti bitan odnos dviju karakteristi¢nih
duljina pa ga opisujemo koriste¢i standarne definicije asimptotskog ponasanja funkcija,
s tim da su ovdje pojmovi obratni jer, umjesto neomedenih nizova, promatramo nizove
koji konvergiraju nuli. Za dvije karakteristicne duljine (wy,) i (@) definiramo:

Wn
Wn

(wp) nije sporija od (&) ukoliko w,, = O(&y,), odnosno lim sup,, gr < oo.

(wn) je brza od (wy) ukoliko wy, = o(@y,), odnosno lim,,

(wn) je istog reda kao (wy,) ukoliko wy, = O(&y,), odnosno wy, = O(&y,) i &p = O(wy).

(wn) je sporija od (@) ukoliko je (&) brza od (wy).

(wn) nije brza od (@y,) ukoliko (wy,) nije sporija od (wy,).

Pojam (wy, )-titrajnosti je usko vezan uz proucavanje poluklasi¢nih mjera, pa se po-
javljuje ve¢ u prvim c¢lancima o poluklasi¢nim mjerama, ali bez lokaliziranja s probnom
funkcijom ¢ (vidi [27, Section 3] i [41, Theoreme II1.1(3)]), dok se u novijim istrazivanji-
ma koristi definicija kao $to smo je ovdje prezentirali (vidi [25, Def. 3.3] i [29, Def. 1.6]).
Pojam (wy,)-koncentriranosti nismo do sad vidjeli u literaturi, ali ¢e se ve¢ u tre¢em
odjeljku vidjeti da je takoder povezan s poluklasi¢nim mjerama (vidi Korolar 3), a ka-
snije i s jednoskalnim H-mjerama, dok zajedno s uvjetom (wy,)-titrajnosti u potpunosti
karakterizira karakteristicnu duljinu promatranog niza.

Prethodne uvjete mozemo shvatiti na nacin da se iz njih moze iscitati na kojoj skali
se nalazi informacija promatranog niza u Fourierovom prostoru. Drugim rijecima, niz je
(wp)-titrajuci (koncentrirajuéi) ako se u Fourierovom prostoru njegova informacija nalazi
na skali ne veéoj (ne manjoj) od ﬁ Upravo ¢emo veéinu vremena u ovom odjeljku
posvetiti matematickom opravdavanju ove tvrdnje.

Iz [41, Remarque II1.9] se moze vidjeti da ¢e niz (uy,) biti (wy,)-titrajuci ako za svaku
probnu funkciju ¢ € C°(Q) postoji a € N3\ {0} 1 C' > 0 takvi da wllod [0 (un)llr2) <
C. Napomenimo jos jednom da je u navedenoj referenci koristena drugacija definicija
(wp)-titrajnosti (bez probnih funkcija) pa se i sama tvrdnja nesto razlikuje. Mi ¢emo dati
nesto drugaciji uvjet koji ¢e obuhvatiti i uvjet (wy,)-koncentriranosti.

Lema 2. Niz (u,) je (wpn)-titrajuéi (koncentrirajuci) ako za svaku probnu funkciju
¢ € C(Q) postoji s >0 (s <0) 1 C >0 takvi da wy[|oun || ys(re,cry < C-

Dem. Neka je ¢ € C(Q2) po volji odabrana. Promotrimo najprije slucaj s > 0 i

8
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(wp)-titrajuce svojstvo. Iz pretpostavke imamo

/ Gun(e)? d =R~ / R\ Gun(¢) de < R / (ot 2|0 (€) 2 de

€>an g> £ e
—2s, 2s 2\§| —— 2 02
SR wy (14 1&17)%[pun(§)]” d§ < R
R4

Buduéi da je ocjena na desnoj strani neovisan o n, te ide nuli za R — oo, niz (uy) je
(wp)-titrajudi.
Neka je sad s < 0. Sli¢no kao i gore ocjenjujemo

/ G (6)[2 dE =(w? + R2) / (W2 + R2)%| 50 (€ dé

€< 7 €< 75
@R [ @R lngPylEm )P de
€< 75

<C*Hwi+R7?)7%,

iz ¢ega slijedi da je niz (u,) (wp)-koncentrirajudi.

Q.E.D.

U sljedeca dva primjera ispitat ¢emo gornja svojstva na titrajuc¢em i koncentracij-
skom nizu, te ujedno malo preciznije ilustrirati znacenje tih svojstava.

Primjer 4. (titranje) Za e, — 0% ik € Z¢\ {0} definirajmo u,(x) := 2™ X,
Ranije smo u Primjeru 1 komentirali da niz (u,) slabo konvergira nuli u prostoru L2 _(R?).
Konkretno, niz (u,) predstavlja titranje u smjeru vektora k uz frekvenciju % Upravo je
frekvencija podatak koji odreduje gdje je nosen titrajuci niz u Fourierovom prostoru, pa
njega zelimo identificirati gornjim uvjetima.

Provjerimo za koje karakteristicne duljine (wy,) ¢e niz (uy,) biti (wy)-titrajuéi, odno-
sno (wy)-koncentrirajuéi.

Za ¢ € C®(R?) i w, — 07, koristedi puy,(§) = cﬁ(f - %), imamo

| emera- [
)

R
€1>2

% (E — %) IZXCK(QR) (wn€) d€

= / (M) *Xek (0,R) (wn’ﬂ + (%:)k) dn,

Rd

pri ¢emu smo u drugoj jednakosti koristili zamjenu varijabli n = & — %, dok je Xcx(o,R)
karakteristicna funkcija komplementa otvorene kugle, {|&| > R}.
Analogno dobivamo

| 1em©P g = [ 1aego (wm + (22)K) dn.

1
€< 7o R4
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U daljnjem ra¢unu ¢emo pretpostaviti da ¢ := lim,, Z—Z postoji u skupu [0, oc], a onda

¢emo analizu gornjih integrala razdvojiti u ovisnosti o vrijednosti tog limesa. Ukoliko to
nije slucaj, samo bismo presli na odgovarajuéi podniz. Promatramo ch_Z’ a ne ‘;’—Z jer ¢emo
u cijelom ovom radu konzistentno karakteristicnu duljinu problema stavljati u brojnik,
dok karakteristicnu duljinu koja dolazi od koristene metode u nazivnik.

a)

10

lim,, Z—Z = o0. Tada w,n + (‘;—z) k — 0 po tockama, a onda za svaki R > 0 imamo
ida w

XcK(0,R) (wnn + (;) k) — 0,
odnosno

wnplom+ (2)6) 1

po tockama. Kako je |¢(-)|? integrabilna funkcija (p € S(R?) C L*(R%)), po
Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi

lim / G (€)Pde =0,

=

te
i [ G dE = el
€< 7
¢ = lim, 72 € (0,00). Tada w,n + (";—Z)k — % po toc¢kama, a onda za svaki

|o

R > max{m,

; } imamo i da

=~

XcK(0,R) <wn77 + (j-:) k) » XK[0, %] <wn’l7 + (:—:) k) —0

po tockama. Po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji sada slijedi

i [ pm@Pd=tm [ |GmEPdE=0.
[ €< 72
lim,, Z_Z = 0. Tada w,n + (2’—:) k — oo po tockama, a onda za svaki R > 0 imamo
ida o
XcK(0,R) (Wnn + <€—n> k) — 1,
n

odnosno w
n
“n k)
o g (o + (g> —0,
po tockama. Po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi

i [ FT (€)1 dE =

R
1€1= 2
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te
i [ lFm(©P = o.

€< 75
Konacno zaklju¢ujemo da je niz (uy) (wp)-titrajuéi ako w, = O(ey), dok je (wp)-
koncentrirajuéi za e, = O(wy). Posebno, imamo da je niz (uy,) (wy)-titrajuéi i koncentri-
rajuci ako wy, = O(ep).
Moze se pokazati da gornje razmatranje vrijedi i za opéeniti titrajni niz (u,) dan

Primjerom 1. .

Istaknimo da se analiza prethodnog primjera jednostavnije mogla provesti koriste-
njem Leme 2.

Ako je niz (uy) iz prethodnog primjera (wy,)-titrajuéi (koncentrirajuci), tada iz do-
bivenog rezultata izravno slijedi da je takoder (@, )-titraju¢i (koncentrirajuéi) za sve ka-
rakteristicne duljine (w,) takve da @, = O(wy) (w, = O(@y)). Nadalje, uocavamo da u
slucaju kad je niz i (wy,)-titrajudi i (wy,)-koncentrirajuci, konvergencija nizova (wy,) i (&p)
je istog reda, odnosno mozemo rec¢i da ﬁ dobro aproksimira frekvenciju titranja. Ista
ova svojstva moci ¢emo uociti i u sljedeé¢em primjeru s koncentracijskim nizom.
Primjer 5. (koncentracija) Neka je uy(z) := 55‘1/21)(%), pri ¢emu su (gy), v i
xg kao u Primjeru 2. Kao i u proslom primjeru, é je veli¢ina koju zelimo identificirati.

Za p € C?(Rd) po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji imamo da
©un — (x0)u, — 0 u L2(RY). Zaista, nakon zamjene varijabli y = #20 dobivamo

[ 1600 = o) Plun (o e = [ o(eny + 30) = ploo) Plo(y) Py
R4 Rd

Kako ¢p(e,y+x0)—¢(x9) — 0 po tockama, te je 4”90”200(1101) lv(-)|? integrabilna funkcija,
mozemo primjeniti Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji.

Neka je (wp) proizvoljna karakteristi¢na duljina. Buduéi da pu, — ¢(xo)u, — 0 u
L2(R%), nije tesko pokazati da je dovoljno proucavati izraz

[ m@Pde=ct [ eora- [ lompPa,
> 2 > 2 InIZREE
pri ¢emu smo u prvoj jednakosti koristili 4, (&) = 5?/ 26_2”i£'X06(5n£), dok smo u drugoj
jednakosti koristili zamjenu varijabli n = ¢,§.
Sada je jasno da je niz (uy,) (wy)-titrajuéi za w, = O(gy,), dok je uslucaju e, = O(wy,)

(wp )-koncentrirajudi. .

Iz prethodna dva primjera uocavamo da karakteristicna duljina (wy,) za koju je niz
(wp )-titrajudi i koncentrirajuéi dobro opisuje skalu koja odreduje promatrani niz. Iz tog
razloga niz (wy,) ima smisla zvati karakteristicnom duljinom promatranog niza.

Svojstva koja smo komentirali nakon prvog primjera, te ih dodatno potkrijepili i s
drugim primjerom, vrijede i opéenito, sto ¢emo prezentirati u sljede¢im lemama. Time
¢e biti opravdana intepretacija ovih uvjeta dana na pocetku odjeljka.

11



Jednoskalne H-mjere i inacice

Lema 3. Ako je u, € L2 (€C") (wy)-titrajudi (koncentrirajuci) tada je i (@n)-
titrajuci (koncentrirajuci) za svaku karakteristicnu duljinu (&) takvu da &, = O(wy)
(wn = O(@y)).

Dem. Neka je &, — 07 takav da &, = O(wy,). Tada postoji konstanta m > 0 takva da
g > m pa za o € C(Q) imamo

[ Em@pi- [ meres [ jmere.
> €l 5 >

Prijelazom na limes po n pa po R dobivamo da izraz na desnoj strani nejednakosti ide
nuli, pa onda to isto vrijedi i za izraz s lijeve strane nejednakosti, Sto povlaci da je
promatrani niz i (&, )-titrajudi.

Ako je niz (up) (wp)-koncentrirajuéi, uzimamo (&) takav da w, = O(@y) iz cega
slijedi da postoji konstanta M > 0 takva da g—z < M. Kao i gore, iz nejednakosti

/ G (6)[2 de = / G ()[2 de < / G ()] de

1 1 1
€1< ek 1< b <t

slijedi da je niz (up) (@ )-koncentrirajudi.
Q.E.D.

Lema 4.  Neka je u, € L2 (Q; C") (wp)-titrajuéi i (wy,)-koncentrirajuci za w, — 07
Sljedece tvrdnje su ekvivalentne.
a) Postoji @, — 07 sporija od (wy,) za koju je (up,) (&n)-titrajudi.
b) Postoji @, — 0% brza od (wy,) za koju je (up) (@n)-koncentrirajuéi.
¢) u, — 0ul? (C).
Dem. Svojstvo (c) povlaci (a) i (b) po Lemi 5 (vidi nize).
Neka vrijedi (a). Za proizvoljni € > 01 ¢ € C2°(Q2) postoji R > 0 takav da vrijedi

. —_— 6 . . —_— 6
imsop [ G dg <5 i tmew [ @L<
n

n
R 1
Neka je ng € N takav da za svaki n > ng vrijedi ‘5}’—2 < % pa za svaki n > ng vrijedi

nejednakost

/ i (€) 2 d€ = / G ()2 de > / G0 (€) de

€[> 2 &> B en €]> -
iz Cega slijedi

lim sup / Gan(€) dé < limsup / ()P de < 5.

n n
€1> 7 €=
Sada imamo
limsupHQOUnHiz(Qgcr)<limsup / |y, (€)% d€ + lim sup / U (€))2 dé < <.
€< b €5 L
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Buduéi da je € > 0 po volji odabran, zaklju¢ujemo da @u, — 0 u L2(Q; C"). Proi-
zvoljnost probne funkcije ¢ daje konac¢nu tvrdnju.
Dokaz tvrdnje da (b) povlaci (c) ide u potpunosti analogno.

Q.E.D.

Ukoliko je niz (up) (wp)-titrajuéi i koncentrirajuéi, tada je niz (w,) optimalan u
sljede¢em smislu. Neka je (w,) takav da je (uy,) takoder i (wy,)-titrajuéi i koncentrirajuéi.
Tada je (wy,) istog reda kao (wy,) ili postoji jako konvergentni podniz u,, — 0. Naime,
ukoliko (&) i (wy) nisu istog reda tada postoji podniz za koji je @, = o(wyy) ili w,y =
o(wy/) pa po prethodnoj lemi slijedi u,, — 0 u LIQOC(Q; C).

Time mozemo reéi da postojanje karakteristicne duljine sporije/brze od karakteri-

sticne duljine promatranog niza povladi jaku konvergenciju (pod)niza.

Lema 5. Akou, — 0 u L2 (Q;C"), tada je (up) (wn)-titrajuci i koncentrirajuci za

svaku karakteristicnu duljinu (wy,).

Dem. Tvrdnja trivijalno slijedi iz nejednakosti

/|£|>R|m<s>|2ds<||soun||izm;cr) [ IR < el

pri ¢emu je ¢ € C2°(Q2) proizvoljna.
Q.E.D.

Iz prethodnih tvrdnji i komentara uo¢avamo da nam je uvijek od interesa pronaci
(ako postoji) karakteristicnu duljinu (w,) za koju ¢e promatrani niz biti (wy,)-titrajuéi
i koncentrirajudi, tj. prona¢i karakteristicnu duljinu (wy) koja je ujedno karakteristicna
duljina promatranog niza. Medutim, vrlo lako se konstruira primjer niza za koji ne postoji
takva karakteristicna duljina.

Primjer 6. Za e, — 07 i ks € Z%\ {0} definirajmo nizove uy,(x) = UCT

27T2i.x Ve . . v .o
vp(x) :=¢€ i . Pokazimo da niz (u, + v,) nema karakteristi¢nu duljinu.

Po Primjeru 4 znamo da je jedna karakteristi¢na duljina niza (u,) upravo (&5,), dok je
za niz (vy) to (2). Nadalje, po Lemi 3 je (uy,) takoder (¢2)-titrajudi, dok je (vy) takoder
(en)-koncentrirajuéi. Sada iz Leme 6 (vidi nize) slijedi da je (u, + v,) (£2)-titrajudi i
(en)-koncentrirajudi.

Pretpostavimo da (u, + v,) ima karakteristicnu duljinu (wy,). Kako (uy, + vy,) ne
konvergira jako, po Lemi 4 imamo da tada nuzno moraju postojati konstante m, M > 0
takve da za dovoljno veliki n vrijedi me2 < w, < Me,. Za takav (wy), opet po Lemi 3,
niz (uy) je (wy)-titrajuéi, dok je (v,) (wp)-koncentrirajuéi. Iz jednakosti w, = (up, +vy) +
(—vp) 1 vp = (up +vp) + (—uy), te Leme 6, imamo da je (uy,) (wy,)-koncentrirajuéi i (vy,)
(wn)-titrajuci. Tada iz Primjera 4 nuzno slijedi da je limsup, Z= < oo i liminf, % >0

Sto nije moguce. .

Lema 6. Neka su (uy) i (vy) (wp)-titrajuci (koncentrirajuci). Tada je i (un + vy)
takoder (wy,)-titrajuci (koncentrirajuci).

Dem. Tvrdnja trivijalno slijedi iz nejednakosti trokuta. Naime, ako su (uy,) i (vy) (wp)-
titrajuci, iz nejednakosti

2
o (up + vp)|? d€ < |pup, | d€ + pvnl?d€ |
€<k El< X El<
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Jednoskalne H-mjere i inacice

dobivamo da je (up + vy) (wp)-titrajudi.
Analogno i za (wy)-koncentracijsko svojstvo.

Q.E.D.

Vidjeli smo da postoje nizovi koji nemaju karakteristicnu duljinu, odnosno za koje
ne postoji karakteristicna duljina (wy,) takva da je promatrani niz (wy, )-titrajudi i koncen-
triraju¢i. Medutim, pokazat ¢emo da za svaki omedeni niz postoji karakteristicna duljina
s obzirom na koju je titraju¢i, dok ¢emo za koncentrirajuce svojstvo morati dodatno
pretpostaviti da niz slabo konvergira nuli.

Ideja dokaza prethodnih tvrdnji sastoji se od tri koraka. Prvi korak je pokazati
da za svaku probnu funkciju mozemo nac¢i dobru karakteristicnu duljinu. Nakon toga
je potrebno pokazati da za probne funkcije iz prebrojivog gustog skupa mozemo naci
jednu karakteristicnu duljinu dobru za sve, te naposljetku koristimo standarni argument
separabilnosti pa po gusto¢i dobivamo kona¢nu tvrdnju. Prvi korak ostavljamo za kraj
tako da u sljedece dvije leme pokazujemo drugi i treé¢i korak.

Lema 7. Za svaku prebrojivu familiju karakteristicnih duljina postoji karakteristicna

duljina brza (sporija) od svih karakteristicnih duljina iz promatrane familije.

Dem. Neka je {(w%l)), (w,(f)), . } prebrojiva familija karakteristi¢nih duljina.
Pokazimo najprije da postoji karakteristicna duljina (@&,,) koja nije sporija od svih

karakteristicnih duljina iz dane prebrojive familije, odnosno da za svaki k& € N vri-

jedi @, = O(wT(Lk) ). Jedan takav niz mozemo dobiti uzimajuéi dijagonalni niz @, :=

ming<, w,(Lk). Naime, za svaki £ € N imamo da za sve n > k vrijedi @, < wﬁ iz Cega

slijedi @, — 07, te lim sup,, “’”) < 00. Konacno s wy, := @2 je dana jedna karakteristi¢ina
Wn,

duljina brza od svih iz dane famlllje.

Dokaz postojanja karakteristicne duljine koja nije brza od svih promatranih je ipak
nesto zahtjevnije jer trebamo paziti da previse ne usporimo niz pa da vise ne konvergira
nuli. Naime, analogon prethodne konstrukcije bi bio w,, := maxy<, wr(bk) za $to nije tesko
konstruirati primjer za koji (wy,) neée konvergirati nuli.

Medutim, i dalje ¢emo koristiti dijagonalni postupak samo na malo suptilniji nac¢in
tako da ¢emo definirati niz (I,,) koji ¢e odrediti kada mijenjamo vrijednost niza (wy,).
Definirajmo [y := 1, a dalje nastavljamo induktivnim postupkom. Za proizvoljan m € N,
iz konvergencije k mgli) karakteristi¢nih duljina, postoji j,, € N takav da za sve k < m i

k < 1

SVe n 2 Jn,, imamo wy, ' < s 1)2

je () strogo rastuéi niz, te l,, > m-+1 — oco. Definirajmo w, := mil za by <N < lpat
Sto je dobro definirano jer je (I,,,) strogo rastuéi i neomeden. Pokazimo da (wn) konverigra
nuli i da je sporiji od svih promatranih karakteristi¢nih duljina.

1

Neka je € > 0 proizvoljan, te odaberimo m € N takav da —5 <e. Zan = Iy

. Definirajmo l,,, := max{jpm, l;m—1+1}. Ocito imamo da

imamo w, < m}}—l < ¢ iz cega slijedi w,, — ()+
Za proizvoljan k € N pokazimo da (k) — 00. Neka je M > 0 po volji odabran, a

onda postoji mg € N takav da mgy > max{k M —1}. Uzmimo proizvoljni n > j,,. Tada
postoji m = myg takav da j,, < n < jm+1 iz Cega dobivamo
Wn_ (m+1)?
W) T m+1
n

:m+12m0+12]\/[,

¢ime je dokaz zavrsen.

Q.E.D.
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H-mjere i poluklasi¢ne mjere

Postojanje sporije karakteristicne duljine je posljedica opcenitijeg rezultata iz teo-

rije skupova o Hausdorffovoj praznini (eng. Hausdorff gap), dok smo u prethodnoj lemi
prezentirali samo jednu moguéu konstrukciju.
Lema 8.  Neka je (up) omeden u L2 (;C") (vidi Napomenu 1 niZe). Ako za svaku
probnu funkciju iy, iz gustog prebrojivog podskupa G C C°(Q) prostora L2(Q) (u topo-
logiji strogog induktivnog limesa prostora L2(f2)) postoji karakteristicna duljina (wgk))
takva da

R—o0 n

lim lim sup/ |90//€Fn(£)|2 € =0,
An,R

pri cemu je A, g = {\£| > R/wy(f)} ( nR = {]E\ I/Rw,(f)}>, tada postoji karakteri-
sticna duljina (wy,) takva da je niz (uy,) (wy)-titrajuéi (koncentrirajuci).
Dem. Prema prethodnoj lemi i Lemi 3 postoji karakteristicna duljina (w,,) takva da sve

(k)

funkcije iz G zadovoljavaju uvjet iz iskaza leme ako wy,’ zamijenimo s wy,.

Preostalo je pokazati da ¢e isto vrijediti i za sve funkcije iz C2°(€2). Neka je ¢ €
C(Q), ¢ # 0. Tada za svaki ¢ > 0 postoji k& € N i kompakt K C 2 takavi da
supp @, supp ¢ C K, ||¢ — SOkHL2 ) < e. Kako je u ocjeni

imsup [ (75 de <limswp [ (1T~ |50 ) d + timsup [ |7 de.
n n n
An,R AmR AmR

drugi ¢lan s desne strane nejednakosti proizvoljno malen za dovoljno veliki R > 0, dovoljno
je ocijeniti prvi ¢lan, za koji imamo

— 2 — 2
‘HSOUTLXAn,RHLZ(Rd;CT) - ”gokunXAn}RHLZ(Rd;Cr)

<<||@XAR,R||L2(Rd;Cr) + ||90/kUnXAn,RHL2(Rd;CT)>

||@XA,LR||L2 RZ;,Cr) — ||90/kU\nXAn,R||L2(Rd;CT)

(ZHSOHL? +5) SUPHUnHL? (K;cr)€

Zbog proizvoljnosti € > 0 zakljuujemo da je niz (uy,,) uistinu (wy,)-titrajuéi (koncentrira-
juci).

Q.E.D.
Napomena 1. Kako prostor LIOC(Q, C") promatramo uz standarnu Fréchetovu lo-
kalno konveksnu topologiju (vidi [3] i reference u tom radu), podskup prostora L2 (; C")

je omeden ako i samo ako je omeden u smislu pripadnih polunormi koje generiraju lo-

kalno konveksnu topologiju. Konkretno, ako je niz (u,) omeden u L12oc(93 C"), tada je za

svaku probnu funkciju ¢ € C2°(€2) niz (pu,,) omeden u Hilbertovom prostoru L2(; C")
(naravno, ocjena ovisi o probnoj funkciji ).

Istaknimo da je gornje svojstvo omedenosti jace od pripadne metricke omedenosti.

]

Sada smo spremni pokazati rezultat postojanja karakteristicne duljine za koju je
omedeni niz titrajuéi, odnosno koncentrirajudi.
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Jednoskalne H-mjere i inacice

Teorem 4.  Za svaki omedeni niz u L2 (Q; C") postoji karakteristicna duljina (wy,) za
koju je (wp)-titrajudi.
Nadalje, za omedeni niz u L _(2; C") postoji karakteristicna duljina (wy,) za koju

je (wp)-koncentrirajuci ako i samo ako niz slabo konvergira nuli u istom prostoru.

loc

Dem. Neka je (u,) omeden niz u L2 (Q;C"). Prema prethodnoj lemi za postojanje
karakteristicne duljine s obzirom na koju je niz (u,) titrajuéi dovoljno je za proizvoljnu

probnu funkciju ¢ € C2°(Q) pokazati da postoji karakteristicna duljina (wy,) takva da

lim hmsup/ |pun(€)|*de = 0.

R0 n €[> 2

Buduéi da je pu, € L2(R%; C"), po neprekinutosti mjere na padaju¢em nizu podskupova
slijedi da za svake k,n € N postoji Ry, > 1 takav da f\$\>R R |oun |2 dé < %

Definirajmo wy, := Rln ~. Tada za svaki n € N imamo

SIP—‘

/ISI G2 de < G2 de <

> €= Rn,n

iz Cega slijedi prvi dio tvrdnje.

Promotrimo sada (wp)-koncentrirajuée svojstvo. Iz u, — 0 u L2 _(€;C"), po
Rellichovom teoremu kompaknosti, slijedi da za svaku probnu funkciju ¢ € C2°(Q) vri-
jedi @u, — 0 u HY(R% C"), pa iz dokaza Leme 2 moZemo zakljuéiti da za w, :=
[ounllg—1(racry vrijedi

lim lim sup / |@(5)‘2 dg§ =0,

R—o0 n

€IS 7o

sto je dovoljno, kao i kod titrajuceg svojstva, za postojanje karakteristicne duljine s
obzirom na koju je niz koncentrirajudi.

S druge strane, neka je (wy,) karakteristicna duljina za koju je omedeni niz (uy,)
(wn)-koncentracijski. PokaZimo da je tada nuzno u,, — 0 u L2 (Q; C").

Neka su R > 01 M > 0 po volji odabram. Iz w, — 07 slijedi da postoji ng € N
takav da za svaki n > ny Vrijedi wy < M Nadalje, iz omedenosti niza (u,) znamo
da postoji podniz takav da un — uu Lj (€2; C"). Posebno, za svaku probnu funkciju
¢ € C2(Q) vrijedi pu,y — pu u L2 (R C").

Kako je (u,) (w,)-koncentracijski, te R > 0 proizvoljan, iz nejednakosti

iimsup [ |GG dg > msup [ G0(€) d€ = |Gz 000,00
n'>ng n'>ng
€< 7 l€l<M

slijedi \|@\|32(K(07M);CT) = 0, a onda proizvoljnost konstante M > 0 i probne funkcije ¢,

uz Plancherelovu formulu, povlaci u = 0 (skoro svuda).
Kako za svaki podniz niza (u,) postoji podniz koji slabo konvergira k nula, slijedi
da cijeli niz slabo konvergira nuli.

Q.E.D.
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H-mjere i poluklasi¢ne mjere

Iz prethodnog teorema zakljucujemo da je (wy,)-koncentracijsko svojstvo dobar kri-
terij za odredivanje je li limes promatranog (po)niza jednak nuli.
Sada ¢emo prezentirati upotpunjen rezultat Leme 5 za (wy,)-titrajuée svojstvo.

Teorem 5. Niz u, — u u leoc(Q;CT) je jako konvergentan ako i samo ako je
(wp)-titrajuci za sve karakteristicne duljine (wy,).
Dem. Neka je u, — uu L2 (Q;C"). Iz Leme 5 slijedi da je (up — u) (wy)-titrajuéi za
svaku karakteristicnu duljinu (wy,), pa je po Lemi 6 dovoljno provjeriti da to isto vrijedi i
za konstantni niz v,, := u, a to trivijalno vrijedi po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj
konvergenciji.

Pretpostavimo sada da je niz (up) (wy)-titrajuéi za svaku karakteristicnu duljinu.
Kao i u prvom dijelu dokaza, zakljucujemo da isto vrijedi i za niz v,, := u,, — u. Neka je
@ € C(Q) po volji odabrana. Potrebno je pokazati da ¢v, — 0 u L2(Q; C").

Buduéi da ¢v, — 0 u L?(R% C") (nakon prosirenja nulom) i supp pv, C supp ¢,
po Rellichovom teoremu kompaktnosti slijedi da ¢v,, — 0 u H_l(Rd; C"), odnosno

2 |&vn (&)
_ = | /5 d€ — 0.
||90Vn||H L(R4;Cr) 1+ |€|2 5
R4
1
Definirajmo wy, := H‘PVnHIQ{—1(Rd.Cr)- U jednakosti

/W(&)Pde: / Fn(€) P de + / Fvn(€)[2 de
Rd

[ lel< 2

prvi ¢lan s desne strane jednakosti je proizvoljno malen za R dovoljno velik (jednoliko po
n) po pretpostavci, dok za drugi ¢lan imamo

/V\ 2
| wmera- [ [onl&F (1 1 g2 e

1+ [€)?
€<t €l< A
!cfv\n(ﬁ)!z< R?
< BROE LRy,
/ 14 [€]? +w% d
€< X
2 R2
<ﬁ%—%=%%+ﬁk
n

Sto ide nuli za svaki R kad n — oo.

Q.E.D.
Prethodni rezultat mozemo shvatiti kao varijantu Riesz-Kolmogorovljevog teorema
kompaktnosti o kojem ¢e biti vise rijeci u sljede¢em poglavlju (Teorem I1.2) gdje ¢emo
dati nesto opéenitiju tvrdnju prilagodenu i za H={(R%; C"), [ > 0, prostore.
Pretpostavka slabe konvergencije nam je trebala da bismo imali jedinstvenost limesa.
Na primjer, za u,v € L (€; C") niz

loc
L fu 2
"l v, 2fn
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je ocito omeden i (wy,)-titrajudi, ali nema jedinstveno gomiliste. Dakle, ako pretpostavku
slabe konvergencije zamijenimo omedenoséu, zakljucak bi bio da svaki podniz promatra-
nog niza ima jako konvergentan podniz.

Analogon prethodnog teorema vrijedi i za (wy,)-koncentracijsko svojstvo, s tim da
¢e po Teoremu 4 pripadni limes niza biti 0.

Korolar 2.  Omedeni niz u L (Q; C") jako konverigra nuli ako i samo ako je (wp)-

koncentrirajudi za sve karakteristicne duljine (wy,).

Dem. Tvrdnja je jednostavna posljedica Leme 5 s jedne strane, te Teorema 4 i Leme 4
s druge strane.

Naime, ako niz jako konvergira nuli tada iz Leme 5 slijedi da je niz (wy, )-koncentrira-
judi za svaku karakteristicnu duljinu.

S druge strane, po Teoremu 4 znamo da postoji karakteristicna duljina (wy) ta-
kva da je pripadni niz (wy)-titrajué¢i. Nadalje, iz pretpostavke znamo da je niz i (wp)-
koncentrirajuéi i (w?)-koncentrirajuéi pa primjenom Leme 4 dobivamo rezultat.

Q.E.D.

Tvrdnju Teorema 5 mogli smo dokazati analogno dokazu prethodnog korolara pro-
matranjem niza vy, := u, — u, medutim, prezentirani dokaz Teorema 5 je zanimljiv alter-
nativni pristup kako sam dokaz ne koristi tvrdnje Teorema 4.

3. Poluklasi¢ne mjere

Poluklasi¢ne mjere je najprije uveo PATRICK GERARD [27], dok su kasnije PIERRE-
Louis LioNs i THIERRY PAUL [41] prezentirali konstrukeiju koriste¢i Wignerovu pretvorbu,
pa se cesto poluklasi¢ne mjere jos nazivaju Wignerovim mjerama. Rijec¢ je o Radonovim
mjerama na kotangencijalnom sveznju Q x R? nad domenom Q C R

Kao sto smo ve¢ istaknuli, primjena poluklasi¢nih mjera vezana je uz probleme s
karakteristicnom duljinom kao Sto su proucavanje mikrolokalne gustoce energije polu-
linearne valne jednadzbe [28, 25|, poluklasi¢ni limes Schrodingerovih jednadzbi [16, 41,
55] 1 viSedesticnih sustava u kvantnoj teoriji [24], usrednjeni limes u kvantnoj teoriji [1,
40], te homogenizacijski limes [29, 41] kojeg ¢emo proucavati u posljednjem odjeljku ovog
poglavlja.

Ovdje ¢emo prezentirati rezultat postojanja poluklasiénih mjera u obliku sli¢cnom
rezultatu postojanja H-mjera (Teorem 1) prate¢i Tartarov pristup [53, Chapter 32|, ali i
dalje ekvivalentnom originalnoj Gérardovoj definiciji [27, Proposition 3.1]. Na taj nac¢in ne
trebamo uvoditi pojam (poluklasi¢nih) pseudodiferencijalnih operatora, ¢ime sam iskaz
postaje jednostavniji.

Teorem 6. (postojanje poluklasi¢nih mjera) Ako je (uy) omeden niz u L (Q; C"),

i (wy,) niz pozitivnih brojeva takav da w, — 07, onda postoji podniz (u,) 17X r hermitska

nenegativna matricna Radonova mjera ug‘;’n’) na produktu Q x R¢ takvi da za svaki izbor

probnih funkcija @1, 2 € CX(Q) iy € S(RY), vrijedi

tim [ (o10(8) © G0 (€) ) vlw€) dE = (e, (162) W)

’I'L/

Rd
_ / o1 (x)72(x)(€) dpler) (x, €)
OxR4
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H-mjere i poluklasi¢ne mjere
Mjeru p,gg”') nazivamo poluklasicnom mjerom (s karakteristicnom duljinom (w,)) pri-

druzenom (pod)nizu (uy). .

Kao i kod H-mjera, ¢esto ¢emo radi jednostavnosti biti neprecizni i ne¢emo posebno
naglasavati prelazak na podniz, te ¢emo takoder pojednostaviti notaciju koristeéi s, =

Ngg”’), osim u slucajevima kad nece biti jasno koja se karakteristicna duljina koristi.
Kad cijeli niz odreduje jedinstvenu poluklasi¢nu mjeru (ne trebamo prelaziti na podniz)
kazemo da je niz (wy,)-¢ist (u terminu poluklasi¢nih mjera).

Za razliku od H-mjera, u definiciji poluklasi¢nih mjera nije nuzno da pripadni niz
(up) konvergira (slabo) nuli. To je moguée jer je rezultat inaice komutacijske leme
s karakteristicnom duljinom ja¢i od klasi¢nog (vidi Lemu II.3). StoviSe, poluklasi¢nu
mjeru mozemo rastaviti na zbroj mjere koja ovisi samo o slabom limesu promatranog
niza i poluklasi¢ne mjere pridruzene nizu koji slabo konvergira nuli [27, Proposition 3.1].

Lema 9. Nekau, — u u L2 (QC") iw, — 07. Ako je (u,) (wn)-cist (u terminu

poluklasicnih mjera), tada je i niz (u, — u) takoder (wy)-Cist te vrijedi
(3) Pse = (U U)AX 5 + Ve,

pri cemu su pse 1 Vse poluklasicne mjere pridruzene nizovima (uy) i (u, — u), dok je A
Lebesgueova mjera u varijabli X, i dg je Diracova masa u & = 0. Posebno, za dijagonalne
elemente vrijedi

trpvse > [uPA R & .

"
lako je u pripadnoj referenci naveden samo dio prethodne tvrdnje, dokaz ne navo-
dimo jer ¢e slijediti iz Napomene 11.4 i Korolara II.7.

Na temelju prethodnog korolara uocavamo da, osim odstupanje od jake konvergenci-
je, poluklasicnom mjerom mozemo dobiti da je slabi limes pripadnog (pod)niza jednak
nuli. Naime, ako je za neku karakteristicnu duljinu poluklasi¢na mjera trivijalna, slabi
limes pripadnog niza je nuzno nula, sto mozemo povezati s prethodnim odjeljkom uzima-
juéi u obzir Teorem 4 i karakterizaciju (wy,)-koncentracijskog svojstva koja ¢e biti dana
Korolarom 3. Nadalje, ako u,, — uu leo .(2; C"), tada su po definiciji poluklasi¢ne mje-
re svih karakteristi¢nih duljina pridruzenih nizu (u, — u) trivijalne, odnosno poluklasi¢ne
mjere svih karakteristi¢nih duljina pridruzenih nizu (u,) su jednake (u® u)AXdg. Obrat
posljednje tvrdnje ¢e vrijediti kao posljedica sljedece leme.

Kako konstantna funkcija 1 = 1 nije u S(R%), potreban nam je dodatni uvjet na
promatrani niz da bismo dobili pripadnu defektnu mjeru iz poluklasi¢ne mjere [25, Lemma
3.4(1)].

Lema 10.  Neka je (up) omeden u L (Q; C") i neka niz u, ® u,, konvergira slabox k
mjeri v u M(;M;(C)). Niz (u,) je (wn)-titrajuéi za neku karakteristicnu duljinu (wy,)

ako 1 samo ako za svaki p € C2°(Q) vrijedi:
. = (ule) emt)

Vratimo se pitanju jake pretkompaknosti slabo konvergentnog niza. Izravna poslje-

dica prethodne leme je poznata ¢injenica da u, — 0 u L?OC(Q; C") ako i samo postoji
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karakteristicna duljina (w,) za koju je niz (u,) (wp)-titrajuéi i pripadne poluklasi¢ne
mjere karakteristicne duljine (wy,) su trivijalne. Medutim, kako po Teoremu 4 znamo da
uvijek postoji karakteristicna duljina s obzirom na koju je pripadni niz titrajuéi, pretho-
dnu ekvivalenciju moZemo preformulirati na sljedeci nacin: u, — 0 u LZ (€ C") ako i
samo ako su pripadne poluklasi¢ne mjere svih karakteristicnih duljina trivijalne. Stovise,
koristedi (3) dodatno znamo da je niz u, — uu L2 (2; C") jako konvergentan ako i samo
ako su pripadne poluklasi¢ne mjere svih karakteristicnih duljina jednake (u ® u)A X do.

Medutim, osim u trivijalnom slucaju kad je za neku karakteristicnu duljinu polu-
klasi¢na mjera trivijalna, Sto povlaci da je slabi limes (pod)niza jednak nuli, za sad ne
mozemo iz poluklasi¢nih mjera rekonstruirati limes (slabi ili jaki) pripadnog (pod)niza.
U tom smjeru ¢emo dobiti neke rezultate koristeéi svojstva uvjeta (wy,)-koncentriranosti,
a koji govori je li ishodiste Fourierovog prostora mjere nula s obzirom na poluklasi¢énu
mjeru.

2
loc

Korolar 3.  Neka je (u,) omeden u L
(Wn)

mjera), tada je truge (2 x {0}) = 0 ako i samo ako je (up) (wy,)-koncentrirajudi.

(Q; C") i (wp)-Cist (u terminu poluklasi¢nih

Dem. Primjetimo najprije da tvrdnja ima smisla kako je trps. nenegativan funkcional
(Radonov integral) pa po Rieszovom teoremu o reprezentaciji [11, Teorem IV.20] postoji
Radonova mjera trus. (koristimo istu oznaku) na Borelovoj o-algebri takva da za sve
¢ € Ce(Q x RY) vrijedi

(7 phse &) = / o(x, €) dirpuse
Rd

Iz toga lako izvodimo da je trps.(€2 x {0}) = 0 ekvivalentno s

(o€ Ca®) [ 1ot (€) derma . (x.€) =0,
OxRd

pri cemu je x{oy jednako 1 u ishodistu, a 0 inace.

Oznadimo sa ¢ € C®(R?) glatku rezuéu funkciju takvu da je 0 < ¢ < 1, te da je
identicki jednaka 1 na K|0, 1], dok supp ¢ C K(0,2). Nadalje, definirajmo (,, := ((m ).

Koriste¢i Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji i nenegativnost dijago-
nalnih elemenata matrice pg., iz definicije poluklasicnih mjera za proizvoljni ¢ € 1..d
slijedi

0= [ 100l x(0)(€) duth, (x.&) =lim [ 1000 PGnlE) il (x.6)
QxR OxR4

—timlimn [ [0} (€) PG (wn) de
R4

> lim sup lim sup / |@1(£)|2d5 >0,
m n
|Wn§‘<%

pri ¢emu smo u posljednjem koraku koristili ¢injenicu da je (,, jednaka 1 na K]0, %]
Dakle,

(Viel.d)  limlimsup / lput (€)[2 de = 0,

n
1
€1< i

20



H-mjere i poluklasi¢ne mjere

odnosno svaka komponenta (u}) je (wy)-koncentrirajuéi niz, iz ¢ega slijedi da je i cijeli
(up) (wp)-koncentrirajuéi.
Obratnu implikaciju dobivamo iz ocjene

(Vi€ l.d) / o (€) Pl (on€) dE < / P, (&) de .

2
|€‘\W

i ekvivalencije dane na pocetku dokaza.
Q.E.D.

Prema prethodnom korolaru i Teoremu 4 postoji karakteristicna duljina za koju je
(u oznakama Leme 9) trvg.(£2 x {0}) = 0 Sto izravno povlaé¢i da postoji karakteristicna
duljina za koju se nejednakost iz iskaza Leme 9 postize, pa mozemo zakljuciti: ako je
za svaku karakteristicnu duljinu truSC(X,E) = U(x)?\(x) X 50(€) za neku nenegativnu
funkeiju U, onda |u,| — U u L (). Kako poluklasiéne mjere ne ovise o predznaku
pripadnog niza, bolji rezultat od ovog i ne mozemo ocekivati. Nadalje, ako znamo da je
promatrani niz (u,) slabo konvergentan, tada pripadni slabi limes u za svaki kompakt

K C Q zadovoljava HuHiQ(K;Cr) = min,,,) tr,ug‘g")(K x {0}).

Pogledajmo kao i kod H-mjera dva osnovna primjera slabo konvergentnih nizova
(titranje i koncentracija) [27, 41].
Primjer 7. (titranje) Neka su v, (g5) 1 (up) kao u Primjeru 1.

Niz (un) je (wn)-Cist za svaku karakteristicnu duljinu (wy,) za koju limes lim,, =
postoji u [0, 0], a pripadne (jedinstvene) poluklasiéne mjere su dane s

0 , lim,, 5’: =
ple) = & ez oy ok PA K Ox , limy, 3 = c € (0,00)
||v||L2 0 1]d)/\ X oo : lim,, 2% = oo

Uocavamo da poluklasicne mjere ovise o izboru karakteristicne duljine, pa tako
1

imaju moguc¢nost odredivanja kojeg je reda frekvencija titranja = Medutim, u nekim
slu¢ajevima poluklasi¢na mjera ne sadrzi informaciju o smjeru titranja k.

Konkretno, po rezultatima analize u Primjeru 4 uoc¢avamo da je na ovom primje-
ru poluklasi¢na mjera trivijalna u slucaju kad niz nije (wy)-titrajudi, sto je u skladu s
prijasnjim razmatranjem kako (u,) ne konverigra jako, dok je koncentrirana u ishodistu
Fourierovog prostora kad niz nije (wy,)-koncentrirajuci, sto se takoder slaze s tvrdnjom

prethodnog korolara. .

Primjer 8. (koncentracija) Neka su v, xg, (5) 1 (up) kao u Primjeru 2.
Definirani niz je takoder (wy, )-¢ist za svaku karakteristi¢nu duljinu (wy,) za koju limes
limy, 22 postoji u [0, 00}, a pripadne (jedinstvene) poluklasiéne mjere su dane s

0 , lim,, == =0
Mggn) _ Oxo X Ve , limy, 22 = ¢ € (0, 00)
HUHiZ(Rd)dxo Xdo limy, 22 = o0

pri demu je v = ¢?|6(c-)|?A Lebesgueova mjera s tezinom c?|d(c-)|?> u Fourierovom pro-

storu, odnosno u tom sluc¢aju imamo
(e oy =t | Jotce)Potxo. € de.
Rd
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Jednoskalne H-mjere i inacice

I u ovom primjeru poluklasi¢ne mjere sadrze informaciju o karakteristi¢cnoj duljini
niza (brzini koncentracije é), medutim, u slucaju kad je karakteristi¢ina duljina mjere
sporija od (&5,), odnosno kad niz nije (wy)-titrajuéi (vidi Primjer 5) poluklasi¢na mjera

ne sadrzi informaciju o tocki u koju se niz sazima. .

Kao i kod H-mjera, od znacajnog je interesa odrediti nosa¢ poluklasi¢ne mjere, za
sto ¢e koristiti sljedeca tvrdnja koju smo iskazali u nesto drugacijem obliku nego u [15, 27,
41], jer imamo sustav diferencijalnih relacija, pa su koeficijenti matri¢ne funkcije. Buduéi
da se uz manje preinake moze prilagoditi dokaz iz spomenutih referenci i na ovaj slucaj,
te ¢emo u drugom poglavlju pokazati jos opéenitiju tvrdnju (vidi Korolar 11.10), dokaz
¢emo preskociti.

Teorem 7. (lokalizacijsko nacelo poluklasi¢nih mjera) Neka je (u,) omeden u
L2 (C"), e, — 0T, i neka za m € N vrijedi

) en0a(A%u,) — 0 (jako) u prostorn L2, (€ CY),

loc
lae|<m

gdje su A* € C>(Q; My« (C)).

Tada pripadna poluklasicna mjera pg. = uggc”

")

zadovoljava

pscli;rc =0,

pri cemu je
Psc(x,€) = Y (2mig)*A%(x).
| |<m
"
Analogno rezultatu za H-mjere, iz prethodnog teorema slijedi da je nosa¢ mjere pug.
sadrzan u skupu tocaka gdje simbol ps.(x, &) nema lijevi inverz.

Napomena 2. Za omedene nizove u L?(Q; C"), pripadne H-mjere i poluklasi¢ne mjere
su omedene Radonove mjere pa izrazi u teoremima 1 i 6 imaju smisla za @1, @2 € Co(£2).
"

4. Odnos H-mjera i poluklasi¢nih mjera

Prirodno se postavlja pitanje je li dovoljno promatrati samo H-mjere ili samo po-
luklasi¢ne mjere, odnosno, mozemo li znanjem jednog od ta dva objekta rekonstruirati
drugi. Budu¢i da poluklasicne mjere imaju karakteristicnu duljinu, sto nije sluc¢aj s H-
mjerama, za ocekivati je da, ukoliko je to moguce, poluklasicne mjere budu opcenitji
objekt.

Tome u prilog idu i svojsva titrajnog (primjeri 1 i 7) i koncentracijskog niza (primjeri
21 8). Naime, u oba sluc¢aja postoji karakteristi¢na duljina (wy,) za koju H-mjeru mozemo
dobiti iz pripadne poluklasi¢ne mjere projekcijom Fourierovog prostora na jedini¢nu sferu
po zrakama kroz ishodiste (vidi sljedeéi teorem), dok je karakteristicna duljina (wy,) s tim
svojstvom upravo karakteristicna duljina promatranog niza u terminima drugog odjeljka.

Prethodno razmatranje vrijedi i opéenito o ¢emu govori sljedeéi poznati rezultat [15,
Proposition 4], [25, Lemma 3.4]. Medutim, tvrdnju iskazujemo u nesto drugacijem obliku
koristec¢i ekvivalenciju danu Korolarom 3, te tvrdnju Teorema 4.
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Teorem 8. Neka je omeden niz (up) u L2 (€ C") (wy)-cist (u terminu poluklasi¢nih

mjera), (wy)-titrajué, te (wy)-koncentrirajuc za neku karakteristicnu duljinu (wy,), s pri-

(wn) ]

padnom poluklasicnom mjerom ptse = psc
Tada u, — 0 u L2 _(€; C") je ¢ist (u terminu H-mjera), te za svaki izbor probnih

funkcija ¢ € CX(Q) i € C®(S41), vrijedi

<IJ'H7QD|E77Z)> = <I‘I’SC:(;OIX (¢07T)>,

pri ¢emu je pp H-mjera pridruzena nizu (uy,). .

Prethodnim teoremom smo dobili da se H-mjera moze dobiti iz poluklasi¢ne mjere

(uz odgovarajuéi izbor karakteristicne duljine) za sve nizove koji imaju karakteristicnu

duljinu (kao Sto je slucaj s nizovima iz primjera 1 i 2). Medutim, u Primjeru 6 smo

pokazali da nemaju svi nizovi karakteristicnu duljinu, cak i ako im je slabi limes jednak
0 . omi K x 2mix .. C v, ..

Konkretno, niz u, + v, = e“™"'=* +e < dan Primjerom 6 je ¢ist i (wy)-Cist za

svaku karakteristicnu duljinu (wy,) za koju limes lim,, £2 postoji u [0, co], te su pripadne

wn
mjere fipy i ugﬁ") dane s

p = AR (6, +6.:),

Il

0 , lim,, 5= =0
o, limp St =c€(0,00)
Mgoé)")IAIZ< o , limni—Z:oo&limn%:()_
(02 +d0) limy, % =c € (0, 00)
(200 ; lim,, % =

Kako niti za jedan izbor karakteristicne duljine (wj,) pripadna poluklasi¢na mjera ne
sadrzi istovremeno podatak o oba vektora smjera titranja k i s, dok H-mjera sadrzi,
zakljucujemo da za ovaj primjer H-mjeru ne mozemo rekonstuirati iz poluklasi¢ne mjere.

Ipak, ako promatramo sve poluklasiéne mjere u gornjem primjeru, iz njih su vidiljivi
svi podaci (k, s, (g,) i (¢2)). Medutim, postoje primjeri u kojima poluklasi¢ne mjere za
niti jednu karakteristicnu duljinu ne vide neki dio informacije. Konkretno u [15, p. 172]
je dan primjer za koji su sve poluklasicne mjere trivijalne ili koncentrirane u ishodistu.

Primjer sa istim svojstvom je i

1 o o
un(x) — ﬁ Z 627rm3k~x’
j=1

pri ¢emu je k € Z4\ {0}. Naime, u, — 0 u L%OC(Rd), ali ne konverigra jako, te su

sve poluklasi¢ne mjere trivijalne ili jednake C'A\ X dp, pri cemu C' > 0 ovisi o izboru

karakteristicne duljine. S druge strane, pripadna H-mjera je jednaka \ X 6ﬁ'
k

Na temelju prethodnog razmatranja mozemo zakljuciti da su H-mjere i poluklasi¢ne
mjere u opéem odnosu. S jedne strane poluklasi¢ne mjere gube dio informacije za neke (ili
¢ak sve) karakteristi¢ne duljine, dok H-mjere ne razlikuju nizove razli¢itih karakteristicnih
duljina kao $to su titrajni nizovi istog smjera, ali razlic¢itih frekevencija. Ovo je bila i jedna
od motivacija Tartaru za uvodenje novog objekta, jednoskalne H-mjere, kojeg proucavamo
u idu¢em poglavlju.
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5. Homogenizacijski limes

Kao $to smo veé istaknuli u tre¢em odjeljku, Patrick Gérard je u [27] uveo polukla-
si¢ne mjere koristeci poluklasi¢ne pseudodiferencijalne operatore koji su se od tada poceli
intezivno proucavati i koristiti u kvantnoj mehanici [15, 29, 41], a ovdje ¢emo dati kratak
pregled bitnih pojmova i rezultata, dok se detaljnija razrada moze naéi u [42, 55, 56].

Konkretno, Gérard je promatrao poluklasi¢ne pseudodiferencijalne operatore sa sim-
bolom a € S(R? x R?) dane u standarnoj kvantizaciji

abewD)ilix) = [ [ Sl wguly) dyde,

pri éemu u € S(R%:C") 10 < w < wy < oo (u primjenama se uglavnom na mjesto w
stavlja niz w, — 07). Medutim, kao i kod klasi¢nih pseudofiderencijalnih operatora, za
svaki 7 € [0, 1] moZemo definirati opéenitiju 7-kvantizaciju s

(00 (a)u](x) = /R /R T Ea((1 - 7)x + 7y, wE)uly) dyde

Standarnu kvantizaciju dobivamo za 7 = 0, dok za 7 = % dobivamo Weylovu kvantizaciju

aV (x,wD) = Op(f)(a) koja je od posebnog znacaja u kvantnoj mehanici jer je hermitski
2

operator na L? za realni simbol a.

Gornje operatore mozemo prosiriti na &’ ¢ime dobivamo da je za svaki 7 i w ope-
rator Op) : 8'(R% C") —s S(RY; C") neprekinut. Posebno, ako se restringiramo na
L2(R%; C") dobivamo da je Opg‘”) naprekinut s L2(R%; C") u L2(R% C") jednoliko po w
(operatorska norma ovisi samo o derivacijama simbola a).

Opcenito operatori dani istim simbolima, ali u razli¢itim kvantizacijama nisu je-
dnaki, medutim, operatorsku normu u £(L?(R%; C")) njihove razlike moZemo ocijeniti s
parametrom w, odnosno, za w, — 0% i a € S(R?) imamo

HOpS_w")(CL) - Opg”)(a)HL(m(Rd;C*)) — 0,

Sto je povezano s ¢injenicom da komutator poluklasi¢nih pseudodiferencijalnih operatora
u istim kvantizacijama (i razli¢itim simbolima) tezi nuli u operatorskoj normi, odnosno

za a,b € S(R?) vrijedi

Opm) (a), Op©n) (b H 50
S ORS O] I
pri ¢emu je [A, B = AB— BA. Zaslucajeve 1 = 117 =0, i (samo) neprekinute simbole
prethodna tvrdnja je dana u Lemi II.3.

Za razliku od Gérarda, PIERRE-LOUIS LIoNS i THIERRY PAUL u [41] konstruiraju po-
luklasi¢ne mjere koriste¢i Wignerovu pretvorbu funkcija f, g € S'(R%; C") danu s

e’my‘gf(X + %) ® g(X — w—y> dy ,

W Eg)x.€) = | 2

Rd

koja je neprekinuti bilinearni funkcional sa §’(R%; C") xS'(R%; C") u &'(R¥xR%; M, (C)),
te Wn)(f g)* = W) (g f). Ovu pretvorbu je uveo madarski teorijski fizicar EUGENE
WIGNER 1932. godine i od tada se neprestano koristi u modelima kvantne mehanike,
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dok je Lionsov i Paulov rezultat zapravo identifikacija poluklasicnog limesa Wignerove
pretvorbe.

Alternativna konstrukcija nije neocekivana jer Wignerova pretvorba i (poluklasicni)
pseduodiferencijalni operatori za f,g € &'(R?) i a € S(RY x R%) zadovoljavaju (vidi [29]
i [55, Chapter 2|)

s(WW(f,9),a)s = s(g,a" (~wD) [ )s

pri ¢emu je raspored poteza nesto drugaciji od formula u spomenutim referencama jer
u ovom radu koristimo da je dualni produkt antilinearan po prvog argumentu. Stovise,
prethodna relacija vrijedi i za pseudodiferencijalni operator u 7-kvantizaciji i 7- Wignerovu
pretvorbu:

[W?kmm&éwz/‘f%”“&+w0—ﬂW®dx—wwMy
Rd

Naime, za f,g € S(R%) i a € S(R? x RY) uz zamjenu varijabli X' = x — wry, y' =
x+w(l—7)y, & = 1€ iz koje imamo x = (1 — 7)x' + 7y, y = 1(y/ — x/), x = w¢/, te
kojoj je pripadni Jacobijan jednak 1, dobivamo

AW aads = [[[ | 2 fx+ i = mpylalx = wrya(. &) dydxig

///R?)d 27er y Ef( ) ( ) ((1—7)){ _|_7—y Wg)dydxldé'
=s(9,0p(a) )5

pri ¢emu smo u posljednjoj jednakosti koristili Fubinijev teorem. Buduci da su WT(W)(~, )
i Op“)(a) neprekinuti na 8'(R%) x 8'(R%), odnosno &'(R%), te je S(R?) gusto u &' (R%),
gornje vrijedi za f, g € S'(R%).

Koristec¢i prethodni identitet, neprekinutost operatora Ops‘”) na L2 (Rd; C"), te ocje-
nu razlike pseudodiferencijalnih operatora u razli¢itim kvantizacijama, mozemo iskazati
razultat u nesto opéenitijem obliku nego sto je dan u [27, Proposition 3.1] i [41, Théoréme
I11.1]. Dodatno, pokazat ¢emo da je donja (izvorna) definicija uistinu ekvivalentna s onom
danom Teoremom 6.

Teorem 9.  Ako je (uy) omeden niz u L?(Q; C") i (wy,) niz pozitivnih brojeva takav da
wn — 0T, onda postoji podniz (u,y) takav da za svaki a € S(R? x R%) i1 € [0, 1] vrijedi

lim 5/ W) (un, un), a)s = lim [ Opy™ (@), | ) )p2| = (us”),a),

n! n ij

(@)

gdje je pse™’ poluklasicna mjera karakteristicne duljine (w,) dana Teoremom 6.

Dem. Iz ocjene razlike pseudodiferencijalnih operatora u razli¢itim kvantizacijama slijedi
da je dovoljno tvrdnju pokazati za 7 = 0.

Oznac¢imo s fis. pripadnu mjeru niza (u,) dobivenu ovom konstrukcijom. Samo
éemo pokazati da je za proizvoljnu probnu funkciju ¢ € C(R%) mjera pridruzena nizu
(¢up) dobivena ovom konstrukcijom jednaka |¢|?fise, a onda se argumentom kao u [53,
pp. 394-395] dobiva da se mjere figse i pse uistinu podudaraju.
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Naime, koristeéi pu!, = Op(()w”/)(go)u% za proizvoljni a € S(R? x RY) imamo

(@nr)

tin( Opy™ () (') | @1, .2 = i (£Opy ™" (a) O™ (o), | ] )12
= lim(0pg ™ (9)Opg ™ (@)ul, | ] )12

=lim(|pOpy ™ (@), | ), )r2

=lim(Opg™ (lelPa)u’ | w] )iz = (il Pa) = (i, a)

¢ime smo dobili tvrdnju.

Q.E.D.

Napomenimo da u iskazu prethodnog teorema nismo mogli staviti WT(W”/)(un, u,) "

jer je Wignerova pretvorba hermitska matrica samo za 7 = %, dok opc¢enito imamo
Wi (f,g) = W) (g.9).

Ukoliko je niz (u,) zadan na Q C RY, proSirujemo ga nulom, dok u slucaju da je
niz u L%OC(Q; C") prethodnu konstrukciju prilagodavamo tako da promatramo niz (puy,)
pri ¢emu je ¢ € CX(9), te potom definiramo neomedenu Radonovu mjeru sli¢no kao u
posljednjem koraku Leme I1.5. Preciznije, neka je (K,,) niz kompakata u €2 koji ga iscr-
pljuje, odnosno Ky, C Int Kppi1 i U, Km = Q. Nadalje, sa ((,) ozna¢imo niz funkcija u
C2°(Q) takvih da je ¢ = 1 na Ky, 0 < Gy < Lisupp G € Kipt1. Oznadimo s pl mje-
ru dobivenu primjenom prethodnog teorema na niz (¢muy,). Ocito je supp phe C K1,
a iz (i = CmCma slijedi da je p™ = |G |2+, odnosno p™ i u+! se podudaraju na
K. Sada za ® € C(Q x R?) definiramo

<U'SC> D) = <u’§$> <I>> )

pri demu je m € N takav da supp ® C K,,, x R?, iz ¢ega slijedi ps. € M(2 x R%; M,(C))
(za detalje pogledati Lemu II1.5).

Za razliku od Tartarovog pristupa (teoremi 1, 6, te kasnije i I1.1) gdje pozitivnost
pripadne mjere slijedi izravno iz definicije, ali zato pokazivanje da pripadni objekt ovisi
samo o produktu probnih funkcija u fizikalnom prostoru zahtijeva veéi tehnicki napor,
prethodnim pristupom pozitivnost nije trivijalna. Gérardov prvotni pristup se zasnivao
na Gardingovim nejednakostima (vidi [15, Lemme 3|, [55, Theorem 2.13], [56, Theo-
rem 4.32]), dok je u [41] koristena Husimijeva pretvorba (konvolucija sa standarnim iz-
gladivacem). Kasnije je Gérard uz pomo¢ Tartara pojednostavio Lionsov i Paulov dokaz
tako da se pozitivnost dobila pomoéu Béchner-Schwartzovog teorema [28, 29].

Konstrukcija pomocéu Wignerove pretvorbe se pokazala vrlo korisnom kod primjene
u proucavanju parcijalnih diferencijalnih jednazbi. Konkretno, za niz vektorskih funkcija
(up) iz L2(R* x ©; C") koji zadovoljava diferencijalne relacije

{en&gun +Pou,=f, u R"xQ
un(07 ) = u’?l

pri demu Q C R% ¢, — 0T, te P, je (pseudo)diferencijalni operator, od fizikalnog je

znataja izraz |u,(¢,x)|* (npr. u sluéaju Schrédingerove jednadzbe izraz [, |un(t,x)[? dx

predstavlja vjerojatnost pronalaska Cestice na podru¢ju A u vremenu t) pa zelimo iden-
tificirati njegovu vrijednost na limesu. Ako postoji karakteristi¢na duljina (wy,) za koju
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je niz (up(t,-)) (wp)-titrajucéi za (skoro) svaki ¢, spomenuti limes se moze rekonstruira-
ti iz poluklasiéne mjere pl. karakteristicne duljine (w,) pridruZene (pod)nizu (u,(t,-))
integriranjem po Fourierovoj varijabli & (vidi Lemu 10)

lim |uy, (¢, x)|? :/ trul. d§
n’ Rd

pa je cilj odrediti diferencijalnu relaciju za pl. tako da iz znanja poluklasi¢ne mjere u
pocetnom trenutku ¢ = 0 (poluklasi¢na mjera pridruZena (pod)nizu (u?,)) mozemo dobiti
pl. bez znanja niza rjesenja (up). Opisani postupak se zove homogenizacijski limes ili
poluklasicni limes ako opisuje probleme kvantne mehanike, dok ¢emo ovo svojstvo polu-
klasi¢nih mjera (analogno kao kod H-mjera) zvati prijenosnim svojstvom. Za precizniji
opis prethodnog postupka, kao i detaljniju motivaciju upuéujemo na [16, 29, 55].

Ovim pristupom za svaki ¢ nizu rjesenja (uy(t,-)) pridruzujemo familiju polukla-
siénih mjera pl., dok smo alternativho mogli raditi da varijablu ¢ promatramo kao
ravnopravnu varijablu te nizu rjeSenja (u,) pridruzimo (jednu) poluklasicnu mjeru peg.
koja dodatno ovisi o ¢ i dualnoj varijabli 7. Prednost prvog pristupa je u tome sto je ra¢un
jednostavniji i to se jednostavno moze zapisati Cauchyjeva zadaca za pl,. (vidi (7) nize),
sto kod pse nije trivijalno jer imamo dodatnu varijablu 7. Medutim, ukoliko radimo s ¢vr-
stim ¢, tj. s familijom mjera pl., proucavanje jednadzbi u kojima (pseudo)diferencijalni
operator P, ovisi o ¢ je znatno kompliciranije (npr. tehnicki je zahtjevnije odrediti svoj-
stva preslikavanja t + pl.). Iz tog razloga ¢emo se u glavnom rezultatu ovog odjeljka,
Teoremu 11, drzati pristupa gdje je t ravnopravna varijabla, iako ¢emo komentirati i prvi
pristup.

Kako prostor probnih funkcija odreduje potrebnu glatko¢u koeficijenata operatora
P,,, cilj je raditi sa sto ve¢om klasom probnih funkcija. 1z tog razloga ¢emo dati poopcenje
Teorema 9. Najprije uvodimo novi prostor probnih funkcija

A= {@ € Co(RY x RY) : Fey® € LY(RY; Co(Ri))} :

gdje je Ll(Rgi,; Co(RY)) (apstraktni) Bochnerov prostor (vidi [18] i pripadne reference),
dok s F¢_,y oznaCavamo Fourierovu pretvorbu samo u £ uz dualnu varijablu y. Nadalje,
u [41] je pokazano da je A uz normu

I8l4 = | Femy Olhamcumay = [ 510, 1Femy®lx,3)]dy.

d
Rd x€eR!

separabilan Banachov prostor, a & (Rd X Rd) je jedan gust prebrojiv podskup. Nadalje,
slicno kao u [41, Proposition II1.1] i [55, Proposition 2.18|, mozemo pokazati da je niz

(Wﬁ‘“")) iz Teorema 9 omeden u A’ (dualu prostora .A). Naime, za ® € A imamo
W @)A1 < [ 1Py @) llan(x -+ my) © uix = (1= 7)y)] dxdy

< / sup [ Fesy®(x,y)| dy sup / Un (X + WaTY) ® Un(x — wn(l — 7)y)|dx
R4 xcRd y JRd

<19l g, -
Dakle, (do na prelazak na podniz) zaklju¢ujemo da postoji slabi# limes niza (Wgw"))

u prostoru A’, a iz gustoée Schwartzovih funkcija slijedi da se taj limes podudara s
poluklasicnom mjerom danom Teoremom 9, ¢ime dobivamo sljede¢e poopcenje.

27



Jednoskalne H-mjere i inacice

Teorem 10.  Ako je (u,) omeden niz u L2(Q; C") i (wy,) niz pozitivnih brojeva takav
da w, — 07, onda postoji podniz (u,) takav da za svaki ® € A i1 € [0, 1] vrijedi

tim W (), @) 4 = (e, @)

gdje je ,u,g‘;jn’) poluklasicna mjera karakteristicne duljine (w,,) dana Teoremom 6. .

Prethodno opisan postupak homogenizacijskog limesa prezentirat ¢emo na poopde-
nju primjera jednadzbe provodenja danog u [53, Chapter 32|, dok se detaljnija analiza
slicnog problema moze pronaci u [22]. Prisjetimo se za pocetak tog Tartarovog rezultata.

Neka je (up,) niz u HL ((0,7) x Q) takav da u, — 0 u L2 ((0,T) x Q) slabo, te

loc loc
uy, zadovoljava sljede¢u jednadzbu provodenja

pri ¢emu e, — 0" i f, — 0 u L2 ((0,T) x ) jako.
Tada je Tartar pokazao da familija poluklasi¢nih mjera p!,. pridruZenih nizu (u,(t, -))

karakteristicne duljine /¢,, zadovoljava
(4) (0 + 8721l )t = 0.

Prije nego Sto prezentiramo postupak na opcenitijoj (parabolickoj) jednazbi, uvjeri-
mo se da prethodni rezultat ima smisla, odnosno, da uistinu postoji netrivijalna familija
poluklasi¢nih mjera koja zadovoljava prethodnu relaciju.

Primjer 9. Promatramo niz Cauchyjevih zadaca paraboli¢ke jednadzbe u jednodi-
menzionalnom slucaju

Oy, — EnOpgly + by = 0

2
un(0,z) = €* sin(%) ’
En
pri demu £, — 07, b € R i 8 > 0. Karakteristicna duljina jednadZbe je (g,,), dok ¢emo

za karakteristi¢nu duljinu poluklasi¢nih mjera uzeti w,, — 07.

b2 b
Uvodedi supstituciju v, (t, z) = u(t,z)et=n '~ 2n?® dobivamo da (v,) zadovoljava je-
dnadzbu provodenja

Oyvn, — €1 0pgUn =0
2rx

on(0,2) = 20 in (222

€n

pa iz eksplicitne formule za rjesenje dobivamo
1 _v?
nt,2) =— et

b (@=9? b 21
26”:1:/ e~ gt e(173g)E sin(—) dg§
(5) Vamept R
—28
—efnteminten Pton—bt gip (27r57?6(:p —bt) + 4%5711_ﬂt> .

Lako se vidi da je gornjom formulom dano rjesenje i u slucaju b € C, ali u daljnoj analizi
koristimo da je b realan.
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Promatrat ¢emo poluklasi¢ne mjere uz fiksno vrijeme ¢, odnosno poluklasicne mjere
pridruzene nizovima (uy,(t, -)), koje éemo oznaavati s pl.. Na taj nacin dobivamo familju
mjera parametriziranih s ¢t. S druge strane, takoder ¢emo racunati poluklasicne mjere
kojima je ¢t ravnopravna varijabla, odnosno poluklasi¢ne mjere pridruzene nizu (uy,), za Sto
¢emo koristiti oznaku pg.. Rezultat ¢emo podijeliti na vise slucajeva jer cemo morati uzeti
u obzir obje karakteristicne duljine promatrane zadace ((gy,) i (5&)), te karakteristicnu
duljinu mjere (wy,).

Za pocetak pogledajmo pripadnu poluklasiénu mjeru karakteristicne duljine (wy,)
pridruzene nizu pocetnih uvjeta. Kako funkcija z + e” ne ovisi o n, iz Leme 11 (vidi
nize) i Primjera 7 izravno slijedi:

3
0 , lim,, Z—” =0
0 _ ) 1.2z s,’i _
=4 4eAm (01 481) , limg 2 = c € (0,00) -
8
%62‘1’)\ X 0o , lim,, Z—Z =00

Vratimo se sada nizu rjesenja. Svaki od faktora u formuli za wu, konverigra po

v v . s s L 4-2.1-28 .. . .
tockama necemu iz (0, oo) ili je omeden, osim ¢lana e 4men "t koji ovisno o izrazu 1 — 203
moze po tockama konvergirati nuli, ¢ime bi cijeli niz w, konverigrao nuli u prostoru
L2 (RT x R), a time bi i pripadna poluklasi¢na mjera bila trivijalna. Stoga, analizu

loc
najprije razdvajamo u ovisnosti o vrijednosti izraza 1 — 2.

—28
Ukoliko je S > , tada je 28 — 1 > 0 pa nam ¢lan e—dnen Tt daje da za svaki ¢ niz
(un(t,-)) jako konverglra nuli u L2 (R), pa onda isto vrijedi za cijeli niz (u,) u prostoru

LIZOC(R‘L x R). Iz toga slijedi da su pripadne mjere trivijalne:
(VteRY) pl.=0 i  jpge=0
-2
Promotrimo sada zanimljiviji slucaj kad je g < 2 Niz funkcija e nte—dmien Pt po—bt
jednoliko po kompaktima konvergira k e®e —(n* )t g slucaju g = 5, dok k e¥e % u

slucaju 0 < g < %, pa po Lemi 11 taj izraz mozemo izostaviti iz daljne analize. Ostalo
nam je dakle prouciti izraz sa sinusom.
Koristedi adicijsku formulu za sinus zbroja, dobivamo

sin (2%5;6@ —bt) + 47r5711_ﬁt> = sin (27T5;ﬂ(x - bt)) Cos <47r5,11_6t>
+ cos (27r555(x - bt)) sin (47r5}b_5t) .

Kako je 1—/ > 0, to drugi pribrojnik konvergira jako nuli u LIOC(RJr x R), pa ga mozemo
zanemariti jer ne utjece na poluklasicnu mjeru. Nadalje, po Lemi 11 u prvom pribrojniku

mozemo zanemariti cos (471’8711_6 t) jer jednoliko po kompaktima konvergira k 1.
U slucaju kad varijablu ¢ promatramo kao ravnopravnu, iz zapisa

(6) sin (22 (@ — b)) = — e (D) Lm0 e)

i Primjera 7 slijedi da je poluklasi¢cna mjera ps. pridruzena nizu (u,) karakteristicne
duljine (wy,) u slucaju g = % jednaka

0 , limy, Ven
pse(t, z;7,&) = ieQme_Q(‘“Q*b)t)\(t,x) (5(_2’1) + 5(%’_0 )(T £  limy, ‘ﬁ—ce (0, 00) ,
162262000 (1 2)810.) (7, €) , hrnn/V%;
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1 -
dok za 8 < 5 imamo

wn

el 27, €) = § §ePe A1) (6 0 1)+ 1))(1€) Ty E = c € (0,00) .

1
& c f}
SeZre2\(¢, 2)0(0,0) (75 §) ; limy, 22 = 00

Wn

Ukoliko racunamo uz fiksan ¢ > 0 tada iz
sin (27r57;5(:v - bt)> = Ty sin (27r57;593>

i Leme 12 (vidi nize) slijedi da je poluklasmna mjera pl. pridruzena nizu (u,(t,-)) ka-
rakteristicne duljine (wy,) u slucaju 8 = 5 1l jednaka

0 , lim,, \wﬁ =0
ol §) = ¢ de2re 20T D0\@) (83 +6 1) (), Timg X = c € (0,00)
120620400\ ()5 (€) : hmn\/a—oo
dok za 5 < % imamo
0 , lim,, £ = 0
5
Mgc(x;g) _ leemef?bt)\(x) <(5% + 57%> (&) , lim, {i—" =ce (0,00) ,

%62”6_2”)\@)60(5) , lim,, = Eg = 00

pri ¢emu smo koristili da je Lebesgueova mjera A translatorno invarijantna.

e

U slucaju limy, ¥~ € (0,00) moze se lijepo vidjeti da se zanemarivanjem varijable
t ipak gubi 1nformacua Preciznije, iz (potpune) mjere g u tom slucaju vidimo da
je informacija u dualnom prostoru sadrzana u tockama (—g, %) i (g, _5)7 sto odgovara
stvarnoj situaciji jer se iz (5) i (6) vidi da je titranje vodeteg reda uistinu po pravcu
t = —bx. S druge strane, mjera u’, vidi samo ¢ komponentu prethodnog vektora, pa
dodatno moZemo zakljuciti da opéenito iz znanja mjere u'. ne moZemo rekonstruirati
mjeru fige.

Pogledajmo mozemo li ipak primjenom lokalizacijskog svojstva za poluklasi¢ne mjere

zakljuéitit nesto vise o mjeri ps.. Tvrdnja Teorema 7 nam nije dostatna jer ne zelimo da su

karakteristicne duljine jednadzbe i mjere iste kako nas zanima slucaj lim,, \C € (0, 00),
pa koristimo rezultat Korolara II.10 iz kojeg slijedi da mjera us. zadovoljava

(T +b)pse =0,

sto povlaci da je mjera nosena na pravcu 7 + b§ = 0. Kako znamo da je nosa¢ mjere
pL. u dualnom prostoru sadrzan u tockama & = —% ié= %, za ocekivati je da je nosac
mjere jig. sadrzan u presjeku pravaca 7 + b = 0, £ = —% ié= %, odnosno u tockama
(— 2, )i (2, —1), %to je zaista i sludaj. Nazalost opéenito iz supp ul, C R x S, t € R¥,
ne slijedi nuzno supp s € R? x (R x 9) §to ée biti argumentirano Primjerom 10. Tlme
prethodno razmatranje ostavljamo na razini intuicije.
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Uvjerimo se da na ovom primjeru uistinu vrijedi Tartarova tvrdnja (4). Pretpostavke
te tvrdnje u nasim oznakama znace da je b = 0, za karakteristiénu duljinu jednadzbe
uzimamo (key), dok je karakteristicna duljina pripadne poluklasi¢ne mjere wy, = /.

Uzmimo ¢ > 0. Iz prethodnog racuna vidimo da je kljucan ¢lan za odredivanje oblika

mjere ugc niz % = kP 55_%, pa u ovisnosti o parametru £ imamo sljede¢e moguénosti:
0 , 8> %
plewi§) = § §ee M@ (5, +5_y )@ . 8=}
562\ (x)80(¢) , 0<pB<}

U slucaju g > % je (4) ocito trivijalno ispunjeno, kao i u slucaju 0 < g < % jer mjera ne
ovisi 0 ¢, a po & imamo &y koja ponistava |¢|?. Konac¢no, u slucaju 3 = % tvrdnja slijedi
iz

(915ch = —27?26936_8”%)\(35) <5_} + 5\;)({),

2 2
Sm2k€2ut, = 8n? <%> i€2m6_8ﬂ- IX(z) <5\/1E +5,¢>(5)
= 27r26xe_8“2t)\(x) <(5,¢ +5¢>(5)-
NG Ve

U prethodnom smo se ra¢unu uvjerili da poznavanjem niza rjeSenja mozemo kon-
struirati pripadne poluklasicne mjere koje, kad su ispunjene pretpostavke Tartarovog
rezltata, uistinu i zadovoljavaju (4). Medutim, u primjenama nam je obi¢no od interesa
obratni smjer: iz niza pocetnih uvjeta i jednadzbe (4) zelimo dobiti informaciju o pripa-
dnoj familiji poluklasi¢nih mjera bez eksplicitnog poznavanja i samog niza rjesenja. Da
bismo mogli provesti ovaj postupak, najprije trebamo znati nesto o ovisnosti familije £, o
varijabli t. Moze se pokazati [22, Proposition 2.5 da je ta ovisnost neprekinuta, odnosno
da je preslikavanje t — p'. iz prostora C(R™; My, (R)), a zapravo je dovoljno pokazati
da je za neki T > 0 preslikavanje u, := un(t,-) : [0, T] — L2(R) ekvineprekinuto. Sada
sljede¢a Cauchyjeva zadaca ima smisla:

{@u;+8w%f%@c=0
0 00 -
Hse = Mg

Prethodna jednazba je zapravo obicna diferencijalna jednazba pa je rjesenje dano s

(7)

plo(w5€) = 78T 06

odnosno, uvrstavajuéi vrijednost mjere 2% u ovisnosti o 3, dobivamo upravo isti rezultat
kao gore, ¢ime smo opravdali ulogu relacija tipa (4).

Kako Tartarov rezultat vrijedi samo u slucaju w, = /&, opcenito za w, = €5, a #
%, nemamo nikakvu informaciju o pripadnoj poluklasi¢noj mjeri. Medutim, promotrit
¢emo kako izgledaju pripadne poluklasicne mjere, te ¢emo pokusati naslutiti koje bi
relacije mogle zadovoljavati ovisno o a.

Za a < % i ¢vrst € R imamo

0 , a<fp
pho(@:€) = { 4P A@) (0,5 +0,6)(6) . a=8
3¢ A ()00 (€) . B<a<i
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Mozemo uociti da jednadzba (4) nije zadovoljena samo u sluéaju o = § jer je u tom
slucaju oyl = 0, ali €2ul, # 0. Medutim, ipak imamo da je za svaki a < % zadovoljeno

t
&gusc =0.
Stovise, gornju relaciju moZemo opravdati i ¢injenicom da za svaki t € R* imamo pf,. =

00
Hse- )
S druge strane, za a > 5 ovisno o  imamo

0 , B>3
:ugc(x;g) = %GQxe_Qt/\(I)(SO(g) ) B - % :
3 N@)00(E) . B<3

Ovdje takoder jednadzba (4) nije zadovoljena samo u jednom slucaju i to § = % jer je
o¢ito €2l = 0, ali Gyul, # 0. Ipak, za svaki § vrijedi

2
EHoe =
Sto je posljedica €injenice da je za svaki t € R, supppl. € R x {0}. Kako u ovom
slu¢aju nemamo diferencijalnu jednadzbu po ¢, ne mozemo dobiti eksplicitnu vezu mjere
P 1100
Dakle, slutnja bi bila da za poluklasi¢nu mjeru karakteristicne duljine (¢%) vrijedi

1 1
(H<§ — oz)(?t + H(a — §>8W2n§2>uéc =0,
pri ¢emu je
0, <0
H@*‘{1, x>0

Heavisideova funkcija. Nesto opcéenitiju tvrdnju ¢emo pokazati u ostatku ovog poglavlja.

Lema 11.  Neka je niz (u,) omeden u L2 (Q; C") i (wy,)-Cist za neku karakteristicnu

duljinu (wy,), te neka je ps. pripadna poluklasicna mjera. Ako niz neprekinutih funkcija
(vn) jednoliko po kompaktima konvergira k v, tada je niz (vpuy,) takoder (wy)-Cist, te je
pripadna poluklasi¢na mjera dana s |[v]? .

Dem. Kako v, — ¢v u L.(Q), istim racunom kao u dokazu Leme 8 imamo da
u definiciji poluklasi¢ne mjere, danoj Teoremom 6, pridruzene nizu (v,u,) mozemo vy,
zamijeniti s v pa time dobivamo tvrdnju.

Q.E.D.

Lema 12.  Neka je niz (u,) omeden u L2 (R% C") i (wy)-Cist za neku karakteristicnu
duljinu (wy), te neka je ps. pripadna poluklasicna mjera. Tada je za svaki h € R? niz
(Thuy) takoder (wy)-cist, te je pripadna poluklasicna mjera dana s T,pse, pri cemu je
translacija samo po x varijabli.

Dem. Neka su 1,902 € C.(RY) i € S(RY). Iz standarnih svojstava Fourierove
pretvorbe imamo

—_ —
— —_—

(P17ht) @ (pamhitn) = €712 (m_pon)un ) © ((Tonipa)un )

= (o) © ((rnealun)
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iz Cega slijedi da za poluklasiénu mjeru v, pridruzenu nizu (mhu,) vrijedi

(Use, prp2 K 1)) = <usc7 (T—h(%01@2)) X 1/1> = (ThHsc, P12 X Y)

iz ¢ega dobivamo vg. = Thtsc.

Q.E.D.

Prethodne dvije leme takoder vrijede za H-mjere (kao i jednoskalne H-mjere iz slje-
deceg poglavlja), uz jac¢u pretpostavku u, — 0 u L%OC(Q, C).

Ranije smo ve¢ komentirali kako kod proucavanja evolucijskih jednadzbi koristeci
mikrolokalne defektne funkcionale (npr. poluklasiéne mjere) postoje dva pristupa. U
prvom pristupu se uz ¢vrst ¢ promatra niz rjesenja (uy,(t, -)) kojem se pridruzuje familija
poluklasi¢nih mjera pl., dok se u drugom pristupu ¢ promatra kao ravnopravna varijabla
pa se nizu rjeSenja (u,) pridruzuje mjera g koja dodatno ovisi o ¢, ali i o pripadnoj
dualnoj varijabli 7. Koliko nam je poznato, trenutno samo u nekim vrlo ograni¢enim
slucajevima postoji jasna veza izmedu ul, i pse. Sljedeéim primjerom éemo ilustrirati
neke probleme.

Primjer 10.  Za dane v; € C.(R) i v2 € L?(R) definirajmo niz funkcija
_ t x
Un(t, ) = e, vy <a>vg <a> ,

pri cemu &, — 07. Kako je v1(t)ve(x) € L2(R?), (uy) je standarni koncentracijski niz
(vidi primjere 2 i 8), pa imamo

0 , lim,, Z—Z =
pe) = 00,0) B ve o dimp 5 = €(0,00)
[|v1 ||%2(R) ||U2||%2(R)5(0,0) X 5(070) ) limy, Z_Z -

pri éemu je v, = 2|01 (c-)va(c) 2.
Pogledajmo sada pripadne poluklasi¢ne mjere uz c¢vrst t. Kako vl(ﬁ) ne ovisi o x i

zbog kompaktnog nosaca (kao niz brojeva) konvergira nuli, za svaki ¢t imamo uy(t,-) — 0

u L2(R). Dakle, za svaku karakteristi¢cnu duljinu (w,) je ,ué’c(w") = 0.

. s C. . S1es . t,(w v v
Time smo dobili da u ovom primjeru znanjem familija mjera us’c( ") ne moZemo nista

zakljuciti o mjeri pge, pa ni o pripadnom nosacu supp fise- .

Prethodni primjer bi mogao sugerirati da je bolji pristup u kojem koristimo ¢ kao
ravnopravnu varijablu, pa ¢emo se mi tog pristupa drzati. Medutim, tada je tehnicki
zahtjevnije promatrati svojstvo Sirenja (npr. (7)) jer je netrivijalno kako povezati polukla-
si¢nu mjeru pridruzenu nizu rjesenja s poluklasicnom mjerom pridruzenom nizu pocetnih
uvjeta zbog dodatne varijable 7 koja se pojavila. S druge strane, ovo nam ne stvara
nikakve probleme kada ¢ promatramo kao parametar, pa smo u (7) jednostavno imali
Hoe = Hc-

Sljede¢im teoremom dajemo poopéenje relacije (4) u slu¢aju opcenitije (parabolicke)
jednadzbe koje je veé spomenuto u [53, pp. 405.-406.], ali takoder i u smislu da promatra-
mo proizvoljnu karakteristicnu duljinu mjere. Nadalje, radit ¢emo s mjerom pug. gdje je t
uzeta kao ravnopravna varijabla, ali ¢emo nakon dokaza teorema komentirati i rezultat
koji bi se dobio za familije mjera pZ..
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Prije iskaza sljede¢eg teorema, prisjetimo se da s 0y i 0 ozna¢avamo parcijalne
derivacije po varijablama z* i &. Dodatno, radi jednostavnijeg zapisa uvodimo z% = t
i & =7, paje onda i 9y = 0%, odnosno 0¥ = 97. Nadalje, sluzit ¢emo se Einsteinovom
konvencijom o sumaciji, odnosno, podrazumijevamo sumaciju po varijablama koje se
javljaju i u indeksu i u eksponentu (npr. (Gga)(9%b) = 3, (9pa)(9*D)).

((0,T) x Q), up, — 0 u L2 _((0,T) x Q) slabo, te

Teorem 11.  Neka je (uy) niz u Hi e

1
neka zadovoljavaju niz jednadzbi .
(8) Oy, — endiv(AVuy,) +b - Vau, = fp ,

pri demu &, — 07, A € Wh((0,T) x 2;M4(C)), b € C1((0,T) x Q;C%), te f, —
0 u L2 ((0,T) x Q) jako. Neka je psc poluklasi¢na mjera pridruZena (pod)nizu (uy)

loc
karakteristicne duljine (wy,).

Tada za ¢y = limy, S € [0, 00) vrijedi

(9) (87r2018ymA£ & —4rlmb - S) pse =0,
dok za ¢1 = oo imamo
(10) 8m2SymAE - Epuge = 0.

{f € [0, 00) vrijedi

Ako je Imb = 0, tada dodatno za cy = lim,,

(11)  Oypse + b - Vpise — (Opb)E (0% pse) + (ST23SymAE - € — divb)us. = 0,
pri cemu su j € 1..d i k € 0..d, odnosno (10) za ¢y = 0. .

Prije dokaza teorema istaknimo da nismo pretpostavili nenegativnost matri¢ne fun-
kcije A tako da (8) nije nuzno parabolicka jednadzba (npr. Schrodingerova jednadzba je
takoder obuhvacena). Zbog te opéenitosti smo u nemoguénosti koristiti standarne rezulta-
te postojanja rjesenja pa smo pretpostavili postojanje rjesenja u prostoru Lfoc(<0, T) x ).

Iz tehnickih razloga smo dodatno pretpostavili da je niz rjesenja sadrzan u prostoru
HllO .((0,T) x€), ali ne nuzno i da je omeden u tom prostoru. Ta bi se pretpostavka mogla
izostaviti tako da niz (u,) izgladimo konvolucijom sa standarnim izgladiva¢em kako su
pripadne poluklasi¢ne mjere nizova cija razlika jako konvergira nuli jednake.

Nadalje, pojasnimo u kojem smislu shvacamo jednadzbu (11) (u (9) i (10) nema
derivacija mjere pa onda i nemamo nikakvih problema). Opéenito, poluklasi¢ne mjere su
Radonove mjere, odnosno distribucije reda nula. Iz toga slijedi da je Ogpusc distribucija
reda 1 pa se onda moze proSiriti do neprekinutog funkcionala na C}:, ¢ime je gOppisc i
dalje iz (C1)’ za g klase C! (nije nuzno da g bude s kompaktnim nosa¢em). Dakle, (11)
mozemo shvatiti u prostoru (CL((0,T) x Q x RIT4)).

Dokazimo sada prethodni teorem.

Dem. Prije samog dokaza podsjetimo se da uvijek koristimo kompleksni skalarni produkt
pa je to razlog zasto se javlja kompleksno konjugiranje u skalarnom produktu u (8).

Informaciju o poluklasi¢noj mjeri pridruzenoj nizu (u,,) karakteristicne duljine w, —
0" dobit ¢emo tako da iz (8) izvedemo diferencijalnu relaciju za niz wy, (¢, x, $,y) = u, (t+
Wn$, X + WpS)Un(t,x), a potom primjenom Teorema 10 (uz 7 = 0) dobiti odgovarajucu
relaciju za pripadnu poluklasi¢cnu mjeru.
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Najprije moramo napraviti odgovarajucu lokalizaciju nosaca niza (uy), te koristiti
konstrukeciju opisanu nakon Teorema 9. Dakle, neka je (K,,) niz kompakata u (0,7) x
koji ga iscrpljuju, odnosno K, C Int K41 i U, Km = (0,7) x Q. Nadalje, sa (Gn)
ozna¢imo niz rezu¢ih funkcija u C°((0,7) x Q) takvih da je (;, = 1 na Ky, 0 < G <
1 isuppGn C Kpt1, te neka je plt poluklasiéna mjera pridruzena (pod)nizu v, =
Cmlin, dok wy(t,x,,y) = vnp(t + wns, X + wys)vp(t,x). Tvrdnju ¢emo pokazati za ult,
odnosno na Int K x R4, iz ega ée po spomenutoj konstrukeiji tvrdnja slijediti za (cijelu)
poluklasi¢nu mjeru s, pridruzenu (pod)nizu (uy).

Izaberimo probnu funkciju ® € S (R%id Rizd) takvu da je supp F(;¢)(s,y)®P
kompaktno sadrzan u Int K, x L za neki kompakt L C R!'*?. Istaknimo ovdje malu
nepreciznost u oznakama. Naime, 7 je dualna varijabla varijable £ i u potpunosti je
neovisna o parametru kvantizacije 7 koji se javlja, na primjer, u Teoremu 10, a koji ¢e u
ovom dokazu uvijek biti jednak 0.

Jednadzba (8) vrijedi na Int K, ukoliko w, zamijenimo s v, = (nu,, pa onda
posebno i u tockama (t,x) i (t+wns,X+wny) za (t,X, 5,y) € SUPP F(r.¢)—(s,y)P 17 = 10
pri ¢emu ng ovisi o skupovima K, i supp @, te nizu (wy,).

Neka je (t,%,5,y) € Firg)—(sy)®- Evaluirajmo (8) u tocki (¢,x), konjugirajmo i
pomnozimo s vy (t+wp$, X+ w,y), te tako dobiveni izraz pribrojimo izrazu koji dobijemo
evaluiranjem (8) u tocki (t 4+ wys, X + wyy) 1 mnozenjem s v, (¢, x). Time dobivamo

(Op0n) (t, X)Un (t + wps, X + wny) + U (t, ) (Opvp) (t + wns, X + wpy)
—&n (div (AVu,)(t,x)vp(t + wps, X + wpy)

+ Up(t, x)div (AVv,)(t + wps, x + wny)>
(12)

(t,
( (t,%) - (Von) (¢, ))vn(t—l—wns,x—l—wny)

+ Tt )( (t+ WS, X + wny) - (wn)(t+wns,x+wny))

= fn(t X)Up (t 4+ wps, X + wpy) + frn(t +wns, X + wny)vn(t, x) .

Kako je po pretpostavci vy, iz HL({(0,T) x ), svi ¢lanovi u gornjoj jednakosti su dobro
definirani i sadrzani su u prostoru L{ (R4 x RI*4),

Sada ¢emo analizirati limes pri n — oo pojedinih ¢lanova gornjeg izraza uz probnu
funkeiju F; ¢) . (s,y)®. Preciznije, gornji izraz pomnozimo s F; ¢y (55 P, a potom inte-
griramo po svim varijablama. Medutim, prije toga ¢emo jos malo srediti ¢lanove u oblik
pogodan za koristenje teorema 9 i/ili 10. Najprije pokazimo da desna strana konvergira
jako nuli u prostoru L (R4 x R'9). Iz ocjene

TVl X1t s, x + ) e < ool lizumny

slijedi da je za omedene s iy (i dovoljno veliki n) funkcija (s,y) = [[gica [fn(t, X)vn(t +
wn$,X + wyy)| dtdx jednoliko omedena, a f, — 0 u L ((0,T) x Q) povlaci da po
tockama konvergira nuli, pa Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji daje tvrdnju.
Analogno zaklju¢imo i za drugi pribrojnik na desnoj strani.

Prva dva pribrojnika u (12) s derivacijom po ¢ su jednaka (0w, )(t,x) pa imamo

(00, Fir.£)(s3)®) = = (s Fir)(s3) (%12))
= — <ﬁ(57y)_>(7-7€)wn7 8tq)> = — <W0(wn)(1)n, Un), 8t®> .

35



Jednoskalne H-mjere i inacice

Kako je 9;® € S(R'¢ x R*9), po Teoremu 9 slijedi da prelaskom na limes u gornjem
izrazu dobivamo

(13) — (tse, e ®) = (Onpuige, ®) -

Sredimo sada posljednja dva ¢lana s lijeve strane jednakosti u (12) koja sadrze b.

(Bt ) - (V) (6.%) ) vt + w5, X + way)

+ vp(t, x) (b(t + wps, X +wpy) - (Vx0n)(t + wps, x + wny)>
= b(t,x) - Vxwy(t,x,s,y)

+ ((B(t, x) — b(t,x)) - Vxop(t, x)>vn(t + WS, X + wpy)
14
(14) + ((b(t + wps, X + wpy) — b(t,x)) - Vv (t + wps,x + wny)>6n(t, X)

= b(t,x) - Vxwp(t,x,s,y)
- Zi(lm b(t,x) - Vxun(t, X))Un(t + wp$, X + wpy)

N b(t + wns,x +wpy) — b(t, x)
Wn,

' vywn<t7 X, S, y) )

pri ¢emu smo u posljednjoj jednakosti koristili Vyw, = w,Vxw,. Prvii treci ¢clan
posljednje jednakosti su izrazeni preko w, sto je pogodno za prijelaz na limes, dok je
drugi ¢lan trivijalan ako je b realna.

Dakle, nakon mnozenja s J(; ¢)_(s,y)® 1 integriranja, za prvi ¢lan imamo:

(b Vxtwn, Firg)(s9)®) = (Vxtln, Fir.6) 5 (sy) (PD))
= — (Wn, Fr.6)(s.y) (divx(PD)))

_ <m,divx(q>b)> .

Kako je b klase C! i ® ima kompakatan nosa¢ u varijablama (¢,x), to je divy(®b) € A,
pa primjenom Teorema 10 na limesu dobivamo

(15) — (e, divx(®b)) = (Vxpige - b, @)

a kao $to smo ranije istaknuli je b - V™ element prostora (CJ(R!T4 x RI*F4)),

Prijelaz na limes u tre¢em clanu je tehnicki zahtjevniji kako i ¢lan s b ovisi o n.
Prije samog racuna uoc¢imo da je ovaj ¢lan trivijalan u slucaju da je b konstantna. Uz
primjenu standarnog vektorskog racuna slijedi

<B(- 4+ wpey - Fwn) —b

Wn

- Vyn, f(T,é)%(s,Y)q)>
b(- + wp-y -+ wpt) — b>

Wn

b(- + wpy - +wpt) — b>

= <Vy@m (Fre) =53 ®P)

Wn

- <1Dn, (VyFire)»(s3)®) -
(W, (Fir,)(s9) )iV (- + e, + i)

36



H-mjere i poluklasi¢ne mjere

Kako b('w";jw”')*b i divgb(- + wp, - + wy-) ovise 0 s iy, ne mozemo jednostavno
primijeniti inverznu Fourierovu pretvorbu tako da ¢emo najprije srediti te ¢lanove. Kako
je Fir.g)—(s.y)® s kompaktnim nosacem i (,) je omeden u Li (R4 x R) dovoljno

W (Awn-,4wn)—b
Wn
konvergira k funkciji V; ) - (s,y), odnosno divxb(- + wp-, - + wp-) k divxb. DokaZzimo

konvergenciju prvog niza. ‘
Po teoremu srednje vrijednost za svaki j € 1..d postoji 65, € (0,1) (ovisi dodatno o

t,x,s1y) takav da

je pokazati da za svaki j € 1..d niz funkcija ’ jednoliko po kompaktima

V(t+ wps,x + wpy) — V(t,x)

Wn

— V(t,x)bj(t + Hﬁwns, X + Q%wny) (s,y)=0.

Veé smo ranije komentirali da (¢,x,s,y) € supp Fr,6)—(s,y)P za dovoljno veliki n povlaci
(t,x), (t +wns, X +wyy) € K. Buduéi da je b klase C1, V(1,x)b je jednoliko neprekinuta

na kompaktu, a onda iz |#wn(s,y)| < Cw, za dovoljno veliki n imamo da je za svaki
j € 1..d razlika

(VP (%) = Vg ¢+ Bions, x + Bny)) - (5,)

mala jednoliko po t,X, s iy, ¢ime smo dobili tvrdnju. Kako je i divxb jednoliko nepreki-
nuta na kompaktu, analogno dobivamo tvrdnju za drugi niz.
Time smo dobili da je ekvivalentno promatrati limes niza

— <@n7diVy<(]:(T,§)—>(s,y)‘b)[v(t,x)bj : (8>Y)]j>> :

pri ¢emu smo koristili

divy<(F(T,£)%(s,y)q))[v(t,x)bj : (57Y)]j>
= (VyFre)= s ®) - [Vt - (5,9)]j + (Frrg)—(sy) @)divxb

Nadalje, koristec¢i svojstva Fourierove pretvorbe imamo

divy((‘F(T,ﬁ)%(s,y)q))[v(t,x)bj ’ (57Y>]j) = divy((F(T,ﬁ)—%s,y)q))[akbjyk]j>

1 . '
a _gdlv y |:f(7-7£)_>(8,y) (0k<1>8kb7)}

/L. . .
= =5 Fr&)s(sy) (280" QO

= —Flre)s(sy) (O POY),

J

pri ¢emu nam za k € 0..d 0y predstavlja parcijalnu derivaciju u varijabli z¥, dok s 9"
oznac¢avamo parcijalnu derivaciju u dualnoj varijabli &, uz 20 = t i § = 7. Takoder
smo radi jednostavnosti zapisa koristili Einsteinovu konvenciju o sumaciji, pri ¢emu je
k € 0..d, dok je j € 1..d.

Dakle,

— <U7mdiVy((F(T,£)—>(s,y)q))[v(t,x)bj : (Sa}’)]j>> = <W(§wn)<vmvn)a§jakq)akbj> )
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pa prijelazom na limes kona¢no dobivamo
(16) <ugg,5jakq>akbj> S <ak5ja’f(§jugg), <1>> - <(—divx5 — ORI, q>> .

Ukoliko Imb # 0 tada u (14) moramo srediti i drugi ¢lan. Sliéno kao i u prijasnjim
racunima imamo

—2i (Im b(t,x) - Vxun(t, X))Un(t + wp$, X + wpy)
= —2ilmb(t,x) - Vxw,(t, %, s,y)
+ 2@'<Im b(t,x) - VxUn(t + wps,x + wny))@n(t, X)
= —2ilmb(t,x) - Vxwy(t,x,s,y)

0
+m b(t,x) - Vywy(t,x,s,y).

Wn

Sada smo dobili ¢lan reda @(i) pa onda moramo cijelu jednadzbu pomnoziti s w, da
bismo dobili nesto konacno, a time svi prijasnje izracunati ¢lanovi iS¢ezavaju. Takoder i
ovdje prvi ¢lan u gornjem izrazu iScezava tako da je ostalo samo analizirati drugi ¢lan za
koji imamo
21 <Im b Vywy, .7:'(775)_}(57y)q>> = -2 <u_)n, div y]:(r,g)—>(s,y)q)|m b>
= —47 (00, F(r)+(s.3) (PIb - €))

_— <W0(w”)(vn, ), ®lmb - 5> :

pa na limesu dobivamo
(17) (4, Dlmb - €) = ((—4ximb - )0, @) .

Ostalo nam je jos u (12) srediti ¢lanove uz A. Za Cetvrti ¢lan u (12) imamo

—enUn(t, x)div x (A( + wns, - + wny ) (Vxon (- + wps, - + wny))> (t,x)

= —Z—Zvn(t,x)divx<A(- +wns, -+ wpy)(Vyun (- + wns, - +wp)) (s, y)) (t,x)

18
" - _%ﬂn@,x)diVy(A(t + wn, X 4wy ) (Vyn (t + wne, X + wﬂ'”)“’”

g .
= —w—gdwy (A(t + wps, X + wn}’)vywn(tv X, S, y>> )

n

¢ime smo dobili da je ovaj ¢lan reda O(Z%).
Treéi ¢lan u (12) sredujemo u nekoliko koraka. Najprije primjetimo
—EnUn(t + wps,x + wny)divX(Avxﬂn)(t, X)
= —gpdiv g <Un(- + wnps, - + wny)AvxT)n> (t,x)

+ enA(t, x)Vx0p(t,X) - VxUp(t + wns, X + wpy) ,
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a zatim za dobiveni prvi ¢lan imamo

—epdiv <Un( + wns, -+ WnY)Avxﬁn> (ta X) = —gpdivy <A(t, X)wan(t, X, S, Y)> (t> X)
+ epdiv (ﬁnAvan(- + wps, - + wny)> (t,x)
= —étndivx(A(t,X)wan(t,x7 s, y)) (t,x)

+ 6—ndivx<A(t7 x)Vywn(t, X, s, y)) ,

Wn

dok drugi ¢lan zapisujemo kao

enA(t,x)Vx0(t,x) - Vgt (t + wps, X + wpy)

= 5—”tr(A(wt, x)Vy (vn(t + wp, X + wn) VxUnl(t, X)) (s, Y))

Wn
6 —
- w—Ztr(A(mx)Vnywn(t, X, S, y))
- Z—ntr(A(t, X)Vy (@n(t, X)Vsctn (t + W, X + wn~)) (s, y))
n
_En (A _En. (A 2
= wntr<A(t’X)vyvan(t7X7 S,y)> W%tr (A(t,x)V%ywn(t,x, s,y)) :

Od gornja cetiri dobivena cClana, samo je posljednji istog reda kao 27", dok su ostali nizeg

reda pa na limesu is¢ezavaju. Uz ¢ = lim, \L/jjn € [0,00), ra¢unamo limes posljednjeg
¢lana za probnu funkciju F; ¢) (55 ®P. 12

d
— <tr(AV§,y@n>vf<r,e>%<s,y>q>> i > <aj kaykaijnyﬂr,e)ﬁ(s,y)@
T2 i <U_’”’aykayj]:(TéH(SJ)(ajkq))>

d
= =5 > (00 Frgs o) (-G08 ) )

" kg

—1
=-—2 Wéwn)(vn,vn), —AT? QA" - (€ ® 5))> ;

na limesu dobivamo

(19) A’ (€@ €) - A'uge, ®) .
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Izraz (18) je takoder istog reda kao <%, pa imamo

- 8—:22 <divy<A(- + wp, -+ Wn')vywn>>]:(ﬂ€)%(sv3’)(b>
_ Z_% <vywn, AT( 4w+ wn-)Vyf<r,£>e<s,y>‘b>
— _f; <wn,d|v (AT(- + Wy, - +wn-)Vyf<T,s>ﬁ<s7y>‘P>>

En _ —
=2 (Wn, Vi g Fir) (5@ - Al + Wiy -+ wns))

— (i—j; <1I)n, (0; ak ( + wp, wn-))(ayk]-“(77€)_>(s7y)cl>)> ,
pri ¢emu smo u posljednjoj jednakosti iskoristili ayj&kj(- + Why W) = wpdjahi (- +
Wy -+ wy'). Kako je 9ja% € L°((0,T) x Q), limes posljednjeg ¢lana je nula. S druge
strane, koristec¢i da je A jednoliko neprekinuta na kompaktima, u prvom ¢lanu analogno
kao kod ¢lanova s b dobivamo da izraz A(- 4+ wy-, - + wy-) mozemo zamijeniti s A. Time
je dovoljno promatrati limes izraza

En X En Wn,
T2 <wna vg,yf(ﬂﬁ)%(so’)@ ' A> -2 <W(§ )@mvn)a —47° DA - (€® £)> ;

koji je jednak
CE@E) - A, ®)

pa zajedno s (19) imamo

(20) smoc? (€ ® €) - SymApg;, @) = 877 (£ - SymAE) iy, P)
pri ¢emu je SymA = ABA* hermitski dio matrice A. Naravno, ako je A =B + C za
B realnu i C realnu antisimetri¢nu, tada je gornji izraz jednak nuli pa konacan rezultat
ne ovisi o A §to je uglavnom nepovoljno. Naime, iB + C + (iB+ C)* =i(B-B'), a
(E®€&)-(B—BT) = 0 kao skalarni produkt simetri¢ne i antisimetri¢ne matrice. Medutim,
u slucaju A =B, B realna matri¢na funkcija, se prethodni racun moze prilagoditi tako
da se dobije analogan rezultat kao u [53, Chapter 32] gdje je promatrana Schrodingerova
jednadzba (odnosno A = —iI za jedini¢nu matricu I).

Nakon sto smo analizirali sve ¢lanove u (12), izvedimo sad relaciju koju zadovoljava
pripadna poluklasi¢na mjera.

Razmotrimo najprije sluéaj Imb = 0. Za ¢ = lim,, ﬁ € [0, 00) iz (13), (15), (16) i
(20) slijedi

<(at +b- Vy — divxb — b0, + 8123 - SymAE))uSC, > —0.

2
S druge strane, ukoliko je ¢ = co tada moramo cijelu jednadzbu pomnoziti s "g—z pa na
limesu izrazi (13), (15) i (16) iScezavaju tako da ostaje samo

<87r2(£ - SymAE) e, <I>> =0.

U slucaju Imb # 0 pojavljuje se ¢lan reda i, (17), pa cijelu jednadzbu moramo
pomnoziti s wy, a onda daljna analiza ovisi 0 ¢ = . Za c € [0,00) iz (17) i (20) slijedi

<( drimb - € + 8m2c(€ - SymAf))usc, >=o,
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dok za ¢ = oo opet imamo samo
(87%(& - SymA&) gk, @) = 0.

U svakom od gornjih slué¢ajeva argument na prvom mjestu dualnog produkta nalazi
se u prostoru (C(l)(RH'd x R*4))’ a kako gornji identiteti vrijede za sve funkcije iz skupa

{q) € S(RIL? x R - (3L € KRMD) supp Frr gy () ® CC It Ky L} ,

pri cemu KC(X) oznacava familiju kompaktnih podskupova topoloskog prostora X, koji je
gust u CY(Int K, ¥ R!*%) mozemo zakljuéiti da su u gornjim relacijama izrazi u prvom
argumentu dualnog produkta trivijalni u (C(Int K, x R!*4)Y. Naime, za svaku funkciju
® iz prostora C}(Int K, x R'*9) postoji niz (®,,) u C(Int K, x R1F9) takav da &,, —
d u CO(IntK x R1*9). Nadalje, za svaki n postoji niz (®¥) iz CX(Int K, x R1*9)
takav da ®F — Fir, &) (s, P us (R4 x R1*%) pa koristeéi neprekinutost Fourierove
pretvorbe na S, te cinjenicu da je topologlja prostora S jaca od topologije prostora
Ci(Int Ky, x R1+d) imamo .7-"( V)= (7, E)CD — &, — P pa uzimanjem dijagonalnog
podniza niza (]-"(s,y) (1) ®k) dobivamo trazenu aproksimaciju.

Iz proizvoljnosti m zakljucujemo da tvrdnja vrijedi na cijelom prostoru, a onda
kona¢no kompleksnim konjugiranjem dobivamo tvrdnju teorema.

Q.E.D.

Ako b ovisi o £, u (11) se javlja derivacija po 7 mjere pis. $to naravno ne bismo mogli
dobiti da smo proveli racun za p'.. Ako u (8) dodamo ¢lan é\/un za'V € CLH{0,T) x Q),
na limesu bismo imali ¢lan 0,V 0" g, odnosno opet bi se javila derivacija u varijabli 7.

Za kraj provjerimo da u slucaju f = 5 i ¢ = lim,, \/: € (0, 00) poluklasi¢na mjera
iz Primjera 9

e = 1 02— (47r2+b)t)\(t’ :L') (5( b1y + (5(

1 L) (6),

c’c

zadovoljava identitet (11). Naime, iz
87§,Usc = _2(47T2 + b)ﬂsc , a:c,usc = 2,Usc s 877-26252,“50 = 8772#30 s

slijedi
atﬂsc + ba:r,usc + 87720252Msc =0,

sto je upravo (11) uz pretpostavke Primjera 9.
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Jednoskalne H-mjere i inacice

Kao sto smo uocili u prethodnom poglavlju, H-mjere imaju nedostatak Sto nisu
pogodne za proucavanje problema s karakteristicnom duljinom, odnosno, iz H-mjera ne
mozemo dobiti potpunu informaciju o promatranom slabo konvergentnom nizu (vidi pri-
mjere [.1 i 1.2), dok kod poluklasi¢nih mjera za neke skale gubimo informaciju (vidi
primjere 1.7 i 1.8).

S ciljem otklanjanja prethodnog problema, ali i dobivanja objekta s dobrim svoj-
stvima i H-mjera (za svaku karakteristi¢cnu duljinu se dobije barem dio informacije) i
poluklasi¢nih mjera (moguénost odredivanja karakteristicne duljine niza), Luc TARTAR
prije nekoliko godina u [53, Lemma 32.6] uvodi jednoskalne H-mjere.

Tartarova konstrukcija je zasnovana na promatranju pripadnih H-mjera na prostoru
jedne dimenzije vise od promatranog prostora, te koristenju odgovarajué¢ih projekcija.
Ovdje ¢emo dati alternativni pristup u kojem koristimo varijantu prve komutacijske leme,
te odgovarajudi teorem o jezgri dobiven prilagodavanjem tvrdnje dane u [52, Lemma 1.10].

Nakon sto komentiramo osnovna svojstva (od kojih mozemo istaknuti vezu s H-
mjerama i poluklasi¢nim mjerama), u drugom dijelu poglavlja se zadrzavamo na lokaliza-
cijskom svojstvu, gdje dajemo poboljsanje i poopcéenje Tartarovog rezultata, te primjenu
u vidu kompaknosti kompenzacijom s karakteristicnom duljinom. Glavnina ovog odjeljka
je obuhvaéena u [4].

1. Prostori probnih funkcija

Iz primjera 1.1 i [.8 se moze vidjeti da jedini¢na sfera u dualnom prosotru nije
dostatna za dobivanje cjelovite informacije o promatranom nizu. Medutim, niti cijeli
R nije u potpunosti zadovoljavajué kako se iz primjera 1.7 i 1.8 moze uociti da za neke
karakteristicne duljine poluklasicne mjere ne ¢uvaju sve informacije u beskonacnosti i
mijeSaju razli¢ite dijelove tih informacija (npr. smjerove titranja) u ishodistu.

\ EO N I

Slika 1. Ko o (R?), kompaktifikacija prostora RZ.

Kako bi prevladao prethodne nedostatke, za potrebe konstrukcije jednoskalnih H-
mjera Tartar je odabrao za prostor probnih funkcija u Fourierovom prostoru nepreki-
nute funkcije na odgovarajuéoj kompaktifikaciji prostora R¢\ {0}. Preciznije, neka je
K()’oo(Rd) skup dobiven dodavanjem dvije jedini¢ne sfere Yy i Y, prvu oko ishodista,
a drugu u beskonac¢nosti, prostoru R? := R?\ {0}. Tocke s dodanih sfera ozna¢avamo
s 0%, odnosno oco®, gdje je e € S¢~! smjer tocaka (tocka na jediniénoj sferi). Kojoo(Rd)
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opskrbljen topologijom homeomorfnoj prirodnoj topologiji (naslijedenoj od R¢) na d-
dimenzionalnom sfericnom sloju postaje kompaktan topoloski prostor, te time ujedno i
kompaktifikacija prostora RZ. Na primjer, u dvije dimenzije je Ko’oo(Rd) topoloski izo-
morfan kruznom vijencu (vidi Sliku 1). Ideja ove kompaktifikacije je sa¢uvati izgubljene
podatke iz primjera 1.7 i [.8 upravo na novouvedenim sferama g i Yo

Provedimo sada precizniju konstrukciju prostora Kom(Rd). Za c¢vrst rg > 0 defini-
rajmo ri = \/::g?, te ozna¢imo s

A[0,71,1] = {c eRY: 1 <|¢] < 1}

zatvoreni d-dimenzionalni sferi¢ni sloj opskrbljen topologijom naslijedenom od R%. Do-
datno uvodimo A(0,71,1) := Int A[0, 71, 1], te s Ag[0, 71, 1] := S¥71(0;71) i Ax[0,71,1] :=
S%-1 oznacavamo pripadne rubne sfere.

.l

= ———

&1 o  JE ¢ ¢ R

Slike 2 i 3. Preslikavanje [J (plavom bojom je oznacen skup A(0,rq,1)).

Da bismo prostor A[0,r1, 1] promatrali kao kompaktifikaciju prostora RY, treba-
mo konstruirati homeomorfizam J s R% na A(0,71,1). To ¢éemo napraviti sljede¢om
konstrukcijom (vidi slike 2 i 3): tocku & iz R najprije translatiramo od ishodista u
radijalnom smjeru za iznos rq, zatim tako dobivenu tocku &’ preslikamo na jedini¢nu po-
lusferu (oznacena zelenom bojom na slikama) u jednoj dimenziji vise (varijanta inverzne
stereografske projekcije), te na kraju projiciramo natrag na R?. Prateéi geometrijsku
konstrukciju dobivamo da je preslikavanje J : R — A(0,r1,1) dano s

£l +ro
T(8) = o a7y
9 g \2  I8IK(E)
<+ ()
pri éemu je K (&) := /1+ (|&€] +70)?, te da J(€) i & leZe na istom polupraveu kroz
ishodiste, a éto se lako i analiticki pokaze.
1€]+0
JE _ j@res _ &
TE] i g Ié

Kako je K radijalna funkcija, ¢esto ¢emo radi jednostavnosti pisati K(|&]) = K(§).
Nadalje, J je homeomorfizam, a inverzno preslikavanje J ! : A(0,r1,1) — R je dano

S
_ 12 L
KVl e — e o) - roclel ™

T =
© [Clv1=[¢I?
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T
[T

u treéem poglavlju. Time smo dobili da je (A[0,r1, 1], J) kompaktifikacija prostora RY.
Kao sto smo ve¢ ranije istaknuli, neka su

So:={0°:eec s} i Yoo i= {00 i e e S

za koje takoder vrijedi il CI Stovise, J je difeomorfizam, ali to ée nam tek trebati

te definirajmo Ko o (R?) := R% U Xg U Yoo (vidi Sliku 1). Prosirimo funkciju J (a time
i 71 na Kooo(R?) s J(0°) := r1e i J(oc®) = e, odnosno J (%) = Ao[0,71,1] i
J 7 (3s) = Ax[0,71,1]. Sada imamo

£

£ |€’+7‘0

i — €| = > _
M Jim [ 7©) - IO =t 7€) — iz | = im 1| =0,
i

lim ‘.7 = lim é |€|+TO 1’

€[00 |s|+oo I3 \swoo
(2) 1+

lim H —1/=0,
" leloo \/7+ + 782

te analogno za inverz
(3) lim |7 1(¢)] =0 i lim |7 1(¢)| = +o0.

I¢l—=r1 ¢[—=1

Definirajmo na Ko « (R%) x Ko o (R%) preslikavanje d. (&1, &2) := d(J (&1), T (€&2)) =
|7 (&1) — J(&2)], pri ¢emu je d standardna euklidska metrika na R¢ (odnosno u ovom
slucaju njena restrikcija na A[0, rq, 1]). Kako je d metrika i J bijekcija, lako se pokaze da
je d. metrika na Ko o (R?), ¢ime je (Koo (R%),d,) metricki prostor izomorfan prostoru
Al0,r1,1], a J je izometricki izomorfizam. Nadalje, kako je J : R¢ — A(0,71,1)
homeomorfizam, slijedi da su dy i d topoloski ekvivalentne na RZ, odnosno topologija na
RY naslijedena od Kq o (R?) se podudara sa standarnom (euklidskom) topologijom. Za
tocke iz R? je onda jasno da mozemo promatrati i (standarne) kugle u euklidskoj metrici,
a sad ¢emo malo preciznije razmotriti okoline tocaka na g i Y. Neka su

O(0%,¢) :={rs:se STt |s—e[<e, 0<r<elU{0°:|s—e| <e},
O(oc®,e) :=={rs:se 8%l |s—e|<e, r>1/c}U{oc:|s—e| <c}.

Pokazat ¢emo da za svaku tocku & € Yo U X i svaki € > 0 postoji eg > 0 takav da
O(&,20) C Ky, (&,¢) 1 Ky, (&,20) C O(&,¢), pri cemu je Ky, (&, ¢) kugla u metrici d, sa
sredistem u & i radijusa ¢.

Prva inkluzija je izravna posljedica (1) i (2). Drugu inkluziju ¢emo pokazati za
€ =0° € X, dok za & € Y dokaz ide analogno. Pokazimo da za svaki s € S%1 i
r > 0 imamo d«(0%,7s) > d.(0%,re) i d.(0%, 7s) > d.(0%,0°%). Koristedi svojstvo euklidske
metrike imamo

r—+ 7o 2
ri(e—s) — (K(r) —7’1)5
T+ 70

=d,(0%,0%)2 + d. (0%, re)? + 2r1< o 7“1>(1 —e-s).

d, (0%, rs)? =
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Kako je posljednji ¢lan u gornjoj jednakosti nenegativan, dobivamo trazene ocjene.
Neka je 0° € Ky, (0%, e9). Tada iz |s — e|] = %d*(OS,Oe) < 0 slijedi da moZemo
odabrati dovoljno malen g tako da 0° € O(0%,¢). Koristeéi prethodne nejednakosti, za
rs € Kg, (0% o) takoder imamo [s — e[ < 2. Nadalje, iz d.(0% re) < d.(0%,7s) < &,
slijedi |J(re)| < r1 + &0 pa po (3) za dovoljno mali g9 mozemo proizvoljno smanjiti r.
Da bismo (za dovoljno mali €g) konacno zakljucili K4, (0%,e9) € O(0%,¢) potrebno je jos
samo pokazati da Ky, (0%,e9) N Xoo = 0. Za to je dovoljno uzeti g < 1 — 7. Naime,
de(0%,00%) =r2le—s|? + (1 —r)?> +2r(1 —r)(1—e-s) > (1 —r)?.
Time mozemo za € € Y9 U X raditi sa skupovima O(&, ) umjesto kugala Ky, (€, ¢).
Kako ¢e nam C(Ko oo (R?)) biti prostor probnih funkcija u Fourierovom prostoru,
u ostatku ovog odjeljka ¢emo preciznije prouciti njegova svojstva. Prije svega ¢e nas
zanimati kada ¢emo funkciju na R¢ moéi progiriti do neprekinute funkcije na Ko oo (RY).

Lema 1. Za: Kojoo(Rd) — C sljedece je ekvivalentno:
a) 1 € C(Koo(RY)) i
b) (3¢ € C(A[0,r,1])) ¥ =¢o T
¢c) ¢ € C(RY), te
|Rf

£ £

lim [¢(§) =0k =0 i lim |¢(§) — ¢ (c0k)[ = 0.

€]=0 €] =00

Dem. Pokazimo da (a) povlaéi (b). Trebamo pokazati da je ¢ := 1)o7 ~! neprekinuta na
Al0,71,1]. Neka je ¢ > 0 po volji odabran. Kako je ¢ jednoliko neprekinuta (neprekinuta
funkcija na kompaktu), postoji & > 0 takav da za svake &1, &2 € Kom(Rd) iz d(€1,&2) <
J slijedi |1(&1) —1(&2)| < €. Sada za proizvoljne (1, {2 € A[0,71,1] takve da |(1 — (2| < ¢
slijedi dy (7 ~1(¢1), T 1(¢2)) < 4, pa imamo

[9(¢1) = (&)l = [9(T (&) = (T ¢l <&,
¢ime dobivamo da je ¢ jednoliko neprekinuta. Obrat ove tvrdnje slijedi analogno.
Dokazimo sad da su (a) i (c) ekvivalentni. Neka vrijedi (a). Veé¢ smo ranije ko-
mentirali da je tad w’Rd € C(RY), dok drugi dio tvrdnje slijedi iz (1) i (2), te jednolike
neprekinutosti funkcije ZZJ
Obratno, neka vrijedi (c). Pokazimo najprije da su preslikavanja e — 1(0%) i e —
1)(00®) neprekinuta na S%~!. Za e > 0 izaberimo r > 0 tako da za |€] < r imamo

3
(&) — (0K < £. Za ¢vist e € SY71 neka je § > 0 takav da za svaki £ € R? iz
d«(re, &) < 0 slijedi [¢(re) — ¥(€)] < §. Neka je sad s € S4=1 takav da |e —s| < %5,0)6.
1z toga slijedi dy(re,rs) = | T (re) — J(rs)| < d, pa konacno imamo
[(0) — (0%2)] < |(0%) — ¥(re1)| + |vh(re1) — d(rez)| + [¢(rea) — (0%)] < e.

Tvrdnja analogno vrijedi i za e — 1(00®).

Pokazimo da je ¢ neprekinuta u 0° za proizvoljni e € S, dok ée analogno vrijediti
i za 00®. Neka je € > 0 po volji odabran. Po ranijem razmatranju, dovoljno je pokazati
da postoji 6 > 0 takav da za svaki & = rs € O(0%,9) slijedi |¢)(0%) — ¥(rs)| < e, Sto
jednostavno dobivamo primjenom pretpostavke i neprekinutosti funkcije e — (0¢) na
ocjeni

[9(0%) = (rs)| < [¢(0°) = (0%)] + [¢(0°) — 4 (rs)].

Q.E.D.
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Pomocu prethodne leme mozemo izvesti kriterij uz koji ¢emo neprekinutu funkciju
na R¢ modéi progiriti do neprekinute funkcije na Ko (R%). Naime, neka je ¢ € C(R%)
takva da postoje funkcije 1, s na S za koje vrijedi

v(© —w(g) =0 lEl=0.

01O — v (5

Tada je prosirenje funkcije ¢ (koristimo istu oznaku) dano s 1(0%) = p(e) i (o) =
Voo (€) po prethodnoj lemi iz C(Kp o (RY)). Stovise, funkcije 19, 1o su nuzno neprekinute
na S4-1.

Nadalje, po prethodnoj lemi vrijedi i obrat prethodnog razmatranja pa ¢emo u
daljnjem tekstu za proizvoljnu funkciju 1) iz prostora C(Kom(Rd)) s indeksima 0 () i
00 (1heo) Oznacavati funkeije s gornjim svojstvom. Opskrbljen L normom, C(Kq ~(R%))
postaje separabilan Banachov prostor, pa i Banachova algebra uz standarno (tockovno)
mnozenje funkcija.

Za ¢ € C(Kopo(RY)), ¥ — 19 o 7 je konstanta (s vrijednosti nula) na Yo, pa po
neprekinutosti moze biti definirana u ishodistu, odnosno (¢ — g o 7r)|Rd dodefiniramo u

(4)
)0, el o0,

ishodistu s vrijednosti nula ¢ime dobivamo neprekinutu funkciju na cijelom R?. Dakle,
mozemo reéi da je ¢ —1hgom sadrzano u Cyy(R?) (prostor omedenih jednoliko neprekinutih
funkcija na Rd). Naime, i ¥ i 99 o 7 su omedene, dok izvan dovoljno velikog kompakta
razlika moze biti aproksimirana s (s, —1g) o7r. Stovise, ako je vy konstanta tada izravno
imamo 1 € Cyy(RY).

Prostor Co(R?) je neprekinuto ulozen u prostor C(Kgo(R?)). Naime, funkcija
(IS Co(Rd) je neprekinuta u ishodistu i tezi nuli u beskonacnosti, pa za konstantne
funkcije 19 = 1(0) i Yoo = 0, ¢ zadovoljava gornje uvjete Jos je jednostavnije pokazati
TH(C(SHD) = {Yom ¢ ¥ e O} o C(Kom(RY), w2 thy = 0 i thng == 1. Ovu

diskusiju zaokruzujemo u sljedecoj lemi.

Lema 2.
i) Co(R?) = C(Koeo(RY)), i
it) {om : e CS")} = C(Koeo(RY). .

Kako je S(RY) < Co(R?), to slijedi da prostor C(Kp o (R?)) obuhvaéa prostore
probnih funkcija (u Fourierovom prostoru) i za H-mjere i za poluklasi¢ne mjere

Nadalje, prostor C(K07OO(Rd)) naravno nije u potpunosti iscrpljen funkcijama iz
prethodne leme, Sto se moze i vidjeti u sljede¢em primjeru gdje promatramo funkcije koje
¢e biti od posebnog znacaja kod izvodenja lokalizacijskog svojstva jednoskalnih H-mjera.

Primjer 1. Neka su I, m € Ny, | < m, i definirajmo ¢*(&) := ﬁ za o € N¢,
| < |a] < m. Slucajevi |a| =1 i |a| = m su posebno zanimljivi jer nisu nuzno obuhvacéeni
prethodnom lemom. Pokazimo da 9® mozemo progiriti do funkcije iz C(Kg 0 (R?)).
O¢ito je ¥ neprekinuta na R%. Za | = m, ¢¥® je homogena reda nula, pa po Lemi
2 slijedi tvrdnja u ovom sluéaju. S druge strane za | < m — 1 trebamo napraviti analizu
|€\l’ dok u slucaju |a| > 1+ 1, ¥® tezi nuli

u ishodistu, sto povlaci ¥ = 0. Na ¥4 imamo obratnu situaciju: za ]a| m— 1, P&

u ovisnosti 0 . Za || = [ imamo ¢§(§) =

tezi nuli u beskonacnosti, sto daje ¥$ = 0, dok ¢S (§) = |£|o:n za |af = .
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2. Pripremne tvrdnje

Dokaz egzistencije jednoskalnih H-mjera zasniva se, kao i kod H-mjera, na inacici
Prve komutacijske leme, no prije samih rezultata, podsjetimo se definicija dvaju cesto
koristenih operatora. Za ¢ € Cyup(RY), kao i za 1) € C(Kg oo(RY)), definirajmo Fourierov
mnozitelj:

Ay L2RY) — L2RY),  Ayu = ().
Definicija je opravdana jer je ¢ u oba slucaja iz L°(R?). Nadalje, za ¢ € L®(R%) s
B, L2 (RY) — L*RY), Byu:=gpu,

oznacavamo operator mnozenja s . Lako se moze pokazati da su dani operatori omedeni
na L%(R%), s normom jednakom L normi od v za Ay, odnosno ¢ za B,,.

U [63, Lemma 32.4] je pokazano da niz razlika operatora pridruzenih istom simbolu,
ali u razli¢itim kvantizacijama, jednoliko konvergira k nuloperatoru:

Lema 3. Neka su zadane ¢ € Cp(R?) i ¢ € Co(RY), te w, — 0F. Oznacimo s
Un(€) = Y(wn€) za € € RY. Tada komutator C,, := [By, Ay, ] = ByAy, — Ap, By

konvergira nuli u operatorskoj normi na £(L?(RY)). .

U cetvrtom poglavlju ¢e nam trebati prethodna lema u nesto drugacijem obliku, pa
je u Lemi IV.2 pokazano njeno poopéenje.

Napomena 3. Koristec¢i prethodnu lemu mozemo dobiti rezultat postojanja polukla-
si¢nih mjera dan Teoremom 1.6, ne samo za (beskonacno) glatke funkcije, veé za (samo)

neprekinute funkcije u fizikalnom i Fouirerovom prostoru [cf. 54]. .

U usporedbi s klasicnom Prvom komutacijskom lemom (Lema I1.1), gdje je dobiveno
da je komutator samo kompaktan operator, ovdje imamo jednoliku konvergenciju k nulo-
peratoru, tj. u operatorskoj normi. Ovakav rezultat omogucuje oslabljenje pretpostavke
da niz (uy) slabo konvergira nuli (potrebne u dokazu egzistencije H-mjera), dopustajuéi
proizvoljan limes ako za prostor probnih funkcija u Fourierovom prostoru uzmemo (pod-
skup) C,5(R%). Nazalost, funkcije iz C(Kq o (R%)) nisu neprekinute u ishodistu, pa time
niti sadrzane u Cub(Rd), stoga ne mozemo ocekivati da ¢emo kod postojanja jednoskalnih
H-mjera modi izostaviti pretpostavku da je slabi limes promatranog niza nula.

Inadicu prethodne leme, prikladnu za funkcije iz C(Kq o (R%)), koju ¢emo koristiti
u dokazu postojanja jednoskalnih H-mjera, dajemo sljede¢om lemom:

Lema 4. Neka su zadane ¢ € C(Kg(R%)) i ¢ € Co(RY), te w, — 0F. Oznacimo s
V(&) = (wn€) za € € Ko oo(RY). Tada komutator mozemo zapisati kao zbroj

Cp = [By, Ay, ) = Cp + K,

pri ¢emu je K kompaktan operator na Lz(Rd), dok C,, —> 0 u operatorskoj normi na
L(L?(R%)).
Dem. Bududi da je ¥ — Ay linearano po v, imamo

Awn = Alﬁn—%OW + Awoow )

iz Cega slijedi da je C, = [By, Ay, —ypgon] + [BLP,Al/,QO,T] = C, + K. Kako je ¢ — ¢y o
7w € Cy(RY), to primjenom Leme 3 dobivamo da C,, — 0, dok je K = [By, Aygor)
kompaktan po klasi¢noj Tartarovoj Prvoj komutacijskoj lemi [52, Lemma 1.7].

Q.E.D.
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U [53, Chapter 32] i [54] moze se pronaéi dokaz postojanja jednoskalnih H-mjera ko-
ristenjem pripadnih H-mjera u jednoj dimenziji vise u sluc¢aju slabo konvergentnih nizova
u L? (za vise detalja pogledati [19]). U istim referencama moze se pronadi i ideja alter-
nativnog dokaza temeljenog na Tartarovom izvornom dokazu [52], ¢iji su glavni elementi
komutacijska lema, te prikladna inacica Schwartzovog teorema o jezgri. Ovdje ¢emo dati
detaljni raspis tog alternativnog dokaza sa svim potrebnim pomoc¢nim rezultatima, te
ujedno i poop¢iti postojeéi rezultat postojanja na lokalne prostore.

S prethodnom lemom smo dobili komutacijsku lemu potrebnu za dokaz postojanja
jednoskalnih H-mjera pa je jos samo preostalo komentirati odgovaraju¢i teorem o jez-
gri. Kako su Radonove mjere funkcionali na neprekinutim funkcijama, prostor Koyoo(Rd)
ne trebamo dodatno opskrbiti diferencijalnom strukturom da bismo ih mogli definirati.
Medutim, klasi¢ni Schwartzov teorem o jezgri je iskazan za distribucije za ¢ije definiranje
nam, naravno, treba diferencijalna struktura, $to u ovom trenutku zelimo izbjeéi (kasni-
je, kod uvodenja jednoskalnih H-distribucija, to naravno neée vise biti moguée). Iz tog
razloga ¢emo prilagoditi Tartarov rezultat dan u [52, Lemma 1.10], temeljen na teoriji
(integralnih) Hilbert-Schmidtovih operatora. Rezultat s opéenitijm pretpostavkama od
onih koje ¢emo trebati ovdje moze se pronaéi u [48, Lemma 3.1].

Najprije ¢emo pokazati rezultat za jedini¢ne kugle u euklidskom prostoru, a potom
¢emo, koristeci particiju jedinice, rezultat poopciti na proizvoljne toploske mnogostruko-
sti.

Prije samog dokaza istaknimo da se operator oblika (K f)(x) = [k(x,y)f(y)dy
naziva integralni operator s jezgrom k.

Lema 5. Neka su X iY otvorene jedinicne kugle u euklidskom prostoru (dimenzije d
id'), te neka je B nenegativna neprekinuta bilinearna forma na C.(X) x C.(Y). Tada
postoji jedinstvena Radonova mjera i € M(X x Y) takva da

(Vf e Ce(X))(Vg e Ce(Y)) B(f,g9)={n fWg) .

Nadalje, gornje i dalje vrijedi ako C. zamijenimo s Cy, te M s M, (prostorom omedenih
Radonovih mjera, tj. dualom Banachovog prostora Cy).

Dem. 1. Friedrichsovi izgladivaci i ugnijezdene kugle

Prema Tartarovoj ideji, definirajmo standarne Friedrichsove izgladivace s

(Mnf)(x) = mp (X, X/)f(xl) dx’ )
R4

pri emu je jezgra dana s my(x,X') := pu(x — x), gdje je pp(x) := nép(nx), te

1

p(x) := Cxg1(x)e =7,

s konstantom C' izabranom tako da [ p = [ p, =1 (C ovisi o dimenziji d).

Jezgre my, su nenegativne, neprekinute, noSene u {(x,x’) € X x X : |x—x'| < 1/n},
te izgladujuce u smislu da M, preslikava Lebesgueove funkcije u glatke [23, Theorem
8.14] (podsjetimo se da identificiramo funkcije definirane na podskupu R¢ s njihovim
prosirenjima nulom na cijeli Rd).

Za otvorenu jedini¢nu kuglu X = K(0,1) u R? postoji rastuéi niz kompakata K,
sadrzanih u njoj koji je prekrivaju (unija je cijeli X), te K, C Int K;,+1. Na primjer,
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uzmimo zatvorene kugle K, := K[0,1 —1/m]. Podsjetimo se da je C.(X) strogi in-
duktivni limes Banachovih prostora Cg, (X) = {gp € Ce(X) : suppyp C Km} [45,

Chapter 12].

Analogno mozemo ponoviti gornju konstrukciju i na Y, te dobivene operatore oznaci-
mo s Ny, jezgre s ny, a pripadni niz kompakata s Ly, (takoder koristimo p/,, C’ umjesto
pn, C).

Neprekinutost bilinearne forme B, kako je C. strogi induktivni limes, moze biti
izrazen preko neprekinutosti pripadnih restrikcija, tj. s

(Vm € N)(3Cp > 0)(V f € Ck, (X)) (Vg € CL,,(Y))
|B(f’ g)l < CmeHLOO(Km)”gHLOO(Lm) .

II. Konstrukcija aproksimiraju¢ih Hilbert-Schmidtovih jezgri

Neka je m > 2 proizvoljan, ali ¢vrst. Definirajmo bilinearan funkcional B :
L2(Ky) x L2(Ly) — Cs B™(f,g) :== B(M,f, Nug). Primijetimo da je za supp f C K,
nosa¢ funkeije M, f sadrzan u kugli K[0,1 — - + 1] pa se za n > m(m+ 1) nalazi u sku-
pu Cg,,.,(X), te analogno za N,g. Nadalje, vrijedi sljedeca ocjena (s wy oznacavamo
volumen d-dimenzionalne jedini¢ne kugle):

1B, (f,9)| = |B(Mpnf, Nng)|
< Ot | M f oo k6, ) 1 NP oo (£, 1)

~X

< Cm-i-l||pn||L2(Rd)Hf”L?(Km)Hp;zHIﬂ(Rd’)||g”L2(Lm)
_ d+d

< Cp1CC'e % Jfwgwagn 2 1 2 gy l19 M2 (L) >

pri ¢emu smo u drugoj nejednakosti iskoristili Youngovu nejednakost [23, Proposition
8.9], te ocjenu
/ p2(x) dx < Cze2n2d/ dx = C%e 2.
R4 K[0,2]
Time smo dobili da je za svaki (dovoljno veliki) n bilinearna forma B]' neprekinuta
na L2(K,;,) x L?(L,,). Dakle, standarnom konstrukcijom [34, Section V.2.1] je mozemo
reprezentirati neprekinutim linearnim operatorom T € L(L?(K,,); L?(Ly,)) u smislu da

<Wag> = Bgl(fag) = B(M, [, Nng) .

Naravno, 77" nije nuzno jednoliko omeden s obzirom na n.

Ako restringiramo operatore M, na L?(K,,), na nacin da takoder restringiramo
dobivenu sliku funkcije na K,,, dobiveni operatori M, su i dalje integralni operatori s
jezgrama m!™ jednakim restrikcijama m, na K, X K, pa iz m™ € L2(K,, x Ky,) slijedi
da je M Hilbert-Schmidtov operator [12, Proposition 12.1.1] (reference za standarne
rezultate teorije Hilbert-Schmidtovih operatora mogu biti [12, Chapter 12] i [34, Section
V.2.4]). Kako su T} omedeni operatori, a Hilbert-Schmidtovi operatori ¢ine ideal u
prostoru omedenih operatora [12, Proposition 12.1.2], kompozicije T M su Hilbert-
Schmidtovi operatori, ali s L2(Ky,) u L2(Lyy,). Po [12, Theorem 12.6.2] je operator T M™
i dalje integralni operator, pa pripadne jezgre oznacimo s k7 € L?(K,, x Ly,). Upravo
¢e nam slabi limes jezgara k)" (do na neke tehnicke detalje kojima se bavimo u nastavku
dokaza) odgovarati mjeri iz iskaza teorema.
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III. Nenegativnost i omedenost aproksimirajuc¢ih Hilbert-Schmidtovih jezgara

Kako su M,, i N,, nenegativni operatori, za nenegativne funkcije f i g imamo
(Tﬁnf,g> = B(MnfaNng) >0,

pa su i 71" nenegativni, a time i T)"M"*, sto dodatno za jezgre daje k;* > 0.
S druge strane, za konstante 1 na kompaktima K,, i L, imamo:

0 < (13" My X K> XLm) = B(MnMy" XK, NnXLy)
= |B(MnM7TXKm7NnXLm)‘
< O [|Mn My"X s | oo (x) N0 X L | Lo (v) < Cmtr -

Obrazlozimo posljednju nejednakost, odnosno || M, M} xk,, [[1o(x) = [N XL |1 (v) =
1. Kako f =1 na K, povlaci (uz n > m(m + 1)) M,f = 1 na K,,_1, primjetimo da
je M"xk, identicki jednaka 1 na K1, dok je nosena u K,,. Nadalje, M, Mk,
je identicki 1 na K,,—2 (na ovom mjestu zapravo trebamo m > 4), i noSena u K,41.
Analogno, za N, X, imamo da je jednaka 1 na L,,_1, a noSena u L,,+1. Dakle, obje
L norme u gornjoj ocjeni su jednake 1. Ovaj zakljucak smo takoder mogli dobiti iz
[ My fllLee(xy < [ fllLee(x) Sto je jednostavna posljedica Youngove nejednakosti.

Iz gornje ocjene zapravo dobivamo da su jezgre k7 jednoliko omedene po n u L!
normi: ||k |11 (KX L) < Cpp41. Naravno, nenegativnost jezgara k' je ovdje bila klju¢na
jer inace ne bismo imali [|k7'([11(x, 1) = (T My'XKm» XLy,), Pa time ni dobivenu
omedenost.

IV. Prelazak na limes

Po neprekinutosti bilinearne forme B, za dovoljno veliki m dobivamo
6)  B(f.g) = lim BOM,M;'f. Nug) = lim T . g) = linn(k' f R g)

Naime, neka su f € C.(X)ig € C.(Y). Naravno, za dovoljno veliki m imamo supp f C
K1 isuppg C Liy—1, pa posebno i f € Cg,, ,(X), g € Cr, ,(Y). Po standarnim
svojstvima izgladivaca, posljednje izravno povlac¢i da N,g — ¢ u prostoru Cg, (V)
(supp g C Ly,—1 nam je trebalo da znamo da je konvergencija u prostoru Cr, (Y'), odnosno
da nosac aproksimirajuceg niza (N, g) ostaje u Ly,). Jos je preostalo ispitati konvergenciju
niza funkcija (M, M"f),. Uoc¢imo najprije da supp M)"*f C K,, pa imamo M'f =
My f — fuCkg,, (X), odnosno hy, := M f — f — 0 u istom prostoru. Kako M, f —
f uCg, (X), dovoljno je pokazati da M, M"f — M, = Myh,, konvergira jednoliko nuli
na K,,, sto slijedi iz ocjene

|(Mh) ()] < / o = 3) hn(y)|dy < / ou(x — y)dy < ¢,

m m

za n = ng Uz SUpyex |hn(X)| < €, ¢ime zakljucujemo dokaz izraza (6).

Kako je niz (k™),en omeden u L'(K,,_1 X Ly—1) s Cpuy1 (zapravo, ovdje radimo
s restrikcijama od k' na K,,—1 X Ly,—1, bez posebnog naglasavanja u notaciji; ovo res-
tringiranje je nuzno da bismo mogli koristiti (6)), to je slabo * pretkompaktan u prostoru
omedenih Radonovih mjera (na K,,—1 X Lp_1). Kako svako gomilista zadovoljava (6),
podudaraju se na tenzorskim produktima, pa po gustoéi i na C(K,—1 X Ly,—1). Time
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imamo jedinstvenost gomilista, odnosno da cijeli niz k" konvergira (po n) k nenegativnoj
Radonovoj mjeri; oznac¢imo je s p.
Naravno, opet po (6), imamo da se ™+ i ™ podudaraju na C(Ky,—1 X Lp—1).
Dakle, s formulom
</’L7CI)> = <Nm7 q)> )

pri ¢emu je ¢ € C.(X X Y), te m takav da supp® C Kp,—1 X Ly,—1, dobro je definirano
preslikavanje p na C.(X x Y). Stovise, nije tesko pokazati da je 1 nenegativna Radonova
mjera na X X Y, te da daje reprezentaciju bilinearne forme B iz iskaza.

Nadalje, ako je B nenegativna neprekinuta bilinearna forma na Cy(X) x Co(Y),
niz jezgara (k™) jednoliko je omeden u prostoru L'(K,, x Ly) i po n i po m (jer je u
ovom slucaju jedna konstanta Cy dobra za svaki m u (5)), pa je i (u") takoder jednoliko
omeden po m, Sto daje da je u omedena Radonova mjera.

Q.E.D.

Tvrdnju prethodne leme jednostavno mozemo poopéiti na sluéaj kad su X i/ili Y
jedini¢ne polukugle. Provedimo postupak za B kao u iskazu prethodne leme u slucaju
kad je X = K(0,1) C R? jedini¢na kugla, a Y = KT(0,1) := K(0,1) n {y? >0} C RY
jedini¢na polukugla.

Definirajmo bilinearnu formu B : Ce(X) x Co(Y) — C, gdje je Y = K(0,1) C R,
s B(f,g) == B(f,g,y). Za g € C.(Y) je odito Iy € C.(Y) pa je prethodna definicija
valjana.

Za proizvoljne kompakte K € X i L C Y, te funkcije f € Cx(X)ig € CE(Y/)
imamo -

1B o)l = 1B(f91,)| < Crec iy | Lo )19y llnos 2y
Cx

<
< x(imY)||f||L°C(K)||9||Loo(L)a

pri ¢emu smo u prvoj nejednakosti koristili neprekinutost bilinearne forme B, dok je
druga nejednakost posljedica jednostavne ¢injenice da je supremum funkcije na manjem
skupu manji od supremuma te iste funkcije na veéem skupu. Time smo dobili da je B
neprekinuta na C.(X) x Co(Y). Kako iz g > 0 slijedi Iy > 0, nenegativnost bilinearne

forme B direktno slijedi iz nenegativnosti forme B. .
Iz prethodne leme sada slijedi da postoji jedinstvena Radonova mjera i € M(X xY)
takva da

(VfeCuX)(VgeCuY))  B(f.g)={(ifRyg).

Mjeru ji trebamo restringirati na X x Y i onda pokazati da uistinu predstavlja reprezen-
taciju bilinearne forme B. Kako je ji nenegativna, mozemo iskoristiti Rieszov teorem o
reprezentaciji [11, Teorem IV.20] i u daljnjem ra¢unu promatrati i kao mjeru na Borelovoj
o-algebri, medutim, ovdje ¢emo i dalje raditi s i kao neprekinutim funkcionalom.

Za ® € C.(X xY) neka je ® njezino prosirenje po refleksivnosti na X x Y, tj.

; _Jo(xy) ., yeK(0,1)
¢(x,y) '_{ (x,y) inace

)

pri cemu je y = (y', 4%,y 1 —y?)
za ® € C.(X xY) definiramo

refleksija tocke y s obzirom na {yd/ = 0}. Sada
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sto je ocito linearno preslikavanje. Stovise, iz

slijedi da je p € M(X x Y), pri ¢emu uodimo da supp® (pa onda i Csupp&)) ovisi
samo o skupu supp ® u smislu da je (x,y) € supp ® ako i samo ako (x,y) € supp @ ili
(x,¥) € supp®. Za proizvoljne kompakte K C X i L C Y, te funkcije f € Cx(X) i

g € Cr(Y) kona¢no imamo

B(f,9)=B(f,3) = (i, f¥g) = (u. f R g),

pri ¢emu je § € CE(Y/) prosirenje funkcije g po refleksivnosti za koje oc¢ito vrijedi §|Y =g.
Ukoliko su i X i Y polukugle, koriste¢i samo refleksiju po x lako se svedemo na
prethodni slucaj.

Koristedi standaran racun na mnogostrukostima (u sljedeéem racunu ¢emo se drzati
[35, Chapter XXII| gdje se mogu pronadi osnovni rezultati o topoloskim i diferencijabilnim
mnogostrukostima s ili bez ruba), pomoéu odgovarajucih karata mozemo problem s mno-
gostrukosti svesti na jedini¢ne kugle ili, ukoliko je mnogostrukost s rubom, polukugle, pa
time izvesti teorem o jezgri dan prethodnom lemom za opéenite topoloske mnogostrukosti
X 1Y, sto ¢emo i pokazati sljedecom lemom. Istaknimo jos jednom da ¢e nam kod kons-
trukcije jednoskalnih H-mjera u iduceg odjeljku biti potreban rezultat za bilinearne forme
na C.(Q) x C(Ko,oo(R?)). Dok otvoreni podskup 2 € R? mozemo shvatiti kao topologku
mnogostrukost bez ruba, Kg «(R?) predstavlja topolosku mnogostrukost s rubom pa je
to razlog zasto ne mozemo izbjeéi polukugle.

Lema 6. Nekasu X 1Y dvije Hausdorffove topoloske mnogostrukosti koje zadovoljavaju
drugi aksiom prebrojivosti (s ili bez ruba), i neka je B nenegativna neprekinuta bilinearna
forma na C.(X ) x C.(Y). Tada postoji jedinstvena Radonova mjera 1 € M(X xY') takva
da

(VfeCe(X))(Vg e Ce(Y)) B(f,g9) = (n, fWg) .

Dem. Po [35, Theorem 4.1, p. 537] (te komentaru za mnogostrukosti s rubom na 543.
stranici u istoj referenci) znamo da postoji prebrojiva familija karata (y;, U;) za X takva
da je |J; Ui = X, te da je (U;) lokalno konacna familija, tj. svaka tocka u X ima okolinu
koja sijece samo kona¢no mnogo skupova U;. Dodatno, mozemo uzeti da je ¢;7(U;)
jedini¢na kugla ili polukugla u odgovarajuc¢em euklidskom prosotru. Analogno, neka je
(¢4, V;) prebrojiva familija karata za Y s gornjim svojstvom. Istaknimo da su ¢; : U; —
07 (Us) 14y : Vi = 4077 (Vi) homeomorfizmi.

Nadalje, iz [35, Corollary 4.2, p. 538] znamo da postoje particije jedinice (¥;) za X
i (0j) za Y podredene pokrivacu (U;), odnosno (Vj), tj. za svaki ¢ imamo v; € C.(X),
supp?; C U;, 0 < 9 < 1, te > .0 = 1, i analogno za (#;). Istaknimo da je zapravo
prethodna suma konacna zbog lokalne konac¢nosti familije (U;).

Radi lakse citljivosti, sve objekte u euklidskom prostoru oznacit ¢emo s kapicom
(npr. f, U), za razliku od objekata na mnogostrukosti koji ¢e biti bez kapice.

Za svaki 7, j definirajmo By : Co(U;) x Co(V;) — C's

ézj(fag) = B(fo%ago%),

54



Jednoskalne H-mjere

gdje su U; == ¢77(U;) i Vi = = ;7 (V;) (kao Sto smo ranije istaknuli) jedinicne kugle ili
polukugle u odgovarajucem eukhdskom prostoru (ovisno o dimenziji mnogostrukosti X i
Y).

Kako je B bilinearna i nenegativna trivijalno slijedi da je takoder i Eij bilinearna i
nenegativna. Pokazimo da Je Blj neprekinuta.

Nekasu K CU;i L C V proizvoljni kompakti. Za f € Cp (U) igeC; (V) vrijedi
supp (f o i) = ¢ (supp f) C ¢} (K ), te analogno supp (§ o ¢j) < ¥ (L L). Kako su p;
i 4; homeomorfizmi, skupovi ¢}~ (K) i Vi (L L) su kompaktni, pa je f o ¢; € C(pf_(f()(Ui),

odnosno goy; € C v ( L)(Vj). Iz neprekinutosti bilinearne forme B znamo da postoji
J

C > 0 (ovisi o kompaktima ¢~ (K) i w;_(f;), tj. 04, , K, L) takva da

1Bij(f,9)1 = 1B(f o 9i, 0 4)| < CIIf o pillLoe 1§ 0 ¥illLoe vy
< Ol flloe o, MGl e,

iz ¢ega slijedi da je Eij neprekinuta.
Po Lemi 5 i komentaru nakon njenog dokaza, slijedi da postoji jedinstvena Radonova
mjera fi;; € M(U; x Vj) takva da

(VfeCUn)(VgeCe(Vy)  Bij(f.9) = (fuj, fRG).

Sada cemo najprije po kartama povuci fi;; na U; x Vj, a zatim pomocu particije
jedinice prosiriti dobiveni objekt na cijeli X x Y. Preciznije, za ® € C.(X x Y) definiramo

(1.2) =3 (g (o @5 (030,))
,J
:Z <gij, (9;0;®) o (p; ' K ¢;1)>
1,J
= (g, (9:0,9) (07 (0,057 ()
,J

pri ¢emu je ¢*f = f oy povlak funkcije f duz . Kako je ® s kompaktnim nosacem,
presjek supp ® N (U; x Vj) je neprazan samo za kona¢no mnogo indeksa i,j pa je u
gornjoj definiciji suma konacna, ¢ime opravdavamo valjanost definicije. Nadalje, ocito je
p linearan funkcional, a pokazimo da je i neprekinut na C.(X x Y').

Neka su K i L proizvoljni kompakti u X, odnosno Y. Oznacimo s U;,,...,U;, sve
skupove iz familije (U;) koji s K imaju neprezan presjek, te analogno Vj,,...,V}, za L.
Iz definicije funkcionala p slijedi

k l
(I)>| < Z Z ‘<laiqu7 (Soi_pl 2/}J‘_ql)*(ﬂipejqq))>‘

p=1qg=1
(7) e

<D Ciyil 193,05, llLoe 0, xv;,) < Cr Ll ®llLee(rexy »
p=1g¢=1

pri ¢emu smo u drugoj nejednakosti koristili neprekinutost Radonovih mjera fi;;, dok je

Crxl = Z];:l Zf;:l Ci,j,- 1z prethodne ocjene slijedi da je u neprekinuti funkcional na
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Ce(X x Y). U ovom trenutku nije jasno da definicija mjere p ne ovisi o izboru particija
jedinice. Medutim, ako pokazemo da je p uistinu reprezentacija bilinearne forme B, tada
¢e biti jedinstvena (jedinstveno je odredena na gustom skupu tenzorskih produkata), pa
time i neovisna o izboru particija jedinice.

Za f € Co(X)1g € Ce(Y) imamo
=B(Z 9:f, Z 0i9) = > BWif.0;9)
, , i
—Z%( (Vs f op; !, (09) owj)
—Z(um (0if) o0, ' B (B;9) 0 ) = (p, fR g),
pri cemu smo opet koristili da su sume konacne zbog kompaktnih nosaca funkcija f i g.

Q.E.D.
Ukoliko je B neprekinuta na Co(X) x Co(Y'), tada konstante C' = Cj ;. u (7) ne ovise
o p i ¢ pa bismo dobili [{u, ®)| < kIC||®@||j0(x xy)- Medutim, iz ove ocjene ne mozemo
zakljuciti da je p omedena Radonova mjera kako £ i [ ovise o izboru kompakta. Ipak, u
slucaju kad je particija jedinice konacna i za X i za Y, vrijedila bi tvrdnja. To je slucaj
na primjer za X = R4 1Y = Ko oo(R?) kako je Ko (R?) kompakt. Nadalje, kako se
tvrdnja Leme 5 moze poopéiti na sluc¢aj kad su X i Y proizvoljni otvoreni skupovi (samo
trebamo zatvorene kugle zamijeniti s rastu¢om familijom kompakata koji iscrpljuju te
otvorene skupove), prethodni zakljucak takoder vrijedi i za € x Ko,oo(Rd) gdje je Q C R
otvoren.

3. Rezultat postojanja

Slicno kao u dokazu Leme 5 (za otvorene jedini¢ne kugle X 1Y), oznac¢imo s (Kp,)
niz kompakata u € koji ga iscrpljuju; preciznije, Ky, C Int Ky i U, Km = Q, te se
podsjetimo da je C2°(Q2) strogi induktivni limes prostora Cg,, (2). Nadalje, istaknimo da
je svaki Cg, (©) (uz odgovarajucu restrikciju na K,,) zatvoren potprostor separabilnog
Banachovog prostora C(K,,), time i sam separabilan.

Teorem 1. (postojanje jednoskalnih H-mjera) Ako u, — 0 u L2 (Q;C") i
wyn — 07, onda postoji podniz (u,/) i r x r hermitska nenegativna matri¢na Radonova

mjera /J,&Jon;z na produktu Q x Ko - (R%) takvi da za svaki izbor probnih funkcija 1, s €

Ce(Q) i ¥ € C(Kpoo(R?), vrijedi

i [ (4750 (€) © 5(€) ) o) d = ({51, (2172) B0
Rd
- [ a@aew© ) xe).
QXKO,OO(Rd)
Mjeru ,u& ") nazivamo jednoskalnom H-mjerom (s karakteristicnom duljinom (w,)) pri-
druzenom ( pod)nizu (uy).
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Dem. Radi jednostavnosti zapisa, u dokazu neé¢emo eksplicitno isticati karakteristicnu
duljinu jednoskalne H-mjere.

Za proizvoljne probne funkcije ¢1 i 9 nosene u K,,, te ¢ € C(Kojoo(Rd)), po
Plancherelovoj formuli sljedeéi niz integrala je omeden (u C):

| [ ((€) & @) vieont) de
(8) R4

. 2
< (v sup a0 ) 191 e 12 e [ ey

pa mozemo prije¢i na konvergentan podniz ¢iji limes, naravno, zadovoljava istu ocjenu.

Prijelaz na limes treba biti takav da dobiveni podniz (u,/) bude dobar za svaki
izbor probnih funkcija. Prostor C(Kom(Rd)) je separabilan Banachov prostor, pa je
dovoljno razmotriti prebrojiv gust podskup funkcija 1 € C(K(),oo(Rd)), te primijeniti
Cantorov dijagonalni postupak. Medutim, istu ideju ne mozemo primijeniti na C.(€2)
jer nije metrizabilan, iako jest separabilan. Iz tog razloga trebamo najprije raditi sa
separabilnim Banachovim prostorima uz L% normu, a potom iskoristiti ¢injenicu da je
pocetni prostor strogi induktivni limes tih prostora.

Dakle, za svaki m € N odaberimo prebrojive guste podskupove prostora Cg,, (£2)
i C(Kp0(RY)), te prijedimo na konvergentan podniz integrala u (8), ¢iji limes oznadi-
mo s L(p1,92,1%) € My, a koji je dobar za svaki izbor probnih funkcija iz izabranih
prebrojivih skupova, a zatim se po neprekinutosti lako dobiva da ¢e biti dobar i za sve
01,02 € Ck, () i1 € C(Kpoo(R?)). Detalji ovog postupka sa slicnim postavkama
mogu se pronai u [6, Theorem 6] i [36, Teorem III.1].

Nakon dobivanja dobrog podniza za m, prelazimo na novi podniz dobar za m + 1.
Jos jednom primjenom Cantorovog dijagonalnog postupka konac¢no dobivamo podniz,
oznaCen s n’, koji je dobar i za svaki izbor probnih funkcija ¢1,02 € C.(Q) i ¢ €
C(Kopoe (RY)).

Nadalje, L(p1, p2,%) ovisi samo o umnosku ¢1p2 (a ne o ¢1 i p2 neovisno). Zaista,
po Lemi 4 imamo: (Ay, Bg, — B, Ay, ) By, up — 0 u L2(RY; C7), §to uz Plancherelovu
formulu daje

lim / (10 (Ot (€) ) (wr€) dé = lim / By Ay, Bty © (Goupp g Unt) dx
R4 Rd

- hnr/n / A%/B@Bm“n’ ® (Csupp ®2 Upr) dx
Rd

= linr/n / Awn, B, 65 (Csupp 1nsupp o Un) © (Csupp o Un) dX
R4

B hnr/n / By ga Ay, (Csupp p1rsupp o2 Un) @ (Gsupp o Upr) dX
Rd

—

= hnf,ﬂ ((Csupp p1nsupp 2 Uns ) (§) @ (@1@n’)<£))¢(“}n’€) dg ,

R4

pri ¢emu je (g € C.(€) identicki jednaka 1 na K, pa o¢ito i izbor funkecije Csupp o) nsupp o
ovisi samo o produktu @12, Za ¢ € Ce(Q) i ¥ € C(Kooo(RY)) definirajmo L(p,¢) =
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Jednoskalne H-mjere i inacice

L(Csupp s @, ¥). 1z gornjeg racuna slijedi da £ ne ovisi o izboru funkcije (supp oy, te za
01, p2 € CX(£2) imamo
£’(§01@27w) = L(Csuppgolﬂsuppgom @1@27¢) = L((pb @2:¢) y

Elementi r x r matrice £ su neprekinute bilinearne forme na C..(Q2) x C(Ko «(R%)). Cil;j je
iskoristiti Lemu 6 upravo na tim elementima, no prije toga trebamo dobiti odgovarajuéu
nenegativnost.

Uoc¢imo najprije da za realne funkcije ¢ i v imamo da je £(p, %) hermitska matrica.
Neka je pg € C.(€2) realna i jednaka 1 na nosacu ¢, pa imamo

£(6,9) = Lig, 9, 9)
=i [ (53008 & 70 €))eat) de

= (i [ (#00(©) ® o0 ©)) i) )
= L(%I:ozﬂb)* = L(p2,0,9)" = L(p, )"

Po netom pokazanom hermitskom svojstvu, za A, A2 € C”, te realne p € C.(Q) i
¥ € C(Kp,oo(R?)) imamo
2Re (L@, ) A1 A2) = L0, V) (A1 + A2) - (A1 + A2)
— L(p,P)A1 - A1 = L(p, 1) A2 - Az,
2Im (L(p, ¥)A1 - A2) = L(p, V) (A1 +iA2) - (A1 + iA2)
— L(p,P)A1- A1 = L(p, 1) A2+ A

(9)

Nadalje, za ¢,¢ > 01 A € C" imamo

Lo N A= L(/BVE 0N A=l [ [ (€) APv(wis€) d€ > 0.
Rd

Time smo dobili da je za svaki A € C" formulom L(-, -)A-A dana nenegativna neprekinuta
bilinearna forma na C.(€) x C(Kooo(R?)). Dakle, po Lemi 6 za svaki A € C" postoji
vx € M(Q x Kg o0(RY)) takva da

(Vo € Ce(Q) (V) € C(Kowo(RY)) Lo, V)X A= (va, 0 KY).

Konacno, definirajmo matricnu Radonovu mjeru py, . = [,ugo | s
) ,00

. 1
v] e

Re'uK(),oo T §(Vej+ei _Vej _Vei)a

T R Y

mNKO,oo = §(Vej+zei — Ve; — Vei) )

gdje vektori e;, ¢ € 1..r, ¢ine kanonsku bazu za C". Po (9) imamo da se £ i pg,  podu-
daraju na realnim funkcijama, a po linearnosti isto dobivamo i za proizvoljne go)e Cc(Q2)
i ¢ € C(Kooo(R?). Dodatno, py, . naslijeduje svojstvo hermiti¢nosti i nenegativnosti
od L. ’

Q.E.D.
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Kao i prije s H-mjerama, kad ne postoji moguc¢nost nesporazuma, pretpostavljat
¢emo da smo veé¢ presli na odgovarajuéi podniz koji definira jednoskalnu H-mjeru, te

¢emo takoder Cesto rasteretiti notaciju s pg, . = ;L;O n

oo

prelaziti na podniz u prethodnom teoremu, tj. kad cijé]i niz definira istu jednoskalnu
H-mjeru karakteristicne duljine (wy,), kazemo da je niz (wy)-c¢ist (u smislu jednoskalnih
H-mjera). Radi jednostavnosti, ovdje koristimo isti pojam kao i kod poluklasi¢nih mjera,
ali u situacijama kad iz konteksta nece biti jasno na koji se pojam misli, dat ¢emo dodatno
pojasnjenje. Istaknimo samo da ¢e iz Korolara 7 biti jasno da svojstvo da je niz (wy,)-
¢ist u smislu jednoskalnih H-mjera povlaci da je niz ¢ist (u smislu klasi¢nih H-mjera) i
(wp)-Cist u smislu poluklasi¢nih mjera.

U slucaju kad ne trebamo

4. Prva svojstva

Neposredna posljedica definicije jednoskalnih H-mjera je sljedeé¢e jednostavno loka-
lizacijsko svojstvo.

Korolar 1. Neka je px, . jednoskalna H-mjera proizvoljne karakteristicne duljine
odredena nizom (uy). Ukoliko sve komponente U% = up - & Imaju redom nosace u za-
tvorenim skupovima K; C €}, tada je nosa¢ komponente ugo = HK
(K; N K;) x Ko oo(RY).

Dem. Za @1 € C.(2) takvu da je supp 1 € Q\ (K; N K;) uzmimo g9 € C.(2) koja je

jednaka 1 na nosacu ¢1, a 0 na K; N K;. Kako su funkcije prul, i pou, jednake nuli,
imamo

0,006 * € sadrzan u

(g, o1 W) =(ugg o102 W)
—tim [ i (E)pau (€ (ung) d€ =0,
Rd
gdje je ¢ € C(Ko,oo(Rd)) proizvoljna probna funkcija, dok je (wy,) karakteristiéna duljina
mjere. Dakle, s gornjim racunom je pokazana tvrdnja.
Q.E.D.

Preciznija relacija izmedu nosaca dijagonalnih i vandijagonalnih elemenata je po-
sljedica Cauchy-Schwartz-Bunjakovskijeve nejednakosti kao sto se moze vidjeti u idué¢em
korolaru.

Korolar 2. Neka je px, . jednoskalna H-mjera proizvoljne karakteristicne duljine
odredena nizom (uy,). Nosa¢ mjere ,u;gopo sadrzan je u presjeku nosaca pripadnih dijago-

nalnih elemenata H%O,oo i //L{(jo,oo’ tj.
supp ,ugoyoo C supp ,uﬁo’oo N supp ,u{goyoo

Dem. Neka su @1, p2 € Co(Q) i ¢ € C(Kgoo(R?)) proizvoljne probne funkcije. Po defi-
niciji jednoskalne H-mjere uz primijenu Cauchy-Schwartz-Bunjakovskijeve nejednakosti,
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imamo:

1, 122 B0 < timsp [ (orah @)Vl wng) ) (oo €)1V ]nt) ) de

Rd

M\»—A
(S

< (tim / (o ()] (wn€) d€) * (tim / [oruh (€] (wn€) d€)

= \Jdi, . |901|2®|¢|>\/<u%¥0m,|s02|2® %)

pa (pit, - ler PRl = 0 ili (g, .02 R[w]) = 0 povladi (g, . 102 84) =0, éime
smo dobili

e(supp pg, ) U e(supp ) ) C elsupp g, )

Djelujué¢i komplementom na gornju relaciju dobivamo tvrdnju.

Q.E.D.

Jednoskalne H-mjere su opéenito pridruzene kompleksnim vektorskim funkcijama.
Medutim, ako je promatrani niz (u,) realan, pridruzena jednoskalna H-mjera ima dodatno
svojstvo.

Korolar 3. Neka je (up) (wp)-cist niz u L (€;C"), te MK, ., Pripadna jednoskalna
H-mjera. Tada je niz (u

n) (wn)-Cist s pripadnom jednoskalnom H-mjerom vy, _ koja
zadovoljava: vk, (x,§) = “IT<0,OO(X’ =£).

Posebno, jednoskalna H-mjera pig, ., pridruZena realnom skalarnom nizu je antipo-
dalno simetricna, tj. jix, . (X, §) = pK, .. (X, —&).
Dem. Izracunajmo po definiciji djelovanje jednoskalne H-mjere pridruzene nizu (u,) na
tenzorskom produktu proizvoljnih probnih funkcija @1, p2 € Ce(Q) i 9 € C(Kg0o(RY)).

Rd

[ (5152(6) © 235,(€) )08 d€ = [ (210)¥(6) @ (221)(©) ) ) de
Rd

= [ (1) (=n) & (200)" () () dn

Rd
= / (@wn(n) ® @zun(n)ﬂ(wm) dn,
Rd
pri ¢emu smo u drugoj jednakosti iskoristili zamjenu varijabli (n = —§), dok ¥ oznacava

promjenu predznaka u argumentu & (¢(&) = ¥(—£)). Dakle, limes izraza na lijevoj strani
jednakosti postoji i vrijedi

(VK nor P12 B ) =(pK, o> P12 K )

:<I)’Ko7oo7 @1902 D¢ 1;> = <I]'I—£0’oo7 ()01S52 D 1/}> .

Posljednja jednakost je posljedica hermiti¢nosti jednoskalne H-mjere.
Q.E.D.
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Ukoliko je (uy) slabo konvergentan niz u LIQOC(Q; C"), tada je u, ® u, omeden u
Ll (€2 My (C)), te stoga na podnizu konvergira slabo k hermitskoj nenegativnoj ma-
tricnoj Radonovoj mjeri v (defektnoj mjeri). Veza defektne i jednoskalne H-mjere dana
je sljede¢im korolarom.

Korolar 4. Akozau, — Ou LIQOC(Q; C") vrijedi da u, ®u, —— v, pri éemu je limes

uzet u prostoru Radonovih mjera, tada je za svaki ¢ € C.(2)

<V’ 90> = </J'K0,ooa90@ 1):

pri cemu je p, . Jjednoskalna H-mjera proizvoljne karakteristicne duljine pridruZena
(pod)nizu (uy,).

Dem. Kako je ¢ = 1 iz prostora C(Kp (R%)), uvrstavanjem u definiciju jednoskalnih
H-mjera i koristenjem Plancherelove formule izravno slijedi tvrdnja.

Q.E.D.

Bududi da trivijalna defektna mjera povlaci jaku konvergenciju promatranog niza
u LIZOC(Q; C"), iz prethodnog korolara vidimo da isto vrijedi i za jednoskalne H-mjere.
Preciznije, trivijalnost jednoskalne H-mjere proizvoljne karakteristicne duljine povlaci
jaku konvergenciju u L2 (Q; C") promatranog niza. S druge strane, jako konvergentnom
nizu u L%OC(Q; C") pridruzena jednoskalna H-mjera (proizvoljne karakteristi¢ne duljine) je
trivijalna. Zaista, ukoliko u, — O u LfOC(Q; C"), tada po definiciji imamo da je defektna
mjera trivijalna, a po prethodnom korolaru i da

(Vo € Ce(R) (MK X 1) =0.

Kako su ,u%om nenegativne, ¢ € 1..r, mozemo ih po Rieszovom teoremu reprezentacije
shvatiti kao mjere definirane na Borelovoj o-algebri iz ¢ega bi izravno slijedilo uﬁopo =0
(koristili bismo varijantu osnovne leme varijacijskog racuna). Medutim, radi jednostavno-
sti, pokusat ¢emo se drzati pristupa u kojem /Jiéo)oo promatramo kao Radonove mjere
(funkcionale) gdje god to nece biti prekomplicirano. Uzmimo dakle proizvoljne nenega-
tivne probne funkcije ¢ € Co(Q) i 1 € C(Kooo(R?)), te po nenegativnosti i linearnosti
pripadnih funkcionala za svaki ¢ € 1..r imamo

0 < (i oo P R Y) < Wl (i, R 1) =0,

iz Cega slijedi “%000 = 0. Sada konacno po Korolaru 2 zakljucujemo da je pripadna
jednoskalna H-mjera trivijalna. Oblikujmo ovu tvrdnju u obliku korolara.

Korolar 5. Za u, — 0 u L2 (Q;C") vrijedi

loc

HKOOOZO <~ u, — 0,

pri cemu je pg, . jednoskalna H-mjera proizvoljne karakteristicne duljine pridruZena

podnizu (u,). .

Naravno, ukoliko cijeli niz jako konvergira, tada je (wy)-Cist za svaku karakteri-
sticnu duljinu (wy,), te su jednoskalne H-mjere pridruzene proizvoljnim karakteristicnim
duljinama trivijalne.

Prisjetimo se da smo za analogan zakljucak prethodnog korolara kod poluklasi¢nih
mjera trebali dodatnu pretpostavku da je pripadni niz (wy)-titrajuéi. Kako poluklasiéne
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mjere pridruzene takvim nizovima ne gube informaciju u beskona¢nosti (u dualnom pro-
storu), jednostavna karakterizacija tog svojstva u terminima jednoskalnih H-mjera slijedi.
Medutim, istaknimo prije same tvrdnje da smo se ovdje radi jednostavnosti ipak odlucili
komponente mjere p, ,, promatrati kao mjere definirane na Borelovoj o-algebri, pa zato
i radimo samo s dijegonalnim elementima (jer nemamo Rieszov teorem reprezentacije za
neomedene kompleksne funkcionale).

Korolar 6. Ako je up, — 0 u L (€ C") (wy)-cist (u terminima jednoskalnih H-
mjera), tada je

(wn)

a) trpg " (€2 x Eo) = 0 ako i samo ako je (up) (wp)-koncentrirajuci.
b) tr,ugono)O (Q x Yo) = 0 ako i samo ako je (uy) (wp)-titrajudi.

Dem. Dokaz (a) dijela je u potpunosti analogan dokazu Korolara 1.3 pa ¢emo dokazati
samo (b) dio.

Po Rieszovom teoremu o reprezentaciji [11, Teorem IV.20] postoji Radonova mjera
trpsse (koristimo istu oznaku) na Borelovoj o-algebri takva da za sve ¢ € C.(Q x R%)
vrijedi

(1 6) = [ 9x.8) derpec.
Rd
iz cega lako izvodimo da je trpxk, . (2 X Xs) = 0 ekvivalentno s

(V€ Col) / (0P (€) dtrpage, _(x,€) = 0,
OxKo, 00 (RY)

pri éemu yx_ oznacava karakteristicnu funkeiju sfere u beskonac¢nosti prostora Ko oo (R?).
Oznaéimo sa ¢ € C®(R?) glatku rezuéu funkciju takvu da je 0 < ¢ < 1, te da je
identicki jednaka 1 na KI0, 1], dok supp ¢ € K(0,2). Nadalje, definirajmo ¢, := ((-).
Kako po Lemi 1 slijedi da su za svaki m funkcije (,, jednake 1 na ¥y i 0 na X, niz
funkcija (1 — ) po tockama konvergira k xs_ .
Koriste¢i Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji i nenegativnost dijago-
nalnih elemenata matrice pk, , iz definicije jednoskalnih H-mjera za proizvoljni ¢ € 1..d

slijedi

0= [ P @ duit, &) <tm [ GO Gul€)) i (x,6)

m
%Ko, 00 (RY) OxKo,00(RY)
=limlim [ [ou},(§)*(1 = (m(wn)) d€
R4
> lim sup lim sup / |g@(£)|2d£ >0,
m n

|wn €| =2m
pri ¢emu smo u posljednjem koraku koristili ¢injenicu da je supp ¢, € K(0,2m). Dakle,
(Viel.d)  limlimsup / lput (€)[2 de = 0,
m n
l¢|>2n
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odnosno svaka komponenta (u’) je (wy)-titrajuéi niz, iz cega slijedi da je i cijeli (uy)
(wp )-titrajudi.
Obratnu implikaciju dobivamo iz ocjene

(Viel.d) / P (€)2(1 = G (wn)) dE < /@@)Fde,
g5 m

i ekvivalencije dane na pocetku dokaza.
Q.E.D.

Prethodni korolar opravdava tvrdnju da s (wy)-titrajuéim uvjetom kontroliramo
gubljenje informacije u beskonac¢nosti, dok mijesanje informacije u ishodistu kontroliramo
(wp)-koncentrirajué¢im uvjetom.

Daljnja svojstva i prednosti jednoskalnih H-mjera ilustrirat ¢emo na titrajuéim (pri-
mjeri I.1 1 1.7) i koncentriraju¢im (primjeri 1.2 i 1.8) nizovima.

Primjer 2. (titranje) Nekajev € LlOC(Rd) periodicka funkcija s jedini¢nim periodom
u svakoj varijabli i srednjom vrijednosti jednakoj nula, odnosno, u Fourierovom razvoju
funkcije v danom s

- Z 2mik-x

- Ve )

kezd

imamo vg = 0. Prethodni red konvergira tockovno i u prostoru 1.2(]0,1]%), a Fourierovi
koeficijenti (vx) se nalaze u prostoru 2. Stovise, imamo py := = D IkI<N ve?™k s pu

L% (RY).
Za e, — 07 definiramo wu,(x) = v(ZX) koji slabo konvergira nuli u prostoru
LIQOC(Rd) pa ima smisla promatrati pripadne jednoskalne H-mjere. Lako se pokaze da

(R%) jednoliko po n, pa ¢emo u definiciji jednoskalne H-mjere moci
|2

pN( ) — Uy U L12OC

izraz ](pun|2 zamijeniti s ](ppN( -)
Neka su ¢ € C.(R%), ¢ € C(Kooo(RY)) i w, — 0. Za proizvoljni N > 0, iz
PPN (€) = 2 e VP (€ — k) slijedi

— A s
| NeonClan©rveed = 3 [ uag 5——) (€~ = )t de
R En
Ik],ls|<N
Z Ukvs/ _S>¢(Wnn+ﬁk) dg§ ,
K sl " o
pri ¢cemu smo u drugoj jednakosti koristili zamjenu varijable n = & — 6—'; Kako je

po Riemann-Lebesgueovoj lemi ¢ € Co(Rd) po Lebesgueovom teoremu o dominira-
noj konvergenciji slijedi da integrali I]'¢ := [ga ¢(1)$(€ + k 2)P(wnm + 22k)dE za k # s
konvergiraju nuli po n, dok za k = s limes ovisi o izrazu ZZ Za ¢ := lim, 2= € (0, 00)

imamo !
R — [ et )ds—nsoHQ et (5).

Ukoliko je ¢ = 0 ili ¢ = oo koristimo (4) pa iz |w7,,n+‘g—gk| = e +k|

Re— [ temPoy (55) € = el (7).

slijedi
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gdje smo radi jednostavnosti zapisa koristili % =00 i % = 0.

Dovr§imo racun za slucaj ¢ € (0,00), dok je u preostalim slucajevima postupak
analogan.

Neka je > 0 po volji odabrana, te M > 0 takav da suppy C [~M/2, M/2]<.
Bududi da je niz (X )||g0||L2 (R) omeden, red 37, cza |vi] 2 (& )||g0||L2 (Ra) J° konvergentan,

pa postoji N € N takav da

> o () Il < 5
[k|>N
te da za svaki n € N vrijedi
HM“” pN( ))‘LQ(Rd)

. ) )
< min , .
{16Md||90”L°°(Rd)”U||L2([O71]d)||¢||L°°(Rd) \ 8ll¢ [l ma) }

Nadalje, neka je ng € N takav da za sve n > ng i k|, |s| < N, s # k, vrijedi

0 (5 lelague| <

Sada za n > ng imamo

‘/ BT (€ Poln) dE — 3 ol (%) 101 e

kezd

0 < 0
Sl1el2 0. sl < V)

|| ||L2 0 1]d)

L0
2

DUy, k
<‘/R B (@) (n8) dE — 7 o () lelPacm

k|<N
<H¢(u” pN( ))‘LQ(Rd)

o= ()

L2(R9)

_ 0
zﬁk—w(m)nsoumd) lagone + Do ol + 5
|k],s|<N k#s

Md”SOHLoo(Rd) HUHL2([0,1]d)H1/1||L00(Rd)

1Y) oo (e

+

<9,

pa konacno mozemo zakljuciti da je (uy) (wy)-Cist (u smislu jednoskalnih H-mjera) za
svaku karakteristicnu duljinu (wp) za koju limes lim, 5 postoji u [0,00], a pripadne
(jedinstvene) jednoskalne H-mjere su dane s

) T lim, 22 S —
OO
M%g:zo = Y /= e, limg 22 = <0,oo>
keZd\{0} 0« lim,, j—z = 00

=~

0
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Primjer 3. (koncentracija) Za danu funkciju v € L?(R%), niz pozitivnih brojeva
e, — 07 i xg € RY promatramo niz

_d —
un(X) :=ep 2U<X XO) :
En

U Primjeru 1.5 smo pokazali da za svaku probnu funkciju ¢ € C2°(£2) imamo ¢u, —
o(x0)un, — 0 u L2(RY), pa se lako pokaze da za svaki ¥ € C(Kg(R%)) i svaku
karakteristicnu duljinu (wy,) vrijedi

hﬁn(/Rd |5 (&) 20 (wn€) dE — |o(x0)|? /Rd |6 (&) P (wn€) df) =

¢ime je dovoljno proucavati samo limes drugog integrala. 1z i, (&) = 4/ 26_2”5"‘0@(8n£)
slijedi

im0 | dmn(snzw(wns)ds (o) lim / 0(c08) Polun) de

w(x0 |2hm/ wn ),

pri ¢emu smo u drugoj jednakosti koristili zamjenu varijabli n = €,&. Daljnu analizu
razdvajamo u ovisnosti o ponasanju ¢lana <2 za veliki n.
n

(10)

Ukoliko limy, £ = 0 po (4) imamo da ¢(¥2n) po tockama konvergira k woo(‘Z—l) pa

je izraz (10) po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji jednak

el [ o (7).

¢ime dobivamo da je jednoskalna H-mjera jednaka dx, K v, pri ¢emu je vo, mjera nosena
U Yo 1 dana s

o) = [ o) P (1) dn.

Analogno, u slucaju lim,, Z—Z = oo dobivamo da je pripadna jednoskalna H-mjera
dana s dx, X v, pri cemu je vy mjera nosena u X i definirana s

) = [ e (1) d

U slucaju lim, 2% = ¢ € (0,00) po neprekinutosti imamo da w(‘g—:n) po tockama
konvergira k 1) ( c) pa Je po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji izraz (10)

jednak
ol [ tomiu ().

odnosno jednoskalna H-mjera je dana s dx, W v, pri ¢emu je (kao i u Primjeru L.8)
ve = cd(c)|?\ Lebesgueova mjera s tezinom ¢?|6(c-)|? u Fourierovom prostoru.
Time smo dobili da je (u,) (wy)-Cist (u smislu jednoskalnih H-mjera) za svaku

karakteristicnu duljinu (wy,) za koju limes lim,, 2= postoji u [0, oo]. .
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U prethodnim primjerima smo mogli vidjeti da jednoskalna H-mjera, kao i polu-
klasi¢na mjera, ovisi o karakteristi¢noj duljini pripadnog niza, ali pritom nema gubljenja
informacije kao kod poluklasiénih mjera (npr. kod titraju¢eg niza jednoskalna H-mjera
sadrzi informaciju o smjerovima titranja za svaki izbor karakteristicne duljine (wy,)), pa
za svaku karakteristicnu duljinu iz jednoskalne H-mjere mozemo rekonstruirati pripadnu
H-mjeru. Isto se moze zakljuciti promatranjem Primjera 1.6, a kojeg smo dodatnos ana-
lizirali u cetvrtom odjeljku prvog poglavlja. Naime, niz u, + v, = e amigx je
(wp)-Cist (u smislu jednoskalnih H-mjera) za svaku karakteristicnu duljinu (wy,) za koju

er

limes limy, Z* postoji u [0, 0], a pripadne (jedinstvene) jednoskalne H-mjere su dane s

. K
2ma-x+6

(((5 L‘+5 =), limn‘i—zzo
+0 = : limy, 22 = ¢ € (0, 00)

( N :
@) _\gd 640 &) , limy 2 =00 & limy 2 =0

Wn

Kooo 0l ool ) )
(60ﬁ + s , lim,, 5 = c € (0, 00)
2
(5 (5 s lim fn — o0
| Ot o) " wn

odnosno za svaki izbor karakteristicne duljine mozemo iz jednoskalne H-mjere rekons-
truirati pripadnu H-mjeru (vidi odjeljak 1.4). Nadalje, sazimanjem ¥y u ishodiste, te
restringiranjem na R% uo¢avamo da takoder mozemo dobiti pripadne poluklasi¢ne mjere.

Preciznije, po Lemi 2 i definiciji poluklasi¢nih, odnosno jednoskalnih H-mjera, ima-
mo da se poluklasi¢na mjera psc i jednoskalna H-mjera pg, . pridruzene istom (pod)nizu
i s istom karakteristicnom duljinom podudaraju na C2°(Q) x S(R%) uz nuzan uvjet da je
limes promatranog (pod)niza trivijalan. Naravno, po neprekinutosti, slijedi da se onda
podudaraju i na C.(Q2) x Co(RY).

Analogno, koriste¢i Lemu 2 i definicije H-mjera i jednoskalnih H-mjera imamo:

(g (152) B (00 ) = lin [ (570(6) © 50(6) ) () )

Rd
~tim [ (5(6) © G30(€) ) (1§ d6 = o (012 B 0).
Rd

pri emu su @1, 2 € Ce(Q) i ¢ € C(S41) proizvoljne probne funkcije, dok su H-mjera
pp 1 jednoskalna H-mjera pg,  pridruZene istom (pod)nizu. MozZemo reéi da upravo
ova veza izmedu H-mjera i jednoskalnih H-mjera opravdava naziv jednoskalna H-mjera u
smislu da je taj objekt H-mjera s jednom karakteristicnom duljinom.

Sazmimo prethodno razmatranje u obliku korolara:

Korolar 7.  Neka w, — 0 i neka su pup, Hgo(jn) i N%Z)nzo

odnosno jednoskalna H-mjera pridruzene istom (pod)nizu, slabo konvergentnom k nuli.
Tada za svaki izbor probnih funkcija @1, s € Co(R%) vrijedi

i) (V0 e CST) (e (p132) B (Y o)) = (ma, (912) W)
i) (79 € Co(RY) (e (0152) W) = ("), (p162) W 9). .

H-mjera, poluklasi¢na mjera,
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Jednoskalne H-mjere

Napomena 4. Premda nizu u, — u # 0 u L (Q; C") ne moZemo pridruziti jedno-

skalnu H-mjeru, limes (pod)niza integrala u Teoremu 1 mozemo eksplicitno izrac¢unati.
Naime, stavljajuci u, = (u, — u) 4+ u, po Teoremu 1 i ¢injenici da integral umnoska slabo
i jako konvergentnog niza konvergira u C, dobivamo

i | (17520(8) © 300 6) () de

Rd

— (oo 122 D00 + [ (BT © () ) (1 0 m)(€) de.
R4
gdje je vk, . jednoskalna H-mjera pridruzena (pod)nizu (u,s — u), dok je 1o € C(s?1)
definiran u (4). Nadalje, ako uzmemo ¢ € Co(R?) (dakle vy = ¢(0)) i primijenimo
Plancherelovu formulu, po prethodnom korolaru iz gornjeg izraza slijedi (3). Dakle, u
slucaju kad je limes promatranog niza poznat, poluklasicnu mjeru mozemo u potpunosti

odrediti iz pripadne jednoskalne H-mjere. .

5. Lokalizacijsko svojstvo

Sljededi korak je ispitivanje svojstva jednoskalnih H-mjera odredenih rjesenjima line-
arnih diferencijalnih jednadzbi s varijabilnim koeficijentima. Preciznije, proucavat ¢emo
niz sustava parcijalnih diferencijalnih jednadzbi reda m € N s karakteristicnom duljinom

(11) S A Oa(A%,) = f,

I<|al<m

na otvorenom skupu Q C R%, pri ¢emu je (er,) omeden niz pozitivnih brojeva, te I € 0..m.
Cilj nam je dobiti neki podatak o (nekom) gomilistu pripadnih rjeSenja (npr. kad ¢e slaba
kompaktnost u L120c(93 C") povladiti jaku), za $to ¢emo koristiti jednoskalne H-mjere.

Najprije ¢emo postaviti pretpostavke na konvergenciju niza desnih strana (f,), te
pokazati nekoliko rezultata koji ¢e nam trebati u nastavku. Zatim ¢emo u sluc¢aju kad su
karakteristicna duljina mjere i sustava jednadzbi jednake prezentirati poboljsanje Tarta-
rovog rezultata iz [53, Lemma 32.7], a potom poopéenja s varijabilnim karakteristi¢nim
duljinama. Na kraju ¢emo pokazati da se iz dobivenih rezultata mogu izvesti lokaliza-
cijska svojstva H-mjera i poluklasi¢nih mjera, te naposljetku izvesti inac¢icu kompaknosti
kompenzacijom s karakteristicnom duljinom.

Niz (e,) prirodno se javlja u pretpostavci konvergencije desne strane. Preciznije, za
niz (f,) u H~(R%; C%) zanimljiva ée nam biti konvergencija u sljede¢em smislu

~

fn
1+ ky,
gdje je kn(&) =Y., 57! €|°. Zapravo, lokalizirana inadica pokazat ¢e se prikladnijom:
ukoliko imamo niz (f,) u H; "(€2; C?), promatrat ¢emo lokaliziranu inac¢icu prethodnog

(12) —0 u L2R%CY),

loc
uvjeta
of,
(13) (Vg € C(Q)) Pn 40 u LARLCY),
1+ ky,

pri ¢emu implicitno pretpostavljamo prosirenje funkcija nulom na cijeli R da bi Fourie-
rova pretvorba bila dobro definirana.
Karakterizaciju prethodne konvergencije dajemo sljede¢om lemom.
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Lema 7. Neka je (gy,) niz pozitivnih brojeva. Tada je (12) ekvivalentno s

~

fn

L2 d q
1+hn—>0 u (R% CY),

gdje je hn(€) := [€]' + 7" |€]™.
Stovise, ukoliko dodatno pretpostavimo da postoje €g,e0 > 0 takvi da eg < &, <
€00, (12) je ekvivalentno s konvergencijom u prostoru H="(); C?).

1+hn
1+kn

odozgo i odozdo pozitivnom konstantom na R?. O¢ito je za | # m odozgo omedeno s 1,
dok je za [ = m odozgo omedeno s 2. Iz

omedeno

Dem. Dokazimo najprije prvi dio tvrdnje. Dovoljno je pokazati da je

max{1,enl€l,..., (€)'} = max{1, (,/€])" '}
slijedi da je 14 kn(€) = 1+ €' 37 (enl€))*7F < 1+ (m — 1 + 1)y (€), pa imamo

1+ hn(€) S 1+ h,(§) S 1
1+ ko(€) 7 1+ (m—1+Dhy(€)” m—1+1"

¢ime je prvi dio leme pokazan.
Koristec¢i netom pokazanu tvrdnju, ocjene

1 _ 1 1 < max{1, &™) 1
< < maxql, e —_—,
1+ €L+ e tlglm — min{1,ef "} 1+ €] + €™ RSN
1
1 S 1 1 S min{1,el5™} 1 |
1+ [€[F +ep~"jgfm ~ max{l, e '} 1+ [€]F + [€]™ 2 L+ g™

te teorem o sendvicu, zakljucujemo da je (12) ekvivalentno s

~

fn 2 d
_ 0w 2RECY),
T & v LAREGCY

Sto je upravo jaka konvergencija u prostoru H_m(Rd; C9).
Q.E.D.

Konvergenciju iz iskaza prethodne leme za [ = 0 moZemo ekvivalentno zapisati s
[fnllg=m — 0, pri cemu je ||f||12{; = [ga(1+]h&|?)%[F(€)2d€ poluklasicna norma funkcije

u € H¥(R% CY) [56, Section 7.1].

Iz dokaza prethodne leme zakljucujemo da za omeden niz pozitivnih brojeva (&)
uvjet (12) povladi jaku konvergenciju u prostoru H~(R¢%; C9). S druge strane, ocito
jaka konvergencija u prostoru H7/(Q; C9) povladi (12), ¢ime dobivamo da je potonja
konvergencija izmedu konvergencija u H=! i H=™ u slucaju kad je (e,,) omedeni niz pozi-
tivnih brojeva.

U sljede¢em teoremu ¢emo pokazati uz koji dodatni uvjet (12) povlaci konvergenciju
uH
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Teorem 2. Neka je (e,) niz u R* i (f,) niz vektorskih funkcija u H=/(R%; C9).
Sljedece je ekvivalentno:
a) (f,) zadovoljava (12) (uzm >1) i

T 2
14 lim 1i ‘ n ‘d —0.
(14) R P / T erl %
e

b) f, — 0 u HY(RY; C9).

Dem. Ranije smo komentirali da jaka konvergencija k nuli u H~! povladi (12), dok (14)

slijedi iz ocjene
/‘ fi ‘2d£</‘ fi ]2d£
L+ gt == S T gt
Rd

=
Dokazimo sada da (a) povlaci (b). Razdvojimo anH%{—z (Rd:Ca) DA dva integrala:
fa )2 f 2 £,
d&:/‘ ‘d§+/’ 3
/‘H\éll L+ g/t L+ ¢/l
R €1>21 €l<2r

Iz (14) slijedi da je prvi ¢lan na desnoj strani proizvoljno malen za R dovoljno velik
(jednoliko s obzirom na dovoljno veliki n). Za drugi ¢lan imamo

~

f,2 f 2 SEm N2
/ il €< / e e <1+ez|i‘|£zs|ne|l) “

R R
1€l<z, €] <

&n

-~

f 2
<@ermip ] " 3
J e+ e

Sto po pretpostavci tezi nuli za svaki R pri n — oc.

Q.E.D.

Napomena 5. Relacija (14) za [ = 0 nalikuje pretpostavci Riesz-Kolmogorovljevog
teorema kompaktnosti [13, Section 4.5], s tim da je nas uvjet slabiji kako se pojavljuje
mali parametar (e5,). Lokalizirana inacica uvjeta (14) (f,, zamijenimo s ¢f,, za proizvoljnu
probnu funkciju ¢ € C2°(Q)) je zapravo slabija inacica (g,)-titrajuceg svojstva (vidi

odjeljak 1.2) prilagodena H~! prostoru. .

Iz prethodnog teorema takoder mozemo zakljuciti da opcenito slaba konvergencija
k nuli u HIT)ZC(Q; C?) ne povlaci uvjet (13). Naime, titrajni niz konvergira slabo k nuli u
L2 (), a za dobar izbor frekvencije titranja takoder mozemo dobiti da je i (g,)-titrajuci
(vidi Primjer 1.4), pa time i da zadovoljava lokalizirani uvjet (14) za [ = 0. Ako bi
zadovoljavao i (13), onda bi po prethodnom teoremu nuzno i jako konvergirao nuli u
L2 .(Q) $to znamo da opéenito nije slucaj.

U racunima e se Gesto javljati pretkompaktni nizovi u H™*, gdje je k proizvoljan

cijeli broj izmedu [ i m, za koje vrijedi sljedece.
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Lema 8. Neka je (e,) niz u RT omeden odozgo i (f,) niz vektorskih funkcija koji
za neki k € 1.m jako konvergira k f u prostoru H*(R%; C%). Tada niz (k~!(f, — f))
zadovoljava uvjet (12).

Nadalje, ako dodatno pretpostavimo da (e;,) konvergira nuli, tada

k—1 2 f
(15) n T L7, {1+£|“ k=1
1+ kn 0, k>l+1

Dem. Neka je €5, > 0 gornja meda niza (e;,). 1z sljedeée ocjene

A~ ~ ~ -~

=, D)) _ b - D) |E D] _ L E — D)
ETNGE 1+ '€k s o + €] SO

pri éemu je C' = max{1,*!}, izravno slijedi prvi dio tvrdnje.
Drugi dio tvrdnje pokazujemo tako da raspisemo lijevi izraz u (15) dodavanjem i
oduzimanjem f od f,,. Clan koji sadrzi razliku f, — f konvergira jako k nuli po prvom

dijelu tvrdnje, dok ¢emo za preostali ¢lan iskoristiti Lebesgueov teorem o dominiranoj

. glfLil v . v 1
konvergenciji. Naime, @ tezi nuli po tockama za k > [ + 1, odnosno k Trer U

slucaju k = [. Dominiraju¢u funkciju dobivamo ponavljaju¢i gornju ocjenu:

b R©)l el (&) FOl  wn
T+ ka(€) S T+ el S Ll = 1 <R

Time je zakljucen dokaz druge tvrdnje.
Q.E.D.

Ako (f,) zadovoljava (13), primjena prethodnih rezultata na ¢f,, za proizvoljnu
p € CX(Q), povlaci da su svi dobiveni zakljucci uz uvjet (12) takoder istiniti i za njegovu
lokaliziranu inadicu (13), s jedinom razlikom u zamjeni prostora H=¥(R%; C9) s lokalnim
inacicama Hl;’g(Q, C1).

Slucaj w, = ¢,

U posebnom sluc¢aju [ = 1, Luc Tartar [53, Lemma 32.7] je dokazao lokalizacij-
sko svojstvo jednoskalnih H-mjera s karakteristicnom duljinom jednakoj karakteristi¢noj
duljini promatranog sustava (11). Medutim, iz dobivenog rezultata se ne mogu dobiti
nikakve informacije o pripadnoj jednoskalnoj H-mjeri na skupu g (u primjerima 2 i 3
se vidi da se moze dogoditi da je upravo nosac cijele mjere sadrzan u ¥g). U sljedeéim
teoremima poopcujemo postojeéi rezultat na opcenitije sustave, te takoder rjesavamo
spomenuti nedostatak dobivajuéi informaciju o nosac¢u mjere na cijelom skupu gdje je
definirana.

Najprije ¢emo prikazati rezultate za jednoskalne H-mjere s karakteristicnom du-
ljinom (wy,) jednakoj karakteristicnoj duljini promatranog sustava (kao u Tartarovom
pristupu), te ¢emo ih kasnije poopditi u slucaju proizvoljne karakteristi¢ne duljine.

Teorem 3. Neka u, — 0 u L2 (Q;C") zadovoljava (11), pri demu &, — 0V,

A% € C(;Myx:(C)), dok je (f,) niz funkcija iz H; " (€2; C9) koji zadovoljava (13).
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Tada pripadna jednoskalna H-mjera pg,  karakteristicne duljine (en) zadovoljava:

(16) p]. <X7 €>“EOOO = 0 )
pri ¢cemu je

Ea

A% .
et ™

() b= Y emel &

I<|al<m

Dem. Dokaz ¢emo podijeliti u tri koraka.

I. U prvom koraku lokalizirajmo (11) mnoZenjem s proizvoljnom probnom funkcijom
@ € C(Q), te koriste¢i Leibnizovo pravilo dano u Lemi 9 dobivamo

S5 (5 tun((@a01A%) = ot

I<|a|<m 0<B<La

Cilj nam je pokazati da clanovi uz 8 # 0 na lijevoj strani prethodne jednakosti
zadovoljavaju uvjet konvergencije desne strane (12), tj. da ih mozemo prebaciti na desnu
stranu.

Za dane ai B niz 0o ((8ﬂg0)Aaun> je nosen u ¢vrstom kompaktu (supp ¢), dakle,

po Rellichovom teoremu kompaktnosti, za 3 # 0 je jako pretkompaktan u H~ll (Q; CY),
pa time (zbog slabe konvergencije niza (u,) k 0 u L2 (Q;C")) i jako konvergira k 0
|-

u navedenom prostoru. Nadalje, po Lemi 8 izraz e aa,g(((?ggo)Aaun) zadovoljava
(12).

Zbog proizvoljnosti a i B dobivamo tvrdnju, pa gornju jednakost mozemo jedno-
stavnije zapisati kao

loc

(18) S et oa(A%u,) =,

I<|lal<m

pri ¢emu (f,,) zadovoljava (12).
II. Prethodnu jednakost dovest ¢emo u oblik u kojem ¢emo imati konvergenciju u pro-
storu Lz(Rd C?), tj. primijenit ¢emo Fourierovu pretvorbu i pomnoziti cijelu jednakost

S ——
e rep g

Z el l(27m')|°‘| §7A%oun = i _
L+ (€[ +entgm 1+ &) +entlgm

I<|al<m

Po pretpostavci, nakon primjene Leme 7, desna strana jednakosti tezi jako k nuli u
L2(R%; CY) pa isto vrijedi i za lijevu stranu. Stovise, pomoéu Leme 10 (vidi nize) dobi-
vamo i da

lot| =l e o
Z (2l cn f A%pu, — 0 u L*R%CY).
€' + e lgl™

I<|la|l<m
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Zaista, za |€| > r imamo |&|' + ™! |€]™ > r!, dok iz ocjene

|eng|l !
S+ [en€lmt T

el g
€L+ eptigm

slijedi potrebna ekviintegrabilnost, ¢ime je primjena Leme 10 opravdana.

III. Radi dobivanja jednoskalnih H-mjera, zapiSimo posljednju sumu u obliku

Z (27T'l)|a| (5n£)a A@Un ~— 30 in LQ(Rd_ Cq)
I<|a|<m |engl + |eng|™ ) )

pri ¢emu se funkcija & — nalazi u prostoru C(Ko o (R?)) (vidi Primjer 1).

ECX
€17 +gI™
Nakon mnoZenja gornje sume s ¥(e,,), za ¢ € C(Kg 0 (R?)), te tenzorskog mnozenja
S P1Up, za o1 € C°(Q), po definiciji jednoskalnih H-mjera slijedi

‘hm/ wsnﬁ( <2m‘>'°" (end)* A@un)@’(@n) d¢

l m

=< > (2l |£|z |€|m MKo,oo’SOSDH@?/)>~

I<|lal<m

Buduéi da je 1 po volji odabrana funkcija, odaberemo je tako da bude jednaka 1 na no-
sacu funkcije ¢, te uz koristenje hermiti¢nosti matricne Radonove mjere pg, , dobivamo
tvrdnju.

Q.E.D.

Lema 9. Za svaki multiindeks a € Ng, te za svaku funkciju ¢ € C*°(Q) i distribuciju
S € D'(Q) vrijedi:

(05 = 3 (-0 (5)0a-n((@09)5)

0B

Dem. Dokazat ¢emo da prethodna jednakost vrijedi tako da desnu stranu raspisemo
koriste¢i (standarnu) Leibnizovu formulu:

(0S) = X (§)0000a-05.

0B
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pa dobivamo

> % (57 ) o) -

0<Bsa Osysa—4

61‘ )l )l /él ’

PR B C D=0, <o
Y T 1 .Y = )

dok

predstavlja Kroneckerov simbol.
Q.E.D.

Sljede¢a lema je poopcenje tvrdnje dane u [7, Lemma 3|, dok je nesto opcenitija
tvrdnja dana u [4, Lemma 9.

Lema 10. Neka je (f,) niz izmjerivih vektorskih funkcija na R® i (hy,) niz pozitivnih
skalarnih funkcija koje su jednoliko omedene odozdo izvan svake okoline ishodista, tj.

(Vr>0)(3C >0)(VneN)(VE e RI\K(O,7)  h,(&)=C.
Nadalje, neka je (u,,) niz omedenih funkcija u L2(R%; C") N LY(R%; C"), te

f N
ﬁ-un —0 u L2(Rd)
Ukoliko je (h;,?|fn|?) ekviintegrabilan, tj.
£N2
(Ve>0)36> 0)(¥neN)VACB) AA) <6 — / (|h—”|) dé < e,
A n
pri ¢emu je B Borelova o-algebra i \ Lebesgueova mjera na R, tada vrijedi i
fn

2, —0 u L*RY).
hn,
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Dem. Bududi da je Fourierova pretvorba neprekinuto preslikavanje s L! u L®, mozemo

sa S € R oznaciti supremum niza (||0,||r). Iz ekviintegrabilnosti niza (h;,2|f,|?) slijedi

da za dani € > 0 mozemo uzeti kuglu K = K(0,r) takvu da je ||h;1fn||L2(K;Cr) < 53
Time dobivamo da je

fn . |t fn . €
‘ B e S H 0al]], K) ‘ I LQ(K;CT)HU"HLW(R%CT) <3
pa je u izrazu
LS LS T
— - u — — - u —
ho leewsy  hy i Th, i)

ostalo jos ocijeniti prvi ¢lan na desnoj strani jednakosti. .
Iz pretpostavke leme slijedi da postoji konstanta C' > 0 takva da h,(§) > C za
£cRI\ K,panaR\ K za C =1/C+ 1 imamo

1 C
— < ;
hp =~ 14+ hy

odnosno

|fr - G < C|fn <y
hn 14 hy,

iz Cega slijedi

Budu¢i da posljednji ¢lan prethodne nejednakosti po pretpostavci tezi k 0, to postoji
no € N takav da za svaki n > ng vrijedi Hliﬁn Onll2mey < 55

fn

hn,

A~

"llL2mak) H 1+ by Mlemag) S H 1+ h, ""l2ma)

Q.E.D.

Lokalizacijsko svojstvo iz prethodnog teorema je dobiveno uz pretostavku da niz
desnih strana pripadnog niza jednadzbi zadovoljava (13). Medutim, iako se moze reéi
da je ta pretpostavka prilagodena proucavanom problemu (nizu jednadzbi), prirodno se
zapitati je li to i nuzan uvjet za dobivanje lokalizacijskog svojstva. Drugim rijecima,
pitanje je postoji li slabija pretpostavka uz koju mozemo dobiti isti rezultat.

U sljede¢em teoremu odgovorit ¢emo na postavljeno pitanje, slicno kao Sto je bio
slucaj s lokalizacijskim svojstvom (klasi¢nih) H-mjera [53, Lemma 28.18], tako da ¢emo
pokazati da je uvjet (13) takoder i nuzan uvjet za dobivanje lokalizacijskog svojstva.

Teorem 4. Nekau, — 0 u LlOC(Q; C") odreduje jednoskalnu H-mjeru MK, ., karakte-
risticne duljine (gy,), te A® € C(;Mqx:(C)) zal < |a] < m.

Ako zakljucak prethodnog teorema vrijedi, tada je (13) nuzno zadovoljeno uz f,
definiran s (11).
Dem. Po prvom koraku dokaza prethodnog teorema i Lemi 7 ekvivalentno je pokazati
da za proizvoljnu probnu funkciju ¢ € C°(£) vrijedi

F(Lictajon o alpAun))

0
1+ h, —
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u L2(R¢; CY). Stovise, primjenom Fourierove pretvorbe i koristenjem jednostavne neje-

dnakosti 1 + |€]" + el g[™ > €' + em~!|€]™, dovoljno je pokazati da

Wy, 1= Z (2mi)le] (lgn@a A@un —0
|en&l” + len]™

I<|la|l<m

u L2(R%; CY). Medutim, iz definicije jednoskalnih H-mjera imamo

hrl;ﬂ/Wn & Wy, d£ = <p1”1—20’oop>{7 |§0|2 X 1> = 0,
Rd

gdje smo u posljednjoj jednakosti koristili pretpostavku (16), uz p; dan sa (17), ¢ime je
dokaz zavrsen.

Q.E.D.

Iz dokaza prethodnog teorema zapravo mozemo is¢itati da je za (f,) dan s (11) uvjet
(13) ekvivalentan uvjetu

=
(Vg € C2(Q)) % —+0 u L%RY%CY).
n
Vratimo se lokalizacijskom svojstvu i za pocetak uoc¢imo da se tvrdnja Teorema 3
moze jednostavno poopciti i na slucaj kad koeficijenti u proucavanom nizu jednadzbi
ovise 0 n.

Korolar 8. Uz iste pretpostavke na (f,) i (e,) kao u Teoremu 3, neka u, — 0 u
L2 (Q;C") zadovoljava
(19) S e 0a(AGu,) =

I<|al<m

gdje su A € C(2; Myx:(C)), takvi da za svaki o niz (AS) konvergira k A® u prostoru
C(Mgxr(C)) (odnosno, AS konvergira jednoliko po kompaktima k A®). Tada vrijedi
tvrdnja Teorema 3 s istim simbolom (17).

Dem. Potrebno je pokazati da

3 e‘,?“laa((Ag - Ao‘)un>

I<|lal<m

zadovoljava uvjet konvergencije desne strane (13). Bududi da (AS — A%)u,, konvergira

jako k 0 u L2 (€;CY), Oq ((Ag - Ao‘)un> konvergira jako k 0 u Hy */(Q;C%), pa po

Lemi 8 slijedi tvrdnja.
Q.E.D.

Napomena 6. Potencije skale (g,,) u (19) strogo prate red derivacija (do na konstantu
[). Medutim, s malom izmjenom u pretpostavci konvergencije desne strane, prethodni
rezultat moze biti prosiren na niz jednadzbi u kojima nije nuzno da su potencije skale i
red derivacije u takvom odnosu.
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Naime, pretpostavimo da smo krenuli od jednakosti
a|—1+446,
Z 5|" | aaa(Agun) = fn,
I<|la|<m

pri ¢cemu je d, € R. MnozZenjem gornje jednakosti s €, 0

Z el =lo, ((52‘*_5Ag)un> — &, %%,

I<|la|l<m

, uz 0 := min d,, dobivamo

Za niz (f,) pretpostavimo da (¢;,°f,) zadovoljava (13), §to je, s obzirom na pretpostavku
iz prethodnog korolara, jaca pretpostavka za § > 0, odnosno slabija za 6 < 0. Kako
prethodna relacija zadovoljava sve pretpostavke prethodnog korolara, njegovom primje-
nom dobivamo pripadno lokalizacijsko svojstvo. Medutim, dobiveni simbol p; ne sadrzi
¢lanove za koje je 04 > 0.

Ovim postupkom ipak dobivamo neku informaciju, ali takoder jos jednom mozemo

uociti kako je odnos potencija skale i reda derivacije u (19) optimalan. .

Sluéaj c := lim,, 2= € [0, o0

Teorem 5.  Neka u, — 0 u L2 (Q; C") zadovoljava (19), pri demu AY — A u
prostoru C(Q;qur(C)) a (f,) neka je niz u Hy " (Q; CY) koji zadovoljava (13)
Ako su () i (wp) nizovi pozitivnih br0]eva takw da ¢ = lim,, 5* postoji (u [0,00]),

(wn)

tada pripadna jednoskalna H-mjera “KU . zadovoljava:

(20) Pc (M%}’DT =0,

gdje u ovisnosti o vrijednosti ¢ imamo
a) c=0:

. s VAT

b) ¢ € (0,00):
x,€) = mic 8% e X
) €)= 3 (amief U Ao,
c) c=o00:

= i & A“
(23) Poo(X,§) = Y (2mi)™ e A%(x).

|a|=m
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Dem. Najprije ¢emo istovremeno dokazati tvrdnju u slucajevima (a) i (b), a potom
¢emo zasebnim dokazom pokazati tvrdnju u preostalom slucaju.
Preoblikovanjem (19) dobivamo

Z wLO"_l@a(Bgun) =f,,

I<|la|l<m

||l
gdje je BY := (5—"> A%, Kako za dovoljno veliki n postoji konstanta x > 0 takva da

Wn
Wy, > Kep, ocjenjivanjem nazivnika u (13) lako slijedi da desna strana zadovoljava i (13)
kad (gy,) zamijenimo s (wp):

ofn

—— —0 in L*R%CY).
1+ [&]F + wi ' |gIm

(Vo e C ()

Primjenom Korolara 8 i ¢injenice da (B2) konverigra k c/®=!A® (usluéajuc = 01i || =1
konvergira k A®), dobivamo tvrdnju.

c) Kao u prethodnom slucaju imamo

> ()" A =

I<|la|l<m

m—l
medutim, sad je <& neomedeno $to rjeSavamo mnozeci prethodnu jednakost s (";—”> ,
n n

te dobivamo l
S W 0a(Bu) =g

I<|lal<m

m—|a m—l
gdje su BYY := <M> A% ag, = <%> fn. JosS je preostalo vidjeti kako se ponasa

En En
desna strana g, za veliki n.
Za p € C2°(Q2) imamo

w m—Il_——_
(=)
L+ €] +wpljglm 1+ €]+ wiligm
cn m—l1 ; ML) etm
o (14 1&]") +en' €]
‘an

—0 u L*R%CY),

< l
1+ [€]F +en " |€m

pri ¢emu nejednakost vrijedi za dovoljno veliki n. Koriste¢i Korolar 8 i ¢injenicu da (BE)
konvergira nuli za |a| < m — 1, dobivamo tvrdnju.
Q.E.D.

Napomena 7. Uoé¢imo da za ¢ = 0i ¢ = 0o (uz | < m) prethodni teorem ne daje
nikakvu informaciju o strukturi jednoskalne H-mjere na Y., odnosno na 3. Ovo je
posljedica cCinjenice da (21) iS¢ezava na Y, odnosno (23) na .
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Dodatno, time u spomenuta dva sluc¢aja pripadne simbole mozemo zamijeniti ho-
mogenima reda nula. Preciznije, ekvivalentno smo prethodni rezultat mogli iskazati tako
da pp zamijenimo s

po(x,6) = 3 <2m’>lé—a|lAa<x> ,

|ex|=l
0dnosno pso S

(a4
Pl €)= 3 (2m)" S AY().
2 g
ali pri tom (20) vrijedi samo na Qx Ko oo (R%)\ Zoe u (a) dijelu, odnosno na Qx Kq »(R%)\
Yo u (b) dijelu.

Rezultat (c) dijela prethodnog teorema se u posebnom slué¢aju kad je niz (e,,) omeden
odozdo i odozgo pozitivhom konstantom moze poboljsati, sto je posljedica Leme 7.

Teorem 6. Uz pretpostavke prethodnog teorema za ¢ = oo, pretpostavimo dodatno
da postoje pozitivne konstante €y 1 £, takve da je 0 < eg < €, < €. Tada pripadna
jednoskalna H-mjera u%?o ”30 zadovoljava:

(wn) T
Ppr (”KO,OO> =0,

(12) ppr(x.€) = Y 2mi)" (=) A%x).

|a|=m

Dem. Pretpostavimo najprije da koeficijenti ne ovise o n. Kao u prvom koraku dokaza
Teorema 3, dobivamo (18). Medutim, u ovom slué¢aju mozemo nastaviti s postupkom i
pokazati da i clanovi nizeg reda teze nuli u smislu konvergencije desne strane. Naime,

Lema 7 nam dodatno daje da (f,) tezi k 0 u H™(£2; C?), a ¢lanovi elna‘_lﬁa(cpAaun) su
pretkompaktni u H™(€; C") za |a| < m. Time dobivamo

Y e 0a(A%u,) — 0w HT(RYCY),

| |=m

odakle slijedi

jer je e, > €¢. Primijetimo da smo u slucaju l = m izravno imali gornju relaciju. Nadalje,
primjenom Leme 10 dobivamo

o —_—
Z (2m’)m|§wAagoun —0 u L*R%CY).

|ae|=m
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Nakon tenzorskog mnozenja gornjeg izraza s funkcijom (wy-)@1uy,, pri ¢emu je ¢ €
C(Ko.0(RY)), 1 € CX(Q), te integriranja, dobivamo

0=t [ w6 ( 3 mi 2T AT, ) o (1) de.

n JRd a|=m | n€|m
:< > (@2riym EWAO‘MKO,WSD@ &¢> :
|a]=m

Bududi da je ¢ proizvoljna, odaberemo je tako da bude jednaka 1 na nosacu y, iz cega
slijedi tvrdnja.

Ako koeficijenti ovise o n, koristeci gore dokazanu tvrdnju za slucaj kad koeficijenti
ne ovise o n, istim argumentima kao u Korolaru 8 dobivamo tvrdnju teorema.

Q.E.D.

Uoc¢imo da nam u dokazu prethodnog teorema nije bilo potrebno da niz (e,) ima
jedinstveno gomiliste.

Nadalje, prethodni teorem je uistinu poboljSanje prijasnjeg rezultata danog (c) di-
jelom Teorema 5, jer simbol (I.2) ne iscezava na sferi oko nule ¥y u kompaktificiranom
prostoru Ko oo (R?), za razliku od simbola (23). Na taj nacin dobivamo informaciju o
pripadnoj jednoskalnoj H-mjeri na cijeloj domeni, pa posebno i na skupu .

Napomena 8. Akou, — u#0u LlOC(Q; C"), ne mozemo pridruziti jednoskalnu
H-mjeru nizu (uy,), ali, kao u [53, Theorem 28.7], mozemo izvesti lokalizacijsko svojstvo
za pripadni nul-konvergentni niz (u, — u). Naime, neka u, zadovoljava (19), pri ¢emu
A% konvergira k A® u C(Q; My« (C)), e, — 0T, dok za vektorski niz funkcija f, €

—

H, 7"(€2; C?) vrijedi da je za svaku probnu funkciju ¢ € CZ°(2) izraz 1f‘f;€1n pretkompaktan
u jakoj topologiji prostora L?(R¢%; CY).
Kao u prvom koraku dokaza Teorema 3, mozemo lokalizirati niz jednadzbi mnoze-
njem s ¢ € C2°(92) i dobiti
S e a(ASuy) = i,
I<|al<m
gdje je

faimvt= 33 (0P(§)dr 0 n((Op)ATu).

I<|a|<m 0#£B<La
Kako aafg<(8ggo)Aﬁun> — 8a,5<(8,@<,0)Aau> u H™l®l(R%, C%), po Lemi 8 i pretpo-

stavci na (fy,), slijedi da je 11—,{”” pretkompaktan u jakoj topologiji prostora L?(R%; C9).
Nadalje, nakon oduzimanja cijelog niza lokaliziranih jednakosti s
> e oa(Afeu),
I<|la|<m
po linearnosti diferencijalnih operatora s lijeve strane jednakosti, u,, je zamijenjen s u, —u,

pa cijela lijeva strana konvergira nuli u smislu distribucija. S druge strane, na desnoj
2 n

strani smo dobili niz (f2,,) koji i dalje zadovoljava da je 7 pretkompaktno, dok iz
prethodnog svojstva lijeve strane dobivamo da fa,, — 0 u smlslu distribucija. Sada po
Lemi 11 (vidi nize) slijedi da (f2,) zadovoljava (12). Dakle, sve su pretpostavke Teorema

5 ispunjene pa jednoskalna H-mjera pridruzena nizu (u, — u) zadovoljva (20). .
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Lema 11.  Neka e, — 0" i neka je (f,) niz vektorskih funkcija iz H-™(RY; C9) takav
da je 14&}% pretkompaktno u jakoj topologiji prostora L2(R%; CY). Tada postoji podniz
(f) i f € HYR? C9) takvi da
f —f
1+ K,y
u L2(RY; C9). Stovise, ako f, — 0 u smislu distribucija, tada je f = 0 i cijeli niz (f,)
zadovoljava (12).

— 0

~

f’f

Dem. Po pretpostavkama, postoji podniz (f,/) i F € L2(R%; C9) takvi da 1+§<: -—Fu
L2(R% C9). Koristenjem Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji dobivamo
Ty —f
z —0
1+ Ky

uL?2(R% CY9), uz f := ]:“((1 + |£|Z)F) € H7Y(R% CY). Po komentaru danom nakon Leme

7, prethodno povlaéi da f,, — f u H™(R%; C9).

Ako dodatno imamo da f, — 0 u smislu distribucija, tada zbog jedinstvenosti
limesa, f = 0 pa (f,/) zadovoljava (12). Kako ovo vrijedi za svaki podniz, dobivamo
tvrdnju.

Q.E.D.

6. Primjena na H-mjere i poluklasi¢cne mjere

Kao sto smo ve¢ ranije vise puta istaknuli, iz jednoskalne H-mjere mozemo rekons-
truirati i pripadnu H-mjeru i pripadnu poluklasi¢nu mjeru. U sljede¢a dva korolara ¢emo
pokazati da su takoder i pripadna lokalizacijska svojstva ovih dvaju objekata posljedica
netom izvedenog lokalizacijskog svojstva jednoskalnih H-mjera.

Korolar 9. Uz pretpostavke Teorema 6 vrijedi zakljucak Teorema 1.2, tj. vrijedi

pprug =0,
gdje je pp H-mjera pridruzena nizu (uy,), dok je simbol py, dan u (1.2).
Dem. Kako je simbol (I.2) homogen reda nula po varijabli &, po Teoremu 6 i Korolaru

7 tvrdnja trivijalno slijedi.
Q.E.D.

Tvrdnja prethodnog korolara je opcenitija od tvrdnje dane Teoremom 1.2 jer omo-
gucuje da koeficijenti proucavanog niza diferencijalnih jednadzbi ovise o n. Medutim,
takvo poopcéenje se moglo dobiti i direktno koristenjem H-mjera i pristupa danog u Ko-
rolaru 8.

Korolar 10. (lokalizacijsko svojstvo poluklasi¢énih mjera) Uz pretpostavke Te-
orema 5 vrijedi

Py =0,
gdje je pse poluklasicna mjera karakteristicne duljine (wy,) pridruzene nizu (uy,), dok
Sl (2mi) € ANK) , limg =
p(x,&) := Zl<|a|<m(27ric)|a|€aAa(x) , limy, 22 =c € (0,00) .
D lalem (2T)MEYAX(x) limy, 2~ = o0
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Dem. Razmotrimo slucaj lim, £ = ¢ € (0, 00). Za 1) € S(R?) imamo da preslikavanje

€ — (|€]" + |€]™)(€) pripada prostoru C(Ko.oo(R?Y)), pa nakon primjene lokalizacij-
skog svojstva jednoskalnih H-mjera (preciznije, tvrdnje dane u Teoremu 5(b)) uz probne

funkeije ¢ B (|€]' + |€]™)1, ¢ € Cc(Q), dobivamo

0:< S @rigll__S |€|mAauI<m,m<|£|l+|5\m>w>

l
I<|al<m |£‘
= > (acpk, . CrigRlpREy)
I<|al<m
- ¥ (aenlBmenes) - T pnoeatulene)
I<|al<m I<|al<m

pri ¢emu smo u treéoj jednakosti koristili ¢injenicu da je €% € S(R?), kao i Korolar 7.
Slucajevi limy, £ = 0 i lim,, 2* = oo slijede analogno.

Q.E.D.

Primjenom ovog rezultata na niz jednadzbi

iz Primjera 1.9 dobivamo da je nosa¢ poluklasi¢ne mjere pridruzene nizu rjeSenja (uy,)
odreden s

u&) C (RT x R) x (0.0) . limy 22 = ¢ € (0, 00)
{(r,0): 7€ R} hm En = o0

sto se lako provjeri da i jest slucaj.

Teorija poluklasi¢nih mjera je razvijena koristenjem pseudodiferencijalnog rac¢una
(vidi odjeljak 1.5), Sto zahtijeva koristenje glatkih funkcija. Ta je ¢injenica zapravo pred-
stavljala najve¢u prepreku u oslabljivanju zahtjeva na glatkoc¢u koeficijenata proucavanog
sustava. Slijedec¢i Tartarov pristup, teorija jednoskalnih H-mjera je izgradena bez potrebe
za glatkim funkcijama, Sto nam je i omoguéilo da bez tehnickih poteskoc¢a poopéimo po-
stojece rezultate poluklasiénih mjera i na (samo) neprekinute funkcije. Nadalje, pretpo-
stavka desne strane (13) je slabiji zahtjev od konvergencije u L12OC (Sto je standardna
pretpostavka kod postojecih rezultata o lokalizacijskom svojstvu poluklasicnih mjera),
pa je time dano jos jedno poboljSanje.

Dodatno, prethodni korolar daje cjelovitu analizu ovisnosti karakteristicne duljine
mjere i proucavanog sustava. Smatramo da bi ovakav rezultat mogao biti koristan i u
slucajevima kad karakteristicna duljina promatranog problema ne moze biti jednostavno
odredena, ili u slucajevima kad proucavamo dva (ili vise) sustava s razlic¢itim karakteri-
stiénim duljinama.

Istaknimo jos jednom da tvrdnja u Teoremu 1.7 vrijedi za proizvoljne omedene nizove
u L10 «» Sto naravno nije slucaj u prethodnom korolaru (jer isto nemamo niti u Teoremu 5).
Medutim, koriste¢i Napomenu 8, mozemo ipak dobiti informaciju o poluklasi¢noj mjeri
pridruzenoj nizu (u, — u), pri ¢emu u,, — u. Nadalje, tako dobiveni rezultat uistinu nije
slabiji od rezultata danog Teoremom 1.7 jer (u® u)A X dg trivijalno ponistava sve ¢lanove
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simbola pg. iz Teorema 1.7. Zaista, netrivijalno je jedino A%(u ® u)A X dy = 0, &to je
posljedica ¢injenice da A%u = 0, a $to dobivamo iz pretpostavki Teorema 1.7.

7. Kompaktnost kompenzacijom s karakteristicnom duljinom

Jedno od najbitnijih svojstava jednoskalnih H-mjera, kao i ostalih mikrolokalnih de-
fektnih funkcionala, je ispitivanje uvjeta uz koje imamo jaku konvergenciju promatranog
omedenog niza u L2 prostoru. Kako pomocéu lokalizacijskog svojstva dobivamo informa-
ciju o nosacu pripadne jednoskalne mjere, u nekim posebnim okolnostima mozemo dobiti
da je mjera p, (ili neka njena komponenta) pridruzena nizu u,, trivijalna, sto povlaci
jaku L? konvergenciju niza (u) (u slucaju da je dijagonalna komponenta 0), odnosno

slabu * konvergenciju niza (ulu3) (u slucaju da je vandijagonalna komponenta 0). U

sljede¢em primjeru donosimo jedan takav rezultat dobiven lokalizacijskim svojstvom iz
petog odjeljka.

s : 2 : (1 2y 2 (0. 2
Primjer 4. Neka je © C R* otvoren i neka u, = (u,,u;) 0 u Li .(€;C%)
zadovoljava

)

{ u) + £,0p, (aru)) = f1
U2+ £,0p, (a2u2) = f2
pri cemu g, — 07, f, 1= (f}, f2) € Hl_oi(Q, C?) zadovoljava (13) (uz [ = 0,m = 1), dok
aj,az € C(;R), ar,az # 0 (na cijelom ().

Primjenom lokalizacijskog svojstva jednoskalne H-mjere px, . s karakteristicnom
duljinom (&5,) (tj. ¢ = 1) pridruzenom nizu (u,) dobivamo relaciju

; 10 2mi&1 | ai(x) 0 2mi&o |0 0 _—_
<1+rs\ {0 J*ms\{ 0 0}+_1+\s| {0 a2<x>D“K0m‘0’

¢ija je komponenta na mjestu (1,1) jednaka

1 218§ ) 11
+1 a1(x) | p =0.
(1+|£| Ty g0 o

Kako je mjera ,u%go _ henegativna, razdvajanjem prethodne jednakosti na realni i imagi-

narni dio dobivamo

—-0, =0,
gl o T T Ko

pri ¢emu smo koristili pretpostavku a; # 0. Po Primjeru 1 funkcija ﬁl&l je jednaka 0

(24) 1 11 &1 11

samo na X, pa iz prve jednadzbe imamo supp ,u%go,oo C QX Y. Sdruge strane, funkcija
%1@ je jednaka 0 na X U {&; = 0}, iz ¢ega dobivamo supp M%(lo,oo COx(Sou{& =0}),
pa kona¢no imamo
(25) supp M%ilo,oo C O x {00(07—1)’ 00(071)}‘
Analogno, analizirajuéi komponentu na mjestu (2,2) dobivamo

supp “%go,oo C O x {0010 5610

Po Korolaru 2 je nosac¢ vandijagonalnih elemenata sadrzan u presjeku nosaca dijagonalnih
elemenata, a onda iz gornjih inkluzija slijedi da je nosa¢ vandijagonalnih elemenata pra-
zan skup, odnosno /L%{QODO = “%(1000 = 0. Iz definicije jednoskalnih H-mjera sada slijedi

1

~
Uy uz — 0. .
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Napomena 9. Ukoliko u prethodnom primjeru dodatno imamo da je (ul) (g,)-

titrajuéi, tada Korolar 6(b) povlaci ,u%{lo()o(Q X Yiso) = 0, pa iz (25) slijedi da je M%ilow

1 2

n—>0uLloc

jednaka 0 na cijeloj domeni, a onda posebno i u (Q2; C). Konvergencija

u}lu%i\o je sada, kao produkt jako i slabo konvergentnog niza, trivijalna posljedica.
Takvu situaciju na primjer mozemo dobiti ukoliko za f} uzmemo titrajuéi niz, ¢ime niz
rjeSenja ul titra na istoj frekvenciji kao f!, pa prikladnim izborom frekvencije (vidi Pri-
mjer [.4) mozemo dobiti da je niz rjesenja (e,)-titrajudi.

Nadalje, uz (e,)-titrajuéi niz rjesenja mozemo izostaviti pretpostavku a; # 0 u
prethodnom primjeru. Naime, kako veé¢ iz prve jednadzbe u (24) imamo supp Mil{lOoo -

2 X ¥, po Korolaru 6(b) i dalje imamo u%{lo _=0. Stovise, u posebnom slu¢aju kad je

a1 trivijalna, ovim dobivamo alternativni dokaz Teorema 2 u slucaju [ = 0. .

Prethodni racun je zapravo primjer teorije kompaknosti kompenzacijom, kojom se
proucavaju uvjeti uz koje produkt slabo konvergentnih nizova konvergira (u nekom pri-
kladnom smislu) upravo produktu pripadnih (slabih) limesa. Metodu su uveli FRANGOIS
MURAT i Luc TARTAR (vidi [14] i pripadne reference), najprije za konstantne koeficijente
pripadnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, a kasnije je koriste¢i H-mjere u [52] teori-
ja poopéena na varijabilne, ali ipak nuzno neprekinute, koeficijente (cf. [53, Cor. 28.11] i
[26, Theorem 2]; neka novija poopéenja mogu se pronaéi u [44, 47]). Naravno, dosadasnji
rezultati nisu prilagodeni jednadzbama s karakteristicnom duljinom, sto je sad moguce
koriste¢i dobiveno lokalizacijsko svojstvo jednoskalnih H-mjera.

Teorem 7. (inac¢ica kompaknosti kompenzacijom) Neka u, — u u L2 (Q;C")
zadovoljava (19), pri cemu AS — A% u C(Q; Myx:(C)), en, — 07, dok f,, € H 7'(Q; C?)

loc
za svaku probnu funkciju ¢ € CX(§2) zadovoljava da je

oty

pretkompaktno u L2(Rd;Cq). Nadalje, neka je Q(x;A) := QX)X - A, gdje je Q €
C(M,(C)), Q* = Q, te Q(-;up)— v u M(Q).
Tada imamo
a) (Fe € [0,00)(V(x,8) € 2 x Kooo(RY))(VA € Apxe) Q(x5A) =0 = v
Q(',U),
b) (¢ € [0,00])(V (x,&) € 2 x Ko,oo(Rd))(V)\ € Aexe) QsA) =0 = v =
Q('7u)7

pri cemu je

WV

Aexg = {A € C" 1 pe(x,§)A = 0},
dok je p. dan Teoremom 5.

Dem. Neka je pg, . jednoskalna H-mjera pridruzena nizu (u, — u), s karakteristicnom
duljinom (w,) takvom da lim,, 2=c.

Limes v mozemo izraziti kao zbroj Q(-;u) i linearne kombinacije komponenata ma-
tricne defektne mjere vp pridruzene nizu (u, — u). Preciznije, za proizvoljnu probnu
funkciju ¢ € C.(€2) imamo

(v, 0) = (Q3u),0) +(Q- v o)
=(Qiu),0) +(Q p, . pE1) |
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pri cemu smo u drugoj jednakosti koristili vezu jednoskalne H-mjere i defektne mjere
danu Korolarom 4.

Pokazat ¢emo da je Q - “IT% _ nenegativna mjera (odnosno trivijalna mjera u (b)
dijelu) iz ¢ega Ce izravno slijediti ﬁvrdnja.

Oznacimo s p = trpg, = iy ,u'iéom. Iz nenegativnosti jednoskalne H-mjere
mjere slijedi da je p nenegativna (skalarna) Radonova mjera. Nadalje, po Korolaru 2
za svaki 7,7 € 1..r imamo 'uigo,oo < p, pa po Lebesgue-Radon-Nikodymovom teoremu

23, Theorem 3.8] postoji izmjeriva (lokalno integrabilna) funkcija M U(x,€) takva da
,ugo =M Wp. Kako je MK, ., hermitska i nenegativna, M := [M U] je takoder hermitska

i nenegativna. Sada je dovoljno pokazati da je za p-s.s. (x,€) Q- MT > 0 (odnosno
jednako 0 u (b) dijelu).

Kako tvrdnja Teorema 5 po Napomeni 8 ostaje valjana i za u # 0, dobivamo
pC“IT%,oo = 0, odnosno p.M' = 0 (p-s.s.), odakle slijedi da su za p-s.s. (x,€) stupci

matrice M| sadrzani u karakteristitnom prostoru Acx e Nekaje (x,€) € Q x Ko 00 (R)
proizvoljna, ali fiksna. Kako je M (x, &) hermitska matrica, postoji ortonormirana baza
{¢1,..., ¢} prostora C” sacinjena od svojstvenih vektora matrice M (x,£). Nadalje,

nenegativnost matrice MT (x, €) povladi da su sve svojstvene vrijednosti nenegativne, pa
su jednake |MT (x,£)¢;||. Definirajmo

A= HMT(X,E)QHQ, rel.or.

Kako su vektori A;, ¢ € 1..r linerna kombinacija stupaca matrice MT(X,f), nalaze se
u prosotru A.x ¢. Nadalje, nije tesko pokazati da je M'(x, &) = Soi_1Ai @ Ai, pa po
pretpostavci slijedi Q(x)-M ' (x, &) = > Q(x;Ai) = 0 (odnosno jednako 0 u (b) dijelu).
Sada iz proizvoljnosti (x, &) slijedi tvrdnja.

Q.E.D.

Iskaz prethodnog teorema mogli smo zapisati u nesto sazetijem, ali ekvivalentnom
obliku [4, Theorem 12].

Tako je tvrdnja prethodnog teorema valjana za svaki ¢ € [0, 00|, zanimljiv slucaj je
samo ¢ € (0,00), kako je za ¢ = 0i ¢ = 00, uz | < m, tvrdnja trivijalna. Naime, u
slucaju ¢ = 0 imamo po(x,§) = 0 za § € Y, iz Cega slijedi Agx ¢ = C” za svaki x. Isti
zakljucak dobivamo i za ¢ = oo kako je p nula za & € Yg. Time imamo da je u ovim
slucajevima Q > 0 (odnosno Q = 0 u (b) dijelu) pa iz

Qu-u—Qu-u, — Quy-u+ Quy-uy, =Q(up —u) - (up —u) =0,

prijelazom na limes trivijalno slijedi tvrdnja teorema.
Razdvajanjem matrice na hermitski i antihermitski dio, mozemo poop¢iti (b) dio
prethodnog teorema na proizvoljne matrice Q € C(2; M, (C)) (cf. [26, Theorem 2(ii)]).
Primjenom prethodnog teorema mozemo izravno dobiti zakljucak Primjera 4. Nai-
me, jednostavnom provjerom dobivamo

A ixe = {(M.0) : A € CU{(0,49) : X2 € C},
X,

a na tom skupu je kvadratna forma Q(\) := A\ trivijalna. Medutim, istaknimo da Q
nije hermitska forma, ali tvrdnja prethodnog teorema i dalje vrijedi po gornjoj napomeni.
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Jednoskalne H-mjere i inacice

U ovom poglavlju proucavamo novi objekt, jednoskalne H-distribucije, koje pred-
stavljaju poopéenje jednoskalnih H-mjera na LP, p € (1, 00), prostore, a time i poopéenja
H-distribucija.

Kako je Fourierova pretvorba neprekinuta na LP samo za p € [1,2], a pri definiciji
jednoskalnih H-distribucija uz niz iz L” moramo koristiti i niz iz duala L (1/p+1/p =1),
pa, kako je za p # 2 ili p > 2 ili p’ > 2, ne moZemo izbjeé¢i Fourierove mnozitelje, a time
i rad s derivacijama koji poprilicno otezava konstrukciju.

U prvom odjeljku donosimo osnovne rezultate H-distribucija, a onda se od drugog
odjeljka okre¢emo jednoskalnih H-distribucijama. U drugom odjeljku izvodimo potrebne
rezultate na prostoru probnih funkcija pri ¢emu se veéina racuna svede na deriviranje
upotrebom poopcenog lancanog pravila, dok u sljede¢em odjeljku dajmo potrebno po-
opcenje komutacijske leme i komentiramo teorem o jezgri, a onda u idu¢em poglavlju sve
te rezultate primjenjujemo pri konstrukciji jednoskalnih H-distribucija. U posljednjem
odjeljku izvodimo lokalizacijsko svojstvo jednoskalnih H-distribucija.

1. H-distribucije

Kao sto smo vise puta istaknuli, rad s LP funkcijama zahtijeva koristenje Fourierovih
mnozitelja ¢ime za prostor probnih funkcija u Fourierovom prostoru moramo uzeti glatke
funkcije. Zbog toga je i oCekivano da ¢emo pripadnim poopcéenjem H-mjera na LP, p # 2,
prostore dobiti opéenitu distribuciju koja nije nuzno reda nula.

Konstrukciju H-distribucija su napravili NENAD ANTONIC i DARKO MITROVIC prije
nekoliko godina u [10]. U ovom odjeljku donosimo rezultat postojanja H-distribucija, te
lokalizacijsko svojstvo koje zadovoljavaju.

Prije nego sto prikazemo lokalizacijsko svojstvo H-distribucija, prisjetimo se So-
bovljevih prostora za LP prostore koriste¢i Fourierove mnozitelje. Za s € R definiramo

H3P(RY) = {u €8 A qpyst € Lp(Rd)} ,
uz normu [[u|ysp(gay = ||A(1+|£|2)%u||Lp(Rd). U [31, Section 6.2.1] se ovi prostori nazivaju

nehomogeni Sobovljevi prostori, te je pokazano da se za s € Z ovako definirani prostori
podudaraju s (klasiénim) Sobovljevim prostorima W#P(R9).
Lokalni Sobovljevi prostori kao poopcenja prethodnih prostora dani su s

HIP(Q) = {u eD : (Vo e CX(Q) gue Hs’p(Rd)} .

loc
Prostor Hfoﬁ(ﬂ) opskrbljujemo najslabijom topologijom u kojoj su sva preslikavanja u +
wu neprekinuta (vidi [3]).

U [10, Theorem 2.1] je dan rezultat postojanja H-distribucija u ovom obliku.
Teorem 1. (postojanje H-distribucija) Ako u, — 0 u LP(RY) i v, —— v u
LY(R?) za neki p € (1,00) i ¢ = {p/,2} (1/p+1/p’ = 1) onda postoje podnizovi (u,),
(vy) i kompleksna distribucija vy € D'(RY x S471) takvi da za svaki izbor probnih
funkeija 1, 02 € CP(RY) iy € CH(SI7Y), za k= | 2] + 1, vrijedi

lir/n/.Aw(golun/)gpgvn/ dX:hI/n/(plunlAQE(QDQUn/)dX
Rd R4

= <VH7(701952 &¢> 5
pri ¢emu je A, Fourierov mnoZitelj sa simbolom v o w. Distribuciju vy nazivamo H-

distribucijom pridruzenom (pod)nizovima (u,) i (v,y). .
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U [5] su detaljnije proucavana svojstva H-distribucija pa je, medu ostalim, poopcéen
prethodni teorem na Li () i L{ () prostore, a Sto ¢e ovdje biti jednostavna posljedica
Teorema 5 i Leme 5. Nadalje, od interesa je preciznije odrediti u kojem prostoru se nalaze
H-distribucije, odnosno pokusati dati sto preciznije ocjene na red distribucije jer, kao sto
se moze vidjeti u iduc¢em teoremu, red distribucije odreduje potrebnu glatko¢u koefici-
jenata promatrane jednadzbe. Za sad je u [5] dobiveno da je vy distribucija konacénog
reda.

Slican objekt je kasnije dobiven u [49] nesto kompliciranijom konstrukcijom, pri
¢emu je niz (vy,) zamijenjen funkcionalom ovisnim o (uy,).

Sli¢no kao i kod H-mjera, H-distribucije zadovoljavaju sljedece lokalizacijsko svojstvo
[10, Theorem 4.1].

Teorem 2. (lokalizacijsko svojstvo H-distribucija) Neka u, — 0 u LP(R%)

zadovoljava
d
> 0i(agun) = fo
=1

pri emu su a; € C*(RY), dok f, — 0 u Hgi’q(Rd) za neki q € (1,d). Nadalje, neka je
(vy) proizvoljan omeden niz u L™ (R?).
Tada H-distribucija vy pridruzena (pod)nizovima (uy) i (v,) zadovoljava

d
Zaz szH
=1

u smislu distribucija. .

Koriste¢i prethodni rezultat moze se dobiti inacica kompaknosti kompenzacijom za
L? prostore [10].

Napomena 10. Ukoliko su za svaki n nosac¢i funkcija u, i v, sadrzani u nekom
fiksnom kompaktu K te ¢ > p/, moze se, koristec¢i [38, Theorem 2.1], kao u [44, Theorem

9] pokazati da je H-distribucija element Bochnerovog prostora Lﬁ/(Q; C*®(S9=1Y)), pri éemu

je p € (1, p]fq) Ovaj pristup je uspjesno koristen u [37, 44]. .

2. Prostori probnih funkcija

Kako ¢e nam, kao kod H-distribucija [10], za potrebe konstrukcije jednoskalnih H-
distribucija trebati glatke probne funkcije, moramo kompaktifikaciju Ko,oo(Rd), uvedenu
u odjeljku II.1, opskrbiti diferencijalnom strukturom. To ¢emo naciniti tako da ¢emo
povudi diferencijalnu strukturu sa zatvorenog d-dimenzionalnog sferi¢nog sloja A0, 71, 1].

Preciznije, za k € Ng U {oo} definiramo

C* (Koo (RY) 1= {1 € C(Koo(RY) 0" = (T =0 7~ € C*(AD,ri, 1))}

pri cemu su J, A[0,71,1] i Kooo(R?) definirani u odjeljku 1.1, dok je C®(A[0, 7, 1])
prostor funkcija na A[0,r1, 1] za koje postoji C* proSirenje na nekoj okolini A0, 7, 1].
Preciznije, v* € C"( A0, r1, 1]) ako i samo ako postoji otvorena okolina U skupa A[0, r1, 1],
Al0,71,1] CU C R, i funkcija ¢* € CH(U) takve da 1/1| A0 = ¢*. Koristedi particiju

1,1]
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jedinice moze se pokazati da se ova definicija podudara s lokalnom definicijom danom
u [35, Section XXIL5]: ¢* € CF(A[0,r1,1]) ako i samo ako za svaki ¢ € A[0,ry, 1]

postoji otvorena okolina Ug u R? takva da w|* [ | dopusta glatko prosirenje. Radi
UcﬂA 0,r1,1

jednostavnosti, za povlak funkeije ¢ € C*(Kp o0o(R?)) duz J~! krade éemo pisati ¢* :=
Yo J L.

Po teoremu srednje vrijednosti slijedi da je u definiciji prostora C*(Kg oo (R?)) do-
voljno traziti da su samo sve derivacije reda x + 1 omedene na A[0,r, 1]. Naravno, za
% = 0 po Lemi II.1 imamo da se prostor C°(Kg «(R%)) podudara s C(Kp o0 (R%)).

Kako su po Lemi IL.1 i relaciji (I1.4) funkcije g, oo za e € S dane s 1g(e) =
V¥(r1e), too(e) = P*(e), iz P € C*(Kp o (R?)) onda ocito slijedi ¥, 1hee € CF(ST71).

Bududi da je J : R — A(0,71,1) difeomorfizam (vidi leme 1 i 3 nize), imamo da
su restrikcije na R? funkcija iz C% (Ko oo (R?)) klase C.

Za 1 € C”(K()’OO(Rd)) definiramo ]leCK(KOm(Rd)) = 10"l emajo,m,1)- Kako je
C*(AJ0, 71, 1]) Banachova algebra, uz ovu definiciju takoder imamo da je i C*(Kp o (R%))
Banachova algebra. Nadalje, kako je A[0,r;, 1] kompaktan, prostor C®(A[0,r,1]) je
separabilan, a onda je i C"‘(K()’oo(Rd)) separabilan. Naime, ako je {¢],v3,...} prebro-
jiv gust podskup C®(A[0,ry,1]), tada je {¢f o J, 95 o J,...} prebrojiv gust podskup
CH (Ko .00 (R?)).

U samoj definiciji jednoskalnih H-mjera trebat ¢emo da su probne funkcije u dual-
nom prostoru Fourierovi mnozitelji pa dajemo preciznu definiciju iz [30, Section 2.5].
Za 1 € L®(R%) kazemo da je LP, p € [1,00), Fourierov mnozitelj ako je operator
Ayu = (i)Y neprekinut na LP(R% C"). Banachovu algebru L? Fourierovih mnozi-
telja oznacavamo s MP = MP(RY) (u [30] je koristena oznaka M, koja bi mogla biti
zbunjujuca s obzirom da prostor omedenih Radonovih mjera oznacavamo s My).

Dakle, zelimo pokazati da postoji k takav da za po volji odabran p € (1, 00) imamo
C*(Kpoo(R%)) € MP (u smislu odgovarajuéih restrikcija na RZ). Dok je za p = 2
ovo bilo trivijalno ispunjeno kako je M? = L>®°(R%) [30, Theorem 2.5.10], kod LP, p €
(1, 00), teorije potrebno je koristiti neke od netrivijalnih rezultata iz teorije Fourierovih
mnozitelja. Ovdje éemo koristiti Hérmander-Mihlinov teorem [30, Section 5.2] koji kaze
da je ¢ € L®¥(R?) iz MP, p € (0,00), ako sve parcijalne derivacije funkcije ¥ do reda
K= L%J + 1 postoje, te ako postoji konstanta C' > 0 takva da

C
€[l
Gornji uvjet zove se Mihlinov uvjet, dok je Hérmanderov uvjet dan preko odgovarajuceg

integrala i nesto je opcenitiji. Nadalje, imamo i preciznu ocjenu na normu operatora

Ay LP(RY) — LP(RY) danu s

(VEERH(Va e NG, lal <r)  [0*9(8)] <

1
||AwHL(LP(Rd)) < Ca maX{Pa pTl}C ,

pri ¢emu je C konstanta iz Mihlinovog uvjeta, dok je Cj konstanta koja ovisi samo o
dimenziji prostora.

Istaknimo da su problemi karakterizacije prostora Fourierovih mnozitelja vrlo zah-
tjevni pa je dosad samo za p € {1,2} dana potpuna karakterizacija, dok je u ostalim
slucajevima rije¢ iskljucivo o dovoljnim uvjetima (kao S$to je i gornji Mihlinov uvijet).
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Medu ostalim, i optimalnost reda derivacije x je upitna. Ipak, nasu konstrukciju jedno-
skalnih H-distribucija ne bi nista pojednostavilo kad bismo ¢ak i imali na primjer x = 1.
Naime, glavna tehnicka poteskoca je uopée uvodenje diferencijalne strukture.

Nas$ cilj u ovom odjeljku je pokazati da za k = ng + 1 funkeije iz C*(Kq 0 (R%))
zadovoljavaju Mihlinov uvjet, te da konstanta C' linearno ovisi o normi funkcije (kao $to
je to trivijalno bio slu¢aj u L?) kako bismo mogli dobiti da je jednoskalna H-distribucija
neprekinut funkcional na odgovaraju¢em prostoru.

Zapravo je potrebno ocijeniti derivacije kompozicije ¥* o J, za Sto ¢emo koristiti
poopéenje lan¢anog pravila, poznatije kao Fad di Brunova formula [32]:

Za dovoljno glatke funkcijeg: R* — R" i f : R" — R vrijedi

(1) 0*(feg)&) =lall D = CBa),

I<IBI<]el, BN

pri cemu je

s %5 e q.

r'e 78.
r : B s=1
2121 Q= oy EN Z’Lil Yi=&;, 7L€Ng\{0}

Kako je za || < & funkcija 9%¢* omedena, po prethodnoj formuli dovoljno je
pokazati da funkcija J zadovoljava ocjenu Mihlinovog uvjeta, sto ¢emo i uc¢initi u sljedece
dvije leme. Slican pristup moze se vidjeti u [37].

Prisjetimo se prije samih tvrdnji da je funkcija J : RY — A(0,71,1) definirana s

pri éemu je K (&) := \/1 + (€] +70)2.
Lema 1. Zasvakejel.dia € Nf)l vrijedi

OU(T))(E) = Fa (£ 75 )K€ 20 g,

pri cemu je Py (€,n) polinom stupnja ne veéeg od |ae| +1 po € i 2|a| +1 pon, s tim da
se u izrazu N Py, ()\, Cey A, % ne javljaju clanovi s negativnom potencijom. Preciznije,
polinom Py (€&,n) ima samo ¢lanove oblika C&€Pn* uz |B| + |a| > k

Dem. Neka je j € 1..d proizvoljan i fiksan. Tvrdnju dokazujemo matematickom indukci-
jom po redu derivacije |a|.
Za || = 0 imamo

& (€l + o)
[€13/1 + (€] +70)?

pa je Po(§,m) = &(1 + ron).

Ji(€) =

=g ) KO
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Pogledajmo sto se dogada s derivacijom prvog reda. Pretpostavimo najprije da je
a=e uzi#j.

. —é}'fj((\ﬂ + 1) +7”0> 1\3 1 1
9"(J;)(&) = s = =& | (1 +roz) +rogs | K€,
T (i ) o) i)

¢ime dobivamo da je P, (§,n) = —&¢&; ((1 + ron)3 + 7“0773>. U slucaju kad je a = e

(7)) = (16 - €) (1 + ) +rgs) +1) K@,

odakle slijedi Fe,;(€,1) = <(|€|2 ) ((1 +7ron)® + 7“0773> + 1).

Jednostavnom provjerom slijedi da Fy i F;, @ € 1..d, zadovoljavaju uvjete dane u
iskazu leme ¢ime je baza indukcije zavrsena.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Neka je a € Ng, la] = n+ 1,
po volji odabran, te neka su 3 € Ng i€ 1.d takvi da vrijedi |B] = nia=0+e;.
Kako po Schwartzovom pravilu vrijedi 0%J; = (9P Jj), koristeci pretpostavku indukcije
racunamo

0(7))(€) = o' (P (& g7 ) K €)27)

— (@ )& 1) + @2 (6 7g7) (~155) ) &) 2

LAV “1-218-11€l + 70 &
+ P8 rgp) (-1 280K (@) O

:K(S)12(|ﬂ|+1)<K(£)2(8in)<£, \§|) (0*1F )(ﬁ, |£\>

(1+2|6I)&<1“‘0\§|> <é>)
_ K(e)1-2elp, (5 !€\>

§i

|€,3K(€)2

gdje je Py odreden s

Pal&,m) = (n7+(1 +ron)?) (€25 Fa) (€. m) — &m(@* Pa)(€.m))
— (L +28))&(1 +ron) (&, ) -

Ispitajmo kojeg je stupnja, pri ¢emu koristimo da derivacija smanjuje stupanj polinoma
(u pripadnoj varijabli) za 1. Prvi pribrojnik je umnozak polinoma stupnja 0 po £ i 2 po
7, 1 polinoma stupnja |3| 4+ 1 po € i 2|3| + 1 po 1, pa je ukupno prvi pribrojnik stupnja
18] +1=|a] po £i2|8]+3=2|a|+1 pon. Analogno dobivamo da je drugi pribrojnik
stupnja |a|+1 po £ 12|a| < 2|a|+1 po 7, iz ¢ega slijedi da je Py uistinu odgovarajuéeg
stupnja.

Jos je preostalo provjeriti odnos potencija u varijablama & i 1. Po pretpostavci
indukcije znamo da su ¢lanovi polinoma Pg(&,7) oblika C&YnF, pri éemu je k—|v| < |B|.
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Clanovi prvog pribrojnika su tada oblika CE7lnk+s, gdjeje |[¥|=]v[+1i0<s<2, pa
iz

(k+s) =Y I=k=P+ (-1 <[Bl+1=]a],
slijedi da zadvoljavaju trazeni odnos potencija. Za drugi pribrojnik imamo da su ¢lanovi
oblika C&Y %% uz |4/| = |y| + 110 < s < 1 pa analogno slijedi da i oni zadovoljavaju
trazni odnos potencija, ¢ime je dokaz zavrsen.

Q.E.D.
Lema 2. Zasvakejecl.dia € Ng vrijedi
Cad
(84 . < «, d .
Dem. Po prethodnoj lemi mozemo 0%(J;)(§) zamijeniti s Pq (5, %) K(E)_l_ma‘, pa

koristeci svojstva polinoma P, imamo

a8 ) KO < |£I‘°‘(|s|°‘|Pa|(|s|,...,|s|,i))K<s>—1—2a'
I €]

g7l (1 4 g2l K (g) 12

N\

éa,d
Ca,d

€[l

pri ¢emu je |Pq| polinom s koeficijentima jednakim apsolutnim vrijednostima odgovara-
juéih koeficijenata polinoma Py, dok smo u prvoj nejednakosti (drugom retku gornjeg
izraza) koristili da A%l P, ()\ A, i), pa onda i Ael|P, |()\ A, %), nema negativnih
potencija, te da je stupnja manjeg ili jednakog |a| + (|| +1) — 0 = 2[a| + 1, ¢ime ga
mozemo ocijeniti s C ¢(1+ |€]2%/F1) za neku konstantu Cy, g > 0. Nadalje, u pOSlJedIlJOJ
nejednakosti smo iskoristili ocjenu

K(€)2\a|+1 > ( /1 n |€|2>2|a|+1 > 2_|0¢|— ( + |€|)2|a|+1 > 92" |oe|— (1 + |£|2\a\+1)

Kao sto smo najavili, iz prethodnih rezultata i Fad di Brunove formule sada jedno-
stavno slijedi da funkcije iz C*(Kp oo (R?)) zadovoljavaju Mihlinov uvijet.

Teorem 3. Neka je k € Ny. Za sve ¢ € C*(Ko(R?)) i o € N¢ takve da |a| < &
vrijedi

N\

191l (K oo (RA)

€]l ’

Dem. Tvrdnja trivijalno vrijedi za x = 0. U sluc¢aju x > 0 funkciju ¢ zapisemo kao
Y =1* o J, gdje je v* = o T 1 € CF(A[0,71,1]), i iskoristimo formulu (1). Medutim,
kako formula ima puno ¢lanova, provedimo ocjenjivanje postupno.

Koristec¢i prethodnu lemu imamo

0%(€)] < Cra ¢ eRY.

B Vs 7. Bj
ORI | S D DR |
8; e ) 8; oot (€17t
Sl vi=aj, vieNG\{0} Sl vi=ay, vieNG\{0}

1
< - .
X ‘€||aj‘c<a]7/67 Oé),
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gdje je
Bj C
Clay, B, a) = Z H’;—g'd
S vi=ey, mENg\{o} 7T )
Nadalje,

d d
> H Clay, B a) < ’£|1|a| > [[¢(ey.8.).

Zfl L= aZENd

pa kona¢no imamo

3, /,*
O SRR D DR | (SO

1<|81<la S | au—a, ageNd J=1

”w HC“ Al0,r1,1])
& |l ’

X Vk,d

pri ¢emu je

z&

aj,ﬁ )

1

Crd: —lmlax |o]! Z ai Z
<K :

1<[8I< ] Y ai=a, o; ENZ j=1

Buduci da je po definiciji [|¢[|cr(k, . mre)) = ¥ [lcx(afo,r,1)), dobili smo traZenu ocjenu.
Q.E.D.

Po prethodnoj lemi i Hormander-Mihlinovom teoremu kona¢no dobivamo da za xk >
12] +11p e (1,00) vrijedi C*(Ko0(RY)) C MP, odnosno za svaki ¢ € C%(Kg(R?))
imamo

Al e @ay < Call¥llon ko o m9)) -

Za r = 0 smo s (I1.4) okarakterizirali kada mozemo neprekinute funkcije na R
prosiriti do neprekinutih funkcija na Ko’oo(Rd). Medutim, ovdje nemamo neku tako
jednostavnu karakterizaciju, ve¢ da bismo pokazali da funkciju v € C*(RZ) mozemo
prosiriti do C* funkcije na Ko oo(R?) trebamo pokazati da je za svaki |a| = & funkcija
9%(¢po J~1) neprekinuta. Za to opet mozemo koristiti Fad di Brunovu formulu, pri ¢emu
je potrebno znati neka svojstva derivacija preslikavanja J 1 : A(0,rq, 1) — R? danog s

THE) = ¢(1—1[¢D) 77 —rocle] "

Iz tog razloga ¢emo pokazati tvrdnje za J ! analogne tvrdnjama lema 11 2 za J.

Lema 3. Zasvakejel.dia € Ng vrijedi

— —1 | —1-2]
0*(T; (€)= PalQ)(1 =€) 727 +10Qa Q)¢ 2, ¢ e A(0,m1,1),
pri ¢emu su Py, i Qo polinomi stupnja ne veéeg od |a| + 1.
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Dem. Dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijom po redu derivacije |a|. Neka je
j € 1..d proizvoljan i fiksan.
Za a = 0 iz same definicije slijedi da je .7{1 trazenog oblika uz Py(¢) = ¢ i

Qo(¢) = —¢j-
Neka je sad o = e;, i € 1..d. Ukoliko je ¢+ # j tada imamo

O(T Q) = GG (1= IC1)72 +roGiIC] 2,

¢ime dobivamo P, (¢) = Q¢,;(€) = (i¢j, dok je u slucaju i = j
P (TN = (G~ 6P+ DA~ [P + (¢ ~ ISPl

Sto daje Pe, (¢ )— — [P +11Qe(¢ )— — ¢

PretpostavmlO da tvrdnja vrijedi za nekl n € N. Neka je a € Ng, la] = n+1,
po volji odabran, te neka su B € Ng ii€ 1.d takvi da vrijedi |B| = nia =0 +e;.
Odredimo 8“(\7{1):

(757 )(¢) =0 (Pﬁ<c><1 ~ ¢34 0Qp(¢)1¢ 7 2A)
—(1 = [¢) 3B ((1 - [CP)(0 Pa)(C) + (1 + 218G Pa(C) )
+ 7ol 2P (1CP 0/ Qp) (€) — (1+ 2181)6Q8(C))

Kako su

Pa(€) = (1 = [¢[*)(@"P5)(C) + (1 +2|B81) i P5(C)

Qal€) = [¢I(0'Qp)(¢) — (1 +2|8))¢Qs(C)

polinomi stupnja ne veéeg od |a| + 1, dobili smo trazenu tvrdnju.

Q.E.D.

Iz (I1.3) smo vidjeli da 7! moZemo po neprekinutosti prosiriti na A4g[0,71,1] =
S9=1(0, 1) s vrijednosti 0, a po prethodnoj lemi vidimo da to vrijedi i za sve derivacije (ali
uz opéenito neku drugu vrijednost). Time iz (1) dobivamo da za 1) € C*(R%) i |a| < &
funkciju 9%(¢ o J1), za koju znamo da je iz C(A(0,r1,1)), moZemo po neprekinutosti
pro$iriti na Ag[0,71,1]. Medutim, iz Teorema 3 je jasno da takvu funkciju ne mozemo
op¢enito po neprekinutosti prosirit na A« [0, 71, 1] kako nuzno trebamo imati da derivacije
funkcije 1) u beskonac¢nosti polinomijalno iS¢ezavaju.

Lema 4. Zasvakejecl.dia € Ng vrijedi

Ca,d
(1= [¢[2)ztlel”

Nadalje, postoji konstanta r takva dar; <r <1, te za svaki r < |{| < 1 vrijedi

0T (] < Caal THO[HF2I

N

0%(7; () ¢ € A0,r,1).
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Dem. Prvi dio tvrdnje trivijalno slijedi iz prethodne leme i ¢injenice da je 1 < [{| < 1.
Za drugi dio tvrdnje je dovoljno uociti da za C' > 1 postoji konstanta r € (ry, 1)
takva da za r < || < 1 vrijedi

S ey (S
e e )

. . R TRV . .. Cr—1 , 1 RN
a Sto je posljedica ¢injenice da je funkcija = +— N rastuca za & <z < 11 tezi k +00

kad z — 1.

Q.E.D.

Neka je v € S(R?) i @ € N@. Pokazimo da je 0%(1) o J~!) naprekinuta na
A0, 71, 1]. Po komentaru prije prethodne leme, potrebno je samo pokazati da je moZemo
prosiriti po neprekinutosti na A [0, 71, 1]. Stovise, pokazat ¢emo da promatrana funkcija
na Ax[0, 71, 1] poprima vrijednost 0.

Koristeéi (1) i drugu nejednakost iz prethodne leme dobivamo da na okolini ruba
Axo[0, 71, 1] vrijedi ocjena

0% (W o T NI < lalt Y CalT MO @%0) (T ()]

1<IBI< e

Kako je v iz Schwartzovog prostora, znamo da za svaki s € R* izraz |€]°|9By(€)| u
beskonac¢nosti tezi nuli. Time smo dobili da [0%(y) o J~1)(¢)| tezi nuli kad |¢] — 17,
odnosno, 9%(¢ o ‘7_1)|A O] = 0, pa je konaéno S(R?) C C*(Kg «(RY)), k € No.

oo 7T13

Uzmimo sad 1 € C*(S?1). Tada imamo da je ¢ o w € C*RY), pri éemu je
w(¢) = é—l projekcija na jedini¢nu sferu. Pokazimo da je 1o € C*(Ko oo (R?)). Kako je

~1
(wom e )@ =v(Fmeh) = (i)

uocavamo da je ((;b oTr)o j‘l) = pa je onda ocito o € CF(Kp o0 (RY)).

T Ajorr.1]
Time smo dobili poopcéenje Leme I1.2.
Lema 5.
i) S(RY) — C*(Ko (RY)), i
i) {Ypom : € CHSI)} — CF(Kooo(RY)).

U petom odjeljku ¢e nam trebati da je za odgovarajuci izbor m € N i o € Ng
funkcija "™ (&) = (H'iw element prostora C“(Kom(Rd)), pri ¢emu je o € Ng, la] <
m. Za razliku od Primjera I1.1, ovdje smo uzeli glatku funkciju u skladu s definicijom

prostora H=™P(RY).
Dokazimo najprije sljede¢u tehnicku lemu.

Lema 6. Zasvakis € R\ 2Ny, a € N4 i ¢ € RY vrijedi

(1 +1€R)F) = Pa@)(1+ )51,

pri ¢emu je Py, polinom stupnja ne veceg od |c|.
Ukoliko je s paran, tada gornje vrijedi za |o| < 3.
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Dem. Tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom po redu derivacije |a|. Za |a| =0
je tvrdnja trivijalno ispunjena, dok za a = e;, 7 € 1..d, imamo

O ((1+1P)8) = s+ ¢35

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Neka je a € N¢, |a| = n + 1, po
volji odabran, te neka su 8 € Ng ii€ 1.d takvi da vrijedi || =nia = 3+e¢;, pa
imamo

0 ((1+16P)7) =" (Pa(e)(1 + [€f2) 319
—((1+ IEP)O PB)(€) + (s — 21B)&Pa(€) ) (1 + €)1

Ukoliko je s paran prirodan broj, tada za neki 8 imamo § — [3| = 0 pa u tom slucaju

u gornjem izrazu druga jedankost nije valjana. Medutim, u tom slucaju je (1 + |£]?)2
polinom stupnja s pa onda i lako odredimo derivacije.
Q.E.D.

Sada po Leibnizovoj formuli lako dobivamo da jezam € N i a,3 € Ng

3 £ _ 7 2y- 28]
Py ) = Pl i)

pri ¢emu je f’g polinom stupnja ne veéeg od |a| + |3], iz ¢ega slijedi ocjena

o (g )| < ca vy e

za neku konstantu C' > 0.
Koriste¢i prethodne rezultate, sada mozemo dati dovoljan uvjete na m i a tako da
funkcija 9@ bude element prostora C*(Kp o (R?)).

Lema 7. Zam € Nia € N takvedam > 2x + |a| + 2 je ™ € C(Kg o0 (RY)).

Dem. Kako je 9™ € C*(RY), dovoljno je pokazati da pripadne parcijalne derivacije
funkcije 1p™ %07~ mozemo po neprekinutosti prosiriti na A [0, 71, 1], a za §to je dovoljno
pokazati da su sve parcijalne derivacije reda x + 1 omedene na okolini A[0, 77, 1].

Neka je B € N, |8| =  + 1. Koristeéi (1), drugi dio tvrdnje Leme 4, te prethodnu
ocjenu, na okolini Ax[0, 7, 1] imamo

P (e o g ) ()| <IBIL YD T THQIMHER @) (T )]

1<]y(<18)
~ o o o l a
<IBlL > Gyl HOIRl 1 4 |7 (g2 E e el
1<vI<|8]
<(k+1)! Z O (14T~ ( ¢)| )—%+%|OL|+/€+1
1<|~I<|8]

<CK(1 + |j—1(c)|2)—%(m—\a\—2m—2) < CK,

iz ¢ega slijedi omedenost parcijalnih derivacija.

Q.E.D.
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Rezultat prethodne leme ¢e vjerojatno ostati valjan i za m > 2k+|a/, ali onda treba
pokazati da su derivacije najviseg reda (reda k) neprekinute na A0, 71, 1]. Medutim,
pravo poboljsanje rezultata bi bilo tek ako bismo imali da je dovoljno m > |al, Sto
nazalost opéenito ipak ne vrijedi. Naime, za m = 1, |a| = 01i k = 1 imamo

d
(v 771 (¢) = D@V T NI )

j=1
> —~GiG3(1 - rc|21>—2
= (14 (16l = (g2 = ro)?)

d CICI - o121 — 1125 -3
+ZroC¢C§!CI_1(1 )72 = e[ = el + ol
j=1

[S[°Y

(1+ (¢l = 1eP) 3 = r0)2)”

Zanima nas limes || — 1. Mnoze¢i brojnik i nazivnik u drugoj sumi s (1 — ]C|2)%,
dobivamo da je druga suma omedena na okolini Ay[0,71,1]. Medutim, prva suma je
neomedena kako je u brojniku ¢lan najviseg reda (1 — [¢]?)72, dok je u nazivniku (1 —
|C|2)_%. Time dobivamo da 9*(1)'% o 7~1) ne moZemo progiriti na A [0, 71, 1], pa onda
i P10 ¢ CHKp oo (RY)).

3. Pripremne tvrdnje

Kao i kod jednoskalnih H-mjera, prije samog dokaza egzistencije jednoskalnih H-
distribucija trebamo izvesti odgovarajuc¢u inacicu komutacijske leme, kao i prikladni oblik
teorema o jezgri.

Odgovarajué¢im interpolacijama pripadnih operatora, jednostavno se tvrdnja Leme
I1.4 poopéuje na LP, p € (1, 00), prostore.

Lema 8.  Neka su zadane v € C*(Ko o (R?)), k> [4] +1, i ¢ € Co(RY), te w, — 0F.
Oznacimo s Y, (€) == Y(wn€) za € € R Tada komutator moZemo zapisati kao zbroj

Cp = By, Ay, ] = Cp + K,

gdje je K kompaktan operator na Lp(Rd), dok C,, — 0 u operatorskoj normi na
L(LP(R%)), pri éemu je p € (1,00) proizvoljan.

Dem. Kao i u dokazu Leme I1.4, komutator C,, moZemo zapisati u obliku C), = Cp, + K,
pri ¢emu su C), := [By, Ay, —pgom) 1 K := [By, Ayyor). Po Tartarovoj Prvoj komutacijskoj
lemi [52, Lemma 1.7] znamo da je K kompaktan na L*(R%), a iz Leme I1.3 slijedi C;, — 0
u operatorskoj normi na £(L?(R?)).

Kako je 1o € C®(S? 1), imamo da je g o m € C*(Kp(RY)) € MP (npr. ta
¢injenica je komentirana u [10, Remark 1.5]), pa je za svaki p € (1,00) operator K
omed(:ln na LP(R%), dok je po Lemi 9 (vidi niZe) niz operatora C,, jednoliko omeden na
LP(R%).

Neka je p € (1,00) po volji odabran. Tada postoje r € (1,00) i 6 € (0, 1) takvi da
1/p=60/2+ (1 —0)/r. Kako je K kompaktan na L?(R%) i omeden na L"(R?), po [9,
Lema 4] slijedi da je K kompaktan na LP(R?).
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Sli¢no, koristeéi Riesz-Thorinov interpolacijski teorem (pogledati npr. [30, Theorem

1.3.4]) imamo
~ ~ |0 ~ 11-6
Gl curmesy < 1Nz Co it ey

iz Cega slijedi C), — 0 u operatorskoj normi na LP(R?).

Konacno, kako je p € (1,00) bio proizvoljan, dobivamo da tvrdnja vrijedi za svaki
p € (1, 00).

Q.E.D.

Lema 9. Neka 1 € L°(R%) zadovoljava Mihlinov uvjet:

C
(VEeR)(Va e NG, la| <k)  [0%9(€)] < e

Tada za svaki a > 0 funkcija 1, := ¥(a-) takoder zadovoljava Mihlinov uvjet uz istu
konstantu C'.

Dem. Za |a| < ki€ € RZimamo
¢ C
jagll> e[l

0%¢a(€)] = al™|(0¢)(a€)| < a!®

iz ¢ega slijedi tvrdnja.
Q.E.D.

Distribucije se standarno definiraju na otvorenim podskupovima RY, te takoder i na
glatkim mnogostrukostima bez ruba ([17, Section XXIII1.9], [51, Chapter 1]). Medutim,
Ko .00(R?) je kompaktan skup pa je zatvoren, a i (gledan kao mnogostrukost) je mno-
gostrukost s rubom, tako da moramo detaljnije prouciti kako bismo definirali distribucije
na Ko,oo(Rd). Ipak, kako je otvoren podskup  C R% mnogostrukost bez ruba, produkt
Q x Ko o (RY) je i dalje mnogostrukost s rubom, a ne mnogostrukost s uglovima [43] $to
bi dodatno zakompliciralo situaciju. Uoc¢imo jos da je dovoljno konstruirati distribuciju v
na Q x A[0, 71, 1], jer iz toga jednostavno mozemo dobiti distribuciju # na Q x Ko o (R%)
S

(7, @) = (r,@(,T ()

Uglavnom, u [43] su istaknute tri moguénosti kako se mogu definirati distribucije
na mnogostrukostima s rubom (zapravo se u spomenutoj referenci radi s opcenitijim
mnogostrukostima s uglovima). Prezentirajmo ukratko sva tri pristupa na kompaktnom
skupu A[0, r, 1].

Prvi pristup je da se definiraju distribucije na interioru, (C2°(A(0,71,1)))’, ¢ime
se dobiva veliki prostor objekata o kojima nemamo nikakvu informaciju na rubu sku-
pa A[0,71,1]. Znatno manji prostor se dobije ako se promatraju prosirive distribucije
(C&°(A(0,71,1))), odnosno nosene distribucije (C*°(A[0,71,1]))". Kako Zelimo da nam
prostor probnih funkcija bude C*°(A[0,r1,1]) (odnosno povlak tog prostora duz J), ra-
dit ¢emo s nosenim distribucijama. Stovise, iz C°(A[0,r1,1]) = C>®(A[0,7r1,1]), slijedi
da bismo standarnim pristupom upravo dobili nosene distribucije na mnogostrukosti s
rubom.

U [43, Thereom 3.9.1] je dan Schwartzov teorem o jezgri za prosirive i nosene dis-
tribucije na kompaktnim mnogostrukostima. Medutim, kako je nasa situacija znatno
jednostavnija, prikazat ¢emo ideju konstrukcije slicne ranije napravljenoj u odjeljku I1.2.
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Time ¢emo i izbjedi rad s 1-gustoéama [43, 51| koje se prirodno pojavljuju kod opéenitih
mnogostrukosti da bi se dobro definirao integral, odnosno da LllOC funkcije mozemo uloziti

u distribucije, $to ovdje ne trebamo kako je A(0,71,1) otvoren u R

Donosimo iskaz (standarnog) Schwartzovog teorema o jezgri za otvorene podskupove
R4 [50, 51].

Lema 10. Nekasu Q CR? i C RY otvoreni, te neka je B neprekinuta bilinearna
forma na CX () x C°('). Tada postoji jedinstvena distribucija v € D'(Q x Q') takva
da

(VfeCr(@)(Vge C(Q) B(f,g)=(v,fHyg).

Ukoliko je B neprekinuta na CF(Q) x CL(€Y') za neke k, I € Ny, tada se moze pokazati
da je distribucija v konac¢nog reda ¢ < k+1+d+d' + 1 (vidi dokaz [51, Theorem 1.3.4]).

Sli¢no kao u odjeljku I1.2, Zelimo najprije poop¢iti prethodni rezultat na slucaj kad
je @ C R4, pri ¢emu je R = {x = (x,2%) € R?: 2% > 0} zatvoren poluprostor R?.
Glatke funkcije na RY restrikcijom na Rﬂlr ostaju glatke. Vrijedi i obrat, medutim, ne
mozemo kao kod neprekinutih funkcija samo prosiriti po refleksivnosti jer mozemo izgu-
biti glatko¢u. Zato ¢emo koristiti Seeleyjev rezultat prosirenja, koji je zapravo poseban
(linearan) slucaj Whitneyjevog proSirenja, a kojeg donosimo iz [43, Theorem 1.4.1].

Lema 11. Za otvoreni podskup Q) C R neka je = QﬂRi. Tada postoji neprekinuto

linearno preslikavanje E : C*°(§2) — C*°() takvo da je za svaki ) € C>(12), E(@/J)’Q =
Y. .

Naravno, ako 1 ima kompaktan nosa¢ (u ), tada moZzemo posti¢i da E(v¢) ta-
koder ima kompaktan nosa¢ (u Q). Naime, samo dobivenu funkciju iz prethodne leme
pomnozimo s odgovaraju¢om rezu¢om funkcijom.

Sada za Q' C Ri mozemo provesti istu konstrukciju kao u odjeljku I1.2 za poluku-
gle, s tim da samo prosirenje po refleksivnosti zamijenimo gornjim prosirenjem. Dakle,
uzimajuéi (kona¢nu) particiju jedinice na A[0, 71, 1], te koristeéi Lemu 10, analogno kao
u dokazu Leme I1.6 dobivamo teorem o jezgri za Q x A[0, 71, 1], a time i odgovarajuéu
distribuciju na  x Ko «(R9) kao $to je ranije napomenuto.

Teorem 4. Neka je Q C R? otvoren, te neka je B neprekinuta bilinearna forma na
C(Q) x C®(Kooo(R?)). Tada postoji jedinstvena distribucija v € D'(Q x Kg o0 (R%))
takva da

(V[ € CP(Q)(Vg € C¥(Kow(R?)) B(f9) = (v, fRg) .

Alternativno smo mogli koristeéi [43, Proposition 1.14.2] uloziti A[0, 71, 1] u torus, te
onda iskoristiti poznati rezultat Schwartzovog teorema o jezgri za glatke mnogostrukosti
bez ruba [17, Section XXIIL.9].

4. Rezultat postojanja

Sada smo spremni za konstrukciju jednoskalnih H-distribucija.
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Teorem 5. (postojanje jednoskalnih H-distribucija) Ako u, — 0 u LfOC(Q)
i (v) omeden u Ll (Q) za nekip € (1,00) i ¢ > p (1/p+1/p = 1), te w, — 0T,
onda postoje podnizovi (uy), (vy) 1 kompleksna (nosena) distribucija konacnog reda
I/I(ggng € D'(Q x Kooo(RY)) takvi da za svaki izbor probnih funkcija @1, p2 € Co(Q) i

¥ € C*(Koeo(RY), za k= 4] + 1, vrijedi
linI/n/Ai/)n/(Splun’)QOQUn’ dx :libr,n/@lun’Adln/(@QUn’) dx
Rd R4

= < I(é;";), P12 X 1/1> :
pri ¢emu je vy, = 1p(wy-). Distribuciju VI(:)”;O) nazivamo jednoskalnom H-distribucijom (s

karakteristitnom duljinom (w,,)) pridruzenom (pod)nizovima (u,) 1 (v,). .

Dualni produkt u iskazu teorema je dobro definiran kako ¢emo pokazati da je
(p, 1) — <VI({“;”;3, oKX w> neprekinuti bilinearni funkcional u topologiji prostora C.(2) x
C”(KO’OO(Rd)) pa ga mozemo po neprekinutosti prosiriti na taj cijeli prostor. U iskazu
smo dodatno rekli da imamo vezu izmedu limesa niza integrala i tog prosSirenja.

Standarno uzimamo da je dualni produkt antilinearan po prvom argumentu, a line-
aran po drugom argument, pa niz integrala iz iskaza mozemo krace zapisati kao

/Rd Ay, (011 ) 02057 dx = (pavys, Ay, (P11)) -

Koraci dokaza ovog teorema bit ¢e analogni onima u dokazu teorema postojanja
jednoskalnih H-mjera (Teorem II.1), pa ¢emo neke argumente izostaviti. Medutim, pri-
sjetimo se da za Q C RY otvoren postoji niz kompakata (K,,) koji ga iscrpljuju, odnosno
Ky Cint K1 1 U, Km = Q.

Dem. Prva jednakost je posljedica ¢injenice da je A&n, adjungirani operator operatora
Ay, -

Neka su ¢1 i g proizvoljne probne funkcije nosene u K,,, te ¢ € C“(Koyoo(Rd)).
Po lemama 3 i 9 je niz (Ay, (¢1u,)) omeden u LP(R%), pa po Hélderovoj nejednakosti
slijedi da je cijeli niz integrala iz iskaza teorema omeden (u C) s

| (P20, Ay, (p1un)) | < Conall@llLes (g 19211Loe () 19l ox (ko oo (1Y) 5

pri ¢cemu je Cp, g = Cq(sup,, ||un|lrr(k,,))(sup, ||Un||LP’(Km))> dok je Cy konstanta iz Le-
me 3. Time mozemo prije¢i na konvergentan podniz ¢iji limes, oznacen s L(p1, 2, 1),
zadovoljava istu ocjenu.

Sada u potpunosti analogno kao u dokazu Teorema II.1 Cantorovim dijagonalnim
postupkom moZemo prije¢i na podniz, oznacen s n’, koji je dobar za svaki izbor probnih
funkcija o1, 2 € Co(Q) i ¢ € CF(Kpoo(R?)). Time smo dobili neprekinutu trilinearnu
formu L na C.(Q) x Ce(R) x C*(Kgoo(R?)) koja za proizvoljni izbor probnih funkcija
zadovoljava

linm (P20nr, Ay, (01un)) = L(1, 2,1)) -
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Nadalje, L(p1, ¢2,1) ovisi samo o umnosku ¢192 (a ne o o1 i p2 neovisno). Naime,

llnr/n <902Un/, Al%/ (‘plun’)> - lg/n <(,02?Jn/, 901A¢n’ (Csuppg01un)>
= linl}l <<ﬁ1902vn', Awn/ (Csupp 901un)>
= linI/n <CSupP 10supp w2 Un’ > P1P2AY, (Coupp 1 n) >

- linrln <<supp @1Nsupp 2 Un/; Awn, (@1952Un)> )

pri ¢emu je (g € C.(Q) identicki jednaka 1 na K, dok smo u prvoj i posljednjoj jednakosti
koristili Lemu 8 i pretpostavku da u,, — 0 u Lfo ().

Za ¢ € Ce(Q) 19 € CF(Kooo(RY)) definirajmo L(,%) := L(¢, (suppe, ¥). Defi-
nicija je valjana kako po gornjem racunu £ ne ovisi o izboru funkcije Csuppp, pa je £
neprekinuta bilinearna forma na C.(2) x C*(Kg «(R%)) koja dodatno za @1, 2 € Cc(9)
zadovoljava

L(p162,%) = L(9192, Gupp (p182)» V) = L(®1, 92, ¥) .

Kako je topologija prostora C2°(£2) x COO(Kojoo(Rd)) jaca od topologije prostora
Ce(Q) x C¥(Kpo0o(R?)), restrikcija bilinearne forme £ na C(Q) x C®(Kpoo(R?)) je
i dalje neprekinuta s obzirom na topologiju prostora C2°(Q) x C* (K~ (R%)). Sada

po teoremu o jezgri danog Teoremom 4 slijedi da postoji distribucija VI(< ) koja se na
tenzorskim produktima podudara s bilinearnom formom L. Kako je £ neprekmuta na
Ce(Q) x CF(Ko.0o(RY)), po komentaru nakon Leme 10 slijedi da je o O"OC) distribucija reda

manjeg ili jednakog x + 2d + 1.
Q.E.D.

Po Lemi 5 izravno slijedi da su jednoskalne H-distribucije prosirenja H-distribucija.
Nadalje, ukoliko se restringiramo na S(R?), tada dobivamo objekt koji je direktno progi-
renje poluklasicnih mjera ¢ime ga ima smisla nazvati poluklasi¢na distribucija.

Iz definicije izravno slijedi da za jednoskalne H-distribucije VKO - 1 HK, ., pridruZzene
(pod)nizovima (up) i (vy), odnosno (vy) i (up), vrijedi vk, :EKO . Za vektorske
nizove (uy) i (vn) definiramo pripadnu matricnu jednoskalnu H-distribuciju VK, .. K0joj

je (i, ) komponenta, ng , jednoskalna H-distribucija pridruZena nizovima (u’) i (U%)

Kao i kod H- dlstrlbucija (vidi Napomenu 10) ukoliko su za svaki n nosaci funkcija
Up, 1 vy, sadrzani u nekom fiksnom kompaktu K, te ¢ > p’, moze se koristedi [38, Theorem
2.1] kao u [44, Theorem 9] pokazati da je jednoskalna H-distribucija element Bochnerovog

prostora L7 (€2; Cr(Ko00(R9))), pri cemu je p € (1, p’fq)
Ostala svojstva H-distribucija dana u [5] se analogno prosiruju na jednoskalne H-
distribucije, koja ne¢emo sad posebno navoditi ve¢ ¢emo izvesti odgovarajuce lokalizacij-

sko nacelo.

5. Lokalizacijsko svojstvo

Kako u L? prostoru, p € (1, 00), Fourierovu pretvorbu treba zamijeniti s Fouriero-
vim mnoziteljima, uvjet desne strane (I1.12) takoder treba prilagoditi. Ovdje ¢emo radi
jednostavnosti obuhvatiti samo poopéenje slucaja [ = 0 odjeljka I1.5.

100



Jednoskalne H-distribucije

Neka je m € N i (g5,) niz pozitivnih brojeva omeden odozgo s 1 (1 smo uzeli samo
radi jednostavnijeg racuna). Za niz (f,) u H-™P(R?; CY) promatramo konvergenciju u
sljede¢em smislu

d.
2) Ay eyt —0 u LIRECY).

Lako se pokaze da se ova defincija za p = 2 i [ = 0 podudara s uvjetom (I1.12). Kao i
u L? slucaju, lokalizirana inacica ovog uvjeta pokazat ¢e se prikladnijom: za niz (f,) u
H,"P(€; C?) promatramo

(3) (Vo e CRQ) A, oy (of) — 0 u LPRECY).

Iz Leme 6 jednostavno slijedi da za svaki (realni) s < 0 funkcija (1 +|€[2)2 zadovo-

ljava Mihlinov uvjet, a onda po Lemi 9 slijedi da je niz operatora A(1+|€ ¢2) % jednoliko

omeden na LP(R%; CY), ¢ime imamo da jaka konvergencija k nuli u prostoru LP(R%; C9)
povlaéi uvjet (2). Dodatno, imamo da je uvjet (2) slabiji za veée brojeve m. Preciznije,
ako je m1 > mg tada uvjet (2) uz ma povlaci uvjet (2) uz my.

Pokazimo da uvjet (2) povladi jaku konvergenciju k nuli u H=™P?(R%; C?). Zapravo
je dovoljno pokazati da je Fourierov mnozitelj sa simbolom

2, m
Ser

jednoliko omeden na LP(R%; C%). Za o € Ng po Leibnizovoj formuli i Lemi 6 imamo

(L)) < 3 (§)Riratcntia+ g

1B|<c

|Pap(€)](1+ [€[?)~ 2 oA
<3 (5)HFa s gty 1 gy 85

IBl<e
m_ 18| ,f,u @ 2"
<3 (§)aviemE o rEet < 2o,
IBl<e
pri ¢emu su Pg i Pa_,@ odgovarajuéi polinomi stupnja |3| i |a| — |3] iz Leme 6, dok
m_ |8 m ,3
smo u tre¢oj nejednakosti koristili da je g‘m(l + |€n£]2)7_% < (1 + |¢f? )*_T za
|8 > %. Istaknimo da je ocjena u prvoj nejednakosti valjana i za paran m, iako nije

nuzno optimalna. Sada po Hormander-Mihlinovom teoremu slijedi tvrdnja.
S druge strane, iz

- m_|of | |B] m_ |of | |8
e L4 eng?)TETE T <L IEP) T
slijedi
g (LTI B |
1+ [eng]? S gfled

pa obrat vrijedi ukoliko je dodatno niz (&,) omeden odozdo pozitivhom konstantom, kada
dobivamo da je uvjet (2) ekvivalentan jakoj konvergenciji k nuli u H=?(R%; C9).

Pri izvodenju lokalizacijskog svojstva jednoskalnih H-mjera, tvrdnja Leme I1.8 poka-
zala se kljuénom. Koristed¢i gornji ra¢un, jednostavno dobivamo njen analogon s obzirom
na uvjet (2).
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Lema 12. Neka je (g,,) niz u R™ omeden odozgo i (f,) niz vektorskih funkcija koji za
neki k € 0..m jako konvergira nuli u prostoru H=%P(R%; C%). Tada niz (e£f,) zadovoljava
(2)-

Dem. Iz prethodnih racuna i komentara znamo da su Fourierovi mnozitelji sa simbolima

1 2 k _
5£<1+4|—Jf‘£l2> i (14 |en€)?)" "2 Jednollko omedeni na LP(R%; C9), pa iz

L
2

ex _:5k<1+!£\2>k 1 1
(1+ 12822 "N+ 1€ (14 [e,82) "2 (14 [€]2)

koristeci Ay, p, = Ay Ayy, dobivamo tvrdnju.
Q.E.D.

Sada smo spremni dokazati lokalizacijsko svojstvo jednoskalnih H-distribucija, odno-
sno poopcenje Teorema I1.3 na L? slucaj.

Teorem 6. Neka u, — 0 ulLl (;C"), p € (1,00), zadovoljava

loc

(4) > e Oa(A%u) = f.
0<]a|<m
pri cemu g, — 07, A% € C>®°(Q; Myx:(C)), dok je (f,) niz funkeija iz H P (Q; C9) koji
zadovoljava (3). Nadalje, neka je (vy,,) omeden niz u LfOC(Q; cn).
Tada jednoskalna H-distribucija v, . pridruZena (pod)nizovima (vpn) i (un) ka-
rakteristicne duljine (g,,) zadovoljava:

p(X7 S)VI—EO,OO = O )

pri cemu je

S T S L —" O

0<jal<m (1+[g[)2+att

dok je q red jednoskalne H-distribucije.

Dem. Dokaz je analogan dokazu Teorema II.3, ali ¢emo radi potpunosti prezentirati
cjeloviti dokaz.

Lokalizirajmo (4) mnoZenjem s proizvoljnom probnom funkcijom ¢ € C(2), te
koristeci Leibnizovo pravilo dano u Lemi I1.9 dobivamo

> D (- BI( ) La@a—ﬂ((%%@%“%) = pfy .

0<]a|<m 0B

Cilj nam je pokazati da ¢lanovi uz B # 0 na lijevoj strani prethodne jednakosti
zadovoljavaju uvjet konvergencije desne strane (2), tj. da ih mozemo prebaciti na desnu
stranu.

Za dane a i B niz 0 ((chp)Ao‘un> je nosen u ¢vrstom kompaktu (supp ¢), dakle,

po Rellichovom teoremu kompaktnosti, za 3 # 0 je jako pretkompaktan u H-lelp (©; CY),
pa time (zbog slabe konvergencije niza (u,) k 0 u L? (Q;C")) i jako konvergira k 0 u

o loc

navedenom prostoru. Nadalje, po Lemi 12 izraz e, |8a_ﬂ ((85g0)A°‘un) zadovoljava (2).
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Zbog proizvoljnosti ¢ i 3 dobivamo tvrdnju, pa gornju jednakost mozemo jedno-
stavnije zapisati kao
Z ‘OL'a ( ) = ‘En )

0<|al<m

pri ¢emu (f,) zadovoljava (2).

Djelovanjem na prethodnu jednakost operatorom A —mogn (= k= L%J +1

(1+[engl?)
je red pripadne jednoskalne distribucije) dobivamo

S Agnjerpeareal@A®u,) — 0w LP(RECY),
0<|a|<m
pri demu smo koristili da (2) uz m povlaci (2) uz m + 2¢ + 2, dok je 2T =
PmH20+2.2 (¢ ) za |l < m element prostora C9(Kp o (RY)) (V1d1 Lemu 7).
Nakon djelovanja na gornju sumu operatorom Ay.,.y, za 1) € Cq(Ko,oo(Rd)), tenzor-
skog mnoZenja s @jvy, za @1 € C2°(Q), te kompleksnog konjugiranja, po definiciji jedno-
skalnih H-distribucija za (j, k) komponentu imamo

Z th/ ‘A2m e, wm+2q+2a(§014 us)gplvkdx

O<|a|<m8 1

> Z <’7;k<fm7 pp1 AT K (2wi)|a|¢¢m+2q+2,a>

0<|a|<m s=1

Z Z< 27_” |a|wm+2q+2 aAa VKO , 1 X 1;>

0<|a|<m s=1

= < > (@2mi) 0T |£|£2)g"'+q+1 [A%vg, ik 91 B YZ> :

0<|a|l<m

Kako su funkcije ¢, 1 i ¢ proizvoljne probne funkcije, a tenzorski produkti su gusti
u prostoru C4(Q x Ko oo (R?)), dobivamo tvrdnju.
Q.E.D.

Prethodni teorem moze se poopditi na slucaj opcenite karakteristicne duljine (wy,)
pripadne jednoskalne H-distribucije kao u Teoremu II.5. Medutim, kako smo zbog re-
zultata Leme 7 morali umjetno povecati red jednadzbe (s m na m + 2¢g + 2), to bismo u
slucaju ¢ = oo dobili trivijalan rezultat. Naime, koeficijenti uz derivacije reda m + 2q + 2
su jednaki nula. To za posljedicu ima da iz prethodnog rezultata ne mozemo dobiti
lokalizacijsko svojstvo H-distribucija.
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Jednoskalne H-mjere i inacice

H-mjere su prilagodene problemima u kojima su sve varijable ravnopravne, tj. u
promatranim diferencijalnim relacijama medusobni omjer svih parcijalnih derivacija je
jednak. Medutim, pokazano je (vidi [6]) da u slu¢ajevima kad to nije ispunjeno (npr. pa-
rabolicke jednadzbe), dobivamo nezadovoljavajuce rezultate. Za parabolicke jednadzbe,
tj. jednadzbe s omjerom 1:2 izmedu reda derivacija po vremenu i po prostornim vari-
jablama, nove inacice, parabolicke H-mjere, su uvedene [6] i uspjesno primijenjene u
homogenizaciji malih amplituda [6], u dobivanju eksplicitnih formula i ocjena u homoge-
nizaciji [7], te u izvodenju diferencijalnih relacija za mikrolokalnu gustoéu energija, kao
posljedice prijenosnog svojstva [8]. Daljnja poopéenja dana su s ultra-parabolickim H-
mjerama [47] koja dopustaju viSe od jedne varijable reda 1, $to je prikladno za proucavanje
ultra-parabolickih jednadzbi.

Iako se ve¢ina klju¢nih jednazdbi matematicke fizike moze obuhvatiti jednom od spo-
menutih inacica (s omjerima 1:1 ili 1:2), nedavno veée zanimanje znanstvene zajednice
za diferencijalne jednadzbe s razlomljenim derivacijama motivara uvodenje inacica s proi-
zvoljnim omjerima. U [33] nova inacica je uvedena i primijenjena za dobivanje postojanja
slabog rjesenja zakona sacuvanja s razlomljenim derivacijama. Ovaj pristup je kasnije
koristen u usrednjavanju brzinama [37] i kompaknosti kompenzacijom za diferencijalne
relacije s razlomljenim derivacijima [44].

Glavna ideja je da se projekcija po pravcima kod klasiénih H-mjera, odnosno po
parabolama kod parabolickih H-mjera, zamijeni s opcéenitijim krivuljama

1 1
on(s) =diag{s°1,...,s%}np, s>0, nePkP,

pri cemu a € (0, 1]d predstavlja promatrani omjer medu varijablama, dok je P odgova-
rajuca ploha kojom su krivulje parametrizirane. Ovaj pristup je sistematiziran u [20].

1. Razlomljene H-mjere

Za o € (0,1]%, definirajmo plohu @ s

2 2 2
§ .8, | &_
a1 9 Oq O'min

)

pri demu je amin := min; oy € (0, 1].

Ocito je Q@ = S za a; = ... = agy (klasi¢an slucaj), dok se u parabolickom slucaju
o) = %, ag = ... = ag podudara s elipsoidom promatranim u [8, Section 2].

U [20] je pokazano da je @ glatka ploha, te je s

o= (1)

dana projekcija prostora R? na @ po krivuljama kroz ishodiste okomitim na @, pri ¢emu
s € C*(RY) zadovoljava (vidi [20])

a) s=0

b) (V€ € RO(VA € RY) sOPTE, ..., A Ey) = As(€)

¢) s € C(R% uz 5(0) =0

d) |k = &l k€ ld = s(n) = s(§)
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e) ds(€,m) = s(& —n) je metrika
£) (V€ € R Y (J&|™ +-. 4+ 164]°) < 5(6) <[] 4.+ [al
Na primjer za a; = ... = ag = 1 je s(&) = |€|.

Metrika dg i euklidska metrika nisu jednoliko ekvivalentne, ali su topoloski ekviva-
lentne, odnosno topologija dana metrikom ds se podudara sa standardnom euklidskom
topologijom. Zaista, pokazimo da za svaki £ € R% i ¢ > 0 postoji 6§ > 0 takav da

K(&,0) € Kq,(§,¢) 1 Kq,(§,0) € K(&,2).
Neka je n € K(§,d) za § < 1. Po gornjim svojstvima (d) i (f) imamo

ds(&,m) = s(& —m) < s(5,...,0) < d§¥in,
pa mozemo izabrati dovoljno mali § takav da ds(&,m) < e.

1
S druge strane, iz n € Ky (€,0) i 6 < 1 po (f) slijedi |& — np| < (=) %min §,

Qmin

k € 1..d, pa imamo

1

TSl mi < () T
m _ <( > min ,
Y

pa opet mozemo izabrati dovoljno mali § takav da n € K(§,¢).

d \a
E=nl <X le—ml" e —ml < (=)™
; Q'min

d 1

Postojanje razlomljenih H-mjera, inacica H-mjera uz projekcije wg, dano je u [20,
Theorem 4]:

Teorem 1. (postojanje razlomljenih H-mjera) Ako u, — 0 u L (€;C"), onda

postoji podniz (u,s) i r X r hermitska nenegativna matricna Radonova mjera pg na
produktu Q x Q takvi da za svaki izbor probnih funkcija p1,p2 € C.(Q) i ¢ € C(Q),
vrijedi

lim / (@Tn/(@ ® @Iﬂ(&)) (¥ o mQ)(€) d€ = (pq, (p1$2) K1)

Rd

— [ e00u(©) dn(x.).
QOxQ

Mjeru pg nazivamo razlomljenom H-mjerom pridruZenom (pod)nizu (uy). .

Prethodna definicija se podudara s klasicnim H-mjerama za a3 = - -+ = ag (Teorem
1), odnosno s parabolickim H-mjerama [8, Theorem 3| za paraboli¢ko skaliranje a; = %,
g =...=qq.

U [20] je pokazano lokalizacijsko svojstvo ovih inacica, dok je izvodenje prijenosnog
svojstva u pripremi.

Ovdje ¢emo komentirati postojanja razlomljenih H-distribucija, kao i jednoskalnih
razlomljenih H-mjera, te jednoskalnih razlomljenih H-distribucija.

2. Razlomljene H-distribucije

Neka je Q C R? otvoren, te a € (0,1]%.
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Najbitniji koraci u konstrukciji mikrolokalnih defektnih funkcionala su dobar oda-
bir prostora probnih funkcija, postojanje odgovarajuce komutacijske leme, te primjena
prikladnog teorema o jezgri.

Za prostor probnih funkcija u fizikalnom prostoru standarno uzimamo C2°(52), dok
u Fourierovom prostoru separabilan Banachov prostor C*(Q), pri ¢emu je @ ploha iz
prethodnog odjeljka, dok ¢emo k € Ng kasnije odrediti.

Najprije trebamo pokazati da je za odgovarajuci izbor kK € Ny Fourierov mnozitelj
Ayq neprekinut na LP, p € (1, 00), pri ¢emu za ¥ € C*(Q) definiramo ¢% = 1) o Q.
Kako za svaki A € Rt i & € R? vrijedi

1 1
WO(NTTer, AR ) = Q).
djelovanjem s 98, B € Ng, dobivamo
B Ba 1 1
Aot (@8yQ) (Aergy, . Amagy) = 0%09(E).
1
Uvrstavajuéi A = s(€)7! slijedi (/\éfl, A% Ey) = wo(€) € Q, pa imamo

B _Ba
1092 (€)| <[9P |Loo(ys(€) o ... 5(€)
| N ST L

pri ¢emu smo u drugoj nejednakosti iskoristili svojstvo (f) preslikavanja s iz prvog odje-
lika. Iz posljednje nejednakosti slijedi da za k > d funkcija ¥¥ zadovoljava pretpostavke
Marcinkiewiczevog teorema [30, Corollary 5.2.5] pa je i LP, p € (1, 00), Fourierov mnozi-
telj, odnosno operator A, je neprekinut na L”, p € (1, 00).

Neka su ¢ € C*Q) i ¢ € Co(RY). Trebamo pokazati da je komutator C' :=
[By, Ayl kompaktan na LP(RY). Kako je taj rezultat u L? slu¢aju poznat (npr. pogle-
dati [20, Lemma 3]), a po prethodnom razmatranju je za svaki p € (1,00) operator C'
neprekinut na LP(R%), trazena tvrdnja direktno slijedi po [9, Lemma 4].

Kako je @ glatka mnogostrukost bez ruba, mozemo iskoristiti poznati teorem o
jezgri za glatke mnogostrukosti [17, Section XXIII.9] koji nam daje da za neprekinutu
bilinearnu formu B na C.(£2) x C"(Q) postoji jedinstvena distribucija (konacnog reda)
v € D'(Q x Q) takva da za svake p € C°(Q2) i ¢ € C*®(Q) imamo B(y, ) = (v, p K1).

Time mozemo ponoviti konstrukciju Teorema 5 i dobiti postojanje razlomljenih H-

distribucija.
Teorem 2. (postojanje razlomljenih H-distribucija) Ako uw, — 0 u Lf (Q) i
(vn) omeden u LiL (Q) zanekip € (1,00) iq > p' (1/p+1/p' = 1), onda postoje podnizovi
(upr), (vy) 1 kompleksna distribucija vy € D'(Q x Q) takvi da za svaki izbor probnih
funkcija o1, g2 € CX(Q) i € C*(Q), za k = d, vrijedi

linr}l/AW(SOlun')wvn/ dx:linrln/solun/quQ(SOQUn’)dX
R R

=(vm, P12 W) .
Kompleksnu distribuciju vg nazivamo razlomljenom H-distribucijom pridruzenom (pod)-

nizovima () 1 (vy). .
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3. Jednoskalne razlomljene H-mjere

Jednoskalne H-mjere su poopéenje H-mjera s karakteristicnom duljinom, pa analo-
gno zelimo konstruirati objekt koji bi bio poopcenje razlomljenih H-mjera danih u prvom
odjeljku.

Ukratko ¢emo najprije opisati novu kompaktifikaciju prostora R%. Neka su oy, €
v . . — 7"0 Ve
(0,1], k € 1..d. Za ¢vrst rg > 0 definirajmo 7y : T te oznacimo s

A%0,r,1] := {C cRY:r < s(€) < 1}

zatvoreni d-dimenzionalni elipsoidni sloj opskrbljen topologijom naslijedenom od R?, a
koja se po razmatranju iz prvog odjeljka podudara s topologijom induciranom metrikom
ds. Dodatno uvodimo A%(0,ry, 1) := Int A*[0,71,1], te s AF[0,71,1] :== {s({) = r} i

AL 10,71,1] := {s(¢) = 1} oznacavamo pripadne rubne elipsoide.
Sada definiramo preslikavanje J¢ : RY — A%(0,7r1,1) s
o o 5]4:
T (&) = —, keld.

(ster+ () )™

Kako je s nenegativna i glatka, to je J< glatka.
Po svojstvu (b) preslikavanja s iz prvog odjeljka uocavamo da € i J*(€) leze na
istim krivuljama kroz ishodiste, odnosno da vrijedi

IE) & kel.d.

1

s(§)

Nadalje, J¢ je homeomorfizam, a inverzno preslikavanje 71 : A%(0,71,1) — RY
je dano s

1
(62N

s(T*(£))

a1, [ 8(8) =10 1—S(C)Q>“1k
(T (C)—( NN G, kel.d,
za koje takoder vrijedi
a\—1
IO &y

s((T) @) s(€)m
Time smo dobili da je (A%[0,r1, 1], J®) kompaktifikacija prostora RZ. Definirajmo
U ={0":me @} 1 E%:={o":neQ},

RY) ;= RIUXGUEE , a zatim progirimo funkeiju J* na K(‘)’foo(Rd) s J&(07) ==

ool

te K§
1
riF g 1 T (00™) =g, k € 1..d. Moze se pokazati da vrijedi

lim dy(79€),7707@)) =0 i lim do(TE), T* (")) = 0.

s(€)—0 s(€)—o0
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Konacno, na K&M(Rd) definiramo metriku s d.(&1,&2) == d(T“(&1), T*(&2)), pri
¢emu je d standardna euklidska metrika na R¢ (odnosno u ovom slucaju njena restrikcija
na A®[0,71,1]), koja je topologki ekvivalentna s euklidskom metrikom na RZ. Sada se
lako moZe pokazati analogon Leme II.1. Stovise, za 1 € C(RZ) takvu da postoje funkcije
Y0, Yoo Na Q) za koje vrijedi

(&) — (WoomQ)(€) =0, s(§) =0,
(€)= (Yoo 0mQ)(§) = 0, 5(§) = 00,

vrijedi da je mozemo prosiriti do neprekinute funkcije na K&W(Rd) pri ¢emu je 1 (07) =

Yo(n) 1 Y(cx™) = o(n), m € Q.

Iz prethodne karakterizacije jednostavno slijedi sljedeca lema.

Lema 1.
i) Co(R?) — C(K§o (RY)), i
it) {Yomg = P e C(Q)} = CKF(RY)). .

Komutacijsku lemu potrebnu u drugom poglavlju pokazali smo koristeé¢i Lemu 11.3,
pa najprije taj rezultat moramo prilagoditi opc¢enitom skaliranju.

Lema 2. Neka je ¢ € Co(R%) i (1) jednoliko omeden niz u Cy(R?) koji zadovoljava
(Ve >0)(V6>0)(3Fng € N)(VEm e R [E—n| <6)(Vn=n0)  [¢n(€)—va(n) <e.

Tada komutator Cy, := [B,, Ay,] = ByAy, — Ay, B, konvergira nuli u operatorskoj
normi na L(L?*(R%)).

Dem.  Postoji niz (¢,) u S(R?) koji jednoliko konvergira prema ¢, te ¢, imaju
kompaktne nosace. Naime, prostor C°(R%) je gust u Co(R?) pa postoji niz (fy) iz
CX(R?) C S(RY) koji jednoliko konvergira prema . Fourierova pretvorba neprekinuto
preslikava S(R?) u samog sebe pa je fr opet u S(RY), a onda posebno i u L'(R%). Kako
je C®(RY) gusto u LY(R?) (uz standarnu topologiju), postoji niz (gx,) u C°(RY) koji
aprokosimira ( fk) u topologiji prostora L'(R?). Nadalje, inverzna Fourierova pretvorba
je neprekinuta s L' u L™ pa (ghm)v konvergira k fi u topologiji prostora L, Sto je
upravo jednolika konvergencija. Sada Cantorovim dijagonalnim postupkom dobivamo iz
niza (gr )" trazeni niz (o).

Odaberimo podniz niza (¢y,) (radi jednostavnosti niz i dalje indeksiramo s m) takav
da je [l — @mllieomaey < % i supp ¢ C KJ0, pr], pri ¢emu je (pp,) niz pozitivnih brojeva
(ne nuzno omeden).

Definirajmo Cy, y := [By,,, Ay, ], te za razliku komutatora C, i Cy, ;, imamo:

2supy, [|[¥nllpeemay

1Cn = Cnll2may) < 2¥nlliee@may e — emllioomay < - :

pa je dovoljno pokazati da za svaki m komutator C, , konvergira nuli u operatorskoj
normi.

Za v € L2(R%) i & € RY koriStenjem svojstava Fourierove pretvorbe dobivamo (vidi
[19])

Count®) = [ () = 0(8)) (6 = mim) .
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Zbog kompaktnog nosaca funkcije @, imamo |n — &| < pm, pa po pretpostavci za svaki
e > 0 postoji ng € N takav da za svaki n > ng vrijedi |, (1) —¢n(€)] < €, ¢ime dobivamo
sljede¢u ocjenu

Com@)1 < [ 12n(€ = mllotm)lan.

Nadalje, primjenom Youngove nejednakosti za konvoluciju funkcija i Plancherelove for-
mule imamo

IComntllz ey < ell@mligen ol
odnosno

||Cm,n”c(L2(Rd)) < esup ||¢m||L1(Rd) )
m

iz ¢ega slijedi tvrdnja.

Q.E.D.
Korolar 1. Neka su zadane 1) € Cyy(R%) i ¢ € Co(RY), te w, — 07 i a € (0,1]¢.
1 1

Oznacimo s U (€) = Y(wpt,...,w?) za & € Re. Tada komutator Cy, := By, Ay, ]
konvergira nuli u operatorskoj normi na £(L?(R%)).

Dem. Kako je 1) omedena i jednoliko neprekinuta, trivijalno slijedi da niz (¢,) ispunjava
pretpostavke prethodne leme, ¢ime dobivamo tvrdnju.
Q.E.D.

Kako je ¢ — 1y o wg omedena i jednoliko neprekinuta na R, koriste¢i prethodni
korolar mozemo analogno kao u dokazu Leme I1.4 pokazati da vrijedi pripadna inacica
komutacijske leme za funkcije iz C( gfoo(Rd)).

Tvrdnja Leme I1.6 vrijedi i za K&m(Rd) tako da imamo sve potrebne rezultate da
ponovimo korake dokaza Teorema II.1.

Teorem 3. (postojanje jednoskalnih razlomljenih H-mjera) Ako u, — 0 u
L2 (Q;C") iw, — 0%, onda postoji podniz (u,) i r x r hermitska nenegativna matricna

loc
(wyr)

Radonova mjera g na produktu QxK§ (RY) takvi da za svaki izbor probnih funkcija

oo

o1, 02 € Ce() 1 ¢ € C(KG  (RY)), vrijedi

1

i [ (5(6) © 30 €)oo €1, i) d = {1y (1) M)

o

Rd

_ / P1(x)E2(0)0 () ding” (x,€)

QxK&m(Rd)

Mjeru u&)é}/) nazivamo jednoskalnom razlomljenom H-mjerom (s karakteristicnom dulji-

nom (wy)) pridruzenom (pod)nizu (u,). .
Istaknimo da se prethodna inacica razlikuje od viSeskalnih H-mjera [54] gdje umje-

1 1
sto ih(w, ' €1, .. ,w:,d &4) imamo w(ws)ﬁ, . ,wg,c)é), pri ¢emu su (wT(Ll)), . (wr(lk)) (neza-

visne) karakteristicne duljine. Dakle, u toj inacici su sve komponente varijable £ ravno-
pravne, sto kod nas nije slucaj.
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Za ovu inacicu mogu se pokazati analogna svojstva kao za jednoskalne H-mjere,
ukljucujudi i lokalizacijsko svojstvo koje bi u ovom slucaju dopustalo razli¢ito skaliranje
karakteristicne duljine uz derivacije u razlicitim varijablama.

Kod konstrukcije jednoskalnih H-distribucija smo koristili eksplicitnu formulu pre-
slikavanja J i J !, $to u ovom slu¢aju nemamo (osim u posebnim slucajevima [8, 20]).
Iz tog razloga je za konstrukciju jednoskalnih razlomljenih H-distribucija potrebno ili
prilagoditi racun u kojem éemo moéi raditi s trenutnim J< i (J%)~! ili prilagoditi defi-
nicije preslikavanja J% i (J%)~! tako da dobijemo eksplicitne formule (npr. mozemo s
zamijeniti s || - || [20]).

Uglavnom, ukoliko dobijemo analogon tvrdnje Teorema I1.3 za C*(K§ . (R%)), oce-
kujemo da bi se uz odredeni trud trebali dobiti i ostali potrebni rezultati. ’
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Sazetak

Mikrolokalni defektni funkcionali (H-mjere, H-distribucije, poluklasi¢ne mjere itd.)
su objekti koji karakteriziraju, na neki nacin, odsustvo jake pretkompaknosti slabo konv-
ergentnih nizova u LP prostoru. Nedavno je Luc Tartar uveo jednoskalne H-mjere kao
poopcenja H-mjera s karakteristicnom duljinom, koje u nacelu obuhvacéaju pojam polu-
klasi¢nih mjera.

Radi boljeg razumijevanja primjene jednoskalnih H-mjera, pocinjemo s preciznom
analizom odnosa H-mjera i poluklasi¢nih mjera. Uveden je novi uvjet, (wy,)-koncentracij-
sko svojstvo, te je pokazano da se H-mjera moze rekonstruirati iz poluklasicne mjere
ukoliko je pripadni niz (w,)-titrajuéi i koncentrirajuéi, ali i da opcenito takav (wy,) ne
mora postojati. Veéina primjena poluklasicnih mjera je vezana uz odredenu inacicu ho-
mogenizacijskog limesa parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, sto ilustriramo na linearnoj
parabolickoj jednadzbi drugog reda uz detaljnu analizu ovisnosti o razli¢itim rezimima
pripadnih karakteristi¢nih duljina.

Nadalje, prezentiramo opseznu analizu jednoskalnih H-mjera, dajuc¢i neke alterna-
tivne dokaze i poboljsanja razultata, uz usporedbu ovih objekata s poznatim mikro-
lokalnim defektnim funkcionalima. Doradujemo i poopéujemo Tartarovo lokalizacijsko
nacelo jednoskalnih H-mjera, koje za posljedicu ima i lokalizacijska nacela H-mjera i po-
luklasi¢nih mjera. Stovise, izvodimo inadicu kompaknosti kompenzacijom prikladnu za
jednadzbe s karakteristicnom duljinom. Dobivene rezultate potom poopcéujemo na LP
prostore u vidu jednoskalnih H-distribucija, koja su ujedno i poopéenja H-distribucija,
uz izvodenje odgovarajuceg lokalizacijskog svojstva.

Konac¢no, prezentiramo moguce inacice s i bez karakteristicne duljine pogodne za
razlic¢ita skaliranja medu varijablama.

Kljuéne rijeci: H-mjere, Wignerove mjere, H-distribucije, poluklasi¢ni limes, kompa-
knost kompenzacijom
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Summary

Microlocal defect functionals (H-measures, H-distributions, semiclassical measures
etc.) are objects which determine, in some sense, the lack of strong compactness for
weakly convergent LP sequences. Recently, Luc Tartar introduced one-scale H-measures,
a generalisation of H-measures with a characteristic length, comprehending the notion of
semiclassical measures.

In order to better understand the use of one-scale H-measures, we start by studying
more deeply the relation between H-measures and semiclassical measures. The new con-
dition, (wy)-concentrating property is introduced and we show that H-measures can be
reconstructed from the semiclassical measures if the corresponding sequence is both (wy, )-
oscillatory and concentrating, but also that such (w,) does not necessarily exist. Most
applications of semiclassical measures are related to a suitable variant of homogenisation
limit of partial differential equations, which we illustrate on a second order linear parabo-
lic equation with a detailed analysis of different regimes of corresponding characteristic
lengths.

Furthermore, we present a comprehensive analysis of one-scale H-measures, carrying
out some alternative proofs, and strengthening some results, comparing these objects to
known microlocal defect functionals. Furthermore, we improve and generalise Tartar’s
localisation principle for these objects from which we are able to derive the known locali-
sation principles for both H-measures and semiclassical measures. Moreover, we develop
a variant of compactness by compensation suitable for equations with a characteristic
length. Obtained results then we generalise to the L? setting via one-scale H-distributions,
which are also generalisations of H-distributions, and derive a corresponding localisation
principle.

Finally, we address some variants with and without characteristic length suitable
for problems with different scaling among variables.

Key words: H-measures, Wigner measures, H-distributions, semiclassical limit, compa-
ctness by compensation
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Zivotopis

Roden sam 6. kolovoza 1987. godine u Splitu, gdje sam zavrSio osnovnu skolu i
prirodoslovno-matematicku gimnaziju. Veé od cetvrtog razreda osnovne skole redovi-
to sudjelujem na matematickim natjecanjima na kojima sam bio vise puta nagradivan.
Ucestvovao sam na nekoliko matematickih ljetnih Skola te priprema za Matematicku
Olimpijadu.

U jesen 2006. godine upisao sam studij matematike na Matematickom odsjeku
Prirodoslovno-matematickog fakulteta Sveucilista u Zagrebu. Preddiplomski studij sam
zavrsio 2009. godine s prosjekom ocjena 4,92, te diplomski studij Primijenjene matematike
2011. godine kod mentora prof. Nenada Antoniéa, s diplomskim radom Poluklasi¢ni limes
Schrédingerovih jednadzbi, summa cum laude i prosjekom ocjena 4,96. Tijekom studi-
ja sam vise puta sudjelovao na medunarodnim studentskim matematickim natjecanjima.
Dobitnik sam Nagrade Matematickog odsjeka Prirodoslovno-matematickog fakulteta Sve-
ucilista u Zagrebu za uspjeh na diplomskom studiju, te Nagrade Matematickog odsjeka
za rezultate u izvannastavnim aktivnostima.

U listopadu 2011. godine sam upisao poslijediplomski studij matematike na Mate-
matickom odsjeku Prirodoslovno-matematickog fakulteta Sveucilista u Zagrebu tijekom
kojeg sam polozio kolegije: Analiza, Parcijalne diferencijalne jednadzbe, Hiperbolicki i
Friedrichsovi sustavi, Konveksna i neglatka analiza, te Osnove teorije analitickih funkcija
vise kompleksnih varijabli.

Tijekom akademske godine 2011./2012. honorarno drzim vjezbe iz nekoliko kolegi-
ja na Fakultetu Elektrotehnike i racunarstva te Matematickom odsjeku Prirodoslovno-
matematickog fakulteta Sveucilista u Zagrebu, a od lipnja 2012. godine sam zaposlen
kao znanstveni novak na Matematickom odsjeku Prirodoslovno-matematickog fakulteta
Sveucilista u Zagrebu sto mi je i trenutno radno mjesto.

Sudjelovao sam kao suradnik na viSe znanstveno-istrazivackih projekata: Oscilla-
tory solutions of partial differential equations (MZOS, 2012.-2014., voditelj: prof. Nenad
Antonié¢), Transport in highly heterogeneous media (bilateralni projekt izmedu Hrvatske
i Crne Gore, 2013.-2014., voditelj: prof. Martin Lazar), Weak convergence methods and
applications (HRZZ, 2014.-2018., voditelj: prof. Nenad Antoni¢), Multiscale methods and
calculus of variations (bilateralni projekt izmedu Hrvatske i Crne Gore, 2015.-2016., vodi-
telj: prof. Nenad Antoni¢), Microlocal analysis, partial differential equations and applica-
tion to heterogeneous materials (bilateralni projekt izmedu Hrvatske i Srbije, 2016.-2017.,
voditelj: prof. Nenad Antoni¢).

Ucestvovao sam na dvadesetak medunarodnih znanstvenih skupova i matematickih
skola, na kojima sam vise puta odrzao izlaganja. Aktivno sudjelujem u radu Seminara
za diferencijalne jednadzbe i numericku analizu. Gostovao sam u 5 tjedana na BCAM-u
(Bilbao), a do mjesec dana na SISSA-i (Trst), te sveucilistima u Novom Sadu, Podgorici,
Osijeku i Dubrovniku.
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Jednoskalne H-mjere i inacice

Znanstvena djelatnost mi je usmjerena ka mikrolokalnoj i poluklasi¢noj analizi, te
njezinoj primjeni u teoriji parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Autor sam tri znanstvena
rada objavljena ili prihva¢ena za objavljivanje u medunarodnim ¢asopisima, te jos jednog
u recenzentskom postupku.
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