Poglavlje 2

Kongruencije

Redovi i primitivni korijeni

Teorem: Neka je n € N ¢ a € Z relativno prost s n. Neka je d najmangi prirodni
broj takav da je a® =1 (mod n). Ako za neki m € N vrijedi a™ = 1 (mod n), tada
d|m.

Broj d zove se red od a mod n i oznacava se s ord,(a).

Teorem: Neka jen € N i a,b € Z relativno prosti s n. Ako za neke my,my € N
vrijedi n | @™ — 0™ in | a™ — b2, tada vrijedi n | a™m2) — plmamz),

Teorem: Neka je n € N. Tada postoji primitivne korijen mod n ako i samo ako je
n=2,4,p 2p*, gdje je p > 2 prost broj.

Teorem: Neka je p prost broj i k € N. Tada postoji tocno p(p(p*)) = o(p*(p—1))
primitivnih korijena mod p*.

Zadatak 2.25. Neka je p prost broj. Dokazite tvrdnju
pl104+27 4+ (p-1? = p—-11d
Rjesenje. Neka je a primitivni korijen mod p. Tada suma iz zadatka postaje
l+at+a*+ ... +a?® 2% (mod p).

Ako p — 1| d, tada je ostatak pri dijeljenju s p jednak 1+ 14 ...+ 1=p— 1. Ako
p—11d, tada je a® # 1 (mod p) pa je ostatak mod p jednak
a(p_l)d — 1

1+ad+a2d+...+a(p_2)dzad—_1£0 (mod p).

Zadatak 2.26. Neka jep > 3 prost broj. Dokazite da je H a=1 (mod p).

1<a<p
prim. korijen mod p

Rjesenge. Ako je a primitivni korijen mod p, tada je i ! (multiplikativni inverz)
takoder primitivni korijen i vrijedi da a # a™! (mod p) jer a*> # 1 (mod p). Dakle,
u produktu mozemo upariti elemente koji pomnozeni daju 1.
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Zadatak 2.27. Odredite sve proste brojeve p za koje p | a® 2 — a za sve a € Z.
Rjesenje. Neka je a primitivni korijen mod p. Tada je AP _g=d"—qa (mod p)
sto vrijedi ako i samo ako p — 1 | 6. Dakle, sva rjesenja su p = 2,3, 7.

Zadatak 2.28. Dokazite da sve a,n € N vece od 1 vrijedi n | p(a™ — 1).

Rjesenje. Vrijedi da je ord»_1a = n jer a®—1 | a™—1. Takoder, kako (a"—1,a) = 1,
vrijedi a” — 1 | a#@" =) — 1. Stoga n = ordgn_1a | p(a” — 1).

Zadatak 2.29. Neka je p prost broj. Dokazite da broj p” — 1 ima prost djelitelj

veéi od p.

Rjesenje. Znamo dajep? —1=(p—1)(pP ' +...+p+1)idaje
p—1LpP '+ . +p+D)=(p-1,14...+1+1)=(p—1,p) = L.

Neka je g prost broj takav da ¢ | pP ' +...+p+1. Tadagq|p?P —1iq]|p?' —1.
Zato q | p®%) — 1 pa mora vrijediti p | ¢ — 1 §to dokazuje da je ¢ > p.

Zadatak 2.30. Odredite najmanji neparni prosti djelitelj broja 20198 + 1.

Rjesenje. Tmamo da p | 2019® +1 = p | 2019 — 1. Kako takoder znamo da
p| 2019771 — 1 te je (2019® + 1,2019% — 1) = 2, zakljucujemo da je ord,(2019) = 16
pa mora biti p =1 (mod 16).

Najmanji prost broj p =1 (mod 16) je p = 17, medutim

2019° +1=(-4)*+1=2 (mod 17).
Idu¢i takav prost broj je p = 97 i imamo

2019° +1=(-18)°*+1=0 (mod 97).
Dakle, rjesenje je 97.
Zadatak 2.31. Odredite sve n € N takve da n | 2" — 1.

Rjesenje. Broj n je o¢ito neparan. Neka je p najmanji prosti djelitelj broja n. Tada
vrijedi
Kako je p najmanji prosti broj koji dijeli n, broj p — 1 je relativno prost sa svim
prostim djeliteljima broja n. Stogaje (p —1,n)=1ip|2' —1=1.

To je kontradikcija s pretpostavkom da n ima proste djelitelje pa mora bitin = 1.
Lako se provjeri da je to jedino rjesenje zadatka.

Zadatak 2.32. Odredite sve n € N takve da n | a"™! — a za sve a € Z.

Rjesenge. Primijetimo prvo da n mora biti kvadratno slobodan. Inace, ako p* | n,
dobivamo kontradikciju za n = p jer tada p"™! — p = —p (mod p?).

Neka jen =py...pg, p1 < ... < pg, i neka je a; primitivni korijen mod p;. Zbog
pi | ™ — a; slijedi da p; — 1| (n + 1) — 1 = n. Sada ¢emo redom dati ogranicenja

na brojeve p;.
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Kako je (p1 — 1,p1...px) = 1, mora biti p; = 2.

Kako je (po — 1,p1...pk) = (p2 — 1,p1) = 2, mora biti py = 3.

Kako je (p3 — 1,p1...pk) = (ps — 1, p1p2) | 6, mora biti p3 = 7.

Kako je (ps — 1,p1...pk) = (pa — 1, p1p2ps) | 42, mora biti py, = 43.
(

Kako je (ps — 1,p1...pr) = (p5s — 1, p1papsps) | 1806, mora biti p; — 1 | 1807, ali
ne postoji takav prost brOJ veéi od 43.
Dakle, sva rjesenja sun = 1,2,6,42, 1806.

Zadatak 2.33. Odredite sve proste brojeve p,q takve da za sve a € Z vrijedi
3pq | a®P1 — a.

Rjesenje. Brojevi p,q moraju biti razli¢iti od 3, ina¢e uzimanjem a = 3 dobivamo
kontradikciju mod 9. Takoder je p # ¢, inace uzimanjem a = p dobivamo kontra-
dikciju mod p?. Neka je BSO p < q.

Neka je a primitivni korijen mod p. Tada vrijedi

pla® —a = p—1|3pg—1 = p—1]|3¢—1.

Analogno se dobiva ¢ — 1 | 3p — 1. Kako je p < ¢, to znaci da je 3p — 1 = k(¢ — 1)
za neki k < 3. Slucajeve k = 1,3 mozemo eliminirati promatranjem mod 3 pa mora

vrijediti 3p — 1 =2(¢—1) = ¢ = %. Zaklju¢ujemo sljedece:
3 1 9 1
p—1]3¢—1 = p—1]3 p; 1= p; — p—1|9+1 = p—1]10.
3p+1

Stoga je p € {2,11}. Iz jednakosti ¢ = zakljucujemo da je p = 11, ¢ = 17. Nije
tesko provijeriti da je a*1'17 — a djeljivo s 3-11-17 za sve a € Z.

Zadatak 2.34. Ako su p,q prosti brojevi takvi da je g | 27 + 3P, dokazite da je
q=>5iliqg > p.

Rjesengje. Ocito q # 2,3, pretpostavimo da je ¢ > 7. Vrijedi
q| 32 _ 22p, 39-1 _9¢-1 q| 3(2pa—1) _ 9(2pg—1)

Ako je ¢ < p, tada je (¢ — 1,2p) = (¢ —1,2) | 2 pa ¢ | 3> — 22 = 5 i dobivamo
kontradikciju. Dakle, mora biti ¢ > p.

Zadatak 2.35. Odredite sve proste brojeve p, ¢ takve da pq | (57 — 2P)(57 — 29).

Rjesenje. O¢ito p,q # 2,5. Znamo da je 5 —2P = 3 (mod p) i 57—27 =3 (mod q).
Pretpostavimo prvo da p, g # 3. Onda mora vrijediti

p| 5% — 20, rp=1l _op=1 P 5lap=1) _ 2(%13—1)7

q | 5P — 9P ra—1 _9a-1 q | 5Pa—1) _ opg—1)

Neka je BSO p < ¢q. Tada je (p —1,¢q) = 1 pa ¢ | 5 — 2 = 3, kontradikcija.
Stoga je bar jedan od p, g jednak 3. Pretpostavimo da je p = 3. Tada

3¢ | (5% —2%) (57 —29) = 117(59 — 29) = ¢ | 117(5 —2) = 3% - 17.

Stoga su sva rjesenja (p,q) = (3,3), (3,17), (17,3). Lako se provjeri da su to zaista
rjeSenja.
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Zadatak 2.36. Neka je n prirodan broj. Odredite najmanji m € N takav da je
a™ =1 (mod n) za svaki cijeli broj a relativno prost s n.

Rjesenje. Neka je n = p{*...pp*. Ako je a™ =1 (mod n), tada je nuzno i a™ =1
(mod pi) za svakii € {1,...,k}. Stoga mora vrijediti

o) =p = 1) [m, e {l,... k}

(jer mozemo uzeti da je a primitivni korijen mod p¢*). Dakle [p{* ' (p1—1),... ,pz’“fl(pk—
]| m. :
Neka je sada m = [pi* '(p1 — 1),...,p5* "(pr — 1)]. Uzmimo cijele brojeve

a;—1 ap—1

ai,...,ay koji su primitivni korijeni mod p{"* ™" (p1 —1),...,pp* (pr —1). Po CRT-
u postoji rjeSenje sustava

a=a; (modpf), ie{l,..., k}.

Tada vrijedi @™ = 1 (mod pj’) pa je ™ = 1 (mod n). Dakle, rjesenje je m =
[p?l_l(pl - 1)a cee 7pzk71(pk - 1)]

Napomena: Carmichaelovi brojevi su slozeni brojevi n € N takvi da za sve
b € Z vrijedi b* = b (mod n). Primijetie da su svi Carmichaelovi brojevi ujedno i
Fermat pseudoprosti.

Uz koristenje proslog zadatka nije tesko dokazati Korseltov teorem koji kaze da
je slozen broj n € N Carmichaelov ako i samo ako je kvadratno slobodan te za sve
proste brojeve p vrijedip |n = p—1|n—1.
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