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1. Topoloski prostori i neprekidne funkcije



Definicija
Topologija na skupu X je familija 7 podskupova od X sa
sljede¢im svojstvima:
1.OiXsuuT.
2. Unija elemenata proizvoljne potfamilije od 7 je u 7.
3. Presjek elemenata proizvoljne kona&ne potfamilije od T je u
T.

Topoloski prostor je uredeni par (X, 7)) koji se sastoji od skupa X
i topologije 7 na X. KaZemo da je podskup U od X otvoren
skup od X ako U pripada familiji 7.

Primjeri: diskretna, trivijalna, kofinitna topologija

Definicija

Neka su 7 i T’ dvije topologije na skupu X. Ako 7’ D T kaZemo
da je 7" finija (ve€a) od T, ili da je T grublja (manja) od 7'. U
ta dva slu€aja kazemo i da su 7 i 7’ usporedive.



Zadavanje topologije bazom

Definicija
Baza topologije (moZzda pravilnije: baza za topologiju) na skupu
X je familija B C P(X) podskupova od X za koju vrijedi:
1. Za svaki x € X postoji barem jedan B € B koji sadrZi x.
2. Ako x pripada presjeku dva elementa Bi, B, € B, tada postoji
Bs € B koji sadrzi x takav da je B3 C By N B,.

Ako B zadovoljava ta dva uvjeta, definiramo topologiju T
generiranu bazom B na sljedeéi nacin: Podskup U od X je
otvoren u X (tj. U € T) ako za svaki x € U postoji B € B takav
da je x € B C U (Prvi natin generiranja topologije iz baze.)

Specijalno, svaki element od B je ujedno i element of T .



Lema (13.1, Drugi nacin generiranja topologije iz baze)

Neka je X skup i B baza topologije 7 na X. Tada je 7 familija
svih proizvoljnih unija elemenata iz B.

Lema (13.2, Kako prepoznati neku bazu zadane topologije?)

Neka je (X, 7T) topoloski prostor. Pretpostavimo da je C familija
otvorenih podskupova od X (C C T') takva da za svaki otvoreni
skup U € T isvaki x € U postoji C € C takavdajexe C C U.
Tada je C baza topologije 7.

Lema (13.3)
Neka su B i B’ baze topologija 7 i 7’ redom na X. Tada su
sljedece tvrdnje ekvivalentne:
1. 7" je finijaod T.
2. Za svaki x € X i za svaki B € B koji sadrzi x, postoji B’ € BB/
takav da je x € B’ C B.

Primjeri: baze topologije na R? (otv. krugovi; otv. pravokutnici) i usporedba
generiranih topologija, jedna baza diskretne topologije



Definicija

Podbaza S topologije na X je familija podskupova od X ¢&ija je
unija X (samo uvjet pokrivanja!) Topologija generirana
podbazom S definira se kao familija 7 svih proizvoljnih unija
proizvoljnih kona¢nih presjeka elemenata iz S.

Napomena
Svi konalni presjeci elemenata iz S &ine bazu topologije.

Primjer: 3 zanimljive topologije na R: standardna, lower limit topologija i K-topologija



Uredajna topologija

Definicija
Neka je (X, <) (totalno) ureden skup koji ima vise od jednog
elementa. Neka je B familija svih skupova sljedeceg oblika:
1. Svi (otvoreni) intervali (a, b) od X.
2. Svi poluotvoreni intervali oblika [ag, b), gdje je ag minimum
od X ako postoji.
3. Svi poluotvoreni intervali oblika (a, bo], gdje je by maksimum
od X ako postoji.

Familija B je baza topologije na X koju zovemo uredajna
topologija.

Napomena

Sve otvorene zrake (a, +o0), (—o0, b), a, b € X, od X tvore
podbazu uredajne topologije.

Primjeri uredajnih topologija.



Produktna topologija

Definicija

Neka su X i Y topoloski prostori. Produktna topologija na
X X Y je topologija &ija je baza familija B svih skupova oblika
U x V, gdje je U otvoreni skup u X i V otvoreni skup u Y.

Napomena
B nije nuZno topologija na X x Y, ve¢ baza topologije!

Teorem (15.1)

Ako je B baza topologije na X i C baza topologije na Y, tada je
familija D = {B x C: B € B, C € C} baza produktne topologije
na X x Y.

Standardna topologija na R2.



Produktna topologija izraZzena u terminima podbaze

Definicija
Neka je m1 : X x Y — X definirano sa 71(x, y) = x i neka je
mp 1 X X Y — Y definirano sa m(x,y) = y. Preslikavanja m1 i m2
zovemo projekcije na prvi, odnosno drugi, faktor.
Teorem (15.2)
Familija

S:{Trfl(U): UxY:Ujeotvoren u X} U

U{m (V) =X x V: V jeotvoren u Y}

je podbaza produktne topologije na X x Y.

Dokaz.



Definicija

Neka je X topoloski prostor s topologijom 7. Ako je Y podskup
od X, familija Ty ={Y NU: U € T} je topologija na Y koju
zovemo relativna topologija, a Y s tom topologijom zovemo
(topoloski) potprostor od X.

Lema (16.1)

Ako je B baza topologije na X tada je familija

By ={BNY : B € B} baza relativne topologije na Y.
Lema (16.2)

Neka je Y potprostor od X. Ako je U otvoren u Y (tj. U € Ty) i
Y otvoren u X (tj. Y € T), tada je U otvoren u X (tj. U € T).



Relativna topologija i produktna i uredajna topologija

Teorem (16.3)

Ako je A potprostor od X i B potprostor od Y, onda je produktna
topologija na A x B ista kao i relativna topologijana Ax B u
odnosu na produktnu topologiju na X x Y.

Dokaz.

Napomena

Potprostor topoloskog prostora s uredajnom topologijom je ureden
skup, no uredajna topologija na njemu ne mora se podudarati s
naslijedenom (relativnom) topologijom!

Kontraprimjer i primjeri.



Definicija
Neka je X ureden skup. KaZemo da je podskup Y od X

konveksan u X ako za svaki par to¢aka a < b od Y, cijeli interval
(a, b) to¢aka od X leziu Y.

Pr. U uredenom skupu intervali, zrake su konveksni.
Teorem (16.4, Diskretna i uredajna topologija komutiraju uz
pp. konveksnosti)

Neka je X ureden skup s uredajnom topologijom i Y konveksan
podskup od X. Tada je uredajna topologija na Y jednaka
relativnoj topologiji.

Dokaz.

Napomena

Kad ne navedemo o kojoj topologiji na podskupu se radi, uvijek
mislimo na relativnu topologiju!



Zatvoreni skupovi i gomilista.

Definicija
KaZemo da je podskup A topoloskog prostora X zatvoren ako je
skup X \ A otvoren.

Primjeri zatvorenih skupova.

Teorem (17.1)

Neka je X topoloski prostor. Tada vrijede sljedece tvrdnje:
1. @i X su zatvoreni.
2. Proizvoljni presjeci zatvorenih skupova su zatvoreni.

3. Konatne unije zatvorenih skupova su zatvorene.



Teorem (17.2)

Neka je Y potprostor od X. Skup A je zatvoren u Y ako i samo
ako je jednak presjeku nekog zatvorenog skupa od X s Y.
Teorem (17.3)

Neka je Y potprostor od X. Ako je A zatvoren u Y i Y zatvoren u
X tada je A zatvoren u X.



Definicija

Neka je A podskup topoloskog prostora X. Nutrinu od A, Int A,
definiramo kao uniju svih otvorenih skupova (u X) sadrzanih u A,
a zatvara€ od A, Cl A, kao presjek svih zatvorenih skupova
(zatvorenih u X) koji sadrze A.

Teorem (17.4)

Neka je Y potprostor od X i A podskup od Y. Tada je
Cly A=ClANY, pri &emu Cly A oznalava zatvarac od Au Y.

Primjer: zatvara¢ skupa ovisi o ambijentnom prostoru.

Teorem (17.5, Karakterizacija zatvaraca)
Neka je A podskup topoloskog prostora X.

1. Tada je x € CI A ako i samo ako svaki otvoreni skup U koji
sadrZi x sijete A.

2. Neka je B baza topologije na X. Tada je x € Cl1 A ako i samo
ako svaki B € B koji sadrZi x sije¢e A.



Definicija

Neka je A podskup topoloskog prostora X i x to¢ka od X. KaZemo
da je x gomiliste od A ako svaka okolina od x sije¢e A u nekoj
tocki razlititoj od x. (Skup U zovemo okolina totke x ako je U
otvoren i sadrZi x.)

Primjeri: zatvara&i i gomilista nekih skupova.
Teorem (17.6, Karakterizacija zatvarala preko gomilista)

Neka je A podskup topologkog prostora X i A’ skup svih gomilista
od A. Tada je CIA= AUA.

Korolar (17.7)

Podskup topoloskog prostora je zatvoren ako i samo ako sadrZi sva
svoja gomilista.



Hausdorffovi prostori

Definicija (Aksiomi separacije)

Topoloski prostor X zovemo Hausdorffov ili T,-prostor ako za
svaki par razli¢itih to¢aka x1, x> od X, postoje disjunktne okoline
U1 od X1 i U2 od X2.

Topoloski prostor u kojem je svaki jedno€lan podskup (tj. totka)
zatvoren skup zovemo Ti-prostor’.

Primjeri.

Teorem (17.8)

Svaki kona&an skup u Hausdorffovom prostoru je zatvoren.
Specijalno, svi jedno€lani podskupovi (totke) su zatvoreni.

! Alternativno: KaZemo da je topologki prostor X Ti-prostor ako za svake
dvije razli¢ite tocke x1 # x2, x1, x2 € X, postoji okolina to¢ke x; koja ne sadrzi
X2 i obrnuto.



Teorem (17.9)

Neka je X Ti-prostor, A C X. Totka x je gomiliste od A ako i
samo ako svaka okolina od x sadrzi beskonaéno mnogo tocaka
od A.

Dokaz.

Primjer: prostora koji nije Ty i Teorem ne vrijedi.



Definicija

KaZemo da niz totaka (x;)ien u topoloskom prostoru X
konvergira prema tocki x iz X ako za svaku okolinu U od x
postoji prirodni broj N takav da je x, € U za svaki n > N.

Teorem (17.10, jedinstvenost limesa niza u Hausdorffovom
prostoru)

Ako je X Hausdorffov prostor tada niz to¢aka iz X konvergira
prema najvise jednoj tocki iz X.

Primjer: nejedinstvenost limesa u nekom ne-Hausdorffovom prostoru.
Teorem (17.11)

Svaki ureden skup s uredajnom topologijom je Hausdorffov prostor.
Produkt dva Hausdorffova prostora je Hausdorffov.
Potprostor Hausdorffovog prostora je Hausdorffov.



Neprekidnost

Definicija

Neka su X i Y topoloski prostori. KaZzemo da je funkcija

f : X = Y neprekidna ako je za svaki otvoreni podskup V od Y
skup (V) otvoreni podskup od X.

Napomena
Dovoljno provjeriti na elementima baze B, ¢ak i podbaze S od Y'!

Primjer ovisnosti neprekidnosti o izboru topologija na X i na Y.



Teorem (18.1)
Neka su X i Y topoloski prostori i f : X — Y. Sljedece tvrdnje su
ekvivalentne:
1. f je neprekidna.
2. Za svaki podskup A od X vrijedi f(C1A) C CLf(A). (’bliske
tocke preslikava blizu’).
3. Za svaki zatvoreni skup B od Y, skup < (B) je zatvoren u X.

4. Za svaki x € X i svaku okolinu V od f(x) postoji okolina U od
x takva da je f(U) C V (neprekidnost u svakoj to¢ki x € X).

Napomena (Neprekidnost funkcije u tocki)

4. koristimo za definiciju neprekidnosti f : X — Y u tocki x € X:
Ako za totku x € X i za svaku okolinu V od f(x) postoji okolina
U od x takva da je f(U) C V, kaZemo da je f neprekidna u tocki

X .



Definicija

Neka su X i Y topoloski prostori. KaZzemo da je funkcija

f : X — Y homeomorfizam ako je f bijekcija i akosui f i f!
neprekidne.

Ako je f : X — Y injekcija, te ako je f : X — f(X)
homeomorfizam, kaZzemo da je f (topolosko) ulaganje prostora X
uY.

— bijektivna korespondencija topoloskih prostora koja ¢uva
topologka svojstva

Primjer: neprekidna bijekcija koja nije homeomorfizam.



Teorem (18.2, Lokalna formulacija neprekidnosti)
Ako se X moze prikazati kao unija otvorenih skupova X = U, U,
takvih da su restrikcije f’U neprekidne za svaki «, tada je f

e

neprekidna na X.

Teorem (18.3, Lema o lijepljenju)

Neka je X = AU B, pri ¢emu su A i B zatvoreni u X. Neka su

f:A—= Y ig:B — Y neprekidne. Ako je f(x) = g(x) za svaki
x € AN B tada je neprekidna i funkcija h: X — Y definirana sa
h(x) = f(x) ako je x € Ai h(x) = g(x) ako je x € B.

Teorem (18.4)

Neka je f : A— X x Y definirana sa f(a) = (fi(a), f2(a)). f je

neprekidna ako i samo ako su (koordinatne funkcije) f; : A — X i
f> : A — Y neprekidne.

Dokaz.



Topologije na produktu topoloskih prostora

Definicija

Neka je J neki skup indeksa. Za dani skup X definiramo J-torku
elemenata skupa X kao funkciju x : J — X. Za o € J vrijednost
x(«) oznatavamo s x, i nazivamo a-tom koordinatom od x, a
funkciju x najéesce oznatavamo s (X, )aecs. Skup svih J-torki iz X,
tj. skup svih funkcija s J u X, oznatavamo s X”.

Definicija

Neka je {Aq}acy indeksirana familija skupova i neka je

X = UqgcsAq. Definiramo Kartezijev produkt [] ., A, te
indeksirane familije kao skup svih J-torki (x,)acs elemenata iz X

takvih da je x, € A, za svaki a € J. Dakle, to je skup svih
funkcija x : J = Uae Aq takvih da je x(«) € A, za svaki a € J.

Napomena
Ako je Ay = X, za svaki a € J, tada je [] o, Aa = X7.



Dvije topologije na Kartezijevom produktu

Definicija (box topologija)

Neka je { X, }acy indeksirana familija topologkih prostora. Uzmimo
za bazu topologije produkta [, X, familiju svih skupova oblika
[Iocs Ua gdje su Uy, otvoreni u X, za svaki o € J. Topologiju
generiranu tom bazom zovemo box topologija (kutijasta
topologija).

Definicija (produktna topologija)
Funkcije 75 : [[4c ) Xa — Xg definirane s m3((xa)acs) = xa,
B € J, zovemo koordinatne projekcije.
Neka je
S = Upes{m; (U,) : Uy otvoren u X, }.

Topologiju generiranu podbazom S zovemo produktna
topologija. Skup [[,, Xo s produktnom topologijom zovemo
produkt topoloskih prostora.



Teorem (19.1)

Box topologija na [[ X, generirana je bazom topologije &iji su
elementi skupovi oblika [] Ua, gdje je U, otvoren u X, za svaki a.
Produktna topologija na [] X, generirana je bazom &iji su elementi
skupovi oblika [] U,, gdje je U, otvoren u X, za svaki « i

U, = X, osim za kona¢no mnogo «.

Primijetimo da su za kona&ne produkte [])_; X, te dvije
topologije jednake. Opcenito, box topologija je finija od produktne
topologije.

Podrazumijevat ¢emo da je produkt [ X, opremljen produktnom
topologijom, ako eksplicitno ne kaZemo drugadije.



Teorem (19.2, Dovoljno je uzeti produkte baznih elemenata!)

Neka je topologija na svakom prostoru X, dana bazom B,. Tada
je familija svih skupova oblika [],c ; Ba, gdje je By € B, za svaki
«, baza box topologije na [[,c; Xa.

Familija svih skupova istog oblika, gdje je B, € B, za kona&no
mnogo indeksa o i B, = X, za sve preostale indekse, je baza
produktne topologije na [, ; Xa-

Primjer: R".



Svojstva zajedni¢ka objema topologijama

Teorem (19.3)

Neka je A, potprostor od X, za svaki a € J. Tada je [ Aa
potprostor od ] X, bilo da su oba prostora opremljena box
topologijom, bilo produktnom topologijom.

Teorem (19.4)

Ako je svaki X, Hausdorffov prostor, tada je || X, Hausdorffov
prostor i sa box topologijom i sa produktnom topologijom.
Teorem (19.5)

Neka je A, C X, za svaki o. Tada i u produktnoj i u box
topologiji vrijedi [[ C1 A, = CI[] Aa.



Zasto je produktna topologija bolja?

Teorem (19.6)

Neka je funkcija f : A = [[,c; Xo dana sa f(a) = (fo(a))acs. gdje
je fo : A — X, za svaki a. Neka je [] X, opremljen produktnom
topologijom. Tada je funkcija f neprekidna ako i samo ako je
svaka koordinatna funkcija f, neprekidna.

Dokaz.

Napomena
Teorem (<) ne vrijedi za box topologiju na Kartezijevom produktu!

Kontraprimjer.



Metri¢ke topologije

Definicija

Neka je d metrika na skupu X. Tada je familija svih e-kugala
By(x,€), za x € X i € > 0, baza topologije na X koju zovemo
metri¢ka topologija inducirana metrikom d.

Primjeri metri¢kih topologija.
Napomena (Kriterij otvorenosti u metri¢koj topologiji)
Skup U C X je otvoren u X u metri¢koj topologiji induciranoj

metrikom d ako i samo ako oko svake totke y € U postoji € > 0
takav da By(y,€) C U.

Definicija

Neka je (X, T) topoloski prostor. Kazemo da je (X, T)
metrizabilan ako postoji metrika d na skupu X koja inducira
topologiju 7 na X.

Kasnije: uvjeti za metrizabilnost topoloskih prostora, jer je u metri¢kim prostorima
lakse dokazivati (npr. Urysohnov teorem metrizacije itd.)



Definicija

Neka je X metri¢ki prostor s metrikom d. Za podskup A od X
kaZemo da je omeden ako postoji broj M takav da je

d(a1,a2) < M za svaki a1, a2 € A. Ako je A omeden i neprazan
definiramo dijametar od A kao broj

diam A = sup{d(a1, a2) : a1, a» € A}.

Teorem (20.1)

Neka je X metri¢ki prostor s metrikom d. Definiramo

d: X xX — Rsad(x,y) =min{d(x,y),1}. Tada je d metrika
koja inducira istu topologiju na X kao i metrika d.

Metriku d zovemo standardna omedena metrika pridruZena
metrici d.

Dokaz. Familija kugala radijusa manjeg od 1 su baza svake metri¢ke topologije
metrizabilnog prostora. Za metri¢ke topologije inducirane s d, d’ se te familije

podudaraju.

Napomena

Posljedica teorema: Omedenost metrizabilnog topoloskog prostora
nije topolosko, nego metri¢ko svojstvo!



Metrizabilnost produktne i box topologije na R”, R*, R’

Lema (20.2)

Neka su d i d’ metrike na skupu X te 7 i 7’ topologije inducirane
danim metrikama redom. Tada je topologija 7 finija od topologije
T ako i samo ako za svaki x € X i svaki € > 0, postoji § > 0 takav
da je By/(x,0) C By(x,e).

Teorem (20.3)

Topologije na R" inducirane euklidskom metrikom d i kvadratnom
metrikom p jednake su produktnoj topologiji na R"” (stoga i box
topologiji).

(Euklidska metrika d = d> dana je sa d(x,y) = /> i1 (xi — ¥i)?,
a kvadratna metrika p = d, sa

p(x,y) =max{|x; —yi| : i =1,...,n}.)

Dokaz. p(x,y) < d(x,y) < +/np(x,y), x,y € R".



Definicija (Generalizacija kvadratne metrike na R”)

Neka su J skup indeksa i x = (Xa)acs 1 ¥ = (Va)acs tolke iz RY.
Definiramo metriku 5 na R7 sa p(x, y) = sup{d(xa, Ya) : a € J},
gdje je d standardna omedena metrika na R. Metriku 5 zovemo
uniformna metrika na R”, a topologiju koju ona inducira zovemo
uniformna topologija.

Ime: Na prostoru funkcija RX, f : X — R, konvergencija niza funkcija u uniformnoj

topologiji je uniformna konvergencija na X!

Teorem (20.4)

Uniformna topologija na R” je finija od produktne topologije i
grublja od box topologije. Sve tri topologije su razli¢ite ako je J
beskona&an (iste ako je kona&an).

Dokaz.



Teorem (20.5, Metrizabilnost produktne topologije na R“)
Za x,y € R¥ definiramo D(x,y) = supieN{M}. Tada je D
metrika i inducira produktnu topologiju na R¥.

Dokaz.

Napomena

Poopcavanjem dokaza moZe se pokazati da je svaki prebrojiv
Kartezijev produkt metrizabilnih prostora metrizabilan.

Napomena (Pokazat ¢emo kasnije...)

1. Box topologija na R¥ NIJE metrizabilna.
2. Neprebrojiv produkt R? NIJE metrizabilan.



Teorem (21.1, € — 0 karakterizacija neprekidnosti u
metrizabilnim prostorima)

Neka je f : X — Y, pri éemu su X i Y metrizabilni s metrikama
dx i dy redom. Tada je neprekidnost od f ekvivalentna zahtjevu
da za svaki x € X i za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da
dx(x,y) < ¢ implicira dy(f(x),f(y)) < e.

Lema (21.2)

Neka je X topoloski prostor i A C X. Ako postoji niz to¢aka u A
koji konvergira prema x, tada je x € Cl1 A. Ako je X metrizabilan,
vrijedi i obrat.

Dokaz («<). Napomena: dovoljno: 1-prebrojiv.
Teorem (21.3, Heineova karakterizacija neprekidnosti u
metrizabilnim prostorima)

Neka je f : X — Y. Ako je funkcija f neprekidna, tada za svaki
konvergentni niz x, — x u X, niz f(x,) konvergira prema f(x).
Ako je X metrizabilan, vrijedi i obrat.

Dokaz: (<) f nepr. akko f(Cl(A)) C CI(f(A)), AC X.



Definicija

Za prostor X kazemo da ima prebrojivu bazu okolina u tocki x
ako postoji prebrojiva familija {U,}hen okolina od x sa svojstvom
da svaka okolina U od x sadrZi najmanje jedan od skupova U,. Za
prostor X koji ima prebrojivu bazu okolina u svakoj svojoj to¢ki
kaZemo da zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti.

Primijetimo da obrati prethodne leme i teorema vrijede i ako X
zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti (tj. ne mora biti
metrizabilan). Dokaz Leme (21.2) («).

Napomena

Metrizabilan prostor uvijek zadovoljava 1. aksiom prebrojivosti!
Obrat nije nuzno istinit (Npr. Sorgenfreyev pravac Ry).

Dokaz da R¥ u box topologiji nije metrizabilan, neprebrojiv produkt R sa samim
sobom nije metrizabilan. Pokazujemo zapravo: ne zadovoljava &ak niti 1. aksiom

prebrojivosti.



Definicija

Neka je f, : X — Y niz funkcija sa skupa X u metri¢ki prostor Y s
metrikom d. KaZemo da niz (f,) uniformno konvergira prema
funkciji f : X — Y ako za svaki € > 0 postoji prirodan broj N
takav da je d(fn(x), f(x)) < € za svaki n > N i sve x € X.

Teorem (21.6, Neprekidnost uniformnog limesa)

Neka je f, : X — Y niz neprekidnih funkcija s topoloskog prostora
X u metri¢ki prostor Y. Ako niz (f,) uniformno konvergira prema
f, tada je f neprekidna.

Napomena (Konvergencija niza realnih funkcija kao
konvergencija u topolodkim prostorima funkcija)

Neka je X proizvoljan skup, f, f, € RX, ne N.

(1) Niz funkcija (f,) konvergira uniformno k f na X ako i samo
ako (f,) — f u uniformnoj metrici 5 (tj. uniformnoj topologiji)
prostora RX.

(2) Niz funkcija (f,) konvergira k f po totkama na X

((fa(x)) = f(x), Vx € X) ako i samo ako (f,) — f u produktnoj
topologiji prostora RX.



Kvocijentna topologija

Definicija

Neka su X i Y topoloski prostori i neka je p : X — Y surjekcija.
Preslikavanje p zovemo kvocijentno preslikavanje ako je podskup
U C Y otvoren (zatvoren) u Y ako i samo ako je p* (U) otvoren
(zatvoren) u X (tzv. svojstvo jake neprekidnosti).

Nap. kvocijentno+bijekcija=homeomorfizam

Drugi nadin definiranja:
KaZemo da je podskup C od X zasi¢en (saturiran) u odnosu na
surjekciju p : X — Y ako C sadrzi svaki skup p~ ({y}) (vlakno)
koji sijece, tj. ako je

C = p(p(C)).

Dakle, C je zasi¢en u odnosu na surjekciju p akko je jednak
kompletnoj praslici nekog podskupa od Y.



Surjekcija p je kvocijentno preslikavanje ako i samo ako je p
neprekidno i preslikava zasi¢ene otvorene skupove od X na
otvorene skupove od Y (zasi¢ene zatvorene skupove od X na
zatvorene skupove od Y).

Napomena

Neprekidna surjekcija koja je otvoreno (ili zatvoreno) preslikavanje
je kvocijentno preslikavanje, ali obrat ne vrijedi: postoje
kvocijentna preslikavanja koja nisu niti otvorena niti zatvorena.

Primjer: projekcije.



Definicija

Neka je X topoloski prostor, A skup i p: X — A surjekcija. Tada
postoji to¢no jedna topologija 7 na A u odnosu na koju je p
kvocijentno preslikavanje i zovemo ju kvocijentna topologija
inducirana s p.

Topologija T se sastoji od onih podskupova U od A za koje je
p< (U) otvoren u X.

Definicija (Identifikacijsko kvocijentno preslikavanje)

Neka je X topoloski prostor i neka je X* particija od X u
disjunktne podskupove &ija unija je X. Neka je p: X — X*
surjekcija koja preslikava svaku to¢ku od X na element od X* koji
je sadrzi. U kvocijentnoj topologiji induciranoj s p prostor X*
zovemo kvocijentni prostor od X.

Napomena

Preslikavanjem p : X — X* dana je relacija ekvivalencije: x =y
ako p(x) i p(y) leze u istom skupu particije. X* je tada skup klasa
ekvivalencije, pisemo: X* = X/=.

Primieri: iedini¢na 2-sfera i torus kao kvociientni prostori.



Primjer: Restrikcija kvocijentnog preslikavanja na potprostor ne mora biti kvocijentno

preslikavanje.

Teorem (22.1)

Neka je p: X — Y kvocijentno preslikavanje, neka je A potprostor
od X koji je zasi¢en u odnosu na p i neka je g = p’A :A— p(A)
restrikcija od p.

1. Ako je A ili otvoren ili zatvoren u X, g je kvocijentno
preslikavanje.

2. Ako je p ili otvoreno preslikavanje ili zatvoreno preslikavanje,
g je kvocijentno preslikavanje.

Ideja dokaza: Kako je g neprekidna surjekcija, dovoljno pokazati: ako je za V C p(A)
skup g (V) otvoren u A, onda je V otvoren u p(A). Zasi¢enost A bitna da bi
vrijedilo g (V) = p=(V), V C p(A).

Napomena

Kompozicija kvocijentnih preslikavanja je kvocijentno preslikavanje.
To ne vrijedi nuZno za Kartezijeve produkte. Hausdorffovo svojstvo
se ne prenosi nuzno s prostora X na kvocijentni prostor X*.



Konstrukcija neprekidnih funkcija na kvocijentnom prostoru

Teorem (22.2, Faktorizacija preslikavanja kroz kvocijentno
preslikavanje)

Neka je p: X — Y kvocijentno preslikavanje. Neka je Z prostor i
neka je g : X — Z preslikavanje koje je konstantno na svakom
skupu p~({y}), za y € Y. Tada g inducira preslikavanje

f 'Y — Z na kvocijentnom prostoru Y takvo da je fop = g.
(1) Preslikavanje f je neprekidno ako i samo ako je g neprekidno.
(2) f je kvocijentno preslikavanje ako i samo ako je g kvocijentno
preslikavanje.

X
P N
Y---32
o

Skup p* ({y}) zovemo vlakno od p.
Dokaz.



Korolar (22.3, homeomorfizam induciran kvocijentnim
preslikavanjem)
Neka je g : X — Z neprekidna surjekcija. Neka je
X* ={g“({z}) : z € Z} kvocijentni prostor od X te neka je
f : X* — Z inducirana neprekidna (za3to?) bijekcija (g = f o p).
1. f je homeomorfizam ako i samo ako je g kvocijentno
preslikavanje.
2. Ako je Z Hausdorffov i X* je Hausdorffov.

X
Pl N
X i d

Dokaz.

Primjer: g nije kvocijentno preslikavanje i inducirani f na kvocijentnom prostoru nije

homeomorfizam.



2. Povezanost i kompaktnost



Motivacija za prouavanje svojstava povezanosti i kompaktnosti topoloskih prostora
(Weierstrassov teorem: neprekidna slika segmenta segment-postizu se meduvrijednosti
i maksimum/minimum, Teorem o unif. nepr. nepr. f-cije na segmentu; za realne
funkcije jedne realne varijable)

Definicija

Neka je X topoloski prostor. Separacija od X je par U, V
disjunktnih nepraznih otvorenih podskupova od X ¢&ija unija je X.
Za topoloski prostor X kaZzemo da je povezan ako ne postoji
separacija od X.

Prostor X je povezan akko su jedini podskupovi koji su i otvoreni i zatvoreni u X
prazan skup @ i &itav prostor X.
Lema (23.1, Karakterizacija separacije potprostora)

Neka je Y potprostor od X. Par A, B C Y je separacija od Y ako
i samo ako su disjunktni, neprazni, unija im je Y, a niti jedan od
njih ne sadrzi gomiliste (u X) drugoga.

Dokaz.

Primjeri nepovezanih prostora.



Dovoljni uvjeti za povezanost (pot)prostora

Lema (23.2, u dokazu Teorema 23.3)

Ako su skupovi C i D separacija od X i ako je Y povezan
potprostor od X, tada jeili Y C C,ili Y C D.

Teorem (23.3)

Unija familije povezanih potprostora od X koja ima zajednicku
to¢ku je povezana.

Dokaz: pp. suprotno + Lema 23.2.

Teorem (23.4, Povezanost skupa se ne narusi dodavanjem
nekih gomilista skupu.)

Neka je A povezan potprostor od X. Ako je AC B C Cl A, tada je
B takoder povezan.

Teorem (23.5)

Neprekidna slika povezanog prostora je povezana. Dokaz.



Teorem (23.6)
Konatni Kartezijev produkt povezanih prostora je povezan.
Dokaz.

Primjeri: za beskona&ne produkte povezanost produkta povezanih prostora ovisi o

izboru topologije na produktu. Povezanost R u produktnoj i box topologiji.

Napomena

Proizvoljni Kartezijevi produkti povezanih skupova u produktnoj
topologiji su povezani.

Dokaz: generalizacija primjera.



Povezanost potprostora od R. Primjeri povezanih prostora.

Definicija
Totalno ureden skup L koji ima vise od jednog elementa zovemo
linearni kontinuum ako vrijedi:

1. L ima svojstvo supremuma (svaki neprazan odozgo omeden
podskup Ly od L ima supremum u L),

2. Ako je x < y, tada postoji z takav da je x < z < y (gustoca
L u samome sebi).

Npr. R. Linearni kontinuum generalizacija R.

Primjeri linearnih kontinuuma razli¢itih od R.

Teorem (24.1, Povezanost linearnog kontinuuma)

Ako je L linearni kontinuum s uredajnom topologijom, tada je L
povezan, a povezani su i intervali i zrake u L.

Ideja dokaza: konveksni potprostori od L su povezani, kao dokaz povezanosti

segmenta u R.



Korolar (24.2)

Realni pravac R te intervali i zrake u R su povezani skupovi (u
uredajnoj = standardnoj topologiji).

Teorem (24.3, Generalizacija teorema o meduvrijednostima)

Neka je f : X — Y neprekidno preslikavanje, gdje je X povezan
prostor i Y totalno ureden skup s uredajnom topologijom. Ako su
ai b totke od X i ako je r totka od Y koja lezi izmedu f(a) i
f(b), tada postoji totka ¢ u X takva da je f(c) =r.

Specijalno, X =[a,b] C R, Y =R.

Dokaz.



Povezanost putevima

Definicija

Za dane tocke x i y prostora X, put u X od x do y je neprekidno
preslikavanje f : [a, b] — X nekog segmenta [a, b] C R u X, takvo
da je f(a) = x i f(b) = y. Za prostor X kaZemo da je putevima
povezan ako svaki par to¢aka od X moZe biti povezan putom u X.

Napomena (Dovoljan uvjet za povezanost)

(1) Neprekidna slika putevima povezanog prostora je putevima
povezana.

(2) Svaki prostor X koji je putevima povezan je i povezan. Obrat
ne vrijedi.

Dokaz. Primjeri i kontraprimjeri (tzv. topoloska sinusoida).



Komponente povezanosti i povezanosti putevima
(Proces rastavljanja prostora na komponente povezanosti ili povezanosti putevima)
Definicija
Neka je X topoloski prostor. Definiramo relaciju ekvivalencije na
X: x ~ y ako postoji povezan potprostor od X koji sadrZi x i y.

Klase ekvivalencije zovemo komponente ili komponente
povezanosti od X.

Teorem (25.1)

Komponente od X su povezani disjunktni potprostori od X, &ija je
unija X, takvi da svaki neprazni povezani potprostor od X sijece
samo jednu od njih.

Dokaz povezanosti komponenti. Komponenta povezanosti od xp € X je unija svih

povezanih podskupova od X koji sadrze xp!
Napomena

Komponente povezanosti od X su zatvorene u X, jer sadrze svoj
zatvaral (koji je takoder povezan). Ako X ima kona&no mnogo kp,
one su otvorene u X kao komplement konacne unije zatvorenih.



Definicija

Definiramo drugu relaciju ekvivalencije na prostoru X: x ~ y ako
postoji put u X od x do y. Klase ekvivalencije zovemo
komponente povezanosti putevima od X.

Teorem (25.2)

Komponente povezanosti putevima od X su putevima povezani
disjunktni potprostori od X, &ija je unija X, takvi da svaki neprazni
putevima povezani potprostor od X sije¢e samo jednu od njih.

Primjeri.



Lokalna povezanost prostora

Definicija

Za prostor X kaZemo da je lokalno povezan u x ako za svaku
okolinu U od x postoji povezana okolina V' od x sadrzana u U. Za
prostor X kazemo da je lokalno povezan ako je lokalno povezan u
svakoj svojoj tocki.

Za prostor X kaZzemo da je lokalno putevima povezan u x ako
za svaku okolinu U od x postoji putevima povezana okolina V od
x sadrzana u U. Za prostor X kaZemo da je lokalno putevima
povezan ako je lokalno putevima povezan u svakoj svojoj tocki.

Teorem (25.3, Karakterizacija lokalne povezanosti)

Prostor X je lokalno povezan ako i samo ako za svaki otvoren skup
U od X je svaka komponenta povezanosti od U otvorena u X.
Dokaz (sami).

Primjeri (povezanost i lokalna povezanost)



Teorem (25.4, Karakterizacija lokalne povezanost putevima)

Prostor X je lokalno putevima povezan ako i samo ako za svaki
otvoren skup U od X svaka putevima povezana komponenta od U
je otvorena u X.

Napomena

Specijalno, u lokalno putevima povezanim prostorima su
komponente povezanosti i povezanosti putevima otvoreni skupovi.
Sjetimo se: komponente povezanosti su u svakom prostoru
zatvoreni skupovi.

Teorem (25.5)

Neka je X topoloski prostor. Svaka komponenta povezanosti
putevima od X lezi u nekoj komponenti povezanosti od X.
Ako je X lokalno putevima povezan tada se komponente
povezanosti i komponente povezanosti putevima podudaraju.

Dokaz.



Kompaktni prostori
Definicija
Za familiju A C P(X) podskupova prostora X kaZemo da pokriva
X, ili da je pokrivat od X, ako je unija elemenata od A jednaka

X. Familiju A zovemo otvoreni pokrivat od X ako su svi njezini
elementi otvoreni podskupovi od X.

Ako je Y potprostor od X, za familiju A podskupova od X
kaZemo da pokriva Y ako unija njezinih elemenata sadrZi Y.
Definicija

Za prostor X kaZzemo da je kompaktan ako svaki otvoreni
pokrival A od X sadrZi kona¢nu potfamiliju koja pokriva X.
Primjeri.

Lema (26.1)

Neka je Y potprostor od X. Y je kompaktan ako i samo ako svaki
pokrival od Y ¢&iji su elementi skupovi otvoreni u X sadrzi kona¢nu
potfamiliju koja pokriva Y.

Dokaz (sami, relativna topologija).



Dovoljni uvjeti za kompaktnost

Teorem (26.2)
Svaki zatvoreni potprostor kompaktnog prostora je kompaktan.

Dokaz.

Teorem (26.3)
Svaki kompaktni potprostor Hausdorffovog prostora je zatvoren.

Lema (26.4, Separacija kompakta i to¢ke u Hausdorffovom
prostoru otv. skupovima)

Ako je Y kompaktan potprostor Hausdorffovog prostora X i xg nije
u Y, onda postoje otvoreni disjunktni skupovi Ui V od X koji
sadrze xg i Y redom.

Dokaz.

Zahtjev Hausdorffovosti u Teoremu 26.3 je bitan! (Kontraprimjer)



Teorem (26.5)
Neprekidna slika kompaktnog prostora je kompaktna.

Teorem (26.6)

Neka je f : X — Y neprekidna bijekcija. Ako je X kompaktani Y
Hausdorffov, onda je f homeomorfizam.

Dokaz: slika zatvorenih skupova u X je zatvorena u Y.



Definicija
Za familiju C podskupova od X kaZemo da je centrirana ako je za
svaku kona¢nu potfamiliju {Cy, ..., C,} od C presiek G;N---N G,
neprazan.

Teorem (26.9, Karakterizacija kompaktnosti preko zatvorenih
skupova)

Neka je X topoloski prostor. X je kompaktan ako i samo ako je za
svaku centriranu familiju C zatvorenih skupova u X presjek

Ncec € svih elemenata od C neprazan.

Ideja dokaza: gledamo komplemente pokriva&a.

Specijalan sluéaj ovog teorema je Cantorov teorem: kada imamo
silazan (ugnijezdeni) niz G; D G2 -2 C, 2 Cpy1 2 -+
nepraznih zatvorenih skupova u kompaktnom prostoru X. Tada je
familija C = {Cp} nen centrirana pa je presjek [, oy Co neprazan.



Produkti kompaktnih prostora

Teorem (26.7)

Produkt kona¢no mnogo kompaktnih prostora je kompaktan.

Lema (26.8, Lema o cijevi)

Neka su X, Y topoloski prostori i Y kompaktan. Ako je N otvoren
skup u produktu X x Y koji sadrZi 'prerez’ {xo} x Y, tada postoji
okolina V oko xp u X takva da N sadrzii 'cijev’ V x Y.

Dokaz teorema:
(1) dokaz Leme o cijevi; (2) redukcija pokrivaga od X koriste¢i kompaktnost svakog

prereza {x} X Y ~ Y, x € X, i Lemu o cijevi.

Kontraprimjer: zahtjev Y kompaktan u Lemi o cijevi je bitan.



Tihonovljev teorem (kompaktnost proizvoljnih produkata cpt. prostora)

* Koristimo karakterizaciju kompaktnosti preko centriranih familija zatvorenih skupova

Lema (37.1)

Neka je X skup i neka je A centrirana familija podskupova od X.
Tada postoji maksimalna centrirana familija D podskupova od X
koja sadrzi A (maksimalna zna&i da ne postoji familija podskupova
od X koja strogo sadrzi D i ima traZena svojstva).

Dokaz. Zornova lema na parcijalno uredenom skupu (u smislu potfamilija C) svih
centriranih familija podskupova od X koje sadrze A.

Zornova lema: Ako svaki totalno ureden podskup u parcijalno uredenom skupu (U, <)

ima gornju medu, tada U ima maksimalni element.

Lema (37.2)

Neka je X skup i D neka maksimalna centrirana familija
podskupova od X. Tada vrijedi:

1. Svaki konacan presjek elemenata od D je element od D.

2. Ako je A podskup od X koji sijete svaki element od D, tada
je A element od D.



Teorem (37.3, Tihonovljev teorem)
Proizvoljan produkt kompaktnih prostora je kompaktan u
produktnoj topologiji.

Dokaz: Leme 37.1 i 37.2. Dokazujemo da svaka centrirana familija A u produktu ima
neprazan presjek tako da nadopunimo do maksimalne centrirane familije D koja je

sadrzi. PokaZemo (pomoéu koordinatnih projekcija) da D ima neprazan presjek.



Kompaktnost u R i R”
Teorem (27.1)

Neka je X totalno ureden skup sa svojstvom supremuma. U
uredajnoj topologiji, svaki segment (zatvoreni interval) u X je
kompaktan.

U dokazu se koristi samo svojstvo supremuma, ne i gusto¢e kao kod povezanosti!

Korolar (27.2)
Svaki segment [a, b], a < b, u R je kompaktan.

Teorem (27.3, Karakterizacija kompaktnosti u R")
Potprostor A od R" je kompaktan ako i samo ako je zatvoren i
omeden (u euklidskoj metrici d> ili u kvadratnoj metrici ds).
Ideja dokaza (<): A zatvoreni podskup kocke [—r, r]" kompaktne u R".
Napomena

Karakterizacija («<=) NE vrijedi opéenito u metri¢kim prostorimal
(Kompaktnost je topologko, a omedenost metri¢ko svojstvo. Npr. R nije kompaktan u
standardnoj topologiji, a omeden je i zatvoren u standardnoj omedenoj metrici koja je

inducira )



Teorem (27.4, Weierstrassov teorem)

Neka je f : X — Y neprekidna, pri ¢emu je Y totalno ureden skup
s uredajnom topologijom. Ako je X kompaktan, tada postoje tocke
cidu X takve da je f(c) < f(x) < f(d) za svaki x € X.

Dokaz.

Definicija

Neka je (X, d) metritki prostor i A neprazni podskup od X.

Za x € X definiramo udaljenost od x do A kao

d(x,A) = inf{d(x,a) : a € A}.

Dijametar skupa A definiramo kao

diam(A) = sup{d(a,d’) : a,d' € A} < .

Lema (27.5, O Lebesgueovom broju za kompakte)

Neka je A otvoreni pokriva¢ metri¢kog prostora (X, d). Ako je X
kompaktan, onda postoji § > 0 takav da za svaki podskup od X
dijametra manjeg od 0 postoji element od A koji ga sadrZi.

Broj 6 zovemo Lebesgueov broj pokrivata A.

Dokaz. Primjer: lema ne vrijedi bez pp. kompaktnosti X



Definicija

Za funkciju f s metritkog prostora (X, dx) u metri¢ki prostor
(Y, dy) kaZemo da je uniformno neprekidna ako za dani € > 0
postoji 0 > 0 takav da za svaki par to¢aka xg, x1 iz X

dx(x0,x1) < 6 = d(f(x0), f(x1)) <e.

Teorem (27.6, O uniformnoj neprekidnosti na kompaktu)

Neka je f : X — Y neprekidna funkcija s kompaktnog metri¢kog
prostora (X, dx) u metri¢ki prostor (Y, dy). Tada je f uniformno
neprekidna.

Ideja dokaza: Koristimo Lebesgueov broj (sami).



Neprebrojivost skupa R

Definicija

Za totku x prostora X kazemo da je izolirana tocka od X ako je
skup {x} otvoren u X (tj. ako je 'sama sebi okolina’, tj. ako
postoji okolina od x koja ne sadrZi niti jedan element skupa X
razli¢it od x).

Teorem (27.7)

Neka je X neprazan kompaktan Hausdorffov prostor. Ako X nema
izoliranih tocaka, X je neprebrojiv.

Primjer: 0U {1/n: n € N} C R kompaktan, Hausdorffov i prebrojiv, no ima izolirane

tolke.

Korolar (27.8)

Svaki segment u R je neprebrojiv (pa i R i njegovi intervali).



Dvije slabije formulacije kompaktnosti:
Bolzano-Weierstrassova i nizovna kompaktnost

Teorem (28.1)

Ako je X kompaktan, svaki beskonaan podskup od X ima
gomiliste u X. Obrat ne vrijedi!

Dokaz.

Svojstvo da svaki beskonaan podskup od X ima gomilidte naziva se
Bolzano-Weierstrass kompaktnost i nekad se smatrala definicijom kompaktnosti.
Zapravo je slabije svojstvo. Primjer da obrat ne vrijedi.

Definicija

Za prostor X kazemo da je nizovno kompaktan ako svaki niz (x,)
u X ima konvergentan podniz u X.

Teorem (28.2)

Za metrizabilne prostore X ekvivalentno je:

(1) X je kompaktan.

(2) X je Bolzano-Weierstrass kompaktan.

(3) X je nizovno kompaktan. (1) = (2) = (3) lagano.



Lokalna kompaktnost
Definicija
Za prostor X kazemo da je lokalno kompaktan u x € X ako
postoji kompaktan potprostor C od X koji sadrzi neku okolinu od
x. Ako je X lokalno kompaktan u svakoj svojoj tocki, za X kazemo
da je lokalno kompaktan.
X kompaktan — X lokalno kompaktan. Primjeri.
Teorem (29.1, LCH prostor kao potprostor CH prostora)

Prostor X je lokalno kompaktan Hausdorffov prostor ako i samo
ako postoji prostor Y koji zadovoljava sljedeée uvjete:

1. X je potprostor od Y.
2. Skup Y \ X se sastoji od jedne toZke.
3. Y je kompaktan Hausdorffov prostor.

(tj. ako postoji kompaktifikacija prostora X jednom totkom!)
Ako i Y i Y’ zadovoljavaju te uvjete onda postoji homeomorfizam
s Y na Y’ koji je jednak identiteti na X.

Metrizabilni i lokalno kompaktni Hausdorffovi prostori su nam najbolji za rad!



Dokaz.

1. jedinstvenost prostora Y do na homeomorfizam,

2. (=) Za X LCH formiramo Y = X U {co}. Definiramo topologiju na Y kao
familiju svih skupova:
(tipa 1) otvorenih u X i
(tipa 2) oblika Y\ C, gdje je C kompaktan u X.
Provjeravamo: to je topologija na Y, X je potprostor od Y, Y CH.

3. (<) Za Y CH pokazujemo da je X = Y\ {oco} LCH.

Napomena

Iz konstrukcije topologije na Y se vidi:

(1) Ako je X kompaktan, tada je oo izolirana totka od Y (sama
svoja okolina).

(2) Ako X nije kompaktan, tada je co gomiliste skupa X u Y, pa
jeClyX =Y.

Definicija (Jednoto¢kovna kompaktifikacija)

Ako je Y kompaktan Hausdorffov prostor i ako je X pravi
potprostor od Y &iji zatvaral je jednak Y, onda za Y kaZemo da je
kompaktifikacija od X. Ako je Y \ X jedna to¢ka, Y zovemo
jednotockovna kompaktifikacija od X. Primjeri.

Pokazali smo u Teoremu 29.1: X ima jednoto¢kovnu kompaktifikaciju (skoro

jedinstvenu) ako i samo ako je lokalno kompaktan Hausdorffov i nije sam kompaktan:



'Lokalnost’ pojma lokalne kompaktnosti

Korolar (29.2, Karakterizacija lokalne kompaktnosti)

Neka je X Hausdorffov prostor. X je lokalno kompaktan ako i
samo ako za dani x iz X i danu okolinu U od x postoji okolina V
od x takva da je ClV kompaktan i C1V C U.

Dokaz.
Korolar (29.3, Lokalna kompaktnost potprostora)

Neka je X lokalno kompaktan Hausdorffov prostor i A potprostor
od X. Ako je A zatvoren u X ili otvoren u X, onda je A lokalno
kompaktan.

Dokaz.
Zasto su LCH prostori dobri?
Korolar (29.4, Ulaganje LCH prostora u CH prostore)

Prostor X je homeomorfan otvorenom potprostoru kompaktnog
Hausdorffovog prostora ako i samo ako je X lokalno kompaktan
Hausdorffov.

Dokaz: direktna posljedica Teorema 29.1 i Korolara 29.3.



3. Aksiomi prebrojivosti i aksiomi separacije

Cilj: nadi dovoljne uvjete za ulaganje prostora u metriZki prostor (Urysohnov teorem

metrizacije).



Aksiomi prebrojivosti

Definicija

Za prostor X kazemo da ima prebrojivu bazu okolina u tocki x

ako postoji prebrojiva familija { U, }nen okolina od x sa svojstvom

da svaka okolina U od x sadrZi barem jedan od skupova U,,.

Za prostor X koji ima prebrojivu bazu okolina u svakoj svojoj tocki
kaZemo da zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti.

Teorem (30.1, radili prije)
Neka je X topoloski prostor.

1. Neka je A podskup od X. Ako postoji niz to¢aka u A koji
konvergira prema x, tada je x € Cl A.

2. Neka je f : X — Y. Ako je funkcija f neprekidna, tada za
svaki konvergentni niz x, — x u X, niz f(x,) konvergira
prema f(x).

Ako X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti, vrijede i obrati 1. i 2.



Definicija
Ako prostor X ima prebrojivu bazu topologije, tada kazemo da X
zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti.

Napomena

(1) Drugi aksiom prebrojivosti povlaci prvi.

(2) Svaki metrizabilan prostor zadovoljava 1. aksiom prebrojivosti
({B(x, 1), ne N}). Za 2. aksiom prebrojivosti to nije slu¢aj (npr.
R% s uniformnom topologijom).

Primjeri.

Teorem (30.2)

Potprostor prostora koji zadovoljava prvi (drugi) aksiom

prebrojivosti takoder zadovoljava prvi (drugi) aksiom prebrojivosti.
Prebrojivi produkt prostora koji zadovoljavaju prvi (drugi) aksiom
prebrojivosti takoder zadovoljava prvi (drugi) aksiom prebrojivosti.



Definicija
Za podskup A prostora X kazemo da je gust u X ako je C1A = X.
Teorem (30.3)
Pretpostavimo da X zadovoljava 2. aksiom prebrojivosti. Tada
vrijedi:

1. Svaki otvoreni pokriva¢ od X sadrzi prebrojivu potfamiliju

koja pokriva X.
2. Postoji prebrojiv podskup od X koji je gust u X.

Dokaz.

Prostor za koji svaki otvoreni pokriva¢ sadrZi prebrojiv potpokrivaé
zovemo Lindel6fov, a prostor koji ima prebrojivi gusti podskup
zovemo separabilan.

Napomena

Za metrizabilne prostore sva 3 "aksioma” su ekvivalentna.

Primjeri:

2. aksiom ja&i od ostalih (npr. Sorgenfreyev pravac R;); Lindelofovost i separabilnost

ne ostaju otuvani na produktima (npr. Sorgenfreyeva ravnina ]Rf) j potprostorimal



Aksiomi separacije

Prisjetimo se: prostor X zovemo Hausdorffovim ( T,-prostorom)
ako za svaki par razli¢itih to¢aka x, y od X, postoje disjunktni
otvoreni skupovi koji sadrze x i y redom.

Definicija

Pretpostavimo da su jedno€lani skupovi zatvoreni u X (tj. da je X
T1-prostor).

Za X kazemo da je regularan ( Ts-prostor) ako za svaku totku x i
zatvoreni skup B koji ne sadrzi x, postoje disjunktni otvoreni
skupovi koji sadrZze x i B redom.

Za X kazemo da je normalan ( T4-prostor) ako za svaki par
disjunktnih zatvoreni skupova A, B od X, postoje disjunktni
otvoreni skupovi koji sadrze A i B redom.

Te aksiome zovemo aksiomi separacije.

Napomena

uz pp. T uz pp. T
T4 I:2>1T3 p:p>1T2:>T1



Lema (31.1, Karakterizacija regularnosti i normalnosti)
Neka je X Ti-topoloski prostor.

1. X je regularan ako i samo ako za svaku to¢ku x iz X i okolinu
U od x, postoji okolina V od x takva da je C1V C U.

2. X je normalan ako i samo ako za svaki zatvoreni skup A i
otvoreni skup U koji sadrzi A, postoji otvoreni skup V' koji
sadrzi A takav da je C1V C U. Dokaz.

Teorem (31.2)

1. Potprostor Hausdorffovog prostora je Hausdorffov. Produkt
Hausdorffovih prostora je Hausdorffov.

2. Potprostor regularnog prostora je regularan. Produkt
regularnih prostora je regularan.

Dokaz: sami. Ne zaboravite provjeriti T1-svojstvo!

Napomena
Za normalne prostore analogon Teorema 31.2. ne vrijedi!

Gdje ne prolazi dokaz 2. (T3 i T4 svojstvo sli¢no)? Primjeri (aksiomi separacije).



Dovoljni uvjeti za normalnost prostora

Motivacija: Urysohnov teorem metrizacije i Tietzeov teorem o proSirenju preslikavanja

vrijede u normalnim prostorima!

Teorem (32.1)

Svaki regularan prostor koji zadovoljava 2. aksiom prebrojivosti je
normalan.

Dokaz.

Teorem (32.2)
Svaki metrizabilan prostor je normalan.

Dokaz. Sami. Sli¢no kao u prethodnom teoremu (kugle).

Teorem (32.3)
Svaki kompaktan Hausdorffov prostor je normalan.

Dokaz: Po Lemi 26.4 imamo regularnost. Dokaz separacije za dva zatvorena skupa A i
B primjenom Leme (tj. regularnosti) po svim to¢kama skupa A koji je zatvoren, time i

kompaktan.



Teorem (32.4)
Svaki totalno ureden skup X je normalan u uredajnoj topologiji.

Necemo dokazivati.

Primjer: normalnost RV, R¥, R7.



Urysohnova lema

Teorem (33.1, Urysohnova lema)

Neka je X normalan prostor. Neka su A i B disjunktni zatvoreni
podskupovi od X. Neka je [a, b] C R segment. Tada postoji
neprekidno preslikavanje f : X — [a, b] takvo da je f(x) = a za sve
x iz Aif(x) = b zasve x iz B.

Ideja dokaza: Dovoljno dokazati za [a, b] = [0, 1].

1. Koriste¢i normalnost, generiramo niz okolina U, oko A disjunktnih s B,
indeksiran s p € QN [0, 1], takav da je C1(Up) C Ug za p < q.

2. Konstruiramo f na sljede¢i na&in: mijenja se po okolinama U, prateci p od 0 na
A do 1 na B, a na [0,1] je prodirena po neprekidnosti.

Definicija

Ako su A i B podskupovi topoloskog prostora X i ako postoji
neprekidna funkcija f : X — [0, 1] takva da je f(A) = {0} i
f(B) = {1}, tada kazemo da se A i B mogu separirati
neprekidnom funkcijom.



Napomena

(1) Neka je X Ti-prostor. X je normalan ako i samo ako se svaka
dva disjunktna zatvorena podskupa od X mogu separirati
neprekidnom funkcijom.

(2) U regularnim prostorima toZka i skup ne moraju se moci

separirati neprekidnom funkcijom.
(1) (<) AC F7([0,1/2)), B C F((1/2,1]);

(2) U dokazu Urysohnove leme veé konstrukcija Uz ne prolazi, jer trebamo normalnost.
Definicija ( T51-prostori)
2

Neka je X Ti-prostor. KaZzemo da je X je potpuno regularan ako
za svaku to¢ku xg i za svaki zatvoren skup A koji ne sadrzi xp,
postoji neprekidna funkcija f : X — [0, 1] takva da je f(A) = {0} i
f(x0) =1 (tj. ako se svaki totka i zatvoren skup mogu separirati
neprekidnom funkcijom).

Nap. T3 g T3% g_ T4. Primjeri.
Teorem (33.2)

Potprostor potpuno regularnog prostora je potpuno regularan.
Produkt potpuno recularnih prostora ie potbuno recularan.



Urysohnov teorem metrizacije

Teorem (34.1, Urysohnov teorem metrizacije)

Svaki regularni prostor X koji zadovoljava 2. aksiom prebrojivosti
je metrizabilan.

Ideja dokaza:

Pokazujemo da je X homeomorfan potprostoru metrizabilnog prostora:
(1. dokaz) R¥ (tj. [0,1]*) s produktnom topologijom ILI

(2. dokaz) R (tj. [0,1]¥) s uniformnom metrikom

(tj. ulaZe se u te prostore).

Pomodna tvrdnja. Postoji niz (f,) neprekidnih funkcija f, : X — [0, 1] takav da vrijedi:
za svaku to¢ku xp € X i za svaku okolinu U oko xp postoji neki ¢lan niza f, takav da

fa(x0) > 01 f, i8&ezava na X\ U.

Dokaz: Urysohnova lema (regularan prostor s 2. aksiomom prebrojivosti je normalan)
+ smanjivanje familije koristenjem 2. aksioma prebrojivosti.

Pokazujemo:
(1. dokaz) F : X — RY¥, F(x) = (fi(x), fa(x), . ..), je smjetenje X u R¥ s
produktnom topologijom (pokazujemo: F : X — F(X) C R“ homeomorfizam)

(2. dokaz) F : X — [0,1]%, F(x) = (f(x), 282, 50 ), je smjeStenje X u R¥ s

uniformnom topologijom.
e (1. dokaz) se generalizira na ulaganje potpuno regularnih prostora u [0, 1]/ (Teorem

34.3), (2. dokaz) na N-S teorem metrizacije (Teorem 40.3, nuZni i ,dovoljni uvjeti)!



Dokaz (1) generalizira se na:

Teorem (34.2, Teorem o smjeStenju prostora u R”)

Neka je X Tj-prostor. Pretpostavimo da je {f,},cs indeksirana
familija neprekidnih funkcija f, : X — R takva da za svaku to¢ku
xp od X i za svaku okolinu U od xg postoji indeks « za koji je f,
pozitivna u xp i nula je izvan U. Tada je funkcija F : X — R/
definirana sa F(x) = (fo(x))acs smjestenje od X u R7. Ako £,
preslikava X u [0,1] za svaki a, tada F smjestava X u [0,1]”.

Dokaz: Ti-svojstvo osigurava injektivnost F.

Teorem (34.3)

Prostor X je potpuno regularan ako i samo ako je homeomorfan
potprostoru od [0,1]7 za neki J.

Dokaz: (<) produkti i potprostori potpuno regularnih potpuno regularni.



Tietzeov teorem o prosirenju preslikavanja

(posljedica Urysohnove leme)

Teorem (Tietzeov teorem o proSirenju preslikavanja)
Neka je X normalan prostor i neka je A zatvoren potprostor od X.

1. Svaka neprekidna funkcija f : A C X — [a, b] € R moZe se
progiriti do neprekidne funkcije koja &itav X preslikava u [a, b].

2. Svako neprekidno preslikavanje f : A — R moZe se prosiriti do
neprekidnog preslikavanja ¢itavog prostora X u R.

Skica dokaza:
» BSO stavimo [a, b] := [—r, r], r > 0 mali.

» Konstruiramo uniformno konvergentan niz neprekidnih funkcija na X
(>"%_1 &k) : X — [—r, r] takvih da su sve bliZe f na A. Urysohnova lema,
induktivno.

» Limes je neprekidna funkcija g := >_72, gk : X — [—r, r]. PokaZzemo: g A= f.

hom.

> (2) R ~ (—1,1), primijenimo (1) pa pokrpamo rubove.



5. Teoremi metrizacije i parakompaktnost

» Dosad dovoljni uvjeti metrizabilnosti:
Tm 34.1. Urysohnov teorem metrizacije:
X regularan + prebrojiva baza — X metrizabilan

» Nuzni i dovoljni uvjeti metrizabilnosti:

* Nagata-Smirnovljev teorem metrizacije:
X metrizabilan <+ X regularan + prebrojivo lokalno kona&na baza

*Smirnovljev teorem metrizacije:
X metrizabilan <+ X lokalno metrizabilan i parakompaktan Hausdorffov



Definicija

Neka je X topoloski prostor. Za familiju A podskupova od X
kaZemo da je lokalno konaé&na u X ako svaka to¢ka od X ima
okolinu koja sijee samo kona&no mnogo elemenata od A.

Primjeri lok. konagnih familija.

Lema (39.1)

Neka je A lokalno kona¢na familija podskupova od X. Tada:
1. Svaka potfamilija od A je lokalno kona&na.
2. Familija B = {C1 A} ac4 je lokalno kona&na.
3. Cl(UpaecaA) = Uaca CLA.

Dokaz: 3. D uvijek, za C koristimo svojstvo lokalne kona&nosti.

Napomena

Za indeksiranu familiju {A,}acs podskupova od X kazemo da je
lokalno konaéna u X ako svaki x € X ima okolinu koja sije¢e A, za
samo kona¢no indeksa o € J (u indeksiranoj familiji skupovi se
mogu ponavljati, pa je moguée A, = A za beskona¢no mnogo
indeksa a!)



Definicija

Za familiju B podskupova od X kaZemo da je prebrojivo lokalno
konatna ili o-lokalno konaéna ako B moZemo prikazati kao
prebrojivu uniju familija B, od kojih je svaka lokalno konaéna.

Svaka prebrojiva i svaka lokalno kona&na familija je prebrojivo lokalno kona¢na.
Definicija

Neka je A familija podskupova prostora X. Za familiju B
podskupova od X kaZemo da je profinjenje od A ako za svaki

B € B postoji A € A koji sadrzi B. Ako su elementi od B otvoreni
skupovi, B zovemo otvoreno profinjenje od A; ako su elementi
od B zatvoreni skupovi, B zovemo zatvoreno profinjenje.

Lema (39.2, Prebrojivo lokalno kona&an pokrivad
metrizabilnog prostora)

Neka je X metrizabilan prostor. Ako je A otvoren pokriva& od X
tada postoji otvoren pokriva¢ £ od X koji profinjuje A i koji je
prebrojivo lokalno konacdan.

Dokaz.



Definicija
Za podskup A prostora X kaZzemo da je Gs skup u X ako je jednak
presjeku prebrojive familije otvorenih podskupova od X.

Primjeri. U metri¢kom prostoru svaki zatvoren podskup je Gg-skup.



Nagata—Smirnovljev teorem metrizacije

Teorem (40.3, Nagata — Smirnovljev teorem metrizacije)

Prostor X je metrizabilan ako i samo ako je regularan i ima
prebrojivo lokalno konaénu bazu.

Stovige, X ulazemo u metritki prostor ([0, 1]”,7) s uniformnom
metrikom.

Koraci dokaza :
(<) (adaptacija 2. dokaza Urysohnovog teorema)

1. Lema 40.1: normalnost prostora

2. B = UpenBn baza, B, lokalno kona&na. Lema 40.2 = nademo familiju (ne
nuZno prebrojivu) neprekidnih funkcija

1
{f,,yB:X—>[0,—]: n €N, BEB,,}
n
koje separiraju to&ke od zatvorenih skupova u X

(fn,B)B >0, f,5(x) =0, x & B).

3. F: X = [0,1), F(x) = (fa(x))acs, J = {(n,B) : B € By, n € N}, ulaganje u
produktnoj topologiji (Teorem ulaganja 34.2);
za ulaganje u uniformnoj topologiji dokazati neprekidnost F.

(=) Obrat.



Lema (40.1)

Neka je X regularan prostor s bazom B koja je prebrojivo lokalno
kona&na. Tada je X normalan. Svaki zatvoren skup u X je Gs skup
u X.

Ideja dokaza: kao dokaz da je svaki regularan prostor s prebrojivom bazom normalan,
ali nemamo prebrojivu bazu.

Pokazujemo: svaki otvoren skup W prikaziv kao prebrojiva unija otvorenih skupova

takvih da W = UpenUn = UpenCl(Un). Koristimo o-lokalnu kona&nost.

Lema (40.2)

Neka je X normalan i neka je A zatvoren G skup u X. Tada
postoji neprekidna funkcija f : X — [0, 1] takva da je f(x) =0 za
xeAif(x)>0zax¢A.

Dokaz.



Parakompaktnost

— potrebno za Smirnovljev teorem metrizacije, cilj: uvjeti na prostor da bi lokalna
merizabilnost povla&ila metrizabilnost

Definicija

Za prostor X kazemo da je parakompaktan ako svaki otvoreni

pokrivat A od X ima lokalno kona&no otvoreno profinjenje 3 koje
pokriva X.

Napomena

X je kompaktan ako i samo ako svaki otvoreni pokriva¢ A od X
ima kona&no otvoreno profinjenje B koje pokriva X.

Primjer: R" je parakompaktan.
Teorem (41.1)
Svaki parakompaktan Hausdorffov prostor X je normalan.

Dokaz: Pokazujemo regularnost pomoc¢u Hausdorffovog svojstva, pa zatim iz

regularnosti normalnost.



Teorem (41.2)

Svaki zatvoreni potprostor parakompaktnog prostora je
parakompaktan.

Primjer: Parakompaktan potprostor Hausdorffovog prostora ne mora biti zatvoren.

Lema (41.3, Michaelova lema (za dokaz Stoneovog teorema))

Neka je X regularan. Tada su sljedeéi uvjeti na X ekvivalentni:
Svaki otvoreni pokrival od X ima profinjenje koje je:

1. otvoreni pokriva¢ od X i prebrojivo lokalno konadan.
2. pokriva¢ od X i lokalno konacan.
3. zatvoreni pokriva od X i lokalno kona&an.

4. otvoreni pokrivat od X i lokalno konatan (parakompaktnost).

Bez dokaza.
Teorem (41.4, Stoneov teorem)

Svaki metrizabilan prostor je parakompaktan.

Dokaz. Svaki otvoren pokriva¢ metrizabilnog prostora ima prebrojivo lokalno kona&no

otvoreno profinjenje koje je pokriva¢ + Michaelova lema.



Teorem (41.5)

Svaki regularan Lindelofov prostor je parakompaktan.

Primjeri: Produkti parakompaktnih prostora.



Postojanje particije jedinice u parakompaktnim
Hausdorffovim prostorima

Definicija
Neka je { Uy }acy indeksirani otvoreni pokrivat prostora X.
Indeksirana familija neprekidnih funkcija

Yo : X = [0,1], € J,

naziva se particijom jedinice podredenom pokrivatu {U,} ako:
L. 2supp(¥a) C Ua, Ya € J,
2. indeksirana familija {supp(¢a)}acJ je lokalno konatna,
3. Y acsYalx) =1, za svaki x € X.

supp(a) = C1({x € X : ta(x) # 0})



Teorem (41.7, Postojanje particije jedinice)

Neka je X parakompaktan Hausdorffov te neka je {Uqy}acy
indeksiran otvoren pokriva¢ od X. Tada postoji particija jedinice
na X podredena tom pokrivalu.

Dokaz: Lema o saZimanju dva puta, Urysohnova lema.

Lema (41.6, Lema o saZimanju pokrivata)

Neka je X parakompaktan Hausdorffov te neka je {Uy}acy
indeksirani otvoreni pokriva¢ X. Tada postoji lokalno konacan
indeksirani otvoreni pokrivat {V, },c, koji strogo profinjuje
{Us}tacy, tj. CU(Vy) C Uy, a € J.

Dokaz sami.



Smirnovljev teorem metrizacije

Definicija
Za prostor X kaZemo da je lokalno metrizabilan ako svaka tocka
x od X ima okolinu U koja je metrizabilna u relativnoj topologiji.

Teorem (42.1, Smirnovljev teorem metrizacije)

Prostor X je metrizabilan ako i samo ako je parakompaktan
Hausdorffov i lokalno metrizabilan.

Dokaz: (<) Pokazujemo postojanje prebrojivo lokalno kona¢ne baze i primjena N-S

teorema metrizacije.



6. Baireovi prostori i teorija dimenzije.



Prisjetimo se iz definicije interiora skupa:
Podskup A prostora X ima prazan interior (Int A = ) ako i samo ako:
1. A ne sadrZi niti jedan otvoreni podskup od X osim praznog skupa, ili

2. svaka to¢ka od A gomiliste je komplementa od A, tj. komplement od A je gust u X
(CI(X \ A) = X).

Definicija

Za prostor X kaZzemo da je Baireov prostor ako vrijedi sljedeéi
uvjet: Za svaku prebrojivu familiju {A,} zatvorenih skupova od X
koji imaju prazne interiore u X, unija UA, takoder ima prazan
interior u X.

"Prebrojiva unija tankih skupova je tanka.”

Primjeri Baireovih prostora.

Lema (48.1)

Prostor X je Baireov ako i samo ako za svaku prebrojivu familiju
{U,} otvorenih skupova od X, od kojih je svaki gust u X, njihov
presjek NU, je takoder gust u X.

Dokaz: prelazak na komplemente i definicija.



Teorem (48.2, Baireov teorem o kategoriji)

Ako je X kompaktan Hausdorffov ili potpun metri¢ki prostor, onda
je X Baireov prostor.

Dokaz. Neka je {An} prebrojiva familija zatvorenih podskupova od X takvih da je
Int(Ap) = 0, Vn € N. Pokazujemo: X \ UnA, je gust u X. Za proizvoljan otvoren
skup Up C X traZimo xg € Up takav da je xg € X \ UpAn. Formiramo jednu

ugnijezdenu familiju zatvorenih skupova u Up i pokazujemo da je presjek neprazan.

Tada xp uzmemo iz nepraznog presjeka.

Lema (48.3)

Neka je C; © G D --- silazni niz nepraznih zatvorenih skupova
potpunog metri¢kog prostora X. Ako diam(C,) — 0, onda
NG, # 0.

Dokaz.



Primjena Baireovog teorema — konstrukcija neprekidne, ali
nigdje diferencijabilne funkcije

Teorem (49.1)

Neka je f : [0,1] — R neprekidna funkcija. Tada za svaki e > 0
postoji funkcija g : [0,1] — R koja je neprekidna, ali nigdje
diferencijabilna takva da vrijedi

f — < e.
X@[gﬁl\ (x)—gx)| <e

Ideja dokaza.

> Promatramo prostor neprekidnih funkcija C([0, 1],R) s uniformnom metrikom

o(f,g) = e If(x) — g(x)I-

» Zatvoreni potprostor prostora funkcija RI% s uniformnom metrikom koji je
potpun (zbog potpunosti R), pa je i sam potpun.

> Po Baireovom teoremu o kategoriji C([0, 1], R) s uniformnom metrikom je
Baireov.



» Konstruiramo prebrojivu familiju {U,} podskupova U, C C([0, 1], R) otvorenih,
gustih u C([0, 1], R) u uniformnoj metrici, te takvih da su funkcije u presjeku
NpenUn nigdje diferencijabilne.

» Tvrdnja tada slijedi jer je C([0,1],R) s unif. metrikom Baireov, pa je NpenUn
gust u C([0, 1], R).

Konstrukcija skupova funkcija Up, n € N
» Zaf eC([0,1],R), x € [0,1], 0 < h < 1/2 definiramo:

AF(x, h) = max{‘f(er hi)77 f(x)‘7‘f(x)—z(x7h)‘}

(maksimum apsolutne vrijednosti h-diferencija zdesna i slijeva u to¢ki x).

> f diferencijabilna u x akko postoji limj_,0 Af(x, h). Limes je tada jednak
[f'(x)].

> Aufi=inf,cp,1 Af(x, h)

» Stavimo

U, := {f € C([0,1],R) : Axf > n za neki h < 1/n}.

» U, neprazni: u U, sigurno po dijelovima linearne funkcije s dovoljno velikim

nagibima (po dijelovima hat-funkcije)

> pokazati gustocu U, u C([0,1],R) aproksimacijom funkcije s po dijelovima
linearnom funkcijom dovoljno velikih nagiba (pogledajte sami detalje
aproksimacije!)



Teorija dimenzije. Topoloska dimenzija prostora.
Pokazat ¢emo:
» Svaki kompaktan podskup od R™ ima topolosku dimenziju najvise m.

» Kompaktna m-mnogostrukost ima topolosku dimenziju najvise m.

> Teorem o smjestenju (Menger, Nobeling): Svaki kompaktan metrizabilan
prostor topologke dimenzije m moze se uloZiti u RN za N = 2m + 1.
(koristi se Baireov teorem o kategoriji)

Definicija
Za familiju A podskupova prostora X kaZemo da ima red m+1

ako postoji to¢ka od X koja lezi u m+ 1 elemenata od A i ne
postoji to¢ka od X koja leZi u vise od m + 1 elemenata od A.

Definicija

Za prostor X kazemo da je konaéno-dimenzionalan ako postoji
m € N takav da za svaki otvoreni pokrivat A od X, postoji
otvoreni pokriva¢ B od X koji profinjuje A i ima red najvise m+ 1
(tj. ne postoji totka u X koja leZi u vise od m+1 elemenata od B).

Topoloska dimenzija od X se definira kao najmanji m za koji
vrijedi gornja tvrdnja i oznacava se sa dim X.



Primjeri:
1. Topoloska dimenzija kompaktnog podskupa od R je najvide 1.

2. Topoloska dimenzija kompaktnog podskupa od R? je najvide 2.

3. Interval [0,1] C R ima topologku dimenziju to¢no 1.

Teorem (50.6)
Svaki kompaktni potprostor od RN ima topolotku dimenziju
najvise N.

Dokaz. Generalizacija Primjera 2. na dimenziju N > 3 (radi se u kvadratnoj metrici p).



Teorem (50.1)

Neka je X kona¢no-dimenzionalan prostor. Ako je Y zatvoreni
potprostor od X, tada je Y kona¢no-dimenzionalan i vrijedi
dimY <dim X.

Dokaz.

Teorem (50.2)

Neka je X = YU Z, gdje su Y i Z zatvoreni kona¢no-dimenzionalni
potprostori od X. Tada je dim X = max{dim Y,dim Z}.

Dokaz ne (tehnicki).
Korolar (50.3)

Neka je X = Y1 U---U Yy, gdje je svaki Y; zatvoreni
konaéno-dimenzionalni potprostor od X. Tada je
dim X = max{dim Y1, ...,dim Y\}.



Definicija

m-mnogostrukost je Hausdorffov prostor X koji zadovoljava 2.
aksiom prebrojivosti takav da svaka to¢ka x od X ima okolinu
homeomorfnu s otvorenim podskupom od R™ (lokalno euklidska).

Korolar (50.7)

Svaka kompaktna m-mnogostrukost ima topolosku dimenziju
najvise m.

Dokaz: Za f homeomorfizam je f(Cl(A)) = CI(f(A)), neprekidna slika kompakta je
kompakt + Korolar 50.3.



Potrebno za dokaz Teorema o smjestenju...
Definicija
Za skup totaka {xp,...,xx} od RN kazemo da je geometrijski
nezavisan ako jednadZbe

k k
E aiXj = 0 i E aj = 0
i=0 i=0

vrijede samo ako je svaki a; =0, i =0,..., k.

Napomena

Skup totaka {xg,...,xx} u RV je geometrijski nezavisan ako i
samo ako je skup vektora {x; — xp, ..., Xk — X0} linearno nezavisan
u RN

Skup geometrijski nezavisnih to¢aka u RV ima najvide N + 1
element.

Dokaz: lzrazimo ag = — Zf‘zl aj iz druge jednakosti i stavimo u prvu.

Primjer: R3. Dvije razlitite totke &ine geometrijski nezavisan skup. Tri totke &ine

geometrijski nezavisan skup ako nisu kolinearne, &etiri ako nisu komplanarne.



Definicija

Za skup A totaka od RN kazemo da je u opéem polozaju u RV
ako je svaki podskup od A koji sadrzi N 4 1 ili manje to¢aka
geometrijski nezavisan.

Primjer: Skup to¢aka A u prostoru R3 je u opéem poloZaju ako nikoje tri nisu

kolinearne i nikoje Cetiri nisu komplanarne.

Svaki skup toZaka malim pomakom moZemo dovesti u op¢i polozaj:

Lema (50.4)
Za svaki konatan skup totaka {xi,...,x,} od RN i za svaki § > 0
postoji skup to¢aka {y1,...,y,} od RN u opéem polozaju u RV

takav da je |x; — yi| < 0 za svakii € {1,...,n}.

Dokaz: indukcijom, RN Baireov prostor.



Teorem (50.5, Teorem o smjestenju (Menger, Nobeling))

Svaki kompaktan metrizabilan prostor X topoloske dimenzije
m moze se smjestiti u R>"+1.

llustracija na primjeru: konacan linearan graf (=Hausdorffov prostor koji je unija
kona¢no mnogo lukova (=homeomorfnih slika segmenta) od kojih se svaka dva sijeku

eventualno u rubnoj totki), dimenzije 1, konstruiramo smjestenje u R3

Korolar (50.8)
Svaka kompaktna m-mnogostrukost moze se smjestiti u R>™+1.

Dokaz: metrizabilnost iz Smirnovljevog teorema metrizacije.

Korolar (50.9)

Neka je X kompaktan metrizabilan prostor. Tada se X moZe
smjestiti u euklidski prostor RN ako i samo ako je X
kona¢no-dimenzionalan.

Dokaz: (=-) Teorem 50.6, (<) Teorem 50.5.

Napomena: Moguce je tvrdnje dokazati i u nekompaktnom sludaju. Za dokaz da je

dimenzija m-mnogostrukosti ba¥ jednaka m, te da je R2™*! euklidski prostor najnize
dimenzije u koji se ulaZe m-mnogostrukost trebamo tehnike algebarske topologije!



7. Potpuni metri¢ki prostori i metrike na funkcijskim
prostorima.

(Sami, bez dokaza. Munkres, Poglavlje 7.)



