
Parcijalne diferencijalne jednadžbe I

Parcijalne diferencijalne jednadžbe I - kolokvij

1. [10+10]
(a) Izračunajte opće rješenje jednadžbe

−xux + yuy = xu2 u R2 .

(b) Odredite rješenje iz (a) dijela koje zadovoljava u(x, 1) = e−x.

2. [20] Izračunajte i skicirajte graf rješenja početne zadaće u 〈0,∞〉 ×R

{

ut + uux = 0 ,

u(0, ·) = g ,

gdje je

g(x) =







1 , x < 0
1− 2x , 0 6 x < 1
−1 , x > 1

.

3. [4+8+8]
(a) Konstruirajte Greenovu funkciju za Laplaceovu jednadžbu za poluravninu:

Ω = {(x1, x2) ∈ R2 : x2 > 1} .

(b) Izvedite eksplicitnu formulu za rješenje rubne zadaće na Ω (zadan u (a)):

{

△u = 0 ,

u(x1, 1) = g(x1) .

(c) Izračunajte rješenje iz (b) za

g(x) :=

{

|x| − 1 , −1 < x < 1
0 , inače

.

4. [20] Neka u ∈ C1,2(ΩT ) ∩ C(ClΩT ) zadovoljava jednadžbu provodenja

{

ut −△u = f u ΩT ,

u = g na ΓT ,

gdje je Ω ⊆ Rd otvoren i omeden, ΩT := 〈0, T ]×Ω i ΓT := ClΩT \ΩT parabolička domena
i rub, te f ∈ C(ΩT ) i g ∈ C(ΓT ).

Dokažite da u zadovoljava ocjenu

max
ClΩT

|u| 6 C(max
ΓT

|g|+ max
ClΩT

|f |) ,

pri čemu C > 0 ne ovisi o f i g.
Uputa: Ako v ∈ C1,2(ΩT ) ∩ C(ClΩT ) zadovoljava vt − △v 6 0 na ΩT tada vrijedi

maxClΩT
v = maxΓT

v.
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5. [20] Nadite eksplicitnu formulu za rješenje telegrafske jednadžbe u R+ ×R:











utt − c2uxx + aut + bu = 0 ,

u(0, ·) = g ,

ut(0, ·) = h ,

gdje su a, c ∈ R konstante i b = a2

4
.
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