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Predgovor

Steinerovi 2-dizajni proucavaju se vise od 150 godina. Njihovo ime donekle
je nepravedno vezano uz Svicarskog geometricara J.Steinera, jer ih je prije
njega uveo engleski matematicar T.P.Kirkman. Da nepravda bude veca,
Kirkman je u ¢lanku iz 1847. rijesio problem egzistencije za k£ = 3, dok je
Steiner samo postavio problem 1853. godine (ne znajuéi za Kirkmanov rad).

Sredinom 20. stolje¢a ponovo ozivljava interes za slicne konacne strukture.
Poticaj djelomi¢no dolazi iz biologije i drugih eksperimentalnih znanosti,
gdje se dizajni koriste za planiranje eksperimenata. U Sezdesetim godinama
H.Hanani rijesio je problem egzistencije Steinerovih 2-dizajna za k = 4 i
k = 5. Najve¢i napredak ostvaren je u sedamdesetim godinama, kad je
R.M.Wilson dokazao da su nuzni uvjeti egzistencije ujedno i “asimptoticki
dovoljni”, za svaki k > 3.

Tema ovog rada su Steinerovi 2-dizajni s parametrima S(k, 2k* — 2k +1).
Oni su medu Steinerovim 2-dizajnima karakterizirani svojstvom da pravaca
ima dvostruko vise nego tocaka, ili odredenom “hiperbolickom negacijom”
Euklidovog petog postulata. Mogli bi ih stoga zvati konacne hiperbolicke
ravnine. Problem egzistencije tih dizajna otvoren je za svaki k > 6, jer su
parametri izvan dosega Wilsonove asimptoticke teorije. Danas su poznata
svega 34 primjera s k =3, 41 5.

U prvom dijelu rada detaljno proucavamo poznate primjere. Promatramo
njihove pune grupe automorfizama, poddizajne i skoro-rezolucije. Osim
toga dokazujemo neka svojstva zajednicka svim S(k,2k* — 2k + 1) dizaj-
nima, posebno njihove veze s drugim konac¢nim strukturama — simetricnim
(2k* — 3k + 1) konfiguracijama i eliptickim poluravninama.

U sklopu rada razvijamo algoritam za klasifikaciju konacnih objekata do
na izomorfizam. Algoritam su E.Spence i drugi koristili u mnogim posebnim
slucajevima. U radu algoritam opisujemo i dokazujemo na opcenit naécin.
Razvijamo niz programskih alata za provedbu algoritma i primjenjujemo ga
na klasifikaciju Steinerovih 2-dizajna S(3,13), S(3,15) i S(4,25). Osim toga
razradujemo primjenu algoritma na orbitne strukture, sto nam kasnije omo-
gucéuje konstrukciju novih S(5,41) dizajna.

Najveéi dio rada posvecen je upravo pokusajima konstrukcije novih S(k,
2k* — 2k +1) dizajna. Koristimo dvije osnovne metode, konstrukciju pomoéu
diferencijskih familija i konstrukciju pomocéu grupa automorfizama. Prvom
metodom dobivamo uglavnom negativne rezultate. Medu njima su dva nova,
nepostojanje (113, 8, 1) diferencijske familije i nepostojanje radikalnih (2k% —
2k 4+ 1, k, 1) diferencijskih familija za 6 < k& < 2000. Drugom metodom do-
bivamo devet novih S(5,41) dizajna, pretpostavivsi djelovanje grupe auto-
morfizama reda 3. U dokazu je algoritam za klasifikaciju odigrao klju¢nu



ulogu, zbog izuzetno velikog broja neizomorfnih orbitnih struktura. Takoder
dobivamo niz negativnih rezultata za k = 6, 7 i 8, na primjer nepostojanje
S(6,61) dizajna s grupom automorfizama reda 25.

Velik broj dokaza u radu zasniva se na prorac¢unima na racunalu. Radu je
prilozen CD koji sadrzi koristene programe, pisane u programskom jeziku C.
Na CD-u su pohranjeni rezultati i medurezultati proracuna, cesto preveliki
da bi ih u cijelosti reproducirali na papiru. Na CD-u se nalazi i tekst rada
u PDF i HTML formatu, koji sadrzi veze (linkove) na relevantne datoteke.
Na primjer, kad govorimo o dizajnu S3.1, ime je vezano uz tablicu u kojoj
su sabrana njegova svojstva. Preko tablice mozemo pristupiti mjestu gdje je
dizajn pohranjen u obliku incidencijske matrice ili u drugom obliku.

Za nastanak rada zasluzni su mnogi pojedinci, kojima bih na ovom mjestu
zelio izraziti zahvalnost. Prvenstveno zahvaljujem voditelju rada, dr. Jurju
Siftaru na pozornom prac¢enju mog rada jos od studentskih dana. Pod nje-
govim sam vodstvom napisao diplomski rad, kao i studentski rad nagraden
Rektorovom nagradom. Zahvaljujem dr. Mariu Pavéevicu na velikom in-
teresu koji je pokazao za rad i na mnogim korisnim sugestijama i primjed-
bama. Dio rada nastao je za vrijeme studijskog boravka na Sveucilistu u
Glasgowu. Zahvaljujem dr. Tedu Spenceu na ljubaznosti i gostoprimstvu, a
British Scholarship Trust-u i Ministarstvu znanosti i tehnologije na finan-
ciranju boravka. Zahvaljujem ¢lanovima Geometrijskog seminara, na kojem
sam u obliku predavanja izlozio velik dio rada.

Na “przenju” CD-a zahvaljujem dr. Goranu Igalyju, a na pomod¢i pri
tiskanju rada Matiji Bali¢u. Zahvaljujem voditelju i osoblju Racunskog cen-
tra na pruzenoj podrsci, kao i cjelokupnom “ra¢unalno orijentiranom” dijelu
Matematickog odjela na toleriranju mojih sveprisutnih programa koji uspo-
ravaju sustav. Zahvaljujem supruzi Jeleni na strpljivom podnosenju tipkanja
po tastaturi u kasne sate, a roditeljima i bratu na zustrom bodrenju bez
kojeg bi rad sigurno nastao puno kasnije.
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1 Uvod

1.1 Osnovni rezultati teorije dizajna

Definicija 1.1 Incidencijska struktura sastoji se od skupa tocaka P, skupa
pravaca L i relacije incidencije [ C P x L. Ako je (T,¢) € I kazemo da tocka
T lezi na praveu £, odnosno da € prolazi kroz T 1 pisemo T I /.

Napomena 1.2 Skup svih tocaka koje leze na pravcu ¢ oznacavamo ({).
Za incidencijsku strukturu kod koje su skupovi tog oblika medusobno raz-
liciti kazemo da je jednostavna. Pravce jednostavne incidencijske strukture
mozemo identificirati s pripadnim skupovima tocaka, a I s relacijom “biti
element” €. U daljnjem ¢emo pod incidencijskom strukturom uvijek razu-
mijevati jednostavnu incidencijsku strukturu.

Definicija 1.3 Za incidencijsku strukturu kazemo da je t—(v,k, \) dizajn
ako ima svojstva:

(1) Ukupni broj tocaka je v.
(2) Svaki pravac sadrzi k tocaka.

(3) Svaki t-c¢lani skup tocaka sadrian je u A pravaca.

Napomena 1.4 Da bi izbjegli trivijalne primjere u ovom radu promatramo
samo dizajne s t < k < v. Dizajni se najvise proucavaju u dva specijalna
slucaja, t = 21 A = 1. Dizajne s t = 2 zovemo 2-dizajni ili blok dizajni. U
tom slucaju pravci se obi¢no nazivaju blokovi, a parametri biljeze (v, k, A).
Dizajne s A = 1 zovemo Steinerovi sistemi, a parametre zapisujemo u obliku
S(t,k,v). Dizajne koji pripadaju jednoj i drugoj familiji (s parametrima
2—(v, k, 1)) zovemo Steinerovi 2-dizajni S(k,v).

Propozicija 1.5 Ako je incidencijska struktura t—(v, k, \) dizajn, onda je i
(i)
k—s
(t—s)

s—(v, k, ) dizajn, za \s = A, 0<s<t.



Dokaz. Neka je (P,L,€) t—(v,k,\) dizajn, a S C P bilo koji s-clani
skup tocaka. Prebrojimo na dva nacina elemente skupa

((T,0) | TCP\S, |T|=t—s, teLl, SUTCL}.

Ako broj pravaca koji sadrze S ozna¢imo z, broj elemenata skupa jednak

je umnosku x - (’z:j) S druge strane, za dani 7 u skupu ima \ parova, pa

(V=)
)

je broj elemenata jednak (::j) - \. Izjednacavanjem slijedi z =

A, Sto

oCito ne ovisi o izboru skupa S. =

Napomena 1.6 )\ je broj pravaca koji sadrze prazan skup, dakle ukupan
broj pravaca. Oznacavamo ga b. A je broj pravaca kroz bilo koju tocku, koji
oznacavamo 7.

Korolar 1.7 Za (v, k, \) blok dizajn vrijedi r = 2=2X i b= 2=y,

Definicija 1.8 Neka su P = {T1,...,T,} tocke, a L = {l1,...,0} pravci
incidencigske strukture. Incidencijska matrica te strukture je v x b matrica

1, ako jeT; IV,
A= lag], 4ij = { 0, inace ’

Propozicija 1.9 Neka je A € M, ({0,1}) v x b matrica s unosima 0 ili 1.
A je incidencijska matrica (v, k, \) blok dizajna ako i samo ako zadovoljava

(1) A-A™ = (r — N, + M,
(2) Jy- A=kJy,

Pritom je I, jedinicna matrica reda v, a J, 1 J,, matrice ¢iji su svi unost
jedinice, dimenzija v X v i v X b.

Dokaz. Uvijet (2) ekvivalentan je svojstvu da pravci sadrze po k tocaka.
Uvijet (1) ekvivalentan je svojstvima da je svaka tocka sadrzana u r pravaca,

a svaki par tocaka u A pravaca.
|

Propozicija 1.10 (Fisherova nejednakost) Broj tocaka (v, k,\) blok di-
zagna nije veci od broja pravaca, v < b.
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Dokaz. Incidencijska matrica A blok dizajna zadovoljava
det(AAT) = det((r — NI, + AJ,) = (r = N r+ (v —1)A] #0.

Matrica AA™ je regularna, pa je matrica A ranga v. Njezin broj stupaca b

ne moze biti manji od ranga v.
|

Korolar 1.11 Parametri Steinerovog 2-dizajna S(k,v) zadovoljavaju
v> Kk —k+ 1
Dokaz. Slijedi iz Fisherove nejednakosti i korolara 1.7.

Napomena 1.12 Fisherova nejednakost je nuzdan uvjet za postojanje
t—(v,k,\) dizajna (¢ > 2). Drugi nuzdan uvjet je da su brojevi
Ay = (;‘4)\ prirodni, za 0 < s < t. Ako su ispunjeni nuzni uvjeti za

t—s

parametre t— (v, k, \), zovemo ih dopustivim.

1.2 Djelovanje grupa

Definicija 1.13 Neka je G grupa s neutralnim elementom 1, a X skup.
Kazemo da G djeluje na X ako je zadana funkcija Gx X — X, (g,x) — gz
takva da za svaki x € X i g,h € G vrijedi lx =x 1 g(hz) = (gh)z.

Napomena 1.14 Tocnije, kazemo da grupa G djeluje na skup X s lijeva.
Djelovanje zdesna je funkcija X x G — X sa svojstvima z1 = z i x(gh) =
(xg)h, za svaki z € X, g,h € G. Pod pojmom djelovanja razumijevamo
djelovanje s lijeva, osim ako naglasimo suprotno.

Napomena 1.15 Ako je g = 1 jedini element sa svojstvom gx = z, za svaki
xr € X, kazemo da je djelovanje vjerno. U suprotnom mozemo definirati
normalnu podgrupu N = {g € G | gz = x, za svaki z € X } i zamijeniti G
s kvocijentnom grupom. G/N uz prirodnu definiciju takoder djeluje na X, i
to vjerno. U ovom radu sva djelovanja bit ¢e vjerna.

Primjer 1.16 Svaka grupa (G, -) djeluje na samu sebe, uz definiciju (g, h) +—
g-h. Takvo djelovanje zovemo lijevim translacijama. G djeluje lijevim trans-
lacijama i na partitivni skup P(G). Bududi da se pritom ¢uva kardinalni
broj, G takoder djeluje na skup k-clanih podskupova Py (G).
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Definicija 1.17 Neka G djeluje na X @ neka je x € X. Stabilizator od x
je podgrupa G, = {g € G | gr =z} < G. Staza ili orbita od = je skup
“={gz|geG}CX.

Propozicija 1.18 Kardinalni broj orbite jednak je indeksu stabilizatora, || =
(G : G,]. U konaénom slucaju to je ekvivalentno s |G| = |G| - |2%].

Dokaz. Vrijedi gr = hx < (hlg)z =2 < hlge G, < gih
pripadaju istoj lijevoj klasi modulo G,.. Zato je ¢G, — gx dobro definirana

bijekcija sa skupa lijevih klasa na orbitu x¢. =

Lema 1.19 (Burnside) Neka G djeluje na konacan skup X. Ako s n ozna-
¢imo broj orbita, a s f(g) broj elemenata skupa {x € X | gr =z}, onda

vrijeds
Gl-n=>_f(g)

geG

Dokaz. Prebrojimo na dva nacina clanove skupa
{(9,2) eGx X | gr=z}.

Za ¢vrsti g broj parova u skupu je f(g). Zato je ukupan broj parova jednak

sumi > f(g). S druge strane, za ¢vrsti x broj parova je |G|, pa je ukupan
geG
broj parova

> " |Gal = (propozicija 1.18) Z ‘i =G> —= " G‘
ex

zeX zeX

Formula slijedi izjednacavanjem. =

Definicija 1.20 Neka je S = (P, L, I) incidencijska struktura. Za grupu G
koja djeluje na tocke i pravce tako da vrijedi T 1 ¢ < ¢gT I gl, za g € G,
T eP, e L kazemo da je grupa automorfizama od S.

Definicija 1.21 Incidencijske strukture Sy = (P1, L1, 1), So = (Pa, La, I5)
su izomorfne ako postoje bijekcije ¢ : Py — Pa, ¥ : L1 — Lo koje ¢uvaju
incidenciju, tj. takve da za P € Py, L € Ly vrijedi P I { <= ¢(P) Iy ¢¥({).
Par (p,v) zovemo izomorfizam. Skup svih izomorfizama s incidencijske
strukture S na samu sebe zovemo puna grupa automorfizama od S i
oznacavamo Aut(S).



Propozicija 1.22 Aut(S) je grupa automorfizama od S. Svaka grupa auto-
morfizama od S ulaze se u Aut(S).

Dokaz. Aut(S) djeluje na tocke i pravce na prirodan naéin,

(0, )T = @(T), (o, )t =(L).

Po definiciji pritom se ¢uva incidencija. Ako je G grupa automorfizama od S
i g € G, definiramo funkcije ¢, : P — P, ¢, (T) = ¢gT i ¢, : L — L,
Pe(l) = gl. Par (pg4,1,) je element iz Aut(S), a pridruzivanje g — (@4, 9y)

ulaganje grupa.
ganje grup =



2 Steinerovi 2-dizajni S(k,2k* — 2k + 1)

2.1 Osnovna svojstva i primjeri

Tema ovog rada je jedna familija Steinerovih 2-dizajna. Na slici 1 prika-
zani su dopustivi parametri S(k,v)za 3 <k <151 5 <wv <215.

v
o =
210 =5 i —=0
[— T +
Eo—=< :
200 = !
190 = i o/
LG : i
= ; 7
180 ==X ¢
= : ®
= ;
170 ===
= !
— ;
160 ={ :
== 7 (]
= : o
150 =5 1 3
jp—(] —=0 >
140 = 1 1
L : 6]
130 =—0 *
== —
= ‘
120 =2 . :
= ! !
110 ER—=
= i
PG :
100 = :
4<\ T
90 =5 :
[— T
E=o—x= 3
80 = i
= :
E=o—=<
0= i
= ;
= :
60 =E—=
= !
— ;
50 = o
= i
[ ;
40 = ‘
O E—
L :
30 =5
=
=
20 =
=
e
10 5
=8 ’
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Slika 1: Dopustivi parametri Steinerovih 2-dizajna.



Zelenom bojom oznaceni su parametri za koje je provedena klasifikacija
(tj. poznat je to¢an broj dizajna s tim parametrima). Zutom bojom oznaceni
su parametri za koje dizajni postoje, a crvenom parametri za koje je problem
egzistencije otvoren.

Parametri dizajna koje prouc¢avamo leze na paraboli v = 2k — 2k + 1.
Dopustivi su za svaki k£ > 3. Vidimo da su dizajni klasificirani za k = 3 i 4,
postoje za k = 5, a za k > 6 ne zna se da li postoje. Osim preko parametara
mozemo ih karakterizirati na jos nekoliko nacina.

Propozicija 2.1 Steinerov 2-dizajn ima parametre oblika S(k,2k* — 2k +1)
ako 1 samo ako je ispunjen bilo koji od sljedeéih uvjeta:

(1) Broj pravaca dvostruko je veci od broja tocaka (b = 2v).

(2) Broj pravaca kroz bilo koju toéku dvostruko je veéi od broja toéaka na
bilo kojem praveu (r = 2k).

(3) Za bilo koju tocku T i pravac € koji nisu incidentni, broj pravaca kroz T
koji sijeku £ jednak je broju pravaca kroz T disjunktnih s £.

Dokaz. Parametri Steinerovog 2-dizajna zadovoljavaju r = =L i b =

k-1
ZEZ:B (korolar 1.7). Zbog toga su uvjeti (1) i (2) ekvivalentni s v = 2k? —
2k + 1. Uvjet (3) ekvivalentan je uvjetu (2), jer je broj pravaca kroz T' koji

sijeku ¢ jednak k.

U sljedecoj tablici navedeni su svi poznati Steinerovi 2-dizajni S(k, 2k* —
2k + 1). U elektronickoj verziji ovog dokumenta unosi u tablici ujedno su
linkovi na odgovarajuce objekte.

Prvi stupac sadrzi oznaku dizajna i njegov prikaz u tri formata: kao
skup pravaca (m), kao incidencijska matrica (inc) i kao bipartitni graf (dre).
Graf je zapisan u obliku koji prepoznaje dreadnaut, sucelje za nauty. To
je program pomocu kojeg mozemo izracunati punu grupu automorfizama
dizajna (vidi str. 31).

Drugi stupac sadrzi apstraktan prikaz pune grupe automorfizama i njezin
red. Grupe su analizirane pomoc¢u programa GAP [17], sustava za ra¢unalnu
algebru specijaliziranog za diskretne algebarske strukture. Unos u drugom
stupcu vezan je uz datoteku u GAP—formatu koja sadrzi grupu.

U treéem i cetvrtom stupcu navedeni su multiskupovi duljina staza na
tockama, odnosno pravcima (pod djelovanjem pune grupe automorfizama).
[zracunati su takoder pomoc¢u programa dreadnaut.


file://c:/mag/prog/nauty/dreadnaut.c
file://c:/mag/prog/nauty/nauty.c
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Dizajn Puna grupa automorfizama ‘P-orbite L-orbite
k=3
S3.1 (m, inc, dre) L. 715 (39) 13 13, 13
S53.2 (m, inc, dre) Ds  (6) 1,3,3,6 1,1, 4x%3,6,6
k=4
S4.1 (m, inc, dre) Zg < PSLy(7)  (504) 1, 24 8, 42
S4.2 (m, inc, dre) Lo (Zs3.(Zs5 % Zs)) (150) 25 25, 25
S4.3 (m, inc, dre) Zg x (Z3.Z7) (63) 1, 3,21 1,7,21,21
S4.4 (m, inc, dre) Zs. 77 (21) 1, 3, 3x7 1,4x7, 21
S4.5 (m, inc, dre) Zs xZs (9) 1,3,3,9,9 1,1, 4%x3, 4x9
S4.6 (m, inc, dre) Zs x Zs (9) 1,3,3,9,9 1,1, 4x3, 4%x9
S4.7 (m, inc, dre) Zs % Zs (9) 1.3.3.9.9 | 1,1,4x3, 4x9
S4.8 (m, inc, dre) Dg (6) 1,4x3,6, 6 1,1, 8x3, 4x6
S4.9 (m, inc, dre) Z; (3) 1, 8x3 1,1, 16x3
$4.10 (m, inc, dre) Zs (3) 1, 8x3 1,1, 16x3
S4.11 (m, inc, dre) Zs (3) 1, 8x3 1,1, 16x3
S54.12 (m, inc, dre) Zs (3) 1, 8x3 1,1, 16x3
S4.13 (m, inc, dre) Z; (3) 4x1, Tx3 5x1, 153
S4.14 (m, inc, dre) Zs (3) 4x1, 7x3 5x1, 15x3
S4.15 (m, inc, dre) Zs (3) 1, 8x3 1,1, 16x3
S4.16 (m, inc, dre) Zs (3) 1, 8x3 1,1, 16x3
S4.17 (m, inc, dre) () (1) 25x1 50x1
S4.18 (m, inc, dre) () (1) 25x1 50x1
k=5
S5.1 (m, inc, dre) Zs Za (205) 41 A1, 41
S55.2 (m, inc, dre) Zo. As (120) 5, 6, 30 1, 6, 15, 30, 30
5.3 (m, inc, dre) 7o A5 (120) 5.6, 30 1,6, 15, 30, 30
S55.4 (m, inc, dre) Zy. Ay (24) 1,4,6,6,24 |1, 3, 3x6, 3x12, 24
S5.5 (m, inc, dre) Zs. Qs (24) 1,8, 8, 24 4,6, 3x24
S5.6 (m, inc, dre) Zo Do (20) 1, 4x5, 20 | 1,1,4x5,10,10,20,20
$5.7 (m, inc, dre) Zs x Dy (18) 2.3, 18, 18 1, 3x9, 3x18
S5.8 (m, inc, dre) Zs x Dy (18) 2, 3,18, 18 1, 3x9, 3x18
S5.9 (m, inc, dre) Zs x D (18) 2,3, 18, 18 1, 3x9, 3% 18

Tablica 1: Poznati Steinerovi 2-dizajni S(k, 2k* — 2k + 1).
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Dizajn Puna grupa automorfizama P-orbite L-orbite
S55.10 (m, inc, dre) Zz x Dy (18) 2, 3,18, 18 1, 3x9, 3x18
S55.11 (m, inc, dre) D1y (12) 2,3,6,6,12,12 | 1,3x3,6x6,3x12
$5.12 (m, inc, dre) 7y % Zy (9) 1, 1,3, 4x9 1, 9%9
S55.13 (m, inc, dre) Zg (6) 1,2, 2, 6x6 1, 3x3, 12x6
$5.14 (m, inc, dre) Zs (6) 2,3,6x6 | 1,3x3, 12x6

Tablica 1: Poznati Steinerovi 2-dizajni S(k,2k* — 2k + 1) (nastavak).

U tablici smo za opis strukture pune grupe automorfizama koristili niz
oznaka. Direktan produkt grupa oznacavamo krizicem ‘x’, a semidirektan
produkt tockom. Slijede oznake za grupe koristene u tablici:

Lo, — ciklicka grupa reda n
Dy, — diedralna grupa reda 2n
PSL,(q) — projektivna specijalna linearna grupa (kvocijent grupe n x n

matrica determinante 1 nad GF'(q) s njezinim centrom, ska-
larnim matricama)

A, — alternirajuca grupa stupnja n (na n slova)

Qs — kvaternionska grupa reda 8

2.2 Podstrukture

Definicija 2.2 Neka je S = (P,L,I) incidencijska struktura. Za S' =
(P, L', T") kazemo da je podstruktura od S ako je P C P, L C L i
I'=1n(P xL'). Ako je P' C P kazemo da je S’ prava podstruktura
od S.

U situaciji kad je zadana incidencijska struktura S i njezina podstruk-
tura S’ tocke i pravce podstrukture zovemo nutarnjim. Pravce koji ne pri-
padaju podstrukturi ali prolaze kroz neku nutarnju tocku zovemo rubni
pravci, a preostale vanjski pravei. Dualno, tocku koja ne pripada podstruk-
turi zovemo rubna tocka ako lezi na nekom pravcu podstrukture, a inace
vanjska tocka.

Definicija 2.3 Za podstrukturu dizajna kaZemo da je poddizajn ako je i
sama dizajn.
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Poddizajni Steinerovih 2-dizajna takoder su Steinerovi 2-dizajni. Neka su
v, b, r, k parametri Steinerovog 2-dizajna, a v’, b/, r’, k' njegovog poddizajna.
Ocito vrijedi v <wv i k' < k. Promotrimo najprije slucaj k = k'.

Propozicija 2.4 Ako Steinerov 2-dizajn S(k,v) ima pravi poddizajn S(k,v'),
onda je v’ <.

Dokaz. Promotrimo pravce kroz tocku T' koja ne pripada poddizajnu. Na
svakom od njih lezi najvise jedna tocka poddizajna. U suprotnom bi pravac
bio nutarnji, pa bi zbog k = k' tocka T pripadala poddizajnu. Zato broj

tocaka poddizajna nije veéi od broja pravaca kroz T, v' < r. =

Propozicija 2.5 Steinerov 2-dizajn S(k,2k* — 2k + 1) ne moZe imati pravi

poddizagn s parametrima S(k,v’).

Dokaz. Pretpostavimo da postoji poddizajn S(k,v’). Iz korolara 1.11
primjenjenog na poddizajn i iz prethodne propozicije dobivamo

B —k+1<d<r=2k — E—3k+1<0

Slijedi k < 3+—2‘/5 < 3, a uovom radu promatramo samo 2-dizajne s k > 3.
|

U opéenitoj situaciji (k' < k) vrijede sljedeée ocjene za broj tocaka pravog
poddizajna.

Lema 2.6 Neka je S” pravi poddizajn Steinerovog 2-dizajna S. Tada vrijedi:
v <rk -1)+1
(V)2 — (k' + 1)V + bk’ >0

Dokaz. Oznac¢imo broj nutarnjih, rubnih i vanjskih pravaca redom s by,
br i by. Prema korolaru 1.7 vrijedi
b — v'(v = 1)
MR —1)
Prebrojavanjem incidentnih parova (nutarnja tocka, pravac) dobivamo jed-
nadzbu v'r = bg + K'by. Ocito je by + br + by = b. Rjesavanjem slijedi
vV (r(K—-1)+1—2")
k' —1

br =
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(v')? = (rk' + 1)v' + bk’
k/
Nejednakosti dobivamo iz bg > 01 by > 0.

by =

Pomoc¢u prethodne leme mozemo odrediti koji su poddizajni nacelno
mogudi u dizajnima sa zadanim parametrima. Promotrimo poblize poznate
dizajne iz serije koju prouc¢avamo, S(3,13), S(4,25) i S(5,41).

Propozicija 2.7 Steinerovi 2-dizajni S(3,13) nemaju pravih poddizajna.

Dokaz. Slijedi iz propozicije 2.5. =

Propozicija 2.8 Ako Steinerov 2-dizajn S(4,25) ima pravi poddizajn, nje-
govi parametri su S(3,7) (tj. radi se o projektivnoj ravnini reda dva).

Dokaz. Poddizajni S(4,v") nisu moguéi zbog 2.5. Za poddizajne S(3,v")
iz leme 2.6 dobivamo ocjene v' < 17 1 (v')* — 25¢" 4+ 150 > 0. Nejednakosti
zadovoljavaju tri dopustiva v/, 7, 91 15.

U slucaju poddizajna S(3,15) broj vanjskih pravaca bio bi by = 0 (vidi
dokaz leme 2.6). Neka je T' tocka koja ne pripada poddizajnu. Oznac¢imo broj
nutarnjih pravaca kroz T' s ry, a rubnih s rz. Vanjskih pravaca nema, pa je
ry +rr = r = 8. Rubni pravci sadrze po jednu tocku poddizajna, a nutarnji
po tri, iz ¢ega slijedi 3ry + rg = v’ = 15. RjeSavanjem jednadzbi dobivamo
kontradikciju, ry = £ i rg = 2. Dakle, ne postoje S(3,15) poddizajni.

Za poddizajn S(3,9) ukupni broj vanjskih pravaca je by = 2. Neka su ry,
rr 17y broj nutarnjih, rubnih i vanjskih pravaca kroz tocku T" koja ne pripada
poddizajnu. Brojevi zadovoljavaju ry +rg+ry =r =813ry+ry =v' =9,
iz ¢ega oduzimanjem slijedi 2ry = 1 4 ry. Ocito je 0 < ry < by = 2; broj
ry je prirodan samo za rg = 1. Dakle, kroz proizvoljnu ne-nutarnju tocku
prolazi tocno jedan vanjski pravac. To je kontradikcija, jer dva vanjska pravca
mogu pokriti najvise 8 od ukupno v — v’ = 16 tocaka izvan poddizajna.

Preostaje jedino moguénost poddizajna S(3,7). =

U tablici 2 vidimo koliko stvarno ima poddizajna u pojedinim S(4,25)
dizajnima. Rezultati su dobiveni programom subsearch, koji sustavno trazi
poddizajne sa zadanim parametrima.

Propozicija 2.9 Ako Steinerov 2-dizajn S(5,41) ima pravi poddizajn, nje-
govi parametri su S(3,7), S(3,9), S(3,19) ili S(3,21).
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| Dizajn | # S(3,7) || Dizajn | # S(3,7) || Dizajn | # S(3,7) |
S4.1 24 S4.7 3 S4.13 3
S4.2 0 S4.8 0 S4.14 3
S4.3 24 S54.9 3 S4.15 0
S4.4 3 S54.10 3 S4.16 0
S4.5 12 S4.11 3 S4.17 1
S4.6 3 S4.12 0 S4.18 1

Tablica 2: Poddizajni u Steinerovim 2-dizajnima S(4, 25).

Dokaz. Zbog propozicije 2.5 ne postoje poddizajni S(5,v"). Lema 2.6 za
S(4,v") daje ocjene v < 31 i (v)* —41v' + 328 > 0, koje ne zadovoljava
ni jedan dopustivi v'. Za poddizajne S(3,v") dobivamo samo jedan uvijet,
v' < 21. Dolaze u obzir v/ = 7,9,13,15,19 i 21.

Obzirom na poddizajn S(3,15) dva pravca su vanjska (by = 2). Kaoiu
dokazu propozicije 2.8, neka su ry, rg i ry broj nutarnjih, rubnih i vanjskih
pravaca kroz neku tocku izvan poddizajna. Vrijedi ry +1rg +1ry =1 = 10
i3ry +rg = v = 15. Oduzimanjem dobivamo 2ry = 5 + ry, iz Cega
slijedi ry = 1 (jer rnx mora biti prirodan i 0 < ry < by = 2). Dakle, kroz
svaku tocku koja ne pripada poddizajnu prolazi jedan vanjski pravac. To je
kontradikcija jer dva vanjska pravca pokrivaju najvise 10 tocaka.

U slucaju poddizajna S(3,13) broj vanjskih pravaca je by = 4. Brojevi
rn, 'r 1 ry zadovoljavaju ry +rg +1ry = 101 3ry + rg = 13, iz cega slijedi
2ry = 3+ ry. Sad je 0 < ry < 4, pa imamo dvije moguénosti: r, = 1
ili v = 3. Oznac¢imo s v; broj toc¢aka izvan poddizajna kroz koje prolazi
jedan vanjski pravac, a s v, broj tocaka kroz koje prolaze tri vanjska pravca.
Ocito je v; + v9 = v — v’ = 28. Prebrojavanjem incidentnih parova (tocka
izvan poddizajna, vanjski pravac) slijedi v; + 3ve = by - k = 20. Rjesavanjem
dobivamo kontradikciju, v, = —4. Dakle, ne postoje niti S(3, 13) poddizajni.

|

U tablici 3 vidimo broj S(3,7) i S(3,9) poddizajna u poznatim S(5,41)
dizajnima. Program subsearch nazalost nije dovoljno brz za prebrojavanje

S(3,19) i S(3,21) poddizajna.

Medu podstrukturama Steinerovog 2-dizajna poddizajni su karakterizirani
sljede¢im uvjetima:

(a) Na pravcima podstrukture lezi konstantan broj tocaka podstrukture.

(b) Kroz tocke podstrukture prolazi konstantan broj pravaca podstrukture.
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[Dizajn [ # 5(3,7) | # 5(3,9) | Dizajn | # S3,7) | # S(3,9) |

S5.1 0 S5.8 0 18
55.2 120 30 S5.9 36 0
S5.3 0 0 S5.10 0 0
S5.4 48 0 S5.11 6 12
S5.5 0 6 S5.12 36 0
S55.6 40 0 S5.13 18 0
S5.7 36 0 S5.14 0 0

Tablica 3: Poddizajni u Steinerovim 2-dizajnima S(5,41).
(c) Svake dvije tocke podstrukture spojene su pravcem koji pripada pod-
strukturi.

Zanemarivanjem posljednjeg uvjeta dolazimo do podstruktura koje su kon-
figuracije.

Definicija 2.10 Za incidencijsku strukturu od v tocaka i b pravaca kaZemo
da je (v, by) konfiguracija ako zadovoljava:

(1) Na svakom pravcu lezi k tocaka.
(2) Kroz svaku tocku prolazi r pravaca.

(3) Svake dvije tocke spojene su najvise jednim pravcem.

Nuzni uvjeti postojanja (v, by) konfiguracije su vr = bkiv > r(k—1)+1.
Ako je v = b (ili ekvivalentno r = k) kazemo da je konfiguracija simetricéna
i parametre biljezimo v,.

Definicija 2.11 Neka je S = (P, L,I) incidencijska struktura, a ¢ € L
pravac. Podstruktura S sastoji se od tocaka P' = P\ (£) i pravaca L' =
{ e L |lilsudisjunktni}.

Propozicija 2.12 U Steinerovom 2-dizajnu S s parametrima v, b, v, k pod-
struktura S je (v —k),_p, (b — k(r — 1) — 1)) konfiguracija.

Dokaz. Broj tocaka u S ocito je |P| — |(¢)| = v — k. Kroz svaku tocku
na ¢ prolazi jos r — 1 pravaca, pa ¢ sijece ukupno k(r — 1) pravaca (i naravno
sam sebe). Pravci podstrukture su oni koji ne sijeku ¢; ima ih b—k(r—1)—1.
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Kroz svaku tocku podstrukture prolazi r — k pravaca podstrukture (od
ukupno r pravaca njih k£ su spojnice s tockama na ¢). Pravci podstrukture
disjunktni su s ¢, pa sve tocke na njima pripadaju podstrukturi. Dakle, svaki
pravac podstrukture sadrzi k tocaka podstrukture.

Konacno, uvjet (3) iz definicije konfiguracije zadovoljen je u svakoj pod-

strukturi Steinerovog 2-dizajna. .

Korolar 2.13 Steinerov 2-dizajn S ima parametre oblika S(k,2k* — 2k + 1)
ako i samo ako su konfiguracije S0 simetricéne. Parametri tih konfiguracija
su (2k? — 3k + 1)

Propozicija 2.14 Neka pravci {1 i o incidencijske strukture S pripadaju
istoj orbiti pod djelovanjem pune grupe automorfizama Aut(S). Tada su
konfiguracije S“) i S*2) jzomorfne.

Dokaz. Neka je S = (Py, L1, 1,) i S¥2) = (P,, Ly, I,). Po pretpostavci
postoji automorfizam « € Aut(S) takav da je ¢y = a(f1). Funkcije ao|p, :
Py — Poialg, : L1 — Ly su dobro definirane bijekcije, a par (a|p,, a|z,)
izomorfizam izmedu S*) i S(*2), =

Obrat propozicije ne vrijedi. U dizajnu S3.2 postoje pravci koji induciraju
izomorfne konfiguracije, ali pripadaju razli¢itim orbitama.

Definicija 2.15 Neka je C (v.,by) konfiguracija. Konfiguracijski graf
G(C) ima za vrhove tocke od C, a za bridove parove toc¢aka koje nisu spojene
praveem u C.

Graf (v, by) konfiguracije je d-regularan, za d = v —r(k — 1) — 1. Pa-
rametar d naziva se defekt. Konfiguracije defekta nula podudaraju se sa
Steinerovim 2-dizajnima.

Definicija 2.16 Neka je C simetricna (2k*—3k+1); konfiguracija. Rastav
na klike konfiguracijskog grafa G(C) je particija skupa vrhova na potpune
podgrafove Ky_1. Za dva rastava na klike kaZemo da su ortogonalni ako ne

sadrze isti brid od G(C').

Teorem 2.17 (Gropp) Simetricna (2k*—3k+1)y, konfiguracija C je oblika
C = S® za neki Steinerov 2-dizajn S ako i samo ako graf G(C) dopusta k
medusobno ortogonalnih rastava na klike.
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Dokaz. Pretpostavimo da je C = S za pravac ¢ Steinerovog 2-dizajna
S(k,2k* — 2k 4+ 1). Svakoj tocki T na ¢ odgovara rastav na klike grafa G(C'):
pravci kroz T' (razliciti od ¢) ¢ine particiju konfiguracije na 2k — 1 blokova od
po k — 1 tocaka. Unutar jednog bloka tocke nisu spojene pravcima konfigu-
racije, jer su spojene pravcem koji sijece ¢ (u tocki 7"). Prema tome, blokovi
su potpuni podgrafovi grafa G(C).

Rastavi na klike koji odgovaraju dvjema razli¢itim tockama su ortogo-
nalni. U suprotnom bi sadrzali isti brid grafa G(C'), tj. neki blok prvog ras-
tava i neki blok drugog rastava imali bi dvije zajednicke tocke. To bi znacilo
da se odgovarajuéi pravci sijeku u dvije tocke, $to u Steinerovom 2-dizajnu
nije moguce.

Za obrat neka su R = {BY), .. .,ng_l}, i = 1,...,k medusobno or-
togonalni rastavi na klike grafa G(C'). Prosirujemo konfiguraciju tockama
1,2,...,k, pravcem ¢ = {1,... k} i pravcima BJ@ U {i}. Za nove pravce
incidencija je relacija pripadanja €. Pokazuje se da je proSirena struktura S

Steinerov 2-dizajn S(k,2k? — 2k + 1) i da je C = S, =

Napomena 2.18 Prema [6], H.Gropp je teorem izlozio 1986. na kombina-
torickoj konferenciji u Cataniji (Italija). Predlozio je klasifikaciju S(4,25)
dizajna pomocu simetricnih konfiguracija 21y.

Gropp je proveo klasifikaciju za k£ = 3. Najprije je klasificirao konfigu-
racije 103, kojih ima ukupno 10 (medu njima je Desarguesova konfiguracija).
Zatim ih je, koriste¢i teorem 2.17 prosirivao do S(3,13) dizajna. Jednu od
konfiguracija moguce je prosiriti do S3.1 1 S3.2, jedna se prosiruje samo do
S3.1, Sest samo do S3.2, a dvije (uklju¢ujuéi Desarguesovu) nije moguce
prosiriti. Zakljuéujemo da su S3.11 53.2 jedini S(3,13) dizajni.

Medutim, ¢ini se da ideja nije provediva za k = 4, zbog prevelikog broja
neizomorfnih 21, konfiguracija. Dizajne S(4,25) klasificirao je E.Spence
1996. godine, na drugi na¢in (vidi 3.26).

Steinerove 2-dizajne S(k,2k* — 2k + 1) mozemo pomocu (2k? — 3k + 1)y
konfiguracija organizirati u graf G. Vrhovi grafa su neizomorfni S(k,2k* —
2k + 1) dizajni. Vrhovi S; i Ss spojeni su bridom ako postoje pravci ¢, u Sy
ily u Sy takvi da su konfiguracije Sfﬁl) i Séb) izomorfne. O¢cito je svaki vrh
spojen sam sa sobom, tj. graf G sadrzi sve petlje. Nadalje, povezani mogu biti
samo dizajni s istim parametrima. Poznati dio grafa prikazan je na slici 2.

Na sli¢an nacin definiramo graf G¢. Vrhovi S; i Sy spojeni su bridom ako
su konfiguracije Syl) i (5562))61 izomorfne, za pravce ¢ iz Sy i {5 iz Sy. Pritom
je 04 dualna konfiguracija od C, dobivena zamjenom uloge toc¢aka i pravaca
(transponiranjem incidencijske matrice). Poznati dio grafa vidimo na slici 3.
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Od poznatog dizajna S mozemo konstruirati sve dizajne u istoj kompo-
nenti povezanosti grafa G ili G¢. Konstruiramo konfiguracije S (ili njima
dualne), eliminiramo izomorfne i preostale konfiguracije prosirujemo na sve
moguce nacine do S(k,2k* — 2k + 1) dizajna. Tako dobivamo dizajne koji
su sa S povezani bridom u G ili G¢. Postupak ponavljamo dok ne prijedemo
citavu komponentu povezanosti.

Napisao sam niz programa za provedbu tog postupka. Program extract
konstruira incidencijske matrice konfiguracija, a incfilter propusta samo
neizomorfne (vidi str. 32). Za prosirivanje konfiguracija napisao sam program
embed. Program trazi ortogonalne rastave na klike konfiguracijskog grafa i
primjenjuje konstrukciju iz teorema 2.17. S algoritamskog stanovista prob-
lem se svodi na visestruko trazenje klika (potpunih podgrafova) u prikladno
definiranim grafovima. Prvo trazimo (k — 1)-klike u konfiguracijskom grafu.
U drugom koraku definiramo graf ¢iji su vrhovi pronadene (k — 1)-klike, pri
c¢emu su bridom spojene one koje su disjunktne. Klika od 2k — 1 vrhova u
tom grafu ekvivalentna je rastavu na klike konfiguracijskog grafa. Konacno,
definiramo graf ¢iji su vrhovi rastavi na klike, a bridovi parovi medusobno
ortogonalnih rastava na klike. U tre¢em koraku trazimo k-klike u tom grafu,
Sto nam daje skupove od k medusobno ortogonalnih rastava na klike konfi-
guracijskog grafa.

Postupak je ve¢ za k = 5 prilicno dugotrajan, ali broj konfiguracija koje
treba prosirivati nije prevelik. Od dizajna S mozemo dobiti najvise onoliko
neizomorfnih konfiguracija koliko je Aut(S)-orbita na pravcima, i isto toliko
dualnih (propozicija 2.14).

Na ovaj nac¢in prvi put su konstruirani neki od S(4, 25) dizajna. Prema [§],
A.Y.Petrenyuk je konstruirao dizajne povezane sa S4.1, S4.2 i S4.3 i tako
dobio cetiri nova dizajna. A.Rosa i R.Mathon konstruirali su jedan novi
S(5,41) dizajn. Krenuli su od dizajna koji posjeduju automorfizam reda 5
(vidi teorem 5.31) i dobili dizajn S5.4. Primjenom transformacije na dizajne
prvi put konstruirane u ovom radu (teorem 5.33) ne dobivaju se novi S(5,41)
dizajni.

2.3 Paralelizam i rezolucije

Za pravce incidencijske strukture kazemo da su paralelni ako se podu-
daraju ili ako nemaju zajednickih tocaka. Dualno, tocke su paralelne ako se
podudaraju ili ako nisu spojene pravcem. U Steinerovom 2-dizajnu ne po-
stoje parovi paralelnih tocaka, ali mogu postojati parovi paralelnih pravaca.

Definicija 2.19 Neka je S = (P, L, I) incidencijska struktura. Klasa para-
lelizma u S je skup medusobno paralelnih pravaca koji ¢ine particiju skupa P
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(tj. pokrivaju sve tocke). Rezolucija od S je particija skupa pravaca L
na medusobno disjunktne klase paralelizma. Za incidencijsku strukturu koja
dopusta rezoluciju kaZemo da je rjeSiva.

Pretpostavimo da u Steinerovom 2-dizajnu S(k,v) postoji klasa parale-
lizma. Ocito tada k dijeli v. Ako postoji rezolucija, broj pravaca u klasi
paralelizma ¢ dijeli ukupni broj pravaca b. Tako dobivamo nuzne uvjete za
postojanje rjesivog S(k,v) dizajna, v = 0 (mod k) i v = 1 (mod k — 1).
Parametri ih zadovoljavaju ako i samo ako su oblika S(k, k(mk —m + 1)).

Uvrstavanjem m = 1 dobivamo parametre afinih ravnina S(k, k?). Poz-
nato je da svaka afina ravnina ima jedinstvenu rezoluciju. Najmanji dopus-
tivi parametri za rjesivi Steinerov 2-dizajn koji nije afina ravnina su S(3, 15).
Postoji 80 takvih dizajna (primjer 3.25), od ¢ega je 4 rjesivo. T.P.Kirkman
je u svom poznatom problemu 15 djevojéica zapravo trazio rjesive S(3,15)
dizajne.

Parametri dizajna koje proucavamo, S(k,2k* — 2k + 1) ne zadovoljavaju
nuzne uvjete za rjesivost. Modificirat ¢emo pojam rezolucije tako da bude
prikladan za nase dizajne.

Definicija 2.20 Neka je S = (P,L,I) incidencijska struktura, a T € P
tocka. Skoro-klasa paralelizma u S je skup medusobno paralelnih pravaca
kogi ¢ine particiju skupa P\ {T} (tj. pokrivaju sve tocke osim T'). Skoro-
rezolucija od S obzirom na T je particija skupa pravaca koji ne sadrze T
(L\ (T)) na medusobno disjunktne skoro-klase paralelizma. Za incidencijsku
strukturu koja dopusta skoro-rezoluciju kaZemo da je skoro-rjesiva (obzirom

naT).

Ako u Steinerovom 2-dizajnu postoji skoro-klasa paralelizma, k dijeli v —
1. Ako postoji skoro-rezolucija, ”;1 dijeli b — r. Slijede nuzni uvjeti za
skoro-rjesivost Steinerovog 2-dizajna, v = 1 (mod k) i v = 1 (mod k — 1).
Parametri ih zadovoljavaju ako i samo ako su oblika S(k, mk? — mk + 1).

Uvrstavanjem m = 1 dobivamo parametre projektivnih ravnina S(k, k* —
k+1). Za razliku od afinih ravnina koje su rjesive, projektivne ravnine nisu
skoro-rjesive. Svaka dva pravca projektivne ravnine sijeku se u jednoj tocki,
pa uopce ne postoje parovi paralelnih pravaca.

Za m = 2 dobivamo parametre dizajna koje proucavamo, S(k, 2k* — 2k +
1). Tablica 4 sadrzi podatke o broju skoro-klasa paralelizma i skoro-rezolucija
u svim poznatim primjerima.

Vidimo da je jedino dizajn S4.1 skoro-rjesiv, i to samo obzirom na speci-
jalnu tocku koja je orbita pune grupe automorfizama. Podaci u tablici do-
biveni su pomoé¢u programa nrsearch. Problem pronalazenja (skoro) rezolu-
cija svodi se na dvostruko trazenje klika, slicno kao u programu embed. Da bi
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‘ Dizajn | # s.k.p. ‘ # s.r. H Dizajn | # s.k.p. ‘ # s.T. ‘

S3.1 13 0 S4.16 0 0
S3.2 8 0 S4.17 0 0
S4.1 28 11 S4.18 0 0
S4.2 25 0 S5.1 0 0
S4.3 0 0 S5.2 0 0
S4.4 0 0 S5.3 0 0
S4.5 3 0 S5.4 0 0
S4.6 1 0 S5.5 0 0
S4.7 3 0 S5.6 0 0
S4.8 9 0 S5.7 0 0
S4.9 0 0 S5.8 0 0
S4.10 0 0 S5.9 0 0
S4.11 0 0 S55.10 0 0
S4.12 1 0 S5.11 0 0
S4.13 0 0 S55.12 0 0
S4.14 0 0 S5.13 0 0
S4.15 3 0 S5.14 0 0

Tablica 4: Skoro-klase paralelizma i skoro-rezolucije u S(k, 2k* — 2k + 1).

nasli sve (skoro) klase paralelizma trazimo klike u grafu ¢iji su vrhovi pravei,
a bridovi parovi paralelnih pravaca. Drugi put trazimo klike u grafu ¢iji su
vrhovi (skoro) klase paralelizma. Bridom su spojene klase koje su medusobno
disjunktne.

Definicija 2.21 Neka su R = {P,...,P,} « R = {P|,...,P.} (skoro)
rezolucije incidencijske strukture S, pri cemu su P;, PJ’ (skoro) klase parale-
lizma. Kazemo da su R i R’ ortogonalne ako vrijedi |P; N Pj| <1, za sve
i, j=1,...,n.

Steinerovi 2-dizajni S(k,2k* — 2k + 1) s dovoljnim brojem medusobno
ortogonalnih skoro-rezolucija u vezi su s vrlo zanimljivim kona¢nim struktu-
rama, tzv. eliptickim poluravninama.

Definicija 2.22 Elipticka (v,k) poluravnina je incidencijska struktura
koja zadovoljava aksiome:

(1) Ukupni broj tocaka je v.

(2) Na svakom pravcu lezi k tocaka i kroz svaku tocku prolazi k pravaca.
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(3) Svake dvije tocke spojene su najvise jednim pravcem.

(4) Za svaku tocku T i pravac £ koji nisu incidentni najvise jedan pravac
kroz T paralelan je s £ i najvise jedna tocka na ¢ paralelna je s T'.

Napomena 2.23 Prebrojavanjem incidentnih parova vidimo da je ukupni
broj pravaca takoder v. O¢cito vrijedi i dual aksioma (3) (svaka dva pravca
sijeku se najvise u jednoj tocki). Prema tome, dualna struktura je takoder
elipticka (v, k) poluravnina. Elipticke poluravnine mogli smo krace definirati
kao simetricne vy konfiguracije koje zadovoljavaju samodualni aksiom (4).
Primjeri eliptickih poluravnina su konacne projektivne ravnine i strukture
koje od njih dobivamo izbacivanjem Baerovih (gustih) zatvorenih podstruk-
tura.

Napomena 2.24 U incidencijskoj strukturi pod stupnjem tocke (pravca)
podrazumijevamo broj s njom incidentnih pravaca (tocaka). Red strukture je
maksimalni stupanj umanjen za jedan. P.Dembowski je u knjizi [5] definirao
poluravninu kao incidencijsku strukturu koja zadovoljava aksiome (3) i (4) iu
kojoj je svaki element stupnja bar tri. Pokazao je da u konacnoj poluravnini
reda n skup stupnjeva svih elemenata moze biti samo {n — 1,n,n + 1},
{n,n+1}1ili {n+1}. U prvom sluéaju poluravnine je nazvao hiperbolickim, u
drugom parabolickim, a u tre¢em eliptickim. Red elipticke (v, k) poluravnine
jen=%k—1.

Vaznu ulogu pri rasvjetljavanju veze eliptickih poluravnina i S(k, 2k* —
2k 4+ 1) dizajna igra vrlo opéenita klasa incidencijskih struktura, koje se na
engleskom zovu “group divisible designs”. U hrvatskom se jos nije ustalio
naziv, pa ¢emo koristiti samo njihove parametre GDD,(k,g,v). Nazalost
nacin zapisivanja parametara nije kod svih autora isti. Koristimo oblik iz
knjige [2].

Definicija 2.25 Za incidencijsku strukturu kazemo da je GDD\(k,g,v) ako
vrijedi:

(1) Ukupni broj tocaka je v.
(2) Svaki pravac sadrzi k tocaka.

(3) Postoji particija skupa tocaka na blokove duljine g takva da su parovi
tocaka iz razlicitih blokova spojent s A pravaca, a parovi tocaka iz istog
bloka nisu spojeni pravcem.
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Blokove particije iz (3) zovemo grupe. Ako je A = 1, parametre biljezimo
GDD(k,g,v). Ako je ukupni broj pravaca takoder v, govorimo o simetri-
¢nom GDD,(k,g,v).

Primjer 2.26 Promotrimo incidencijsku strukturu dobivenu punktiranjem
Steinerovog 2-dizajna, tj. uklanjanjem jedne tocke i svih pravaca koji kroz
nju prolaze. Ukupni broj tocaka smanjen je na v — 1, ali broj tocaka na
svakom od preostalih pravaca i dalje je k. Uklonjeni pravci particioniraju
preostale tocke na r grupa duljine k — 1, tako da je zadovoljeno svojstvo (3)
za A = 1. Prema tome, radi se o GDD(k,k —1,v —1).

Obrnuto, ako krenemo od strukture GDD(k, k—1,v—1), nadodamo jednu
novu tocku, te grupe prosirimo novom tockom i proglasimo novim pravcima,
dobit ¢emo Steinerov 2-dizajn S(k,v). Klasama paralelizma i rezolucijama
strukture GDD(k,k — 1,v — 1) odgovaraju skoro-klase paralelizma i skoro-
rezolucije dizajna S(k,v) obzirom na uklonjenu/nadodanu tocku.

Teorem 2.27 Incidencijska struktura je elipticka (v, k) poluravnina ako i
samo ako je simetricni GDD(k, g,v). Pritom je g =v — k(k —1).

Dokaz. Prvo dokazujemo da je elipticka (v, k) poluravnina simetricni
GDD(k,g,v). Treba samo provjeriti svojstvo (3), postojanje particije skupa
tocaka na grupe. Zbog aksioma (4) iz definicije elipticke poluravnine pa-
ralelizam je relacija ekvivalencije. Za grupe uzmimo klase ekvivalencije na
tockama. Kroz bilo koju tocku T prolazi k pravaca, a na svakom lezi joS
k —1 tocaka. Znaci, k(k — 1) tocaka nije paralelno s 7', tj. proizvoljna grupa
sadrzi g = v —k(k—1) tocaka. Tocke iz iste grupe nisu spojene pravcima (jer
su paralelne), a tocke iz razli¢itih grupa u parovima su spojene po jednim
pravcem (jer nisu paralelne). Dakle, imamo simetricni GDD(k, g, v).

Dokazujemo obrat, da je simetricni GDD(k, g,v) elipticka (v, k) polu-
ravnina. O¢ito su ispunjeni aksiomi (1) i (3). Za aksiom (2) treba vidjeti da
kroz svaku tocku prolazi k pravaca. Proizvoljna tocka 1" spojena je pravcem
sa svim tockama koje nisu u istoj grupi, njih v —g. Na svakom pravcu kroz T’
lezi osim T jos k — 1 tocaka. Dakle, kroz T' prolazi ;=4 pravaca. Prebroja-
vanjem incidentnih parova slijedi v - =% =v-k = =4 = k. Usput smo
dobili g = v — k(k —1).

Jos treba provjeriti aksiom (4). Neka je zadana tocka T' i pravac ¢ koji
nisu incidentni. Dvije tocke koje nisu spojene pravcem s 1" leze u istoj grupi,
pa ni medusobno nisu spojene pravcem. Zato najvise jedna od njih moze
lezati na ¢. Dakle, najvise jedna tocka na ¢ paralelna je s T, pa je najmanje
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k — 1 tocaka na ¢ spojeno s T. Drugacije receno, bar k — 1 pravaca kroz T
sijece £, a to opet znaci da je najvise jedan pravac kroz T paralelan s /.
Dakle, struktura je elipticka (v, k) poluravnina.

|

Teorem 2.28 (Lamken, Vanstone) Elipticka (v, k) poluravnina s g <
k—1 postoji ako i samo ako postoji GDD(k—g, g, (k—1)(k—g)) s g medusobno
ortogonalnih rezolucija, za g = v — k(k — 1).

Dokaz. Neka je S elipticka (v, k) poluravnina i ¢ < k — 1. Primjenom
prethodnog teorema na dualnu strukturu (koja je takoder elipticka (v, k)
poluravnina) slijedi da pravce mozemo podijeliti na grupe duljine g unutar
kojih su medusobno paralelni pravei. Odaberimo jednu grupu {¢y,...,¢,}.
Neka je S’ podstruktura od S dobivena brisanjem odabranih pravaca i tocaka
koje na njima leze. Tvrdimo da je 8" GDD(k — g,g,(k — 1)(k — g)).

Izbrisali smo kg tocaka, pa je u S” ostalo v — kg = k(k — 1)+ g — kg =
(k —1)(k — g) tocaka. Pravci iz S sijeku svaki od izbrisanih pravaca, jer ne
pripadaju odabranoj grupi. Slijedi da na svakom pravcu iz S’ lezi k— g tocaka
iz S’. Nadalje, tocka podstrukture spojena je sa svim izbrisanim tockama, pa
grupa kojoj pripada lezi cijela u S’. Dakle, S" je GDD(k—g, g,(k—1)(k—g)).

Pramen pravaca kroz svaku od izbrisanih tocaka (bez pripadnog izbrisanog
pravca) je klasa paralelizma u S’. Klase paralelizma koje odgovaraju izbrisanim
tockama na istom izbrisanom pravcu medusobno su disjunktne. Slijedi da
svaki izbrisani pravac odreduje rezoluciju podstrukture S’. Tako dobivenih ¢
rezolucija u parovima je ortogonalno. Dvije tocke s dva razlicita izbrisana
pravca spojene su najvise jednim pravcem, pa pripadne klase paralelizma
imaju najvise jedan zajednicki pravac.

Obrnuto, neka je S GDD(k — g,g,(k — 1)(k — g)) i neka su R® =

{Pl(i), e P,gi)}, 1 =1,...,9 medusobno ortogonalne rezolucije (P](Z) su klase

paralelizma). Prosirimo S tockama P uz definiciju Pj(i) Il = V(e

Pj(l). Nadodajmo jos RW, ... R kao nove pravce, uz “€” kao relaciju
incidencije. Pokazuje se da je prosirena struktura simetricni GDD(k, g,v),
odnosno elipticka (v, k) poluravnina. .

Prethodni teorem dokazan je u [11]. Jedan smjer dokazali su jo$ prije

R.D.Baker i G.L.Ebert.
Korolar 2.29 Steinerov 2-dizajn S(k,2k* — 2k + 1) s k — 1 medusobno or-

togonalnih skoro-rezolucija (obzirom na istu tocku) postoji ako i samo ako
postogi elipticka ((4k — 1)(k —1),2k — 1) poluravnina.
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Dokaz. Prema teoremu 2.28 postojanje elipticke ((4k — 1)(k — 1), 2k —
1) poluravnine ekvivalentno je postojanju GDD(k,k — 1,2k*> — 2k) s k — 1
medusobno ortogonalnih rezolucija. U primjeru 2.26 vidjeli smo da je to
ekvivalentno postojanju S(k,2k* — 2k + 1) dizajna s k — 1 medusobno orto-

gonalnih skoro-rezolucija. =

Primjer 2.30 Dizajn S4.1 posjeduje 11 skoro-rezolucija, medu njima 3 orto-
gonalne. Punktiranjem u specijalnoj tocki dobivamo GDD(4, 3,24) s 3 medu-
sobno ortogonalne rezolucije. Prema teoremu 2.28, iz njega mozemo konstru-
irati elipticku (45, 7) poluravninu s g = 3. Poluravnina je samodualna i ima
A7 .73 kao punu grupu automorfizama (reda 7560). Ta grupa djeluje tranzi-
tivno na tocke i pravce.

Napomena 2.31 Glavno pitanje o poluravninama kojim se bavio Dem-
bowski u [5] tice se njihovog ulaganja u projektivne ravnine. Za hiperbolicke
i parabolicke poluravnine Dembowski je dokazao da se uvijek ulazu u odgo-
varajuéu projektivnu ravninu. Za elipticke (v, k) poluravnine dokazao je da
vrijedi g = k, g = k—11li ¢ < k— Vk. U prva dva slucaja i ako se u
tre¢em slucaju dostize jednakost uspio je dokazati da se poluravnina ulaze
u projektivnu ravninu reda k. Dembowski je postavio hipotezu da elipticke
poluravnine s 1 < g < k — vk ne postoje.

R.D.Baker [1] je 1977. godine konstruirao protuprimjer, elipticku (45, 7)
poluravninu. Njegova poluravnina izomorfna je poluravnini iz primjera 2.30,
iako nije dobivena na isti nac¢in. Osim Bakerovog primjera poznata je samo
jos jedna elipticka poluravnina s 1 < ¢ < k — vk. Radi se o eliptickoj
(135, 12) poluravnini, a konstruirao ju je R.Mathon.
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3 Klasifikacija

U ovom poglavlju dokazujemo pomocu racunala da Steinerovih 2-dizajna
S(k,2k* — 2k +1) ima totno dva za k = 3 i totno osamnaest za k = 4. Algo-
ritam za klasifikaciju je objasnjen u opcenitom kontekstu jer na analogan
nacin u petom poglavlju konstruiramo orbitne strukture. Prvi dio poglavlja
posvecen je kanonskom preslikavanju, koje igra kljuénu ulogu u algoritmu.
Opisani su alati za ra¢unanje kanonskih predstavnika i pune grupe automorfi-
zama. U drugom dijelu opisan je algoritam za klasifikaciju i njegova primjena
na Steinerove 2-dizajne i orbitne strukture.

3.1 Kanonsko preslikavanje

Na pocetku uvodimo nazive i oznake koje ¢emo koristiti u cijelom poglavlju.
Neka je X skup objekata na kojem djeluje grupa G. Za objekte A, B € X
kazemo da su izomorfni i pisemo A = B ako postoji ¢ € G takav da je
B = gA, tj. ako pripadaju istoj stazi. Stabilizator G4 ={g€ G | gA= A}
zovemo puna grupa automorfizama objekta A i oznacavamo Aut(A).

Primjer 3.1 Neka je X skup svih incidencijskih struktura sa skupom tocaka
P = {1,...,v} i skupom pravaca £ = {1,...,b}. Na njemu djeluje di-
rektni produkt simetri¢nih grupa G = 5, x Sy, tako da relaciju incidencije
I C P x L preslika u (m,0)] = {(7w(:),0(5)) | (i,5) €I}, za (w,0) € G.
[zomorfnost i puna grupa automorfizama obzirom na ovo djelovanje podu-
daraju se s pojmovima definiranim u uvodu (1.21). Umjesto X mozemo uzeti
G-invarijantan podskup X’ C X, na primjer Steinerove 2-dizajne S(k,v).

Primjer 3.2 Neka je X = M,,,(Ny) skup svih m xn matrica nad Ny. Grupa
G = S,, xS, na njemu djeluje permutiranjem redaka i stupaca. Za (7,0) € G
i A= lay] € X slika (m,0)A = B = [b;| definirana je s br;)o) = aij.
Umjesto X mozemo uzeti manji, G-invarijantan skup matrica, na primjer
incidencijske matrice Steinerovih 2-dizajna S(k,v).

Primjer 3.3 Obojani graf sastoji se od kona¢nog skupa V, familije dvoclanih
podskupova B C Po(V) i funkcije b : V' — N. Elemente iz V' zovemo
vrhovi, elemente iz B bridovi, a b bojanje. Neka je X skup svih obojanih
grafova sa skupom vrhova V' = {1,... ,n}, a G simetri¢na grupa S,. Djelo-
vanje G na X definiramo formulom 7(B,b) = (7B,bo '), gdje je 7B =
{{r (), 7(5)} | {i,j} € B}. Tako dobivamo uobicajene pojmove izomorfnosti
i pune grupe automorfizama za grafove, uz uvjet da se samo vrhovi iste boje
smiju preslikati jedni na druge.
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Definicija 3.4 Kanonsko preslikavanje je svaka funkcija c: X — X koja
1ma svojstva

(1) ¢(A) = A, za svaki A e X
(2) c(gA) =c(A), za svakige G, Ae X

Fiksne tocke kanonskog preslikavanja zovemo kanonski objekti ili kanon-
ski predstavnici obzirom na c.

Propozicija 3.5 Ako je c¢: X — X kanonsko preslikavanje, vrijedi
A= B <= ¢(A)=cB)

Dokaz. (=) Ako je A izomorfan s B, postoji g € G takav da je B = gA.
Slijedi ¢(A) = ¢(gA) = ¢(B).

(<) Ako je ¢(A) = ¢(B), vrijedi A = ¢(A) = ¢(B) = B. .

Propozicija 3.6 Neka je zadan totalni uredaj na skupu objekata X na ko-
jem djeluje konacna grupa G. Tada je funkcija ¢ : X — X, c(A) =
max {gA | g € G} kanonsko preslikavange.

Dokaz. Funkcija je dobro definirana jer su staze {gA | g € G} konacni
skupovi, pa maksimumi postoje. O¢ito ¢ zadovoljava svojstva (1) i (2) iz
definicije 3.4.

|

Cilj ove tocke je razviti algoritam za rac¢unanje kanonskog preslikavanja
iz prethodne propozicije. Najjednostavniji algoritam je petlja koja prelazi po
svim g € GG i pamti najveéi medu objektima gA. U praksi to nije provedivo
jer grupa GG ima previse elemenata. Razvit ¢emo brzi algoritam u specijalnom
slucaju matrica nad Ny (primjer 3.2). Treba nam totalni uredaj na skupu
matrica X = M, (Np).

Definicija 3.7 Neka su A = [a;;], B = [bij] € Mpn(No). KaZemo da je
matrica A manja od matrice B i pisemo A < B ako postoji par indeksa
(i0,j0) € {1,...,m} x{1,...,n} takav da vrijedi a;,;, < biyj, @ aij = bsj, za
i=1,....00—1,j=1,....nizai =14y, j=1,...,50— 1. Ako je A < B ili
A = B kaZemo da je A manja ili jednaka od B i pisemo A < B.
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Drugim rijecima, usporedujemo obzirom na leksikografski uredaj vektore
dobivene spajanjem redaka matrice. Nije tesko provijeriti da je definirana
relacija totalni uredaj na skupu X = M,,,(Np).

Da bismo opisali algoritam i dokazali njegovu valjanost trebaju nam neke

oznake i ¢injenice. Neka je V; skup svih injekcija sa skupa {1,...,7} u skup
{1,...,m}. Elemente iz V; biljezimo kao uredene i-torke; (71, ..., ;) je injek-
cija koja pridruzuje k — 7, k = 1,...,i. Elementi iz V,, su permutacije

stupnja m, tj. V,,, = S,,. Definiramo preslikavanje (A, 7) — Amw € M;,(Ny),

QAr(1) ai
Am = : , zameV, A= : € M (Np)
Qo (4) A
Pritom su ag,...,a, reci matrice A. Pomoc¢u uvedenih oznaka i-ti redak

matrice A zapisujemo kao A(4), a matricu sastavljenu od prvih i redaka kao

A, Q).

Propozicija 3.8 Neka su A, B € M,,,(Ng). Ako je A < B, onda je A(1,...,1)
< B(1,...,i), za svakit =1,...,m.

Dokaz. Slijedi iz definicije uredaja medu matricama 3.7. =

Propozicija 3.9 Kad god je za m € V;, 0 € V; definirana kompozicija wo o,
vrijedi A(mo o) = (Ar)o.

by
Dokaz. Oznacimo Am = B = : € M;n(No), tj. by = ) za k =
bi
1,...,7. Bududi da je kompozicija definirana vrijedi ¢ > j, pa na matricu B
mozemo primijeniti o:
bo(1) Ur(o(1))
(Am)o = Bo = : = : =A(roo)
bo (i) Ur(o(j))

|
Iz propozicije 3.9 slijedi da je (A,7) — Arm djelovanje grupe V,,, = S,
na skup X = M,,,(Ng) zdesna. Veza s djelovanjem grupe G = S, x S,
definiranim u 3.2 je Ar = (7!, id)A.

Skup V = AiUhLOV} organiziramo u stablo. Na ¢-tom nivou stabla nalaze

se elementi iz V; Element () € Vj je korijen stabla. Vrhovi stabla 7 € V;,
o € Vi1 spojeni su bridom ako i samo ako je 7 restrikcija od o. Stablo je
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zapravo Hasseov dijagram skupa V' parcijalno uredenog obzirom na restrik-
ciju. Na slici 4 vidimo prikaz stabla za m = 4.

1) (2) ®3) (4)

(1,2) @(1,3) ®(1,4) #(2,1) ®(2,3) 9#(2,4) #(3,1) #(3,2) #(3,4) #(4,1) ®#(4,2) 9(4,3)

(1,2,3) (4,3,2)

(1727 3?4) (47 37 27 1)

Slika 4: Stablo kojeg pretrazuje algoritam 3.10 za m = 4.

Algoritam za racunanje kanonskog predstavnika matrice pretrazuje dio
tog stabla po Sirini (breadth-first search). Da bismo formulirali algoritam
trebaju nam oznake za roditelja i djecu vrhova stabla.

Neka je r : V' \ Vy — V funkcija definirana s r(7) = 7|, -1y, za 7T €
V;. Funkcija pridruzuje vrhu 7 njegovog roditelja u stablu. Neka je d :
P(V) — P(V), dW) = r~1(W). Funkcija d skupu W C V pridruzuje
skup djece vrhova iz W. Nadalje, neka je sort(A) najveéa matrica dobivena
permutiranjem stupaca matrice A, tj. sort(A) = max{(id,0)A | c € S, }.
Do nje dolazimo silaznim sortiranjem stupaca od A obzirom na leksikografski
uredaj.
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Algoritam 3.10 (kanonsko preslikavanje)

ucitaj A;

Ko:={0}

zat=1,...,m radi

[ C; :=sort(A(1,...,1));
K =0

za sve 1 € d(K;_,) radi

[ ako je sort(Arn) = C; onda K; := K;|J{r};

ako je sort(Am) > C; onda
C; := sort(Am);
K= {rm};

ispisi C,,;

Tvrdimo da je C,, koji se ispisuje na kraju algoritma jednak kanon-
skom predstavniku ¢(A). Oznac¢imo C; = max{sort(An) | m € V;}, K; =
{7‘(‘ €V, | sort(Ar) = 51}

Lema 3.11 Matrica C; sastogi se od prvih i redaka kanonske matrice ¢(A),
C; = c(A)(1,....40).
Dokaz. Primijetimo najprije da je
C; = max{max{(id,0c)Ar | 0 € S,} | e V;} =
= max{(id,0)Ar | m€V;,, 0 € S,}.

Dakle, C, je najveéa matrica oblika (id,0)Am, za 7 € V;, 0 € S,. Matrica
c(A)(1,...,1) jest tog oblika: ako je ¢(A) = (m,0)A, onda je c(A)(1,...,i) =
(id,o)Anto(1,...,i), arm'o(l,...,i) € Vi Slijedi C; > c(A)(1,...,i).

Da bi dokazali obratnu nejednakost neka je 7 € K;, tj. C; = sort(Ar).
Postoje o € S, i p € Sy, takvi da je sort(Am) = (id,0)Ar i ™= plu,. -
Znamo da je c(A) > (p~',0)A, iz ¢ega zbog propozicije 3.8 slijedi

(A1, ..., > (p Y o)A(L,... i) = (id,o)A po(1,...,i) = (id,0)Ax = C;
Dakle, C; = c(A)(1,...,4).
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Lema 3.12 Ako je w € [?,-, onda je r(m) € K; 1.
Dokaz. Oznacimo p =r(m) =mo (1,...,i—1). Vrijedi:
sort(Ap) = sort(A mo(1,...,i—1)) = sort(Ar)(1,...,i—1) = Ci(1,...,i—1)

= (c(A)1,...,i)N0,. . i—1) = (A)(1,....i—1) = Ciy
Dakle, p € K;_;.

Lema 3.13 Nakon izvodenja algoritma 3.10 vrijedi C; = d 1 K, = K, za
svakit=1,...,m.

Dokaz. Indukcijom po i. Za ¢ = 1 algoritam prelazi po svim 7w € d(()) =
V1 i pamti najveéu matricu oblika sort(Am). Zato je C; = CiiK, =K.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za ¢ — 1, tj. C;_, = 51'—1 1 K =
I~(i_1. Algoritam u i-tom koraku pamti najveéu od matrica sort(Ar) za
7 € d(Ki_1) = d(K;_,). Za preostale 7 € V; matrice sort(Am) su prema
lemi 3.12 manje od @N Vidimo da se u C; sprema najveca matrica oblika

sort(Ar), paje C; = C; i K; = K. .

Teorem 3.14 Matrica C,, koju ispisuje algoritam 3.10 jednaka je kanon-
skom predstavniku matrice A.

Dokaz. C,, = (lema 3.13) = C},, = (lema 3.11) = ¢(A4)(1,...,m) = ¢(A).
|

Algoritam 3.10 realiziran je u programu canonmat, pisanom u program-
skom jeziku C. Osim za racunanje kanonskog predstavnika mozemo ga upotri-
jebiti za odredivanje pune grupe automorfizama matrice.

Propozicija 3.15 Neka su stupci matrice A medusobno razliciti. Tada je
skup K, = {m € Sy, | sort(Ar) = c(A)} definiran algoritmom 3.10 u bijek-
tivnom odnosu s punom grupom automorfizama Aut(A).

Dokaz. Za matricu A postoji jedinstveni o € S,, takav da je sort(A) =
(id,o)A. Ista tvrdnja vrijedi za matrice A, m € S, jer su i njihovi
stupci medusobno razliciti. Definiramo bijekciju izmedu K, i skupa K =
{(m,0) € S,y xS, | (m,0)A =c(A)}. Elementu = € K,, pridruzujemo par
(7~1,0), gdje je 0 € S, jedinstvena permutacija za koju je sort(Ar) =
(id,0)Am. Skup K je lijeva klasa pune grupe automorfizama Aut(A) (vrijedi
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K = (mo,00) Aut(A), za bilo koji (7, 09) € K). Vidimo da je K, bijektivan
s lijevom klasom K, koja je bijektivna s Aut(A). .

Glavni nedostatak algoritma 3.10 je Sto stablo pretrazuje po Sirini. Zato je
potrebno pamtiti skupove K1, . .., K,,, koji za pravilne matrice (kao $to su in-
cidencijske matrice dizajna) vrlo brzo postaju preveliki za memoriju ra¢unala.
Postoje algoritmi koji stablo pretrazuju po dubini (depth-first search, back-
tracking), na primjer [12] i [13]. Na taj na¢in ne moraju se pamtiti veliki
skupovi vrhova. Osim toga automorfizmi se pronalaze u ranijoj fazi potrage,
pa ih se moze upotrijebiti za smanjivanje dijela stabla kojeg treba pretraziti.
Takvi algoritmi pamte skup generatora pune grupe automorfizama, a ne sve
njezine elemente.

Jedan od najbrzih programa tog tipa je nauty B.D.McKay-a [14]. Pro-
gram racuna kanonskog predstavnika i punu grupu automorfizama obojanog
grafa (primjer 3.3). Mozemo ga primijeniti na incidencijske strukture (pri-
mjer 3.1) i matrice (primjer 3.2) tako da im pridruzimo grafove koji imaju
izomorfne pune grupe automorfizama.

Incidencijskoj strukturi S = (P, L, I) pridruzujemo bipartitni graf G(.5)
sa skupom vrhova V' =P Oc (disjunktna unija). Tocke su obojane bojom 1,
a pravci bojom 2. Bridovi su {{P, ¢} | P € P, { € L, PIl}. Pokazuje se da
je Aut(S) = Aut(G(5)). Slicno postupamo za matrice.

Medutim, u sklopu algoritma za klasifikaciju kojeg opisujemo u iducoj
tocki ipak ¢emo koristiti algoritam 3.10. Treba nam kanonsko preslikavanje
s nekim dodatnim svojstvima, koje za nauty ne mozemo provjeriti. Za nase
potrebe program canonmat je dovoljno brz.

Na kraju ovog odjeljka opisujemo jednu primjenu za koju mozemo upo-
trijebiti bilo koje kanonsko preslikavanje, dakle i nauty. Radi se o problemu
“filtriranja”. Neka je S C X skup objekata. Treba naci skup predstavnika
za S, tj. P C S sa svojstvima:

(1) Svaki objekt iz S izomorfan je nekom iz P.
(2) Objekti iz P medusobno su neizomorfni.

Problem se, na primjer javlja kod konstrukcije dizajna pomocu grupa auto-
morfizama, kojom se bavimo u petom poglavlju. Dobivaju se skupovi di-
zajna medu kojima moze biti izomorfnih. Treba odrediti koliko ih ima do na
izomorfizam i na¢i po jednog predstavnika iz svake klase.

31


file://c:/mag/prog/nauty/nauty.c
http://cs.anu.edu.au/people/bdm
file://c:/mag/prog/nauty/nauty.c
file://c:/mag/prog/canonmat.c
file://c:/mag/prog/nauty/nauty.c

Algoritam 3.16 (filter)

Na ulazu se nalaze objekti iz S. Objekti iz P ispisuju se na izlaz.

T = 0;
sve dok (ima objekata na ulazu) radi
[ ucitaj A;
C = c(A);
ako C' ¢ T onda
ispisi A;
T :=TU{CY},

Prethodni algoritam realiziran je u programu incfilter. Program “filt-
rira” skupove 0-1 matrica. Za kanonsko preslikavanje koristi nauty. Skup 7'
implementiran je kao stablo, da bi se upit C' ¢ T izvodio $to brze.

3.2 Algoritam za klasifikaciju

Kao i dosad, X oznacava skup objekata na kojem djeluje grupa G. Pod
klasifikacijom podrazumijevamo odredivanje broja staza pri tom djelovanju
i pronalazenje po jednog predstavnika iz svake staze.

Naivan pristup problemu klasifikacije bio bi generiranje pomoc¢u ra¢unala
svih objekata iz X i njihovo filtriranje algoritmom 3.16. To nije provedivo
jer u praksi skup X ima previse elemenata. Na primjer, neka je X skup
svih Steinerovih 2-dizajna S(3,13) na kojem djeluje grupa G' = Si3 X Soe.
Do na izomorfizam postoje dva takva dizajna, S3.1 i 53.2. Koristenjem
propozicije 1.18 mozemo izracunati ukupan broj objekata u X:

Gl Gl

X pu—
Xl = Tamea ] T TAm(s32

1 1
=13126! [ — + = | ~ 4.8-10%
I (39 " 6)

Pomoc¢u implementacije algoritma 3.16 na danasnjim brzim racunalima mo-
zemo obraditi na milijune objekata, ali filtriranje ovako velikog skupa ne
dolazi u obzir. Glavni cilj algoritma za klasifikaciju upravo je smanjiti broj
objekata na koje primjenjujemo kanonsko preslikavanje. Za to nam treba
viSe strukture na skupu X nego dosad.

Neka je zadana funkcija ord : X — N. Kazemo da je objekt A reda
ord(A). Skup svih objekata reda [ oznacavamo X = {A € X | ord(A) = 1}.
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Algoritmom klasificiramo objekte reda m tako da prvo klasificiramo objekte
manjeg reda [ =1,2,3,...

Neka na svakom nepraznom X© djeluje grupa GW. Direktni produkt
G = GW xG? x... na prirodan nacin djeluje na X, (g1, g2, - - -)A = goraa) 4
za A € X 1i(g1,92,.-..) € G. U ovoj situaciji prirodno je definirati punu
grupu automorfizama objekta A € X® kao njegov G(-stabilizator, jer grupa
GW x ... x GUD x GU+Y x . stabilizira sve objekte reda .

Neka je ¢ : X — X kanonsko preslikavanje. Buduci da izomorfni objekti
imaju isti red, ¢ ¢uva red objekata. Skup svih kanonskih objekata reda [
oznacavamo CV) = {4 € XU | ¢(4) = A}. Algoritmom konstruiramo C™),
skup predstavnika za X (™).

Najvaznija dodatna struktura na skupu X je veza izmedu objekata raz-
licitog reda. Formalno, zahtjevamo postojanje funkcije p : X \ XM — X sa
svojstvima:

(1) p(X"Y)

C XW, zasvaki | (p smanjuje red objekata za jedan)
(2) p(CHY)Y C OO zasvakil (p éuva kanonske objekte)
Primjer 3.17 Klasificiramo Steinerove 2-dizajne s parametrima v, b, r, k.
Parcijalna incidencijska matrica je svaka matrica A = [a;;] € M;,({0,1})
(1 <1 <) koja zadovoljava:

(1) A-A"=(r— 1)L+ J

l
2) Y ay <k, zaj=1,...b

i=1

Neka je X® skup svih parcijalnih incidencijskih I x b matrica. Ako je [ = v
svojstva (1) i (2) povlace jednakost u (2), pa prema 1.9 skup X®) sadrzi
incidencijske matrice S(k,v) dizajna.

Neka je X = XD U---UX® iord(A) = broj redaka matrice A. Na X©
djeluje grupa G = S; x Sy kao u primjeru 3.2. Za kanonsko preslikavanje
uzmimo funkciju ¢(A) = max{gA | g € G}, pri ¢emu je G direktni produkt
G x ... x G®. Ratunamo ga pomoc¢u algoritma 3.10, odnosno programa
canonmat. Funkcija p neka je brisanje zadnjeg retka matrice,

Ocito p smanjuje red (tj. broj redaka) matrice za jedan, a zbog sljedece
propozicije kanonske matrice preslikava u kanonske.
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Propozicija 3.18 Neka je A € M,,,(Ny) kanonska matrica obzirom na
funkciju ¢ iz propozicije 3.6, tj. ¢(A) = A. Tada su i matrice A(1,..., 1),
i=1,...,m kanonske, tj. c(A(1,...,i)) = A(1,...,i).

Dokaz. A(1,...,71) = c(A)(1,...,i) = (lema 3.11) =
= max {(id,0)Ar | € V;,; 0 € S,} > max{(id,0)Ar | 7 € S;,0 € S, } =

= max{ (7 ", 0)A(l,...,1) | 7€ S, 0 €8, } = c(A(l,...,1))

Ocito vrijedi i drugi smjer nejednakosti, pa je c(A(1,...,7)) = A(1,...,1).
|

Algoritam 3.19

zal:=2,...,mradi
Ry = 0;
za sve A € p~'(R,_;) radi
[ ako je ¢(A) = A onda R, := R, U {A};

ispisi R,,;

Propozicija 3.20 Nakon izvodenja algoritma 3.19 vrijedi Ry = CY, za | =
1,...,m.

Dokaz. Indukcijom po [. Za [ = 1 tvrdnja vrijedi zbog inicijalizacije na
pocetku algoritma. Pretpostavimo da je R;_; = CU~1). Nakon izvodenja
I-tog koraka petlje ocito je R; = p~Y(R;_;) N CW = p~1(CU-D)nCW. Zbog
svojstva (2) funkcije p vrijedi p~*(C=V) D C®| pa je presjek jednak C'O.
Dakle, R, = C".

|

Algoritam realiziramo tako da se skupovi Ry,..., R, pamte na vanj-
skoj memoriji racunala (disku). Treba nam program za racunanje praslike
p Y(R;_1). U slucaju klasifikacije Steinerovih 2-dizajna prosirujemo parci-
jalne incidencijske (I — 1) x b matrice jednim retkom, do parcijalnih inciden-
cijskih [ x b matrica. Problem rjesava program p-1, za proizvoljne parametre
S(k,v). Treba nam jos program koji iz niza objekata izbacuje one koji nisu
kanonski. Za matrice nad Ny koristimo program canonfilter, napisan na
osnovu algoritma 3.10. Prilikom klasifikacije S(k,v) dizajna primjenjujemo
ga na parcijalne incidencijske matrice.
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Primjer 3.21 Klasificiramo Steinerove 2-dizajne S(3,13) algoritmom 3.19.
Kre¢emo od jedinstvene parcijalne incidencijske 1 x 26 matrice u kanonskom
obliku:

[11111100000000000000000000 |

Programom p-1 prosirujemo je do parcijalnih incidencijskih 2 x 26 ma-
trica i pomoc¢u canonfilter-a izbacujemo nekanonske. Tako dobivamo skup
R, = C?, a analogno konstruiramo skupove Rs, ..., Ri3. Tocan redoslijed
pozivanja programa vidljiv je iz shell-skripte klasi. Rezultati su sabrani u
tablici 5. Skup Ri3 sadrzi dvije incidencijske matrice, koje pripadaju dizaj-
nima 53.1 i §3.2. Zaklju¢ujemo da do na izomorfizam postoje tocno dva
S(3,13) dizajna.

L] Rl = 109 | [p” ' ()]
1 1 93024
2 1 37128
3 2 20520
4 2 11214
5 3 6254
6 6 4611
7 12 2869
8 14 1135
9 33 723
10 44 276
11 23 38
12 5 5
13 2 —

Tablica 5: Klasifikacija S(3,13) pomocu algoritma 3.19.

U primjeru vidimo glavni nedostatak algoritma 3.19. Skup R; prosirivali
smo do ukupno 93024 parcijalnih incidencijskih 2 x 26 matrica i zatim izbaci-
vali nekanonske, a sasvim je jasno da je medu njima samo jedna kanonska:

11111100000000000000000000
10000011111000000000000000

Stovise, kanonske incidencijske matrice S(3,13) dizajna ocito su oblika
prikazanog na slici 5. Matrice koje nisu tog oblika ne treba ni razmatrati.
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1 11111 00000 00000 000 000 0000
1 00000 11111 00000 000 000 0000
1 00000 00000 11111 000 000 0000

0 10000 10000 10000 111 000 0000
0 10000 01000 01000 000 111 0000

0 01000 1.... .....
0 01000 O.... .....

0 00100 O.... .....
0 00100 O0.... .....

0 00010 O.... .....
0 00010 O0.... .....

0 00001 O.... .....
0 00001 O.... .....

Slika 5: Oblik kanonskih incidencijskih matrica za S(3,13).

Opéenito, neka je Y™ skup objekata reda m koji sadrzi sve kanonske
objekte (C(™ C Y C X)) Definiramo Y = p(YH+Y) za | = m —
Im—2,...,1, Y = zf—jl YW i ¢= ply\y(l) ;Y\ YW — Y. Pretpostavimo

da je za neki Iy skup Y %) poznat.

Algoritam 3.22

Py =Y,
zal:=lp+1,...,m radi
P = 0;

za sve A € ¢7'(P_,) radi
[ ako je ¢(A) = A onda P, := P, U{A4};

ispisi P,,;
Propozicija 3.23 Nakon izvodenja algoritma 3.22 vrijedi P, = C™.

Dokaz. Oznacimo Z™ = C™) i neka je ZW = p(ZU+Y)), zal =m — 1,
m — 2,...,1. Silaznom indukcijom lako se pokazuje da za svaki [ vrijedi
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c®h 2 zWiy® D> zW Dokazujemo uzlaznom indukcijom da ista tvrdnja
vrijedi za skupove definirane algoritmom, P, D ZW za l =1,...,m.

Zbog inicijalizacije na pocetku algoritma je P, = Y/ pa tvrdnja vri-
jedi za [ = ly. Pretpostavimo P_; 2 ZU=V. Iz toga slijedi p~'(P_,) 2
p 1 (Z2U=1) D ZW. Algoritam definira skup P, kao presjek

Pi=q¢ ' (P)nCY =p () nYUnc?

Sva tri skupa u presjeku su nadskupovi od Z®, pa je i P, nadskup od Z®
Posebno, za | = m slijedi

Dakle, P,, = C™),
u

Primjer 3.24 Klasificiramo Steinerove 2-dizajne S(3, 13) algoritmom 3.22.
Neka je Y™ skup incidencijskih matrica za S(3,13) koje su oblika kao na
slici 5. Medu njima su sve kanonske incidencijske matrice. Skup Y sadrzi
parcijalne incidencijske matrice dobivene odbacivanjem v — [ redaka matrica
iz Y™ One su oblika kao prvih [ redaka sa slike 5. Klasifikaciju zapo¢injemo
od Jednoclanog skupa Y®) | koji sadrzi matricu:

11111100000000000000000000
10000011111000000000000000
10000000000111110000000000
01000010000100001110000000
01000001000010000001110000

Kod provedbe algoritma 3.22 jedina razlika u odnosu na algoritam 3.19 je
Sto treba racunati praslike ¢ 7' (P_;) umjesto p~!(R;_1). Konkretno, to znaci
da (I — 1) x b matrice prosirujemo samo do [ x b matrica iz skupa Y © tj.
do parcijalnih incidencijskih matrica oblika kao prvih [ redaka sa slike 5.
Koristimo program g-1 umjesto programa p-1. Tocan redoslijed u kojem
pozivamo programe vidljiv je iz shell-skripte klas2, a rezultati su sabrani u
tablici 6.

Osnovni zahtjev koji postavljamo na algoritam za klasifikaciju je Sto
manji broj objekata na koje primjenjujemo kanonsko preslikavanje. Vidimo
da po tom kriteriju mozemo spretnim odabirom skupa Y™ postiéi znatno
poboljsanje algorltma 3 22 u odnosu na algoritam 3.19. U primjeru 3.21 “fil-

trirali” smo ukupno Z lp~'(R;)| = 186797 matrica, a u primjeru 3.24 samo
12

> lgH ()] = 859.

i=5
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LR g (R
5] 1 58

6| 2 174

7 3] 306
8|6 100

o[ 10 139
10| 31 65
e 12

2] 5 5

13] 2 —

Tablica 6: Klasifikacija S(3,13) pomoc¢u algoritma 3.22.

Drugi problem koji se javlja prilikom klasifikacije je pohranjivanje medu-
rezultata. U tipi¢noj situaciji parcijalnih objekata ima znatno vise nego
potpunih, sto je vidljivo i iz tablice 5. Kod klasifikacije S(3,13) dizajna
skupovi R; i P, su zanemarivo mali i pohranjivanje ne predstavlja problem.
Za vece dizajne skupovi mogu doseci kapacitet danasnjih diskova c¢ak i kad
potpunih objekata nema puno. Vidimo da je i u tom pogledu algoritam 3.22
bolji od algoritma 3.19, jer ne pohranjuje sve parcijalne objekte. Na primjer,
skup Py sadrzi samo 10 od ukupno 33 parcijalnih incidencijskih 9 x 26 matrica.

Spomenimo da je B.D.McKay [15] razvio algoritam za klasifikaciju kod
kojeg se ne pojavljuje taj problem. Ideja je klase ekvivalencije objekata or-
ganizirati u stablo, s potpunim objektima na posljednjem nivou. Stablo se
pretrazuje po dubini, za Sto je potrebno pamtiti samo po jedan objekt sa
svakog nivoa. McKayev algoritam zahtjeva vise strukture na skupu obje-
kata X.

Primjer 3.25 Steinerove 2-dizajne S(3,15) klasificirali su 1983. godine
R.Mathon, K.T.Phelps i A.Rosa (prema [4]). Dobili su ukupno 80 neizomorf-
nih dizajna. Ponavljamo klasifikaciju koristenjem algoritma 3.22 primjenje-
nog na incidencijske matrice oblika sa slike 6. Klasifikaciju zapocinjemo od
skupa Ps i programima q-11i canonfilter konstruiramo skupove Fy, . .., Pi5.
Kao §to je vidljivo iz tablice 7, takoder dobivamo 80 dizajna S(3,15).

Primjer 3.26 Steinerove 2-dizajne S(4,25) klasificirao je E.Spence [18] 1996.
godine. Spence je algoritmom 3.22 konstruirao parcijalne incidencijske 13 x50
matrice oblika sa slike 7. Dobio je 120014 kanonskih matrica. U nas-
tavku klasifikacije vise se ne isplati izbacivati nekanonske matrice nakon
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1 111111 000000 000000 0000 0000 00000000
1 000000 111111 000000 0000 0000 00000000
1 000000 000000 111111 0000 0000 00000000

0 100000 100000 100000 1111 0000 00000000
0 100000 010000 010000 0000 1111 00000000

0 010000 1..... ...... e e e
0 010000 O..... ...... e e e

0 001000 O..... ...... e e e
0 001000 O..... ...... e e e

0 000100 O..... ...... e e e
0 000100 O..... ...... e e e

0 000010 O..... ...... e e e
0 000010 O..... ...... e e e

0 000001 O..... ...... e e e
0 000001 O..... ...... e e e

Slika 6: Oblik kanonskih incidencijskih matrica za S(3,15).

L IR] [l (R)]
51 1 966

6| 2 | 3510
7|5 | 174
8§ 11 | 4851
9 | 25 | 5934

10 | 326 10317
11| 704 16310
12 | 4495 | 12366
13 ] 1717 3170
14 1 626 626
15| 80 —

Tablica 7: Klasifikacija S(3,15) pomoc¢u algoritma 3.22.
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N e

o

1111111 0000000 0000000 0000000 0000 0000 0000 000000000
0000000 1111111 0000000 0000000 0000 0000 0000 000000000
0000000 0000000 1111111 0000000 0000 0000 0000 000000000
0000000 0000000 0000000 1111111 0000 0000 0000 000000000

1000000 1000000 1000000 1000000 1111 0000 0000 000000000
1000000 0100000 0100000 0100000 0000 1111 0000 000000000
1000000 0010000 0010000 0010000 0000 0000 1111 000000000

0100000 1...... ... ... oL e e e e
0100000 O...... .. ..ot oL e e e e
0100000 O...... ...t (oL e e e e
0010000 1...... ... ... oL e e e e
0010000 O...... .. ..o oL e e e e
0010000 O...... ... ..ot oL e e e e
0001000 O...... .o oo e e e e
0001000 O...... ... ..ov oL e e e e
0001000 O...... .. ..ot oL e e e e
0000100 O...... ...t ... e e e e
0000100 O...... ...t ... e e e e
0000100 O...... ... .ot oL e e e e
0000010 O...... ..o oL e e e e
0000010 O...... ..o oL e e e e
0000010 O...... .. ov (... e e e e
0000001 O...... ..o L. e e e e
0000001 O...... ... L. e e e e
0000001 O...... .. .o oL, e e e e

Slika 7: Oblik kanonskih incidencijskih matrica za S(4, 25).
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prosirivanja jednim retkom, nego tek kad ih prosirimo do potpunih inciden-
cijskih matrica. Za konstrukciju skupa P4 trebalo bi filtrirati znatno vise
matrica nego sto ih dobivamo prosirivanjem matrica iz P;3 do kraja. Spence
je na taj nac¢in dobio 18 neizomorfnih S(4,25) dizajna.

Ovdje klasifikaciju ponavljamo samo djelomi¢no. Pomoc¢u programa g-1
i canonfilter konstruiramo skupove Pr, ..., Pj; (tablica 8). Spence je za
racunanje kanonskih predstavnika koristio program F.Bussemakera, koji je
osjetno brzi od programa canonmat. Postupak prosirivanja matrica iz Pi3
do potpunih incidencijskih matrica takoder je vrlo dugotrajan. Spenceovi
programi trebali su viSe mjeseci procesorskog vremena.

L] Rl [l (P
7] 1 14844
8| 3 110019
O 16 | 92472

10 32 14717
11 126 311603

12
13 | 120014
[25] 18 | — |

Tablica 8: Klasifikacija S(4,25).

Vidimo da su algoritmom 3.22 Kklasificirani dizajni S(3,13), S(3,15) i
S(4,25). Izuzevsi projektivne i afine ravnine, to su jedini parametri za koje je
poznat tocan broj Steinerovih 2-dizajna. Projektivne i afine ravnine, S(n +
1,n? +n + 1) i S(n,n?) klasificirane su pomoc¢u ra¢unala sve do n = 10.
Korisene su veze s latinskim kvadratima (za n < 9) i binarnim kodovima (za
n = 10). Vise o tome moze se procitati u diplomskom radu [10].

Primjer 3.27 Na kraju objasnjavamo primjenu algoritma za klasifikaciju
na orbitne strukture. Neka su zadani vektori v = (v4,...,1v,) € N"i g =

(B1,-..,0,) € N" (zovemo ih marginalni vektori). Oznatimo v = Y. v,
i=1

b= > B inekasurk, A € N. Orbitna struktura je svaka matrica A =
i=1
[ai;] € Myn(No) koja zadovoljava:

(1) 0<a;<p;, zal<i<m,1<j<n
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7j=1
(3) Z%am—k, Zal<j<n
i=1 "7
"y Ay; ako je i #7 o
Qi = i _ ,
(4) 21@@”&” {)\(l/i—l)—l—T, akOJeZ—Z s Zal_z,z <m
]:

Takve matrice javljaju se prilikom konstrukeije (v, k, A) blok dizajna sa za-
danom grupom automorfizama (vidi poglavlje 5.1). Pretpostavljamo da su
parametri v, b, r, k, A dopustivi.

Parcijalna orbitna struktura je matrica A = [a;;] € M;,(Ny), 1 <1 < m,
koja ima svojstva (1), (2), (4) i

I

Vi
3 “a;; <k zal<j<n
(5) ; B
Neka je X skup svih parcijalnih orbitnih struktura. Red ord(A) je broj redaka
matrice A, pa je XU skup parcijalnih [ x n orbitnih struktura. Matrice u
X (™) su orbitne strukture, jer uvijeti (2) i (3') zajedno s [ = m impliciraju
uvjet (3). Racunamo:

m n

ZZV,@U = ZI/ZZGU = Z vir = ur

i=1 j=1 =1

S druge strane, ako je u (3') nejednakost stroga bar za jedan j, slijedi

m n
> w = 1D vy < Zﬁa =
i=1 j=1 j=1 i=1

Dobili smo vr < bk, a za dopustive parametre mora vrijediti jednakost.
Dakle, X je skup potpunih orbitnih struktura, koje zelimo klasificirati.

Pri definiciji izomorfizma (parcijalnih) orbitnih stuktura treba paziti da
svojstva (1) - (4) ostanu sa¢uvana. Dopustamo samo permutacije redaka i
stupaca koje ostavljaju marginalne vektore invarijantnim:

H(Z)Z{WGSZ ’ Vr@i) = Vi, Zzl,,l}

K:{JESn | ﬁa(j):5j7j:1w-->”}
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Grupa G = H® x K djeluje na skup X ® parcijalnih [ x n orbitnih struktura
kao u primjeru 3.2. Za A € XU i (7,0) € GU vrijedi (7,0)A € XU, pa je
djelovanje dobro definirano (¢uvaju se svojstva (1) - (4)).

Kao i prije, definiramo G = G x --- x G(™). Za kanonsko preslikavanje
uzimamo funkciju ¢(A) = max{(m,0)A | (7,0) € G}, obzirom na uredaj
medu matricama definiran u 3.7. Uz male modifikacije funkciju ¢ mozemo
racunati algoritmom 3.10, odnosno programom canonmat.

Veza medu matricama razlicitog reda neka je brisanje zadnjeg retka:

pXAXO X, (] s )=

Ocito p smanjuje red objekata za jedan. Sli¢no kao u propoziciji 3.18 pokazuje
se da p preslikava kanonske matrice u kanonske. Time smo dosli u situaciju
u kojoj mozemo primijeniti algoritam 3.19.

Ako imamo informaciju o obliku kanonskih orbitnih struktura mozemo
dodatno ubrzati klasifikaciju koristenjem algoritma 3.22. Racunanje praslike
q (P,_1) je prosirivanje parcijalnih orbitnih struktura jednim retkom, na sve
dozvoljene nacine. Treba postivati zadani oblik, a proSirene matrice takoder
trebaju biti parcijalne orbitne strukture. Zadatak rjesava program t-1.

Prosirene matrice nisu sve u kanonskom obliku, pa ih treba “filtrirati”.
To radimo programom canonfilter s opcijom -t. Navodenjem opcije raz-
matraju se samo permutacije redaka i stupaca koje ostavljaju marginalne
vektore invarijantnim. Klasifikacija orbitnih struktura bit e ilustrirana ni-
zom konkretnih primjera u petom poglavlju.
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4 Konstrukcija pomocu diferencijskih familija

4.1 Diferencijske familije

U ovom poglavlju GG oznacava konac¢nu grupu reda v. Binarnu operaciju
zapisujemo aditivno, iako G' ne mora biti Abelova.

Definicija 4.1 Neka grupa (G,+) djeluje na skup X. KaZemo da je djelo-
vanje regularno ako za bilo koje x,y € X postoji jedinstveni g € G takav
da jeg+z=y.

Regularno djelovanje omogucuje identifikaciju elemenata skupa X s ele-
mentima grupe G. Odaberemo ¢vrsti xg € X i definiramo funkciju ¢ : X —
G, ¢(x) = jedinstveni g € G sa svojstvom g + zo = x. Zbog regularnosti ¢
je dobro definirana bijekcija. Uz identifikaciju x = ¢(z) djelovanje se podu-
dara s lijevim translacijama u grupi G. Obrnuto, djelovanje bilo koje grupe
na samu sebe lijevim translacijama je regularno.

Definicija 4.2 Neka je F = {Dy,..., D,} familija k-clanih podskupova od G.
Razvoj familije F je incidencijska struktura devF = (G,G + F,€), pri
cemujeG+F={g+D; | geG,i=1,....n}, g+D; ={g+x |z € D;}.
Elemente iz F zovemo temeljni blokovi razvoja dev F.

Razvoj familije F je uniformna incidencijska struktura, tj. svaki blok
sadrzi tocno k tocaka. Ukoliko F sadrzi dva bloka koji pripadaju istoj G-
orbiti, recimo Dy = g + D, za neki g € G, tada je dev{D;, Ds,...,D,} =
dev{D,,...,D,}. Stoga mozemo pretpostaviti da temeljni blokovi pripadaju
razlicitim stazama pri djelovanju G na Pi(G).

Propozicija 4.3 G je grupa automorfizama incidencijske strukture dev F,
koja djeluje regularno na tocke.

Dokaz. G djeluje na tocke i pravce od dev F lijevim translacijama. Ocito
viijjedix € y+ D; < g+x € g+y+ D;, pa je G grupa automorfizama.
Djelovanje na tocke je regularno jer se radi o lijevim translacijama u G.

Definicija 4.4 Multiskup m na G je funkcija m : G — Ny. KaZemo da je
element g € G sadrzan m(g) puta v m. Lista u G je funkcija ¢ : S — G,
pri cemu je S konacan skup.
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Poseban slucaj liste je uredena n-torka (konacan niz) s elementima iz G.
(g1,---,9n) jefunkcijag : {1,...,n} — G, g¢(i) = g;. Svaka lista na prirodan
nac¢in definira multiskup: m(g) = [(7'(g)|, za g € G. Svaki multiskup
mozemo definirati listom, ali ne jedinstvenom.

Definicija 4.5 Neka je D C G podskup grupe G. Lista razlika skupa D je
funkcija

AD:{(z,y) |z, ye D, x#y} =G, AD(z,y)=(-z)+y
Multiskup definiran listom razlika takoder oznacavamo AD.

Da bi definirali listu i multiskup razlika za familiju podskupova od G
treba nam pojam unije lista, odnosno multiskupova.

Definicija 4.6 Unija multiskupova je njihov zbroj, myU---Um,, = m; +

...+ m,. Disjunktna unija skupova Sy, ..., S, je skup |JS; =JS; x {i}.
Unija lista ¢ : 51 — G, ..., ¢, : S, — G je lista ' l

0= 06U--Ut, S = G i) = bix).

Iz definicije slijedi da je multiskup pridruzen uniji lista jednak uniji multi-
skupova pridruzenih tim listama.

Definicija 4.7 Lista razlika familije F = {Dy, ..., D,} podskupova od G
je unija njihovih lista razlika, AF = ADy U ---UAD,. Pripadni multiskup
takoder oznacavamo AF.

Teorem 4.8 Neka je F = {Ds,...,D,} familija k-clanih podskupova grupe G
koji imaju trivijalne stabilizatore i pripadaju razlicitim stazama pri djelo-
vanju G na Pp(G). Tada je ekvivalentno:

(1) Multiskup razlika AF sadrzi svaki element iz G\ {0} tocno A puta.
(2) Razvoj dev F je (v, k,\) blok dizagn.

Dokaz. Neka je zadan dvoclani podskup {a,b} C G. Dokazat ¢emo da
je broj blokova od dev F koji ga sadrze jednak broju pojavljivanja elementa
(—a) + b u multiskupu AF. Iz toga ée slijediti tvrdnja teorema.
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Blokove razvoja dev F mozemo identificirati sa skupom
T = Gx{l,....n} = {(9,9) | geG, i=1,...,n}.

Preslikavanje (g,¢) — g+ D; koje elementima iz T" pridruzuje blokove je bijek-
cija, zbog pretpostavke da temeljni blokovi Dy, ..., D, imaju trivijalne sta-
blizatore i pripadaju razli¢itim G-orbitama. Broj blokova koji sadrze {a, b}
jednak je broju elemenata skupa

Ty = {(g9,9) €T | {a,b} C g+ D,}.
S druge strane, domena liste razlika AF je skup
S = {(z,y,%) | zv,ye D;, #vy, i=1,...,n}.
Pripadni multiskup sadrzi (—a) + b onoliko puta koliko ima elemenata u
S, = AF Y (~a)+b) = {(z,y,i) €S | (—2)+y=(—a)+b}.
Treba dokazati jednakobrojnost skupova S7 i 77. Funkcije
e:5 =T, ¢lx,yi)=(a—=zi)=(b—y,1)

YTy — S, Y(g,1) = ((—g) +a,(—g) +b,4)

su dobro definirane i jedna drugoj inverzne. Slijedi |S;| = |T1], ¢ime je teorem

dokazan.
|

Definicija 4.9 Neka F zadovoljava pretpostavke teorema 4.8 i bilo koju od
ekvivalentnih turdngi (1), (2). Tada F zovemo (v, k, \) diferencijska fami-
lija.

Propozicija 4.10 Ako postoji (v,k,\) diferencijska familija, onda je
AMv—1)=0 (mod k(k —1)).

Dokaz. Nekaje F ={D,...,D,} (v, k, \) diferencijska familija. Domena
liste razlika AF ima nk(k — 1) elemenata. Razlike pokrivaju skup G \ {0}

tocno A puta, pa je taj broj jednak A - |G\ {0} = A(v —1). -

Korolar 4.11 Akoje F ={D,...,D,} (v,k, 1) diferencijska familija, onda
jev =nk? —nk+1.
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Vidimo da Steinerovi 2-dizajni konstruirani pomoc¢u (v, k, 1) diferencij-
skih familija imaju parametre oblika S(k,nk? — nk + 1) i dopustaju grupu
automorfizama regularnu na tockama. Sljedeéi cilj je dokazati obrat: ako
Steinerov 2-dizajn S(k,nk® —nk+1) ima grupu automorfizama regularnu na
tockama, moze se konstruirati pomocu diferencijske familije.

Lema 4.12 Neka Steinerov 2-dizagn S(k,nk* —nk+1) ima grupu automor-
fizama G reqularnu na tockama. Tada su G-stabilizatori pravaca trivijalni.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji pravac £ = {Ti,..., Ty}
invarijantan obzirom na netrivijalni automorfizam o« € G. Mozemo pret-
postaviti da je « prostog reda p. U suprotnom, ako je « reda p - r za
r > 1, zamijenimo ga s a’. Zbog regularnosti o nema fiksnih tocaka, pa
iz a({Ty,...,Tx}) = {Th,..., Ty} slijedi p|k. No p dijeli i v = |G|, $to je

kontradikcija jer su k i v = nk? — nk + 1 relativno prosti. .

Propozicija 4.13 Neka Steinerov 2-dizajn S s parametrima S(k, nk* —nk+
1) ima grupu automorfizama G regularnu na tockama. Tada postoji diferen-
cijska familija F u G takva da je dev F = S.

Dokaz. Zbog regularnosti mozemo identificirati tocke s automorfizmima.
To znaci da je G skup tocaka od S, a pravci su neki k-clani podskupovi
od G. Broj pravaca je b = ZEZ:B = vn. Zbog leme 4.12 orbite na pravcima
su duljine v, pa je broj orbita n. Odaberemo po jedan pravac iz svake
od orbita: f¢y,...,¢,. Temeljni blokovi neka su ti pravci. Ako prihvatimo
aditivnu notaciju u G, orbite na pravcima su G + ¢1,...,G + £,. Slijedi

dev{ty,.... 0} =S.

Napomena 4.14 Uvjet da su parametri oblika S(k, nk? —nk+1) je nuzdan,
kao $to pokazuje sljedeéi primjer. Neka je G = Zj5 i F = {{0,1,4},
{0,2,9}, {0,5,10}}. Razvoj dev F je Steinerov 2-dizajn S(3,15). On prema
propoziciji 4.3 ima Z;; kao grupu automorfizama koja djeluje regularno na
tocke. Medutim, v = 15 nije oblika nk? — nk +1 = 6n + 1, pa se dev.F
ne moze konstruirati pomocu diferencijske familije (korolar 4.11). Zaista,
temeljni blok {0, 5,10} ima netrivijalni stabilizator, a 5 i 10 mogu se na vise
nacina prikazati kao razlike (AF sadrzi svakog po tri puta). Stoga F nije di-
ferencijska familija, prema definiciji 4.9. Ponekad se u definiciji diferencijske
familije dozvoljavaju blokovi s netrivijalnim stabilizatorom, koji se nazivaju
kratks blokows.
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Steinerovi 2-dizajni koje proucavamo u ovom radu imaju parametre oblika
S(k,2k* — 2k + 1), prikladne za konstrukciju pomocu diferencijskih familija
s dva temeljna bloka (n = 2).

Teorem 4.15 Steinerovi 2-dizajni S(k, 2k*—2k+1) s grupom automorfizama
reqularnom na tockama postoje i jedinstveni su za k = 3,4,5, a ne postoje za
k=6,7,8.

Dokaz. Za k = 3 postoje dva dizajna S(3,13). Dizajn S3.1 ima Z3 kao
regularnu grupu automorfizama. Puna grupa automorfizama dizajna 53.2 ne
djeluje tranzitivno, pa ne moze imati regularnu podgrupu (vidi tablicu 1).

Za k = 4 postoji osamnaest dizajna S(4,25). Od toga jedino dizajn S4.2
ima punu grupu automorfizama tranzitivnu na tockama. Ona ima podgrupu
koja djeluje regularno, izomorfnu sa Zs x Zs. Ostali S(4,25) dizajni ne mogu
se konstruirati pomocu diferencijske familije.

Za k = 5 dizajni S(5,41) nisu potpuno klasificirani. Od poznatih pri-
mjera jedino S5.1 dopusta grupu automorfizama regularnu na tockama. To
dokazuje samo egzistenciju, pa treba joS dokazati jedinstvenost za k = 5 i
nepostojanje za k = 6,7, 8.

Primijetimo najprije da su grupe reda 41, 61, 85 i 113 jedinstvene. Radi
se naravno o ciklickim grupama. Problem rjesavamo rac¢unalom, pomocu
programa dfsearch koji sustavno trazi diferencijske familije u ciklickim gru-
pama. U grupi Z,; dobivamo nekoliko diferencijskih familija s n = 2, ¢iji su
razvoji izomorfni dizajnu S5.1. Zakljuéujemo da je to jedini S(5,41) dizajn s
regularnom grupom automorfizama. U grupama Zg;, Zss 1 7113 program ne
nalazi diferencijske familije s n = 2. Prema tome, ne postoje dizajni S(6,61),

S(7,85) i 5(8,113) s regularnim grupama automorfizama. .

Napomena 4.16 Potraga za (113,8,1) diferencijskim familijama trajala je
na racunalima koja su mi bila dostupna oko tjedan dana. Njihovo neposto-
janje je nov rezultat.

4.2 Wilsonov teorem

Vidjeli smo da su poznata tri Steinerova 2-dizajna S(k, 2k* — 2k + 1) koje
je moguce konstruirati pomocu diferencijske familije. Egzistencija pripadnih
diferencijskih familija slijedi iz teorema R.M.Wilsona [21]. U tom teoremu
ulogu grupe G igra zbrajanje u kona¢nom polju. Osnovna svojstva konacnih
polja sabrana su u sljede¢em teoremu.
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Teorem 4.17 (1) Konacno polje s q elemenata postoji ako i samo ako je q
prim potencija. Ako postoji, jedinstveno je do ma izomorfizam 1
oznacavamo ga s GF(q).

(2) Aditivna grupa polja GF(q) je elementarno Abelova, reda q. Multiplika-
tivna grupa je ciklicka, reda q—1. Svaki generator multiplikativne grupe
nazivamo primitivni element polja GF(q).

3) Ako je q — 1 = m - n, multiplikativna grupa tma jedinstvenu podgrupu
J ) J g
reda n 1 indeksa m, koju oznacavamo H™. Radi se o n-tim korijenima
jedinice, odnosno m-tim potencijama ne-nul elemenata:

H"™ = {{eGF(q) ["=1} = {&" [ £ GF(g)\{0}}.

(4) Ako je q paran, —1 = 1 pa sve podgrupe H™ sadrie —1. Ako je q
neparan, —1 € H™ ako 1 samo ako je n = %1 paran.

Definicija 4.18 Ako liste {1 : S — G ily : T — G definiraju isti multiskup
na G kazemo da su ekvivalentne i pisemo {1 ~ (5.

Lema 4.19 Liste V1 : S — G, Uy : T — G su ekvivalentne ako i samo ako
postoji bijekcija p : T — S sa svojstvom Uy = 1 o p.

Dokaz. (=) Za svaki g € G skupovi S, = (;'(g9) i T, = l;'(g) su
jednakobrojni, pa postoji bijekcija ¢, : Ty, — S,. Trazenu bijekcijue : T'— S
dobivamo prosirivanjem, ¢(z) = @y, () (z )

(<) Iz by = {4 o ¢ slijedi _() (44
bijektivnosti od ¢ to povlaci |, (g)| = |¢

o) ~'(g) = ¢ (t'(g)). Zbog
Y(g)|, za svaki g € G. =

Definicija 4.20 Produkt lista ¢, : S — GF(q) i {5 : T — GF(q) je lista
b by SXT = GF(q), (b L)(x,y) = () - b(y).

Lema 4.21 MnozZenje lista v GF(q) je do na ekvivalenciju distributivno
obzirom na uniju, (€1 U ly) - b3 =~ ({1 - €3) U (Lo - l3).

49



Dokaz. Ako domenu od ¢; oznac¢imo sa S;, domena liste (€1 U ls) - 3 je

S = (S1US) x S5 = {(z,i,y) |z€S;, ie{l,2}, yeSy}.
S druge strane, domena od (¢; - l3) U ({5 - £3) je skup
T = (S1 xS3)U(Se xS3) = {(2,y,i) | t€S;, ye Sy, ic{l,2}}.
Funkcija ¢ : T'— S, ¢(x,y,1) = (x,i,y) ocito je bijekcija i vrijedi (¢; - £3) U

(82 . 53) == [(61 U €2> . 63] O (p -

Teorem 4.22 (Wilson, 1972.) Neka je ¢ = nk? — nk + 1 prim potencija,
a w primitivni element konacnog polja GF(q).

(1) Ukoliko je k = 2m + 1 neparan, neka je e = w*™™ i D = {1,¢e,... "1},

Ako elementie — 1,62 —1,...,e™ — 1 pripadaju razlicitim klasama mo-
dulo H™, onda je F = {D,w™D,...,w™ YD} (q,k,1) diferencijska
familija.

(2) Ukoliko je k = 2m paran, neka je e = w*™ i D = {0,1,¢,...,e*2}. Ako

elementi 1,e—1,..., ™ 1 —1 pripadaju razlicitim klasama modulo H™,

onda je F = {D,w™D,...,w" Y™D} (q,k,1) diferencijska familija.

Dokaz. (1) Prvo dokazujemo teorem za neparni k. U tom slucaju ¢ je
primitivni k-ti korijen jedinice, tj. generator podgrupe D = H?*™". Vidjet
¢emo da multiskup AF sadrzi svaki ne-nul element to¢no jednom. Iz toga
slijedi da temeljni blokovi leze u razli¢itim stazama i imaju trivijalne stabi-
lizatore obzirom na djelovanje aditivne grupe. Kad bi dva temeljna bloka
pripadala istoj orbiti, pripadne liste razlika bile bi jednake pa bi AF neke
elemente sadrzao bar dva puta. Nadalje, kad bi za neki v # 0 vrijedilo
a+w™D = w™D, taj bi se o na vise nacina mogao prikazati kao razlika
elemenata iz w™D.

Preostaje dokazati da AF pokriva GF(q) \ {0} toéno jednom. Dokaz se
sastoji od tri koraka.

Korak 1. AD~4+D-(e—1,e2—1,...,e™—1)
Na lijevoj strani je lista razlika skupa D. To je funkcija
gl:S:{(wazﬁ|x7y€Dax7éy}_>GF(Q)7 El(x,y)zy—x.

Skup £D definiran je s £D = D U —D. Skupovi D i —D su disjunktni, jer
3— = k neparan, pa po teoremu 4.17 (4) D ne sadrzi —1. Podskupove
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od GF(q) mozemo takoder shvatiti kao liste, identificirajuéi ih s pripadnim
inkluzijama. Na desnoj strani je produkt lista D i (¢ —1,...,&™ — 1):

gQ:T::I:DX{l,...,m}HGF(q), 62($7i):$'(8i—1).
Zelimo dokazati da su liste ¢; i 5 ekvivalentne. Definiramo funkciju

(x,e'x), akojex € D

o: T — S, p(z,i) = { (—e'w, —x), akojex € —D

¢ je dobro definirana i vrijedi ¢ = ¢; o p. Osim toga, ¢ je injekcija. Pret-
postavimo ¢(x,7) = ¢(y, j). Ako z iy nisu u istom skupu D ili —D, recimo
r e D,ye —D, slijedi

(z,e'2) = (—ly, —y) = w=—cy, co=—y = —<My=—y =
= =1 = i+j=0 (mod k).

Ova kongruencija nije moguca, jer je 1 < 4,7 < m, k =2m + 1. Zato z i

y oba pripadaju jednom od skupova D ili —D, iz ¢ega slijedi (z,1) = (y,J).

Injektivnost i jednakobrojnost domene i kodomene (|T'| = 2km = k(k—1) =

|S]) povlace bijektivnost od ¢. Prema 4.19 liste ¢ i ¢ su ekvivalentne, ¢ime
je prvi korak dokazan.

Korak 2. +D = H™

Znamo da je D = H?™ podgrupa reda k. Skup £D je zatvoren obzirom
na mnozenje i invertiranje, pa je i to podgrupa. Ona je reda 2k, jer su D
i —D disjunktni. Zbog jedinstvenosti u teoremu 4.17 (3) +D se podudara
s H™™.

Korak 3. AF~H™- (e —1,e?—1,...,e™—1)

U prva dva koraka dokazali smo AD ~ H™ - (¢ — 1,...,e™ —1). Lako
se provjeri A(w™D) ~ w™AD, pa slijedi

n—1 n—1 n—1
AF = |JAw™D) =~ [Jw™AD ~ [ J[wmH™ (e —1,...,e" - 1)]
=0 =0 =0

n—1
~ (lema 4.21) ~ [U wimHm”] (e—1,...,em—=1)
=0

Nadalje,
n—1 n—1
UwimHm” = Uwim{wjm"]jzo,...,2k—1} =
i=0 =0
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n—1

= Y {9 i=0,.. 2k -1} = {w™ | r=0,....2nk—1} = H"

i=0
Time je i trec¢i korak dokazan. Ako e —1,...,e™ — 1 pripadaju razlicitim
klasama modulo H™, skupovi H™(e — 1),..., H™(¢™ — 1) su medusobno

disjunktni. Zajedno s tvrdnjom treceg koraka to povlaci AF ~ GF(q)\ {0}.

(2) Za parni k dokaz je slican. ¢ je primitivni (k — 1)-vi korijen je-
dinice (generator od H?™"), a D = {0} U H*™. Temeljni blokovi pri-
padaju razli¢itim stazama i imaju trivijalne stabilizatore. To slijedi iz AF ~
GF(q)\ {0}, sto ponovo dokazujemo u tri koraka.

Korak 1. AD ~ £H? . (1,6 —1,... ™! —1)

Korak 2. +£H?*"™ = g™

Korak 3. AF~H™- (l,e—1,...,e™ 1 —1)

Dokazi ovih triju tvrdnji analogni su dokazima iz slucaja (1), pa ih ne¢emo

onavljati.
p ] -

Propozicija 4.23 Steinerov 2-dizajn konstruiran pomocu teorema 4.22 ima
kao grupu automorfizama semidirektan produkt grupe H*™ s aditivnom grupom
od GF(q), pri cemu H*™ djeluje mnoZenjem na GF(q).

Dokaz. Neka je G = H*™™ x GF(q). Operaciju u G definiramo s

(h1,91)(h2,92) = (hiho, g1 + hig2).

Pokazuje se da je G grupa, semidirektan produkt od H*™ i GF(q). Djelo-
vanje na tocke i pravce od dev F zadano je formulama

(h,g)z =hx+g, (h,g)(y+w™D)=hy+g+w™D.

Buduc¢i da su temeljni blokovi invarijantni obzirom na mnozenje elementima
iz H*™" vrijedi # € y + w'™D <= hx+g € hy + g+ w'™D. Zato je G

grupa automorfizama od dev F. .

Primjer 4.24 Nas prvenstveno zanima primjena teorema za n = 2, jer tako
dobivamo Steinerove 2-dizajne S(k, 2k* —2k+1). Pogledajmo najprije slucaj
k = 3, u kojem je ¢ = 13 primbroj. Konacno polje GF(13) ¢ine cijeli
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brojevi sa zbrajanjem i mnozenjem modulo 13, (Zi3, 413, 13). Za primitivni
element mozemo uzeti w = 2. k je neparan, m = 1, ¢ = w?™ =3i D =
{1,3,9}. Skup elemenata za koje treba provjeriti da leze u razli¢itim klasama
modulo H™ je jednoclan, pa je uvjet ispunjen. Prema teoremu 4.22 F3 =
{D,wD} = {{1,3,9}, {2,6,5}} je (13,3,1) diferencijska familija. Razvoj
dev F3 izomorfan je sa S3.1 i prema 4.23 ima grupu automorfizama Zs . Z3.
To je ujedno puna grupa automorfizama.

Primjer 4.25 Za n = 2, k = 4 dobivamo prim potenciju ¢ = 25. Konacno
polje GF(25) konstruiramo kao kvocijent Zs[z]/(z* + 2) prstena polinoma
nad Zs. Polinom z? + 2 je ireducibilan, pa je ideal (2 + 2) maksimalan.
To znaci da je kvocijentni prsten polje, koje oc¢ito ima 25 elemenata. Kao
primitivni element w uzmimo polinom x + 1. U ovom slucaju £ je paran,
m=2¢e¢=w=(z+1)¥=2+2 (mod 2> +2)i D ={0,1,z+2, 4z + 2}.
Treba provjeriti da 1 i € — 1 = = + 1 leze u razli¢itim klasama modulo
H? = (w?). To vrijedi jer je 1 € H*, ac—1=w ¢ H?. Wilsonov teorem
nam daje (25,4, 1) diferencijsku familiju F, = {D,w?*D} = {{0,1, 2+ 2,4z +
2}, {0,2z + 4,3z + 4,2}}. Razvoj dev F, izomorfan je sa S4.2. Na njemu
prema 4.23 djeluje G = Zs . (Z5 x Zs), ali to nije puna grupa automorfizama.
Involucija ax + § — —ax + ( ostavlja temeljne blokove invarijantnim. Zato
je ona takoder automorfizam, koji s G tvori semidirektan produkt. Tako
dobivamo punu grupu automorfizama od dev Fy, Z.G.

Primjer 4.26 Za n = 2 i k = 5 dobivamo primbroj ¢ = 41. w = 6 je
primitivni element polja GF(41) = (Z41,+41,41)- k je neparan, m = 2,
e=10iD = {1,10,18,16,37}. Brojevie—1 = 9ie?—1 = 17 leZe u razlicitim
klasama modulo H? jer 9 jest, a 17 nije dvadeseti korijen jedinice (tj. 9 € H?,
17 ¢ H?). Zato je Fs = {D,w?D} = {{1,10, 18,16, 37}, {36,32,33,2,20}}
(41, 5,1) diferencijska familija u Z4;. Razvoj dev Fj5 je izomorfan sa S5.1, a
propozicija 4.23 ponovo daje punu grupu automorfizama Zs . Z;.

Definicija 4.27 Neka je ¢ = nk? — nk + 1 prim potencija. Za (q,k,1)
diferencijsku familiju uw GF(q) kaZemo da je radikalna ako:

~ za neparni k, temeljni blokovi su klase modulo H®*~D"
— za parni k, temeljni blokovi su unije klasa modulo H* s nulom.

‘Radikalna diferencijska familija’ kratko pisemo RDEF.
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Teorem 4.22 daje dovoljan uvjet za postojanje radikalne diferencijske
familije. Ako za neparni k elementi ¢ — 1,...,&™ — 1, a za parni 1, —
1,...,em ! — 1 pripadaju razlicitim klasama modulo H™, onda je F =
{w™D |i=0,...,n—1} RDF.

Uvjet teorema nije nuzdan. Neka je & = 2m = 4, n = 16, ¢ = 193.
Primitivni element polja GF(193) je w = 5. Oznac¢imo ¢ = w*™" = 84,
D = {0}|JH* ={0,1,84,108}. Buduéi da 1iec— 1= 83 oba leze u H™,
familija F = {w*D | i=0,...,15} iz 4.22 nije diferencijska. Medutim, u
GF(193) ipak postoji RDF: F/ = {w™™ D | i=0,1,j=0,...,7}.

M. Buratti je u [3] dao slabiji uvjet za postojanje radikalne diferencij-
ske familije. Uz oznake teorema 4.22) kvocijente iz skupa A C GF(q) \
{0} oznacimo ®(A) = {zy~! | z,y € A}. Neka postoji niz djelitelja dy =
1|d2|d3|"'|d23+1 = mn takav da:

S

(1) 7 — H d2i+l

do:
i—0 21

(2) Zaneparni k skup ®(e—1,...,e™—1), azaparni ®(1,e—1,...,e™ 1 -1)

sadrzan je u U (H%+1\ H®) U{l}

i=1

Tada je 7' = {w'D | i€ I}, = {Zk’idgi | ngi<d§l’;l7 i:O,...,s}
i=0 ‘

radikalna diferencijska familija.

Wilsonov uvjet implicira Burattijev, a ako su m i n relativno prosti s njim
je ekvivalentan. Burattijev uvjet je i nuzdan za k < 7. Radikalna diferencij-
ska familija u GF(193) dobivena je pomoc¢u niza djelitelja 1|2 |4 |8|8|16]16
| 32.

U sljede¢oj propoziciji dan je jedan nuzdan uvjet za postojanje RDF.

Propozicija 4.28 Neka je ¢ = nk? — nk + 1 prim potencija, w primitivni
element u GF(q), m = L%J, e = w*™. Ako postoji radikalna (q,k,1) dife-
rencijska familija, onda za neparni k elementi ¢ — 1,..., €™ — 1, a za parni

l,e —1,...,em Y — 1 leze u razlicitim klasama modulo H™.

Dokaz. Neka je k = 2m+ 1 neparan. Uvjet dae—1,...,™ —1 pripadaju
razlicitim klasama modulo H™" ne ovisi o izboru primitivnog elementa w,
iako je € = w?™" definiran pomoéu njega. Naime, vrijedi

i1 = ok = A .

Elementi e¥7?—11e—1 pripadaju istoj klasi modulo H™", jer je —e*~t € H™»
(zbog (—e*~%)%k = 1). Vidimo da je uvjet ekvivalentan s uvjetom da skup
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{e—1,...,e™—1,em™t —1,... &2 —1} = (H*™ — 1)\ {0} sijece svaku
klasu modulo H™" najvise u dva elementa. To oc¢ito ne ovisi o izboru w.

U dokazu teorema 4.22 vidjeli smo da je A(aH*™) ~ oH™ - (¢ —
1,...,e™ —1). Ako dva elementa medu ¢ — 1,...,e™ — 1 pripadaju isto]
klasi modulo H™", multiskupovi razlika klasa o H*™" sadrze neke elemente
dva ili vise puta. Tada klase ne mogu biti temeljni blokovi diferencijske
familije.

Dokaz je za parni k slican. =

Pomocu propozicije 4.28 mozemo ustanoviti nepostojanje radikalnih di-
ferencijskih familija. Zanima nas slucaj n = 2; promotrimo u kojim je od
polja GF(q), ¢ = 2k* — 2k + 1 ispunjen nuzni uvjet. Za k = 3,4,5,6,8,10
elementie—1,...,e™—1, odnosno 1,6 —1,...,e™ ! —1 pripadaju razlicitim
klasama modulo H™". Znamo da RDF postoje za k = 3,4,5. Za k = 6,8, 10
liste razlika skupova oblika {0} U aH*™ imaju u parovima neprazne pre-
sjeke, pa ne mogu tvoriti diferencijske familije. Nuzni uvjet nije zadovoljen
za 11 < k < 2000, kad god je ¢ = 2k* — 2k + 1 prim potencija. To sam
provjerio pomocu sustava za racunalnu algebru Mathematica (Wilson.nb).
Time je dokazan sljedeci rezultat.

Propozicija 4.29 Radikalne (2k*—2k+1,k, 1) diferencijske familije postoje
za k = 3,4,5, a ne postoje za 6 < k < 2000.
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5 Konstrukcija pomoc¢u grupa automorfizama

5.1 Metoda konstrukcije

U ovom poglavlju koristimo poznatu metodu za konstrukciju blok dizajna
sa zadanim parametrima i grupom automorfizama. Metodu je medu prvima
uspjesno upotrebljavao hrvatski matematicar Z.Janko, pa je kod nas poznata
kao “Jankova metoda”. Centralnu ulogu igra pojam takticke dekompozicije.

Definicija 5.1 Neka je (P, L, I) incidencijska struktura. Takticka dekom-
pozicija sastoji se od particije skupa tocaka P = Py O L.JPm 1 particije
skupa pravaca L = EIL.J~-L.J£n takvih da za svake 1 <1 <m, 1 <j5<n
vrijedi:

(1) Broj tocaka iz P; incidentnih s pravcem ¢ € L; ne ovisi o izboru tog
pravea.

(2) Broj pravaca iz L; incidentnih s tockom T' € P; ne ovisi o izboru te tocke.

Propozicija 5.2 Neka je G grupa automorfizama incidencijske strukture.
Particija skupa tocaka i pravaca na G-orbite ¢ini takticku dekompoziciju.

Dokaz. Neka su ¢, ¢’ pravci iz iste G-orbite £;, tj. ¢/ = gl za neki g € G.
Neka je P; orbita na tockama. Djelovanje grupe G na tocke i pravce ¢uva
incidenciju. Stoga je T' — ¢T bijekcija izmedu skupa tocaka iz P; incidentnih

s £, odnosno ¢'. Svojstvo (2) dokazuje se analogno. .

Takticka dekompozicija dizajna ima dodatne pravilnosti. Neka je (P, L, I)

blok dizajn s parametrima v, b, r, k, A, a’ P = P, J... L.JPm, L=1L 0.0 L,
takticka dekompozicija. Oznac¢imo duljine blokova sa v; = |P;| 1 8; = |L;].
Vektore v = (v1,...,um) 18 = (04, ...,Bn) zovemo marginalni vektori. O¢ito

vrijedi Y v, =vi ), B;=0.
i=1 j=1
Oznacimo nadalje

a; =|{leL; | TIl}|, =zabilokojutockuT € P,

bij=|{T€P; | TIl}|, =zabilo koji pravac ¢ € L,

Brojevi su dobro definirani zbog definicijskih svojstava takticke dekompozi-
cije. Prou¢imo poblize matrice A = [a;;] 1 B = [bi;] € Myn(No).
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Lema 5.3

Zaijzr, za svaki 1 < i < m.
m
Zb"j =k, zasvaki1l<j<n.

Dokaz. > a;; =Y |{¢eLl; | TIt}|=|{{eLl|TIl}|=r. Druga
j=1 j=1
tvrdnja dokazuje se analogno. .

Lema 5.4 Za svaki 1 <i¢<m, 1 <j <n vrijedi v; a;; = B; by;.

Dokaz. Dvostrukim prebrojavanjem incidentnih parova iz P; x L;.

Lema 5.5 Za sve 1 <i,7 < m vrijedi

zn:a» b Av;, ako je i # i’
P T NMy; = 1) 4, ako jei =1

j=1
Dokaz. Neka je T' € Py bilo koja tocka. Skup svih pravaca koji prolaze
kroz T' oznacavamo (7'). Ra¢unamo:

n

Zau ij Z|{£€£3|T—,€}| i Zbu Zl =

j=1 j=1  te(T)nc

=> > by = Z > y{PeP | P10} =
Jj=1 Le(T)NL;

J=1 4e(T)NL

= > {(PO) | PeP, te(T)NL;, PIL}]
j=1

n

=Y > [{te@mnL; | PI}] = > [(T)N(P

=1 PeP; PeP;

Ako je i # i’ tocke P i T pripadaju razli¢itim blokovima particije, pa su
razlicite. Tada ih spaja to¢no A pravaca, tj. [(T) N (P)| = A. Vidimo da je u
ovom slucaju Y ayibi; = >, A=Ay,

7j=1 PeP;
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Ako je i =i’ tocke P i T mogu biti jednake. Vrijedi
- r, akojeT =P
(MNP = {)\, ako je T # P

Iz toga slijedi Y ayjbij =7+ > A=Ay, — 1) +r.
j=1 PEP\{T} u

Propozicija 5.6 Matrica A = [a;;] ima svogstva:
(1) OSCLUSBJ, zalgzgm,lﬁjﬁn

(2) Zaij:r, zal<i<m
j=1

(3) Zﬁazjzk, 2al1<j<n
= 0

"y Ay, ako je 1 # i’ .
(4) Z_.a“ai/j:{)\(m—l)Jrr, ako je i =1""’ walsiism

Dokaz. Svojstvo (1) slijedi direktno iz definicije brojeva a;;, a svojstvo (2)
dokazali smo u lemi 5.3. Svojstvo (3) slijedi iz lema 5.3 1 5.4, a svojstvo (4)

iz lema 5.4 1 5.5.
|

Slicno dokazujemo svojstva matrice B.

Propozicija 5.7 Matrica B = [b;;] ima svogstva:

(1) 0<b;;<v;, 2al1<i<m,1<j<n

(2) sz‘j:k, 2za1<j<n

i=1

(3) Z%bijzr, zal<i<m
j=1

(2

n ﬁj /\l/z‘, CLkO je 7 7& Z'/ -
(4) le/_i/bijbi/j: N 1)+, akojei =i’ zal<i, i’ <m
J:
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Definicija 5.8 Svaku matricu A = [a;;] € Mpn(No) koja ima svojstva iz
propozicije 5.0 zovemo orbitna struktura (ili matrica takticke dekom-
pozicije) (v, k, \) dizajna obzirom na marginalne vektore v, 3.

Napomena 5.9 Tocnije bi bilo matricu A zvati tockovna orbitna struktura,
a matricu B pravcasta orbitna struktura. U ovom radu za konstrukciju di-
zajna koristimo iskljucivo tockovne orbitne strukture.

Postupak za konstrukciju (v, k, ) dizajna s grupom automorfizama G
sastoji se od dva koraka.

1. Pronalazenje svih orbitnih struktura, do na izomorfizam. Izomorfizam
orbitnih struktura je permutacija redaka i stupaca koja ¢uva marginalne
vektore. Koristimo algoritam za klasifikaciju, kao Sto je opisano u 3.27.

2. Indeksiranje orbitnih struktura. Unose u orbitnoj strukturi zamjenju-
jemo na sve moguce nacine odgovarajuc¢im 0 — 1 matricama, tako da
dobijemo incidencijsku matricu (v, k, A) dizajna. Unos a;; zamjenju-
jemo 0 — 1 matricom dimenzije v; X 3;. Matrica ima a;; jedinica u
svakom retku i invarijantna je obzirom na djelovanje grupe G.

Ako postupak indeksiranja primjenimo na sve orbitne strukture dobit ¢emo
incidencijske matrice svih (v, k, A) dizajna s grupom automorfizama G.

Treba naglasiti da osim strukture grupe G moramo znati nacin na koji
ona djeluje na tocke i pravce dizajna. Najtezi dio posla upravo je odabir
prikladne grupe i konzistentnog djelovanja. U ovom radu bavimo se iskljucivo
konstrukcijom S(k, 2k* —2k+1) dizajna s ciklickim grupama prostog reda Z,.
U tom slucaju orbite su duljine 1 ili p, jer Z, nema pravih podgrupa. Stoga su
marginalni vektori jedinstveno odredeni brojem fiksnih tocaka i pravaca. U
idu¢em odjeljku bavimo se fiksnim strukturama automorfizma prostog reda.

Problem indeksiranja rjeSsavamo programom indexl. Program radi za
sve (v, k,1) dizajne, uz ogranicenje da je grupa G ciklicka, a duljine orbita
(unosi u marginalnim vektorima) samo 1 i p. Incidencijske matrice dobivene
indeksiranjem mogu biti izomorfne. Na kraju konstrukcije koristimo algo-
ritam 3.16, odnosno program incfilter za prebrojavanje neizomorfnih di-
zajna.

5.2 Automorfizmi prostog reda

Lema 5.10 Neka je o automorfizam Steinerovog 2-dizajna. Ako a fiksira
dvije tocke, njihova je spojnica fiksni pravac. Ako « fiksira dva pravca koji
se sijeku, njthov je presjek fiksna tocka.
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Dokaz. Neka su T7 i Ty fiksne tocke, a ¢ njihova spojnica. Pravac a/
prolazi kroz tocke aly =17 i alTy = T5, pa se podudara s £. Dakle, / = o/

je fiksni pravac. Druga tvrdnja dokazuje se analogno. =

Lema 5.11 Neka je o automorfizam prostog reda p > k — 1 Steinerovog 2-
dizagna S(k,v). Ako « fiksira dvije tocke, sve tocke na njihovoj spojnici su
fiksne.

Dokaz. Buduéi da je p prost broj, duljine a-orbita mogu biti samo 1 i p.
Prema lemi 5.10 spojnica ¢ dvije fiksne tocke je fiksni pravac. Skup tocaka
koje leze na f podijeljen je na «-orbite, medu kojima su dvije duljine 1.
Preostalih £ — 2 tocaka ne mogu tvoriti orbitu duljine p, pa su i one fiksne.

|

Propozicija 5.12 Neka Steinerov 2-dizajn S(k,v) ima automorfizam o pros-
tog reda p > k — 1. Skup fiksnih tocaka od o moZe biti:

(a) prazan skup

(b) jednoclan skup

(¢c) skup od k kolinearnih tocaka

(d) skup tocaka pravog poddizajna S(k,v")

Dokaz. Pretpostavimo da postoje bar dvije fiksne tocke, tj. da ne nas-
tupaju slucajevi (a) i (b). Prema lemi 5.11 sve tocke na njihovoj spojnici
su fiksne. Ako su to jedine fiksne tocke nastupa slucaj (c¢). Ako postoje i
fiksne tocke izvan tog pravca, skup svih fiksnih toc¢aka i njihovih spojnica

tvori poddizajn S(k,v’). Tada nastupa slucaj (d). .

Korolar 5.13 Neka Steinerov 2-dizajn S(k,2k* — 2k + 1) ima automor-
fizam « prostog reda p > k — 1. Skup fiksnih tocaka od o moZe biti:

(a) prazan skup
(b) jednoclan skup

(c) skup od k kolinearnih tocaka
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Dokaz. Zav = 2k*—2k+1 slucaj (d) iz prethodne propozicije nije mogué,
zbog propozicije 2.5.
|

Propozicija 5.14 Neka Steinerov 2-dizagn S(k, 2k* — 2k + 1) ima automor-
fizam « prostog reda p > k. Fiksna struktura od o moZe biti:

(a) Prazan skup.
(b) Skup od k kolinearnih tocéaka i pravac na kojem leZe.

Prvi sluc¢aj nastupa ako i samo ako p dijeli v = 2k* — 2k + 1, a drugi slucaj
ako i samo ako je p =2k — 1.

Dokaz. Za automorfizam reda p > k otpada slucaj (b) iz korolara 5.13.
Naime, p ne dijeli v — 1 = 2k(k — 1), jer bi iz toga slijedilo p|k — 1 ili
p|k. Dakle, o nema fiksnih tocaka ili ima k kolinearnih fiksnih tocaka. U
prvom sluc¢aju nema ni fiksnih pravaca (tocke na njima bile bi fiksne). Iz
istog razloga u drugom slucaju jedino je pravac na kojem leze sve fiksne
tocke fiksan.

U slucaju (a) jasno je da p dijeli v = 2k? — 2k + 1, jer su tocke podijeljene
na a-orbite duljine p. U sluc¢aju (b) promotrimo pramen pravaca kroz jednu
od fiksnih toc¢aka. Jedan od njih je fiksan, a preostalih r —1 = 2k — 1 pravaca
podijeljeni su na orbite duljine p. Zato p dijeli 2k — 1, a zbog p > k iz toga
slijedi p = 2k — 1. Obrat vrijedi jer 2k — 1 ne dijeli v = (2k — 1)(k — 1) + k.
Ako p dijeli v nastupa slucaj (a), a ako je p = 2k — 1 nastupa slucaj (b).

|

Primjer 5.15 Automorfizmi iz prethodne propozicije zaista su mogud¢i. Na
primjer, dizajn S3.1 ima automorfizam tipa (a) (reda 13), a dizajn S4.1
automorfizam tipa (b) (reda 7).

Korolar 5.16 Ako Steinerov 2-dizajn S(k,2k* — 2k + 1) ima automorfizam
prostog reda p > k, onda je p = 2k — 1 ili p dijeli v = 2k* — 2k + 1.

Propozicija 5.17 Neka Steinerov 2-dizajn S(k,2k* — 2k + 1) ima automor-

fizam « prostog reda p = k. Fiksna struktura od o moZe biti:

(a) Jedna tocka i dva paralelna pravea koja ne prolaze kroz fiksnu tocku.
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(b) Jedna tocka i k 4+ 2 medusobno paralelnih pravaca koji ne prolaze kroz
fiksnu tocku.

k+2

Slika 8: Fiksne strukture automorfizma reda p = k.

Dokaz. Brojp=knedijeliv=2k—1k+1iv—Fk=(2k—-3)k+1, pa
automorfizam « ne moze imati 0 ili & fiksnih tocaka. Preostaje moguénost (b)
iz korolara 5.13, da « ima jedinstvenu fiksnu tocku 7. Kad bi na fiksnom
pravcu lezala fiksna tocka, sve bi tocke na tom pravcu bile fiksne. Zato su
fiksni pravei medusobno paralelni i ne prolaze kroz T
Fiksnih pravaca nema vise od ”;1 = 2k —2. Skup pravaca podijeljen je na
a-orbite duljine 11 p, pa je broj fiksnih pravaca (orbita duljine 1) kongruentan
modulo p ukupnom broju pravaca b = 4(k — 1)k + 2 = 2 (mod p). Vidimo
da fiksnih pravaca moze biti 2 ili k + 2.

Primjer 5.18 Automorfizam tipa (a) javlja se kod dizajna 3.1 i kod ¢etiri
S(5,41) dizajna (teorem 5.31). Niti jedan od poznatih S(k, 2k* — 2k + 1) di-
zajna nema automorfizam tipa (b). Najmanji k za koji je takav automorfizam
mozda mogué je k =7 (vidi 5.40).

Propozicija 5.19 Neka Steinerov 2-dizajn S(k, 2k* — 2k +1) ima automor-
fizam « prostog reda p =k — 1. Fiksna struktura od o moZe biti:

(a) Jedna tocka i dva pravea kroz nju.

(b) Jedna tocka i k+ 1 pravaca kroz nju.
(c) Jedna tocka i svi pravei kroz nju.
(

d) Skup od k tocaka jednog pravca, taj pravac i kroz svaku toéku jos po jedan
pravac.
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(e) Skup od k tocaka jednog pravca i taj pravac. Dodatnih k pravaca kroz
jednu od tocaka, a po jedan dodatni pravac kroz preostale tocke.

(a) (b) (c)
< < k+1 r =2k
) ’ 7 / / %
—_——
k

Slika 9: Fiksne strukture automorfizma reda p = k — 1.

Dokaz. Automorfizam o mora imati bar jednu fiksnu tocku, jer p = k—1
ne dijeli v = 2k(k — 1) 4+ 1. Prema korolaru 5.13 fiksnih tocaka ima 1 ili k.

Pretpostavimo da « fiksira jedinstvenu tocku 7. Na svakom fiksnom
pravcu lezi bar jedna fiksna tocka, pa svi fiksni pravei prolaze kroz T'. Pramen
pravaca kroz T podijeljen je na a-orbite duljine 1 i p = k — 1. Zaklju¢ujemo
da je broj fiksnih pravaca 2, k + 1 ili » = 2k, tj. fiksna struktura od « je
oblika (a), (b) ili (c).

Ako « fiksira k tocaka, one leze na nekom pravcu ¢. Kao i u prvom
sluc¢aju, fiksni pravci sadrze bar jednu fiksnu tocku, a fiksne tocke leze na 2,
k + 1ili » = 2k fiksnih pravaca. Vidimo da kroz svaku fiksnu tocku prolazi
osim ¢ bar jo$ jedan fiksni pravac. Dva takva pravca (kroz dvije razlicite
tocke na ¢) moraju biti disjunktni, jer bi njihovo sjeciste bila fiksna tocka
izvan ¢ (lema 5.10). Zato nije moguée da su svi pravci kroz neku od fiksnih
tocaka fiksni. Iz istog razloga najvise kroz jednu fiksnu tocku prolazi k + 1
fiksnih pravaca. Preostaju dvije moguénosti: kroz svaku fiksnu tocku osim ¢
prolazi jos jedan fiksni pravac (slucaj (d)), ili kroz jednu od njih prolazi ¢
i jos k fiksnih pravaca, a kroz ostale ¢ i jos jedan fiksni pravac (slucaj (e)).

Time su opisane sve moguce fiksne strukture od a.
|

Primjer 5.20 Svih pet slucajeva iz prethodne propozicije javljaju se kod

Steinerovih 2-dizajna S(4,25). Dizajn S4.5 ima automorfizme reda 3 tipa
(a), (b), (d) i (e), a dizajn S4.1 automorfizam tipa (c) (teorem 5.25).
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Automorfizmi reda p < k — 1 mogu fiksirati i vise od k tocaka dizajna
S(k,2k?>—2k+1). Za njih nemamo opcenite rezultate o fiksnim strukturama,
nego samo za konkretne parametre (propozicije 5.26 i 5.32).

5.3 Konstrukcija S(4,25) dizajna

Rezultati o grupama automorfizama Steinerovih 2-dizajna S(4,25) trivi-
jalno slijede iz Spenceove potpune klasifikacije i podataka sabranih u tablici 1.
Ovdje ih ipak dokazujemo Jankovom metodom, radi provjere programa koji-
ma vrsimo konstrukciju.

Propozicija 5.21 Ako Steinerov 2-dizajn S(4,25) ima automorfizam pros-
tog reda p, onda je p € {2,3,5,7}.

Dokaz. Prema korolaru 5.16 jedini kandidati ve¢iod k = 4sup = 2k—1 =
7 i prosti faktori od v = 25, tj. p = 5. Dozvoljeni su i prosti brojevi p < k, u

ovom slucaju 2 i 3.
|

Teorem 5.22 Postoje tocno tri Steinerova 2-dizajna S(4,25) s automorfiz-
mom reda 7. To su S4.1, S4.3 1 S4.4.

Dokaz. Prema propoziciji 5.14 automorfizam reda 7 fiksira jedan pravac
i tocke na njemu. Stoga su marginalni vektori v = (1,1,1,1,7,7,7) 1 § =
(1,7,7,7,7,7,7,7). Pripadne orbitne strukture konstruiramo algoritmom 3.22,
kao Sto je opisano u 3.27. Dobivamo samo jednu orbitnu strukturu:

1r7r7T7TTTT

1 17000000
1 10700000
1 10070000
1 10007000
7 01111310
7 01111103
7 101111031

Indeksiranjem dobivamo niz incidencijskih matrica za S(4,25). Pomocéu

programa incfilter vidimo da su medu njima tri neizomorfne i da pripadaju

dizajnima S4.1, 54.3 1 S4.4. =
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Prema [8] i [9], prethodni teorem dokazali su 1980. godine A.E.Brouwer i
V.D.Tonchev, neovisno jedan o drugom.

Napomena 5.23 Proracuni opisani u dokazu teorema 5.22 realiziraju se
pozivanjem odgovarajuéih programa (t-1 i canonfilter za klasifikaciju or-
bitnih struktura, index1 za indeksiranje i incfilter za eliminiranje izo-
morfnih dizajna). Cijeli je postupak automatiziran shell-skriptom p7. I os-
tali “kompjuterski” dokazi u ovom poglavlju popraceni su shell-skriptama,
pohranjenim na prilozenom CD-u. Svi rezultati i medurezultati takoder su
pohranjeni na CD-u. Radi se o velikoj koli¢ini podataka koju ne bi bilo
prakti¢no u cijelosti reproducirati na papiru.

Teorem 5.24 Postoji jedinstveni Steinerov 2-dizajn S(4,25) s automorfiz-
mom reda 5, S4.2.

Dokaz. Prema 5.14 automorfizam reda 5 nema fiksnih elemenata. Algo-
ritmom za klasifikaciju dobivamo Sest orbitnih struktura, od kojih je dvije
moguce indeksirati. Sve dobivene incidencijske matrice izomorfne su inciden-
cijskoj matrici dizajna S4.2. =

Dizajn S4.2 konstruirao je R.C.Bose jos 1939, pomocu diferencijske fami-
lije (vidi primjer 4.25). Brouwer i Tonchev su 1980. dokazali da je to jedini
S(4,25) s automorfizmom reda 5.

Teorem 5.25 Postoji toéno Sesnaest Steinerovih 2-dizajna S(4,25) s auto-
morfizmom reda 3. To su S4.1,...,54.16.

Dokaz. Propozicija 5.19 ostavlja pet mogucénosti za fiksnu strukturu au-
tomorfizma reda 3.

(a) Jedna tocka i dva pravca kroz nju. Kanonske orbitne strukture su
sljedeceg oblika:
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0
0
0
0

Nepoznati dio nadopunjuje se algoritmom 3.22 na 91 bitno razli¢itih nacina.
Tocan redoslijed pozivanja programa t-1 i canonfilter vidljiv je iz shell-
skripte p3a. Od ukupno 91 orbitnih struktura moguce je indeksirati njih 10,
pri cemu dobivamo 13 neizomorfnih incidencijskih matrica. One pripadaju
dizajnima S4.1, 54.2, 54.3, S4.5, S4.6, S4.7, S4.8, 54.9, S4.10, S4.11, 54.12,
S4.15 1 54.16.

(b) Jedna tocka i pet pravaca kroz nju. Kanonske orbitne strukture su oblika:

11111333333333333333

300000000000000O0

O O OO, OO O =

1
0
0
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W W wWwWwwwwwee
O O O O O OO+~
O O O OO O O K
O OO O O O O =

Algoritmom za klasifikaciju dobivamo & neizomorfnih orbitnih struktura.
Indeksiraju se njih 3 i pritom dobivamo dizajne 54.5, S4.6 1 S4.7.

(c) Jedna tocka i svih osam pravaca kroz nju. U ovom sluc¢aju postoje 4
orbitne strukture, kojima je kanonski oblik:
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Dvije orbitne strukture mogu se indeksirati, sto daje dizajne S4.11 54.3.

(d) Tocke jednog pravca, taj pravac i jos po jedan pravac kroz svaku tocku.
Vidimo da kanonske orbitne strukture imaju oblik:
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Dobivamo 9 orbitnih struktura. Cetiri je moguée indeksirati, sto daje inci-
dencijske matrice dizajna S4.1, §4.3, S4.4, S4.5, 54.6, S4.7, S4.13 1 S4.14.

(e) Uz tocke i pravce iz slucaja (d), automorfizam fiksira jos 3 pravca kroz
jednu od fiksnih tocaka. Postoje dvije orbitne strukture, sljede¢eg kanonskog
oblika:
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Obje je moguce indeksirati. Dobivamo dizajne S4.5, S4.6 1 S4.7.

Vidimo da smo dobili svih 16 dizajna S(4,25) s netrivijalnom grupom
automorfizama.
|
Prethodni teorem dokazali su Kramer, Magliveras i Mathon u [8]. Nas se
dokaz u potpunosti slaze s njihovim, uklju¢ujué¢i medurezultate (broj orbitnih
struktura u pojedinim sluc¢ajevima i indeksiranje). U istom ¢lanku moze se
na¢i dokaz sljedece tvrdnje.

Propozicija 5.26 Neka Steinerov 2-dizajn S(4,25) ima involutorni auto-
morfizam «. Fiksna struktura od o moze biti:

(a) Jedna tocka i Sest medusobno paralelnih pravaca koji ne prolaze kroz
fiksnu tocku.

(b) Cetiri kolinearne tocke i jos jedna tocka, te njihove spojnice. Dodatna
tri medusobno paralelna pravca koji ne sijeku tu konfiguraciju.

(c) Pet tocaka i deset pravaca koji ¢ine potpuni peterovrh, tj. konfiguraciju
(54,102).
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Slika 10: Fiksne strukture automorfizma reda 2 za S(4, 25).

Teorem 5.27 Postoje tocno tri Steinerova 2-dizajna S(4,25) s automorfiz-

mom reda 2. To su S4.1, S4.2 1 S4.8.

Dokaz. Predhodna propozicija ostavlja tri moguénosti za fiksnu strukturu

involutornog automorfizma.

(a) Jedna tocka, Sest pravaca. Kanonske orbitne strukture su sljedeéeg ob-

lika:
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Algoritmom za klasifikaciju pronalazimo ukupno 65 orbitnih struktura, do
na izomorfizam. Samo jednu je moguce indeksirati, pri ¢emu dobivamo

dizajn S4.1.

(b) Pet tocaka, osam pravaca. Kanonski oblik orbitnih struktura je:
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Postoje tri takve orbitne strukture, ali ih nije moguce indeksirati.

(c) Pet tocaka, deset pravaca. Kanonske orbitne strukture su oblika:
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Ima ih 31, od cega je dvije moguce indeksirati. Dobivamo dizajne S4.2 i
S4.8.

Sveukupno smo dobili tri dizajna, S4.1, S4.2 1 S4.8. .

Napomena 5.28 U c¢lanku [8] navodi se da orbitnih struktura tipa (c) ima
45. Razlika je u tome sto Kramer, Magliveras i Mathon konstruiraju samo ne-
fiksni dio orbitne strukture. U slucaju (c) nefiksni dio ekvivalentan je inciden-
cijskoj matrici parcijalno balansiranog dizajna s parametrima 2—(10, {3,4},
2). Takvih matrica zaista ima 45, ali samo je 31 moguée “obrubiti” do pune
orbitne strukture. Ostali detalji dokaza slazu se s ¢lankom [8].

Konstruirali smo sve Steinerove 2-dizajne S(4, 25) s netrivijalnom grupom
automorfizama. Prelazimo na dizajne S(5,41).

5.4 Konstrukcija S(5,41) dizajna

Propozicija 5.29 Ako Steinerov 2-dizajn S(5,41) ima automorfizam pros-
tog reda p, onda je p € {2,3,5,41}.

Dokaz. Prosti brojevi p < 5 su 2, 31 5. Po korolaru 5.16 jedini kandidati
p > bsu2k—1 =9, sto nije prost broj i prosti faktori od v = 41, dakle

— 41,
b |

Teorem 5.30 Postoji jedinstveni Steinerov 2-dizajn S(5,41) s automorfiz-
mom reda 41, S5.1.

Dokaz. Automorfizam reda 41 djeluje regularno na tocke dizajna (propozi-
cija 5.14). U teoremu 4.15 vidjeli smo da postoji toéno jedan takav dizajn.
|

Teorem 5.31 Postoje tocno cetiri Steinerova 2-dizajna S(5,41) s automor-
fizmom reda 5. To su S5.1, §5.2, §5.3 1 55.6.

Dokaz. Prema propoziciji 5.17 imamo dvije mogucénosti za fiksnu struk-
turu.

(a) Jedna tocka i dva pravca. Kanonske orbitne strukture su oblika:
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Algoritmom 3.22 dobivamo ¢ak 2277 orbitnih struktura, ali samo je dvije
moguce indeksirati. Indeksiranjem jedne od njih dobivamo incidencijsku ma-
tricu dizajna S5.1, a indeksiranjem druge dizajne 55.2, S5.3 1 55.6.

(b) Jedna tocka i sedam pravaca. Kanonske orbitne strukture imale bi oblik:

1111111555555555555555
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Pomocu algoritma za klasifikaciju vidimo da ne postoje takve orbitne struk-
ture.
|
Prethodni teorem dokazali su R.Mathon i A.Rosa. Osim spomenuta cetiri
dizajna konstruirali su dizajn 55.4, transformacijom opisanom na stranici 18
ovog rada. U knjizi The CRC Handbook of Combinatorial Designs [4] tih
pet dizajna navode se kao jedini poznati primjeri za S(5,41). Prelazimo na
klasifikaciju S(5,41) dizajna s automorfizmom reda 3. Tri od pet poznatih
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primjera posjeduju automorfizam reda 3. Osim njih dobit ¢emo jos devet
novih S(5,41) dizajna.

Propozicija 5.32 Neka Steinerov 2-dizajn S(5,41) ima automorfizam o reda 3.
Fiksna struktura od o moZe biti:

(a) Dwije tocke i njihova spojnica.
(b) Pet tocaka jednog pravca i taj pravac.

(¢c) Pet tocaka i deset pravaca koji ¢ine potpuni peterovrh, tj. konfiguraciju
(54,102).

Slika 11: Fiksne strukture automorfizma reda 3 za S(5,41).

Dokaz. Oznacimo s f broj fiksnih tocaka, a s g broj fiksnih pravaca od a.
Neka je b; broj pravaca koji sadrze tocno ¢ fiksnih tocaka, zai = 0,...,5. Ako
pravac sadrzi tri fiksne tocke, sve tocke na njemu su fiksne, pa je b3 = by = 0.

Prema lemi 5.10 pravac koji sadrzi dvije fiksne tocke je fiksan. U ovom
slucaju vrijedi i obrat: svaki fiksni pravac sadrzi bar dvije fiksne tocke, zbog
k =2 (mod 3). Vidimo da je ukupni broj fiksnih pravaca g = by + bs.

Oznacimo li broj orbita duljine 3 na tockama s p, a na pravcima s g, slijedi

FH3p=41 = f=41-3p (1)

g+3¢g=82 = by+0b;=82—-3¢q (2)

Dvostrukim prebrojavanjem dvoclanih skupova fiksnih tocaka dobivamo jed-
nadzbu s ) .
(2) = G ()

byt 10b; = (41 — 3p)2(40 — 3p) (3)

Uvrstavanjem (1) slijedi
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Rjesavanjem jednadzbi (2) i (3) po by i b5 dobivamo

p, o~ PET—p) 10g
2 9 3
p(27—p) ¢
pr— 2—— —_—
bs 8 5 +3

Vidimo da ¢ mora biti djeljiv s 3, recimo ¢ = 3r. Prebrojavanjem dvoclanih
skupova nefiksnih tocaka slijedi

(%27) = @) ()

Uvrstavanjem (1) to prelazi u

3p(3p —1
100y + 6b; + 3by = % (4)
Osim toga znamo da je
bo+b1+by+0b5 = 82 (5)

Rjesavanjem jednadzbi (4) i (5) uz uvazavanje ve¢ poznatih rezultata za by
i by dobivamo:

by — e —7)
2
o= -2
by = ZELTP g,
2
2 _
b = s2- TP 72 D,

[p [r]alb[bfb]b|f]g]

131912716318 110 2] 1
1219127136145 0 |1 5] 1
12 1812414213010 0 | 5|10
11 181241854 8 |2 ]8|10

Tablica 9: Rjesenja sustava (6).

Orbita duljine 3 na tockama nema vise od 13, a na pravcima od 27, tj.
1 <p<13, 1 <r <9 Uz te uvjete sustav (6) ima toéno 16 rjeSenja
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bo, b1, ba, bs € Ny. Uocimo da na svakom pravcu koji sadrzi dvije fiksne tocke
lezi jedna orbita od tri tocke. To nam daje dodatni uvjet by < p, kojeg
zadovoljavaju 4 od 16 rjesenja (tablica 9).

Cetvrto rjesenje (p = 11, 7 = 8) nije moguée. Naime, b; = 2 znadi da
postoje dva pravca na kojima su sve tocke fiksne. To je kontradikcija jer
fiksnih tocaka ima samo f = 8. Ocito prva tri rjeSenja odgovaraju redom

slucajevima (a), (b) i (c). .

Teorem 5.33 Postoji tocno dvanaest Steinerovih 2-dizajna S(5,41) s auto-
morfizmom reda 3. To su S5.2,...,55.5 1 55.7,...,55.14.

Dokaz. Trebamo ispitati tri slucaja, koji odgovaraju fiksnim strukturama
iz prethodne propozicije.

(a) Ako automorfizam fiksira jedan pravac i dvije tocke na njemu, kanonske
orbitne strukture su oblika:

1333333333333333333333333333
1 13330000000000000000000000O00O0
1 10003330000000000000000000O00O0
1 1000000111111111000000000000
3 [010O0AAA . .« . . . Lo
3 |01O00AAA . . . . oL e e
3 |01O00AAA . . .« Lo
3 |01 00AAA . . .« Lo e e e
3 [001O0BBB . . . . . . . e e
3 [001O0BBB . . . . . . . oo
3 [001O0BBB . . . . . . . oo oo
3 |0O010BBB . . . . . . . . . 0o
3 |0001CCC . . . . .« o oL
3 |0001CCC . . . . o« o oo e e e
3 [0001CCC . . . . . o o e e e e
3 [0001CCC . . . . . . o s e e e

Uzmemo li za Y™ skup svih orbitnih struktura tog oblika i primijenimo
algoritam 3.22, klasifikaciju ne mozemo dovesti do kraja jer su skupovi P,
preveliki. Treba nam jos informacija o kanonskom obliku.

Nepoznati dio matrice u petom, Sestom i sedmom stupcu oznacen je
slovima A, B, C. U bloku A smijemo permutirati retke, a zatim stupce. Kanonske
orbitne strukture imaju na tom mjestu jednu od sljedeéih Sest matrica:
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U bloku oznac¢enim slovom B smijemo permutirati samo retke. Kandidati

za blok A imaju u prvom stupcu jednu, dvije ili tri jedinice. Zato se u prvom

stupcu blokova B i C nalazi bar jedna jedinica. Mozemo je dovesti u prvi

redak bloka B, jer smijemo zamijeniti blokove B i C. Prema tome, u bloku B
kanonske orbitne strukture nalazi se jedna od sljede¢ih devet matrica:

100

1
1
1

00
00
00

100
1
00

0
1
1

00

00

1

0

1
1
00

1

00
1
1
1

1

100
100

1
1

00

00

100

100
1

00

1

100
1

00
1
1

100
1

00

100

1

00

00
00
00
1

1
1
1

Ako su poznati blokovi A i B

kanonske orbitne strukture, blok C je jednoznacno odreden. Kombiniranjem

kandidata za blokove A i B dobivamo 36 mogu¢ih blok-stupaca:

U bloku C smijemo permutirati retke.
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U svakom od 36 slucajeva primjenjujemo algoritam 3.22 do 8. retka. U
idu¢em koraku vise se ne isplati izbacivati nekanonske matrice, jer bi za
konstrukciju skupa Py morali “filtrirati” vise matrica nego sto ih dobivamo
prosirivanjem do potpunih orbitnih struktura. Zato parcijalne 8 x 28 orbitne
strukture programom complete proSirujemo do potpunih orbitnih struktura
i tek na kraju izbacujemo nekanonske. Rezultat je sabran u tablici 10.
Ukupno dobivamo 47528 neizomorfnih orbitnih struktura, od cega je 12
moguce indeksirati. Dobivamo 10 dizajna: S55.2, 55.3, S5.4, S5.7, 55.8,
S55.9, .55.10, §5.11, §5.12 i §5.14.

| Slucaj | # o.s. H Slucaj | # o.s. H Slucaj | # o.s. H Slucaj | # o.s. ‘

1. 1007 10. 9515 19. 7 28. 5
2. 3695 11. 490 20. 2 29. 2
3. 162 12. 79 21. 3 30. 2
4. 1133 13. 11901 22. 13 31. 38
D. 1153 14. 11963 23. 17 32. 105
6. 615 15. 91 24. 298 33. 5
7. 7179 16. 0 25. 185 34. J
8. 678 17. 10 26. 52 35. 50
9. 463 18. 8 27. 270 36. 23

Tablica 10: Broj orbitnih struktura za automorfizam tipa (a).

(b) Ako automorfizam fiksira jedan pravac i sve tocke na njemu, kanonske
orbitne strukture su oblika:
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Primjenom algoritma 3.22 konstruiramo parcijalne 10 x 28 orbitne struk-
ture, kojih ima 22956. Prosirujemo ih programom complete do potpunih
i izbacijemo nekanonske (programom canonfilter). U ovom sluc¢aju pos-
toji 5 neizomorfnih orbitnih struktura, od kojih je 4 moguce indeksirati.
Dobivamo 7 dizajna: S5.5, §5.7, 5.8, §5.9, §5.10, §5.12 1 S5.13.

(c) Ako automorfizam fiksira potpuni peterovrh, kanonske orbitne strukture
su oblika:
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1 1111000000330000000000000000000000O0
1 1000111000003300000000000000000000O0
1 10100100110000033000000000000000000O0
1 1001001010100000033000000000000000O
1 10001001011000000003300000000000000O0
3 |1000000000

3 |[0100000000O0.

3 |[0010000000O0 .

3 (0001000000 .

3 |[0000100000.

3 |[0000010000.

3 0000001000 .

3 (0000000100 .

3 (0000000010 .

3 |[00000000O01.

3 |[00000000O0O0.

3 |[00000000O0O0.

Algoritam 3.22 primjenjujemo do desetog retka. Skup Py sadrzi 1907
kanonskih parcijalnih 10 x 34 orbitnih struktura. Prosirujemo ih do kraja i
izbacujemo nekanonske. Dobivamo ukupno 1904 orbitnih struktura, ali niti

jednu nije moguce indeksirati.
|

Napomena 5.34 U prethodnom dokazu racunalno najzahtjevniji dio je klasi-
fikacija orbitnih struktura, pogotovo u slucaju (a). Za obradivanje tog slucaja
bilo je potrebno vise mjeseci procesorskog vremena. Postupak indeksiranja
je za p = 3 brz. Na indeksiranje otpada vrlo mali dio ukupno utrosenog
procesorskog vremena, usprkos velikom broju orbitnih struktura koje treba
obraditi.

Ostaje otvorena moguénost postojanja S(5,41) dizajna ¢ije su pune grupe
automorfizama 2-grupe. Involutorni automorfizmi mogu imati sedam ra-
zlicitih fiksnih struktura. U svakom od tih sluc¢ajeva orbitne strukture su
velike i tesko ih je potpuno klasificirati.

5.5 Neki rezultati za k£ > 6

Jos uvijek je upitno da li dizajni S(k,2k* — 2k + 1) postoje za k > 6.
Na kraju poglavlja sabrali smo niz pokusaja njihove konstrukcije Jankovom
metodom. Tvrdnje su formulirane kao rezultati o grupama automorfizama

(eventualnih) dizajna S(6,61), S(7,85) i S(8,113).
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Propozicija 5.35 Ako Steinerov 2-dizajn S(6,61) ima automorfizam pros-
tog reda p, onda je p € {2,3,5}.

Dokaz. Korolar 5.16 dopusta jos p =11 i p = 61. Automorfizam reda 61
djelovao bi regularno na tockama, a vidjeli smo da to nije moguée (teo-
rem 4.15). Automorfizam reda 11 inducirao bi orbitnu strukturu sljedeéeg
kanonskog oblika:

111 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11

1 (111 0 0 0 0 0 0 0 0 O O
1 (1 011 0 0 0 0 60 0 0 O O
1 1. 0 011 0 0 0 O O O O O
1 11 0 0 011 0 0 O O O O O
1 {1 0 0 0 011 0 0 O O O O
1 {1 0 0 0 0 011 0 0 O O O
11 |0
11 |0
11 |0
11 |0
11 |0

Lako se vidi da takve orbitne strukture ne postoje. =

Propozicija 5.36 Automorfizam reda 5 Steinerovog 2-dizajna S(6,61) fik-
sira jednu tocku i dva, sedam ili dvanaest pravaca kroz nju.

Dokaz. Treba eliminirati slucajeve (d) i (e) iz propozicije 5.19.

(d) Kanonske orbitne strukture su oblika:
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Algoritmom 3.22 konstruiramo parcijalne 10 x 30 orbitne strukture, kojih

ima 375. Prosirujemo ih do kraja i primjenjujemo canonfilter. Postoji 30

potpunih orbitnih struktura. Nije ih mogucée indeksirati.

(e) Kanonske orbitne strukture su oblika:
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Algoritmom 3.22 dobivamo dvije takve orbitne strukture, koje nije moguce
indeksirati.
|

Napomena 5.37 U preostala tri slu¢aja postoji znatno vise orbitnih struk-
tura. Promotrimo slu¢aj (c) iz propozicije 5.19 (jedna fiksna tocka, svi pravci
kroz nju fiksni). Nefiksni dio orbitne strukture odgovara incidencijskoj ma-
trici 2—(12,6,5) dizajna. Prema CRC Handbooku [4] takvih dizajna ima
11603. Indeksiranje jedne orbitne strukture traje nekoliko sati, pa ih ne
mozemo sve obraditi u razumnom vremenu.

Korolar 5.38 Ne postoji Steinerov 2-dizajn S(6,61) s grupom automorfi-
zama reda 25.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji S(6,61) s grupom automorfizama G
reda 25. Promotrimo djelovanje grupe G na tocke dizajna. Ako broj orbita

ozna¢imo s n, iz Burnsideove leme 1.19 slijedi 25n = _ f(«). Pritom f(«)
aclG
oznacava broj fiksnih tocaka automorfizma a. Red elemenata iz G moze

biti 1 (neutralni element), 5 ili 25. Zbog prethodne propozicije elementi
reda 5 fiksiraju jednu tocku. Isto vrijedi za automorfizme reda 25, jer su
njihove pete potencije reda 5. Slijedi

25n = 61+ Z 1 =8 — n=234
aeG\{id}

To je kontradikcija, jer broj orbita mora biti prirodan. =

Propozicija 5.39 Ako Steinerov 2-dizajn S(7,85) ima automorfizam pros-
tog reda p, onda je p € {2,3,5,7,17}.

Dokaz. Po korolaru 5.16 dolazi u obzir jos jedino p = 2k—1 = 13. Orbitna
struktura automorfizma reda 13 bila bi oblika:
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113 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13

1 1]113 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O O O
111 013 0 0 0 0O O OO O O OO
111 0 013 0 0 0 0 O 0O O O O O
111 0 0 013 0 0 60 0 0O O O O O
111 0 0 0 013 0 0 0 0 O O O O
111 0 0 0 0 013 0 0 0 O O O O
111 0 0 0 0O 0 013 0 0 0 O O O
13 |0
13 |0
13 |0
13 |0
13 |0
13 |0

Algoritmom za klasifikaciju brzo vidimo da takve orbitne strukture ne po-

stoje.
. |

Napomena 5.40 Automorfizam reda 17 dizajna S(8,75) djelovao bi bez
fiksnih elemenata. Algoritmom 3.22 relativno brzo dobivamo orbitne struk-
ture; ima ih 313. Problem predstavlja njihovo indeksiranje, jer za jednu or-
bitnu strukturu treba i po nekoliko dana procesorskog vremena. U trenutku
predavanja ovog rada obradio sam programom index1 oko ¢etvrtine od ukup-
nog broja orbitnih struktura, pri ¢emu nije dobiven niti jedan dizajn. Naj-
vjerojatnije ne postoje S(7,85) dizajni s automorfizmom reda 17.

Slucaj S(7,85) dizajna s automorfizmom reda 7 zaista je preopsezan za
potpunu klasifikaciju. Po propoziciji 5.17 takav automorfizam fiksira jednu
tocku i dva ili devet pravaca. U slucaju (b) postoji vise od 100000 neizo-
morfnih orbitnih struktura, puno vise nego sto ih mozemo indeksirati u pri-
hvatljivom vremenu.

Propozicija 5.41 Ako Steinerov 2-dizajn S(8,113) ima automorfizam pros-
tog reda p, onda je p € {2,3,5,7}.

Dokaz. Korolar 5.16 dozvoljava jos jedino p = 113, ali takav automor-

fizam nije mogu¢ zbog 4.15. =
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Sazetak

U ovom radu proucavaju se Steinerovi 2-dizajni s parametrima S(k, 2k* —
2k + 1). Rad je podijeljen na pet poglavlja.

Prvo, uvodno poglavlje sadrzi osnovne ¢injenice o dizajnima i djelovanju
grupa, koristene kasnije u radu.

U drugom poglavlju analiziraju se svi poznati primjeri S(k, 2k* — 2k +1)
dizajna s kombinatorickog i geometrijskog stanovista. Promatraju se njihove
pune grupe automorfizama, poddizajni i skoro-rezolucije. Objasnjavaju se
veze tih dizajna s drugim konac¢nim strukturama, kao $to su simetri¢ne (2k? —
3k + 1) konfiguracije i elipticke poluravnine.

U tre¢em poglavlju razvija se algoritam za klasifikaciju konacnih obje-
kata. Algoritam su E.Spence i drugi koristili u raznim posebnim sluc¢ajevima.
U radu je algoritam opisan i dokazan na opcenit nacin, te je razvijen niz
programa za njegovu provedbu (pisanih u programskom jeziku C). Pomoéu
algoritma su klasificirani Steinerovi 2-dizajni S(3,13), S(3,15) i S(4,25).
Razradena je primjena algoritma na klasifikaciju orbitnih struktura, cesto
koristena u petom poglavlju.

Cetvrto poglavlje posveéeno je konstrukeiji dizajna pomoéu diferencij-
skih familija. Tri S(k,2k* — 2k + 1) dizajna dobivaju se na osnovi teorema
R.M.Wilsona iz 1972. Pokazano je da se na taj nacin za 6 < k£ < 2000
ne mogu konstruirati dizajni. Dokazan je jedan nov rezultat, nepostojanje
(113,8, 1) diferencijske familije.

U petom poglavlju primjenjuje se poznata metoda konstrukcije pomocu
grupa automorfizama i taktickih dekompozicija na Steinerove 2-dizajne S(k,
2k* — 2k + 1). Algoritam iz treéeg poglavlja omogucéuje rjesavanje jednog
otvorenog slucaja, S(5,41) s grupom automorfizama Zs. Dobiveno je de-
vet novih S(5,41) dizajna. Dokazano je i nekoliko negativnih rezultata, na
primjer nepostojanje S(6,61) dizajna s grupom automorfizama reda 25.
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Summary

In this thesis Steiner 2-designs with parameters S(k,2k? — 2k + 1) are
studied. The thesis is divided into five chapters.

The first, introductory chapter reviews some facts about designs and
group actions needed in the sequel.

In the second chapter all known examples of S(k,2k? — 2k + 1) designs
are analysed from a combinatorial and geometric standpoint. Their full auto-
morphism groups, subdesigns and near-resolutions are considered. Connec-
tions between the designs and other finite structures, such as symmetric
(2k% — 3k + 1), configurations and elliptic semiplanes are explained.

In the third chapter a classification algorithm for finite objects is devel-
oped. The algorithm, used before by E.Spence and other authors in many
different cases is described and proved in a general setting. An implementa-
tion in the programming language C is presented and the algorithm is applied
to Steiner 2-designs S(3,13), S(3,15) and S(4,25). Furthermore, the ground
is prepared for an application to tactical decomposition matrices (also called
orbit structures), repeatedly used in the fifth chapter.

The fourth chapter deals with difference family constructions. Three
S(k,2k* — 2k + 1) designs arise from a theorem by R.M.Wilson from 1972.
It is shown that for 6 < k < 2000 no further examples can be constructed in
this fashion. A new result, the non-existence of (113, 8,1) difference families
is proved.

In the fifth and final chapter the well-known construction method using
automorphism groups and tactical decompositions is applied to S(k,2k* —
2k + 1) designs. The algorithm from chapter three allows us to cover a
previously open case, S(5,41) with Zz as an automorphism group. Nine
new S(5,41) designs are constructed. A number of negative results are also
proved, e.g. the non-existence of S(6,61) designs with automorphism group
of order 25.
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