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Uvod

U ovom radu definira se i proucava jedan nacin poplo¢avanja grupa diferencijskim
skupovima.

U prvom poglavlju proucavaju se diferencijski skupovi. Predstavljene su naj-
poznatije ¢injenice o diferencijskim skupovima s naglaskom na rezultate koji ¢e
se koristiti u drugom poglavlju. Opisana je veza izmedu diferencijskih skupova i
simetricnih blokovnih dizajna, navedeno je nekoliko konstrukcija klasi¢nih familija
diferencijskih skupova i obraden pojam multiplikatora.

U drugom poglavlju definirano je poplocavanje grupa diferencijskim skupovima
koje nazivamo (v, k, A)-ogrlicama. Dokazani su neki nuzni uvjeti postojanja takvih
struktura. Proucena je i prikazana konstrukcija vise klasa (v, k, A)-ogrlica u Abelovim
grupama. Za jednu od njih dokazana je beskonacnost. Svi rezultati popraceni su
ilustrativnim primjerima. Prilozeni su i primjeri (v, k, A)-ogrlica u neabelovim gru-
pama pronadeni kompjuterskom pretragom.

Na kraju rada prilozen je dodatak u kojem je navedena tablica svih pronadenih
(v, k, A)-ogrlica za v < 200.

Zahvaljujem profesoru Vedranu Kréadincu na pomodi i savjetima pri izradi rada,
a posebno na poticanju mog istrazivanja ove teme.
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1 Diferencijski skupovi

1.1 Diferencijski skupovi i simetri¢ni dizajni

Osnovni objekti nasih razmatranja su diferencijski skupovi. Prvo ¢emo navesti defini-
ciju i nekoliko primjera.

Definicija 1.1. Neka je (G,+) konacna grupa reda v s neutralnim elementom “07.
Neka su k i X pozitivni cijeli brojevi takvi da 2 < k < v. Za D C G kaZemo da je
(v, k, \)-diferencijski skup u (G,+) ako vrijedi:

1. |D| =k,

2. multiskup [x —y : x,y € D,x # y| sadrzi svaki element od G \ {0} toéno A
puta.

Primjer 1.1
(13,4, 1)-diferencijski skup u (Zi3, +):

D ={0,1,3,9}.

Racunajuéi razlike (modulo 13) svih parova razli¢itih elemenata od D dobijemo
sljedece:

0—-1=12 0-3=10

0-9=14 1-0=1

1-3=11 1-9=5

3—0=3 3—1=2

3—9=7 9-0=9

9—-1=28 9-3=6
Dobili smo svaki element od Z3\{0} toéno jednom, dakle, D je (13,4, 1)-diferencijski
skup u (Zq3,+). |



Primjer 1.2

Ne postoji (16, 6, 2)-diferencijski skup u grupi (Zig, +), ali postoji u grupi (Z4 x
Z4, +)I

D = {(07 1)? (Ov 2)? (07 3)7 (17 O), (27 0)7 (37 0)}
[ |

U primjeru 1.1 prikazali smo diferencijski skup u ciklickoj grupi, a u primjeru 1.2
u neciklickoj Abelovoj grupi. Postoje diferencijski skupovi i u neabelovim grupama.
Jedan takav vidimo u sljede¢em primjeru.

Primjer 1.3
Promotrimo sljedeé¢u grupu, zapisanu multiplikativno:
G={a'V :a*>=b"=1,ba = ab*}.
GG je neabelova grupa reda 21, a skup
D = {a,a? b,b* b*}
je (21,5, 1)-diferencijski skup u (G, -). [
Iz definicije vidimo da parovi (i, 7) takvi da je i # j, kojih ima k(k — 1), moraju

kao razliku dati v — 1 nenul elemenata tocno A puta. Stoga, za svaki (v, k,\)-
diferencijski skup mora vrijediti sljedece:

Av—1) = k(k —1). (1.1.1)

Stoga, naprimjer, ne postoji (16, 6, 5)-diferencijski skup, jer 5(16 — 1) # 6 - 5.
Komplement (v, k, A)-diferencijskog skupa je takoder diferencijski skup s para-
metrima (v,v — k,v — 2k 4+ X). Zato je dovoljno promatrati samo parametre za koje
vrijedi k£ < 5.
Diferencijski skupovi su usko vezani uz simetricne blokovne dizajne. Naime,
diferencijskim skupom moze se konstruirati simetri¢ni BIBD.

Definicija 1.2. Neka su v, k @ A pozitivni cijeli brojevi takvi da 2 < k < v. Uredem
par (X, A) zovemo (v, k, \)-blokovni dizajn ((v,k,\) — BIBD), ako zadovoljava
sljedeca svojstva:

1. X je skup od v elemenata koje nazivamo tockama,
2. A je familija podskupova od X koje nazivamo blokovima,
3. svaki blok sadrzi tocno k tocaka,

4. svaki par razlicitih tocaka je sadrZan u toéno A\ blokova.

Nadalje, za (v, k,\) — BIBD kazemo da je simetrican ako ima jednak broj tocaka i
blokova.



Neka je D (v, k, A)-diferencijski skup u grupi (G,+). Za proizvoljni ¢ € G
definiramo:

D+g={x+g:xz€ D}

Skup D + g zovemo translat od D. S Dev(D) = {D + g : g € G} oznatimo skup
svih v translata od D.

Teorem 1.1. Neka je D (v, k, \)-diferencijski skup u Abelovoj grupi (G,+). Tada
je (G, Dev(D)) simetricni (v, k,\) — BIBD.

Dokaz. Neka su x,y € G,z # y. Prvo ¢emo dokazati da postoji tocno A elemenata
g € G takvih da je {z,y} C D +g.

Ozna¢imo = — y = d. Postoji toéno A uredenih parova (z’,y’) takvih da je
2.y € Dix' —y = d. Oznacimo te uredene parove s (z;,v;),1 < i < \. Za
1 <i < A definiramo g; = —x;+x. Tadaje g; = —y;+yi{z,y} ={zi+g,vi+g} C
D + g;. Elementi g; su razliciti jer su x;-ovi razliciti, sto pokazuje da postoji barem
A vrijednosti g € G takvih da je {z,y} C D +g.

Obratno, pretpostavimo da postoji to¢no [ razlicitih g € G takvih da je {x,y} C
D+g, ozna¢imo ih s g1, ga, ..., ;. Tadaje (x—g;)+(gi—y) =z—y=dzal <i <.
Takoder, {z — g;,y — g;} € D za 1 < i <[. Svi g;-ovi su razli¢iti, pa smo nasli [
uredenih parova (2/,y’) € D takvih da je 2’ —y' = d. Postoji tocno A takvih parova,
pajel <\

Time smo dokazali da je [ = A. Svaki blok D + g sadrzi k tocaka, pa klasa v
blokova {D + ¢g: g € G} ¢ini simetri¢ni (v, k, \)-BIBD. O

Moze se pokazati da teorem 1.1 vrijedi i za neabelove grupe. Iz sljedec¢e leme o
simetri¢nim dizajnima i teorema 1.1 vidi se da se svaka dva translata nekog (v, k, \)-
diferencijskog skupa sijeku u to¢no A tocaka. Dokaz leme moze se naéi u [1].

Lema 1.1. Neka je (X, A) simetricni (v,k,\)-BIBD sa skupom blokova
A={A,As,..., A, }. Tada za svaki 1 < i,5 <w, i # j vrijedi |A; N Aj| = .

Korolar 1.1. Neka je D (v, k, \)-diferencigski skup u Abelovoj grupi (G,+). Tada
se Dev(D) sastoji od v razlicitih blokova.

Dokaz. Pretpostavimo da postoje g1, 92 € G, g1 # g2 takvi da je D + g1 = D + ¢o.
Tada bi simetri¢éni (v, k, A)-BIBD (G, Dev(G)) sadrzavao dva bloka koji se sijeku u
k tocaka. Medutim, iz leme 1.1 sljedi da mu se svaka dva bloka sijeku u A tocaka, a
iz (1.1.1) se vidi da ne moze vrijediti k = A. O

Primjer 1.4

Skup D ={1,2,4} je (7,3, 1)-diferencijski skup u (Z7, +). Koristeéi teorem 1.1,
konstruirat ¢emo simetricéni (7,3, 1)-BIBD.
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D ={1,2,4} )
Dev(D): (6)
D+0=1{1,24} T
D+1=1{23,5}
D+2=1{3,4,6}
D+3=1{0,4,5}
D+4={1,5,6}
D+5=1{0,2,6}
D+6=1{0,1,3}

(Zz, Dev(D)) je simetriéni (7,3,1)-BIBD poznat
kao Fanova ravnina, prikazana na slici desno. Fanova ravnina

Definicija 1.3. Neka su (X, .A) i (Y,B) dva dizajna. KaZemo da su (X, A) i (Y, B)
izomorfni ako postoji bijekcija a: X — 'Y takva da

Ha(z): z € A}: Ae A = B.

Drugim rijecima, ako preimenujemo sve tocke x € X sa a(x), tada se A trans-
formira u B. Bijekciju a zovemo izomorfizam. Ako su (X, A) i (Y, B) jednaki, tada
a zovemo automorfizam.

Lako se pokaze da skup svih automorfizama BIBD-a (X, .A) s operacijom kom-
pozicije funkcija ¢ini grupu. Tu grupu zovemo grupom automorfizma i oznacavamo
je Aut(X,.A). Simetricni BIBD-ovi nastali iz diferencijskih skupova imaju netrivi-
jalnu grupu automorfizama definiranu na oc¢it nacin. O tome govori sljede¢i teorem.

Teorem 1.2. Neka je (G, Dev(D)) simetriéni BIBD dobiven od (v, k, \)-diferencij-
skog skupa D u grupi (G,+). Tada grupa automorfizama Aut(G, Dev(D)) sadrzi
podgrupu G koja je izomorfna s G i koja djeluje regularno na tocke dizajna.

Dokaz. Za svaki g € G, definiramo preslikavanje g: G — G na sljedeéi nacin:

gx)=z+g

za sve x € G. Lako se vidi da je svakl g injekcija i surjekcija, pa je i permutacija od
G. Definirajmo G = {g:9€G}. G je grupa permutacija. Sad dokazimo sljedece:

(A9

1. (G,+) je izomorfno s (@, o), gdje operacija “o” oznacava kompoziciju per-
mutacija;

2. (G, o) je podgrupa od Aut(G, Dev(D)).
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Da dokazemo prvu tvrdnju, konstruirajmo izomorfizam izmedu (G,+) i (G, o).
Definiramo «: G — G na o¢it nac¢in: «a(x) = g za svaki ¢ € G. Vidimo da je
« izomorfizam grupa jer

vrijedi za sve g, h,x € G, pa a(g) oa(h) = a(g+ h) vrijedi za sve g, h € G. Nadalje,
jasno je da je « surjekcija. Takoder, « je injekcija jer je g = h ako i samo ako je
g = h. Dakle, « je izomorfizam grupa.

Da bi dokazali drugu tvrdnju, primjetimo da vrijedi

g(D+g)={g9(x): x€ D+ h}
={r+g:x€D+h}
={r+g+h:ze D}
=D+h+g.

Stoga, za svaku permutaciju § € G i za svaki blok D + h € Dev(D) vrijedi da
je g(D + h) € Dev(D). Odnosno, svaki g € G je automorfizam od (G, Dev(D)).
Bududi da je G grupa, ona je i podgrupa od Aut(G, Dev(D)). O

Uz dodatne uvjete vrijedi obrat teorema 1.2. Ovdje ¢emo dokazati rezultat tog
tipa za diferencijske skupove u ciklickim grupama.
Permutaciju k-clanog skupa mozemo reprezentirati kao produkt disjunktnih
cikusa cija je suma duljina jednaka k. Tada multiskup duljina tih ciklusa zovemo
ciklickim tipom pripadne permutacije.

Teorem 1.3. Neka je (X, A) simetricni (v, k, \)-BIBD, i neka je o € Aut(X,.A).
Tada je ciklicki tip od o kao permutacije skupa X jednak ciklickom tipu od o kao
permutacije skupa A.

Dokaz ovog teorema moze se naci u [1]. Sad mozemo dokazati obrat teorema 1.2
za specijalni slucaj.

Teorem 1.4. Neka je (X, A) simetriéni (v, k, \)-BIBD i o njegov automorfizam koji
permutira tocke iz X u jednom ciklusu duljine v. Tada postoji (v, k, \)-diferencijski
skup u (Zy,+).



Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo oznaciti tocke tako da vrijedi X =
{xo,x1, ... w1} 1 () = i1 (mod v) 28 0 < i < v — 1, odnosno

a=(xgx1 -+ XTyq).

Izaberimo proizvoljni blok A € A. Definiramo Ag = A, te za svaki pozitivni cijeli
broj definiramo

Aj={dd(z): x € A} = {mi; (mod v): Ti € Ao}

Svaki A; je blok u A jer je o/ € Aut(X,.A). Takoder vrijedi a(A4;) = Aji1 mod o-
Iz teorema 1.3 znamo da « permutira i blokove iz A u jednom ciklusu duljine v. Iz
toga slijedi da su Ay, ..., A, 1 razliciti, odnosno

A={A;:0<j<v-—1}
te a permutira blokove iz A na sljede¢i nacin:
o = (A() A1 s Av—l)-

Sad definirajmo skup
D ={i:x; € Ay},

i pokazimo da je skup D nas trazeni diferencijski skup. Neka je g € Z, , g #
0. Par {zo,z,} se pojavljuje u toéno A blokova u A, neka su to A4;,,...4;,. Za
svako pojavljivanje para {z¢,z,} C A; postoji par s razlikom g u D. Naime,
(9 —1;) = (=1;) = g (mod v), gdje je

{—i; (mod v),g —i; (mod v)} C D.

Tih X\ parova u D je razlicito. Stoga, razlika g se pojavljuje A puta u skupu D za
svaki nenul g € Z,. Ovim razmatranjem smo uocili svako pojavljivanje elementa g
u skupu D, stoga je D diferencijski skup. O

Sljededi teorem je generalizacija teorema 1.4 za proizvoljne konacne grupe. I on
se moze dokazati na slican nacin kao teorem 1.4.

Teorem 1.5. Neka je (X, .A) simetricni (v,k, \)-BIBD takav da postoji podgrupa
G < Aut(X, A) koja djeluje regularno na tocke iz X. Tada postoji (v, k, \)-diferencij-
ski skup u grupi (G, o).

1.2 Singerovi diferencijski skupovi

U ovom odjeljku ¢emo pokazati konstrukciju jedne beskonacne klase diferencijskih
skupova koji generiraju rubnu klasu simetricnih dizajna - projektivne ravnine. Na
projektivnu ravninu mozemo gledati kao na simetric¢ni dizajn s parametrom A = 1,
odnosno onaj u kojem se svaki par blokova sijece u jednoj tocki.



Definicija 1.4. Za (n®> + n + 1,n + 1,1)-BIBD takav da je n > 2 kaZemo da je
projektivna ravnina reda n.

Primijetimo da je Fanova ravnina iz primjera 1.4 projektivna ravnina reda 2.
Sada ¢emo pokazati konstrukciju projektivne ravnine reda ¢, kada je ¢ prosta po-
tencija.

Teorem 1.6. Za svaku prostu potenciju q > 2, postoji (¢> + q+ 1,q+ 1,q)-BIBD,
odnosno projektivna ravnina reda q.

Dokaz. Neka je g prosta potencija. Neka je [F, konacno polje reda ¢, a V' trodimen-
zionalni vektorski prostor nad F,.

S V1 oznacimo skup svih jednodimenzionalnih potprostora od V', a s V5 skup svih
dvodimenzionalnih potprostora od V. Za svaki B € V,, definirajmo blok

Ap={CeWV:CCB}.

Definirajmo jos i

A:{ABi BEVQ}.

Tvrdimo da je (V1,.A) projektivna ravnina reda gq.
Prvo primijetimo da za svaki C' € V; vrijedi |C| = ¢ i da sadrzi nulvektor:
000 € C. Skupovi C'\ {000}, C' € V, particioniraju skup V' \ {000}. Dakle vrijedi

¢ —1

qg—1

V1| = =¢ +q+1.

Nadalje, neka je B € V,. Jasno je da je |B| = ¢*. Skupovi C'\ {000} takvi da C € V,
i C' C B, particioniraju skup B\ {000}. Dakle vrijedi

2

g —1
‘AB|: :q+1.
qg—1

Na kraju, uzmimo C, D € V;, C' # D. Jasno je da postoji jedinstven dvodimenzion-
alan potprostor B koji sadrzi jednodimenzionalne potprostore C'i D. Taj potprostor
generira jedinstveni blok Ap koji sadrzi tocke C'i D. U

Dakle, pokazali smo da postoji projektivna ravnina reda n ako je n prosta po-
tencija. Pitanje postoji li projektivna ravnina ¢iji red nije prosta potencija jedno je
od najslavnijih otvorenih pitanja teorije dizajna.

Sada ¢emo pokazati da za prostu potenciju ¢ postoji i diferencijski skup kojim
mozemo generirati projektivnu ravninu reda ¢. Ti diferencijski skupovi nazivaju se
Singerovim diferencijskim skupovima. Objasnit ¢emo i algoritam konstrukcije takvih
diferencijskih skupova.

Teorem 1.7 (Singerovi diferencijski skupovi). Neka je q prosta potencija. Tada
postoji (¢* + q+ 1,q + 1,1)-diferencijski skup u (Zy4qi1,+)-



Dokaz. Prisjetimo se konstrukcije projektivne ravnine iz dokaza teorema 1.6. Neka
je V vektorski prostor nad poljem I, V; skup svih jednodimenzionalnih, a V, = A
skup blokova, odnosno skup svih dvodimenzionalnih potprostora od V.

Iskoristit ¢emo vaznu cinjenicu da je multiplikativna grupa konacnog polja
(F,\{0},-) ciklicka grupa. Generator te grupe, ozna¢imo ga s w, naziva se pritivnim
elementom polja IF,. Konacno polje Fs je trodimenzionalni vektorski prostor nad
F,, pa uzmimo da je V = F 5. Neka je w primitivni element od F . Definirajmo
preslikavanje f: V — V' s f(z) = wz. Lako se pokaze da je f linearni operator.
Naime, za svaki 21,22 € V, 1 ¢ € F, vrijedi:

flz1+ 22) =w(z1 + 20) = w2z +wze = f(21) + f(22),

flez) =wl(ez) = (we)z = (ew)z = c(wzy) = ef (21).

Zato f preslikava svaki potprostor od V' u potprostor od V. Funkcija f~1(z) = %z

je inverz od f, dakle f je bijekcija (tj. regularni linearni operator) pa vrijedi

f(Vl) =V 1 f(V2) =V,

Sto znaci da je f automorfizam nase pripadne projektivne ravnine s parametrima
(P+q+1,q+1,1).
F, je potpolje od F, pa iz (¢* —1)/(q — 1) = ¢* + ¢ + 1 slijedi da je

F, = {w@+ 0 < i < ¢ —2} U{(0,0,0)}.
Tada je jasno da za svaki W potprostor od V' vrijedi
fq2+q+1(W) — Ty —

jer je w9t skalar iz F,. Tada, posebno, f9°+9+1 fiksira i sve jednodimenzionalne
potprostore od V. 1z toga, iz definicije preslikavanja f i iz ¢injenice da jednodimen-
zionalnih potprostora ima ¢ + ¢ + 1, slijedi da f permutira tocke nase projektivne
ravnine u jednom ciklusu. Tada iz teorema 1.4 slijedi da postoji (¢>+q+1,¢+1,1)-
diferencijski skup u grupi (Zg244+1, +). O

Opisimo sada konstrukciju Singerovih diferencijskih skupova. Upotrijebiti ¢emo
istu notaciju kao u gornjem dokazu. Tocke projektivne ravnine mozemo poredati
tako da je C; = [{w'}] za 0 < i < ¢* + q, gdje [S] oznacava linearnu ljusku skupa S.
Tada je f(Ci) = Cit1 (mod g?+q+1), 0 <7< ¢° +¢.

Neka je polje F,s konstruirano kao Fy[z]/(g(x)), gdje je g(z) € Fy[x] ireducibilan
kubni polinom. Tada se elementi od F,s mogu reprezentirati kao polinomi iz F[z]
stupnja najvise dva.

Za svaki j € F, definirajmo y; € Zgs_, takav da je w¥ = j + x. Primijetimo da
jej+x€Fs\ {0}, aw je primitivni element od F s, pa je y; dobro definiran. Sad
se lako vidi da je [{1}] = Cp i

{j+a}] = Cyj (mod ¢?+q+1)
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za sve j € IF,.
Uzmimo dvodimenzionalni potprostor

B=[{l,z}|={i+jz :4,j €F,},
i promatrajmo blok Ag. Tada vrijedi

Ap ={{B]} U{[{j + 2}] : j € Fy}
:{CO} U {Cyj (mod ¢2+g+1) - VS ]Fq}-

Tada je skup
D={0}U{y; (mod ¢*+q+1):j€F,}

(¢* +q+1,q+1,1)-diferencijski skup u (Zz24 441, +)-
Pokazimo to na jednom primjeru.

Primjer 1.5

Uzmimo ¢ = 3 i konstruirajmo (13,4, 1)-diferencijski skup u (Z3,+). Tada je
q® = 27, pa promatrajmo polje Fy7. Njega mozemo dobiti kao Zs[z]/(2® + 22% + 1)
jer je 3 +22% 4 1 ireducibilan polinom iz Z3[z|. Primitivni element pripadnog polja
o7 bit ¢e w = x. Poredajmo nenul elemente od Fy; kao potencije od w.

A A

1 w 1 w

0 1 13 2

1 T 14 2x

2 x? 15 222

3 2+ 2 16 222+ 1
4 2242042 |17 222 +2x+1
5 20+ 2 18 r+1

6 2224 2x 19 4
7 2+ 1 20 222 + 2
8 224+x+2 |21 222+2x+1
9 2224+2x+2|22 224x+1
10 22+42x+1 |23 2224+2+2
11 T+ 2 24 2+ 1
12 2%+ 2% 25 202 + o

Sada moramo pronaci sve potencije y; takve da je w¥ = j4+x za j = 0,1,2. Iz gornje
tablice vidimo da su to yo = 1, y; = 18, i yo = 11. Gledamo njihove vrijednosti
modulo 13, dodamo 0 i dobijemo da je skup D = {0, 1,5, 11} (13,4, 1)-diferencijski
skup u (Zy3,+). |

1.3 Diferencijski skupovi kvadratnog ostatka

U ovom odjeljku predstavit ¢emo klasu diferencijskih skupova konstruiranih kvadrat-
nim ostatcima u konacnom polju Iy, gdje je ¢ neparna prosta potencija. Kvadratni
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ostatct polja I, su elementi skupa:

QR(q) = {#*: z € F,, z # 0}.

Takoder definiramo i
QNR(q) =F,\(QR(q) U{0}).

Elemente od QN R(q) nazivamo kvadratni neostatci polja F,.

Koristedi ¢injenicu da je x? = (—x)?, nije tesko pokazati da preslikavanje z +— 22
preslika dva elementa u jedan, za z € F,\{0} i ¢ neparan. Iz toga se moze pokazati
da je QR(¢) multiplikativha podgrupa od F,\{0} s indeksom dva, i QNR(q) je
suskup od QR(q). Tada sljedece ¢injenice slijede kao posljedice:

ry € QR(q) ako r,y € QR(q)
zy € QR(q) ako z,y € QN R(q)
ry € QNR(q) ako z € QR(q),y € QNR(q).

Sada ¢emo okarakterizirati kvadratne ostatke i neostatke na drugaciji nacin.
Jasno, element w € I, je primitivni element ako i samo ako

{w':0<i<q—2}=F,\{0}.
Ocito je skup ;
(0285
podskup od QR(q). Zato $to je
{o02i< 950 = T < joR())

dokazali smo sljedeci rezultat.
Lema 1.2. Neka je g neparna prosta potencija i w primitivni element od Fy . Tada
je
2 : —3
QR(q):{w :OSZST}.
Sada ¢emo iskazati i dokazati koristan korolar leme 1.2.

Korolar 1.2. Neka je q neparna prosta potencija. Tada je —1 € QR(q) ako i samo
ako je g =1 (mod 4).

Dokaz. Neka je w € F, primitivni element, i neka je v = w@ /2. Tada je 7% =

w1 =11~ 1, pajey=—1. Rezultat sada slijedi iz iz leme 1.2. 0

Sada je jasno da u slucaju kad je prosta potencija ¢ = 3 (mod 4) vrijedi da je
r € QR(q) ako i samo ako je —z € QN R(q).

Sljededi rezultat nam daje beskonacnu klasu diferencijskih skupova koje zovemo
diferencijskim skupovima kvadratnih ostataka.
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Teorem 1.8 (Diferencijski skupovi kvadratnih ostataka). Neka je ¢ = 3 (mod 4)
prosta potencija. Tada je QR(q) (q,(q—1)/2,(q¢—3)/4)-diferencijski skup u (F,, +).

Dokaz. Oznacimo D = QR(q). Veé¢ smo pokazali da |D| = (¢ — 1)/2. Preostaje
pokazati da se svaki nenul element od F, pojavljuje (¢ —3)/4 puta kao razlika dvaju
elementa iz D.

Za svaki d € F,\{0}, definiramo

ag=N(z,y): z,y € D,z —y =d}|.

Jasno je da gr — gy = g(x — y) za svaki g, x,y, pa je broj pojavljivanja razlike d u
D jednak broju pojavljivanja razlike gd u gD, gdje je gD = {gx: © € D}. Neka je
g € QR(q). Tada je lako vidjeti da gD = D, pa je tada a; = ay4q za svaki g € QR(q).
Dakle, postoji konstanta A takva da je ag = A za svaki d € QR(q).

Sada pretpostavimo da je d € QN R(q) i neka je e = —d. Iz korolara 1.2. znamo
da je —1 € QNR(q), stoga je e € QR(q). Primijetimo da je aq = a., jer xt —y = d
ako i samo ako je y — x = e. Iz toga slijedi da je ag = A za svaki d € F,\{0},
dakle D je (¢, (¢ —1)/2, A)-diferencijski skup. Iz A(v — 1) = k(k — 1) dobijemo da je
A = (q — 3)/4, kao §to smo i htjeli. a

Prikazimo ovo na jednom primjeru.

Primjer 1.6

Pronadimo (19, 9, 4)-diferencijski skup u (Z1g, +). Izracunajmo kvadrate: 1% = 1,
22=4,32=9,42=16,52=6,62 =17, 7> =11, 82 = 7, 92 = 5. Ostali kvadrati se
ponavljaju. Iz teorema 1.8 slijedi,

QR(19) = {1,4,5,6,7,9,11, 16,17}
je (19,9, 4)-diferencijski skup u (Zy9, +). |

Korolar 1.3. Neka je ¢ = 3 (mod 4). Tada je QNR(q) (q,(q —1)/2,(q — 3)/4)-
diferencijski skup u (Fg, +).

Dokaz. 1z teorema 1.8 slijedi da je QR(q) (q, (¢ —1)/2, (¢ — 3)/4)-diferencijski skup
u (F,,+), pa za svaki d € F,\{0} postoje z;,y; € QR(q), 1 <1 < (¢—3)/4 takvi da
je r; — y; = d. Kao posljedica korolara 1.2, vrijedi da su —z;, —y; € QNR(q), 1 <
i < (q—3)/4. Zanjih vrijedi da (—y;) — (—x;)) = x;—y; = d, 1 <i < (¢—3)/4. Tada
iz |QR(q)| = |QNR(q)| slijedi da je i QNR(q) (¢, (¢ — 1)/2, (¢ — 3)/4)-diferencijski
skup u (F,, +). O

1.4 Multiplikatori

U ovom odjeljku ograni¢it ¢emo se na Abelove grupe. Jako koristan koncept u
proucavanju diferencijskih skupova u Abelovim grupama je pojam multiplikatora,
koji ¢emo sad definirati.
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Definicija 1.5. Neka je D (v, k, \)-diferencijski skup u Abelovoj grupi (G,+) reda
v. Za prirodan broj m definiramo

mD = {mx: x € D},

gdje je mx suma m kopija od x. Tada m zovemo multiplikatorom od D ako je
mD = D + g za neki g € G. Takoder kazemo da je D fiksiran multiplikatorom m
ako je mD = D.

Primjer 1.7
Skup D = {2,3,5,11} je (13,4, 1)-diferencijski skup u (Z;3,+). Lako se vidi da
je 3D ={2,6,7,9} = D + 4, dakle, 3 je multiplikator od D. [ |

Lema 1.3. Neka je m multiplikator (v, k, \)-diferencisjkog skupa D u Abelovoj grupi
(G,+) reda v. Tada je NZD(m,v) = 1.

Dokaz. Pretpostavimo da je NZD(m,v) > 1. Neka je p prosti djelitelj od m i v.
Neka je d € G reda p. Moraju postojati x,y € D takvi da je x —y = d. Tada je
mx —my = md = 0. Dakle, mx = my, pa je mD # D + g za svaki g. Dakle, m nije
multiplikator od D, kontradikcija. [l

Lema 1.4. Neka je m multiplikator (v, k, \)-diferencijskog skupa D u Abelovoj grupi
(G,+) reda v. Definiraymo funkciju a: G — G s pravilom o(x) = mzx. Tada je
a € Aut(G, Dev(D)).

Dokaz. Znamo da je mD = D + g za neki g € G. Promatrajmo Sto se dogada kad
djelujemo s « na proizvoljni blok dizajna (G, Dev(D)):

a(D+h)=m(D+h)=mD+mh= D + g+ mh € Dev(D).
Dakle, o svaki blok preslika u blok, kao sto smo htjeli. O

Sada navodimo vazan rezultat poznat kao teorem o multiplikatoru koji utvrduje
postojanje multiplikatora diferencijskog skupa u ovisnosti o njegovim parametrima.
Dokaz se moze pronaéi u [1].

Teorem 1.9 (Teorem o multiplikatoru). Neka postoji (v, k, X)-diferencijski skup D
u Abelovoj grupi (G,+) reda v. Ako su zadovoljena sljedeca cetiri uvjeta:

1. p je prost broj,
2. NZD(p,v) =1,
3. k—X=0 (mod p),

4. p> A
tada je p multiplikator od D.
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Primijetimo da multiplikator p iz teorema ne ovisi o grupi u kojoj je diferencijski
skup, nego samo o njegovim parametrima. Napomenimo jo$ da se vjeruje da uvjet
“k > A" u teoremu nije potreban, ali nije poznat dokaz teorema bez te pretpostavke.

Sljededi rezultati ¢e nam olaksati koristenje teorema o multiplikatoru.

Teorem 1.10. Neka je m multiplikator (v, k, X)-diferencijskog skupa D u Abelovoj
grupi (G,+) reda v. Tada postoji translat od D koji je fiksiran multiplikatorom m.

Dokaz. Definirajmo a(z) = mzx za svaki x € G. U lemi 1.4 smo pokazali da je
a € Aut(G, Dev(D)). Jasno je da je a(0) = 0, dakle « fiksira barem jednu tocku,
pa po teoremu 1.3 « fiksira i barem jedan blok od Dev(D). Drugim rije¢ima, postoji
translat od D koji je fiksiran multiplikatorom m. 0

Dokazat ¢emo jaci rezultat kada je NZD(v,k) = 1. Definirajmo prvo pojam
normaliziranosti.

Definicija 1.6. Za diferencijski skup D u Abelovoj grupi (G, +) kaZemo da je nor-
maliziran, ako mu je suma elemenata jednaka 0.

Lema 1.5. Neka je NZD(v, k) = 1 i neka postoji (v, k, \)-diferencijski skup D u
Abelovoj grupi (G,+) reda v. Tada postoji jedinstveni normalizirani translat od D.

Dokaz. Neka je

SZZZ'.

Lako se pokaze da vrijedi jednakost:

Y x=s+kg (1.4.1)

ze€D+g

Sada pretpostavimo da je s + kg = s + kh, gdje su g,h € G i g # h. Tada je
k(g—h) =0, pared od g—h dijeli k. Medutim, u svakoj kona¢noj grupi, red svakog
elementa dijeli red grupe. Dakle, red od g — h djeli v. Iz NZD(v, k) = 1 slijedi da
je g — h = 0, kontradikcija.

Pokazali smo da je preslikavanje g — s + kg injekcija. To preslikavanje je sa
G u G, pa mora biti i surjekcija, pa stoga postoji jedinstveni g € G takav da je
s+ kg = 0. Dakle, iz jednakosti (1.4.1), postoji jedinstveni g € G takav da je

Z z =0.
ze€D+g
]

Lema 1.6. Neka je D (v, k, \)-diferencijski skup u Abelovoj grupi (G,4+). Ako
postoji jedinstveni g € G takav da je D + g normaliziran, tada je D + g fiksiran
svakim multiplikatorom.
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Dokaz. Pretpostavimo da je D + g jedinstveni normalizirani translat od D. Neka
je m proizvoljan multiplikator od D. Tada je m takoder multiplikator od D + ¢ i

vrijedi
Z r=m Z r=0.
zem(D+g) x€D+g
Diferencijski skup D + g je jedinstveni translat od D ¢ija je suma elemenata jed-
naka 0, iz cega slijedi da je m(D + g) = D + g. Dakle, D + g je fiksiran svim
multiplikatorima m. O

Teorem 1.11. Neka je NZD(v, k) = 1 i neka postoji (v, k, \)-diferencijski skup D
u Abelovoj grupi (G,+) reda v. Tada postoji translat od D koji je fiksiran svakim
multiplikatorom m.

Dokaz. Po lemi 1.5 postoji jedinstveni g € G takav da je D 4 g normaliziran. Tada
po lemi 1.6 slijedi da je D + g fiksiran svakim multiplikatorom. U

S teoremom 1.11 pokazali smo da postoji jedinstveni normalizirani translat svakog
(v, k, \)-diferencijskog skupa D u Abelovoj grupi reda v kad je NZD(v, k) = 11 ta]
translat je fiksiran svakim multiplikatorom od D. Zato u tom slucaju, svaki (v, k, A)-
diferencijski skup D mozemo na jedinstven nacin prikazati u obliku D,, + g, gdje
je D, njegov jedinstven normalizirani translat, a ¢ € G. Normalizirani translat je
prirodan reprezentant cijele klase translata.

[lustrirajmo teorem 1.9 i gornja razmatranja jednim primjerom.

Primjer 1.8

Pronadimo sve (21,5, 1)-diferencijske skupove u (Zg1,+). Primijetimo da p = 2
zadovoljava uvjete teorema 1.9, dakle, 2 je multiplikator svakog takvog diferencijskog
skupa. Po teoremu 1.10 znamo da mozemo traziti samo diferencijske skupove koji
su fiksirani multiplikatorom 2, jer sve ostale mozemo dobiti njihovom translacijom.
Jasno je da je diferencijski skup u grupi (Zg;,+) fiksiran muptiplikatorom 2 ako i
samo ako je unija cijelih ciklusa premutacije z +— 2z (mod 21). Ciklicki zapis te
permutacije je:

(0) (12481611) (36 12) (51020 19 17 13) (7 14) (9 18 15).
Nasi trazeni diferencijski skupovi su kardinaliteta 5, a moraju biti unija gornjih

ciklusa. To je moguée samo unijom jednog ciklusa duljine 3 i jednog duljine 2.
Dvije su takve kombinacije koje daju ova dva skupa:

Dy = {3,6,7,12,14}
D, = {7,9,14, 15,18}

Provjerom lako utvrdimo da su oba ta skupa diferencijski skupovi, a suma im je 0,
odnosno normalizirani su. Tada zbog NZD(v,k) = 1 znamo da nasa dva nadena
diferencijska skupa nisu translat jedan drugog. Dakle, njihovom translacijom dobit
¢emo sva 2 - 21 = 42 (21, 5, 1)-diferencijska skupa u grupi (Zai, +). [ |
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2 Poplocavanje grupa

U ovom poglavlju ¢emo se posluziti diferencijskim skupovima da konstruiramo slozeni-
je strukture. Definirat ¢emo jedan na¢in poplocavanja grupa diferencijskim skupovima.

2.1 Motivacija i definicija ogrlice

Diferencijski skupovi u ciklickim grupama mogu se prikazati pomoc¢u ogrlica. Na-
primjer, (13,4, 1)-diferencijski skup u (Z3,+) D = {0, 1, 3,9} izgledao bi ovako:

10

12 1

1]
(13,4, 1)-diferencijski skup

Elementi ciklicke grupe poredani u krug na ocit nacin ¢ine ogrlicu, a elementi difer-
encijskog skupa oznaceni su crnim kuglicama. Tada se za skup D svojstvo diferencij-
skog skupa ocituje u tome da za svaki broj d € Z3\ {0} postoji jedinstven par crnih
kuglica koje su udaljene za d. Pri tome podrazumijevamo da svaki par kuglica ima
dvije udaljenosti, gledano u smjeru kazaljke na satu, i obrnuto od smjera kazaljke
na satu. Dakle, svaki (v, k, \)-diferencijski skup u ciklickoj grupi reda v mozemo
prikazati kao ogrlicu od v kuglica, od kojih je k crno obojanih tako da vrijedi da za
svaki broj d € Z, \ {0} postoji A parova ¢ija je udaljenost d.

Primijetimo da translate diferencijskih skupova u ovakvom prikazu dobijemo jed-
nostavno rotacijom ogrlice. Npr. za (13,4, 1)-diferencijski skup D sa slike 1.2, njegov
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translat D + 2 dobijemo rotacijom za 2% u obrnutom smjeru od kazaljke na satu.

Pokusajmo napraviti Sareniju ogrlicu, odnosno, na jednoj ogrlici prikazati vise
diferencijskih skupova istih parametara koji se ne preklapaju, svakog u svojoj boji.
Prirodno se postavlja pitanje, mozemo li poplocati cijelu ogrlicu sa diferencijskim
skupovima jednakih parametara. Odgovor je ne.

Propozicija 2.1. Za prirodne brojeve v, k, A ne postoji poplocavangje grupe reda v s
(v, k, A)-diferencijskim skupovima.

Dokaz. 1z relacije za diferencijske skupove
AMv—1)=k(k—-1) (2.1.1)

slijedi da je

E—1 1
v = k:(— + —>.
A k
Iz gornje jednakosti slijedi da nam treba % + % diferencijskih skupiva kardinaliteta
k da bismo poplocali grupu reda v, odnosno % + % bi morao biti cijeli broj. Iz
(2.1.1) i definicije diferencijskog skupa slijedi da je 1 < A < k. Ako je k—;1 cijeli broj,
tada % + % nije cijeli broj. Ako % nije cijeli broj, tada je najmanja vrijednost
koja mu treba biti zbrojena da bi postao cijeli broj % Zbog A\ < k vrijedi da je
1> 1, pa %1 4+ 1 ne moze biti cijeli broj. O
Promotrimo maksimalni broj disjunktnih Singerovih diferencijskih skupova s
parametrom A = 1. Tada, po jednakosti (2.1.1) bi s k — 1 disjunktnih diferencij-
skih skupova mogli poplocati cijelu grupu osim jednog elementa. Sljedeé¢i primjer
daje takvo poplocavanje.
Primjer 2.1

Skupovi Dy, Do, D3, Dy i D5 su (31,6, 1)-diferencijski skupovi u (Zgy, +). Dis-
junktni su i poplocavaju sve nenul elemente pripadne grupe i tako generiraju donju
sarenu ogrlicu. Diferencijski skupovi su prikazani razlicitim bojama, a crna kuglica
predstavlja neutralni element.

Dy = {1,5,11,24,25,27}
D, = {2,10,17,19,22,23}
Ds = {3,4,7,13,15,20}
D, = {6,8,9,14, 26, 30}

Ds = {12,16,18, 21, 28,29}
(31,6, 1)-ogrlica

16



Dakle, za svaki broj d € Zs; \ {0} i svaku boju postoji jedinstveni par kuglica te
boje udaljen za d. |

Iz primjera 2.1 vidimo da poplocavanje nenul elemenata grupe diferencijskim
skupovima ima smisla. Definirajmo tu strukturu, ali malo opéenitije nego u primjeru
2.1. Nec¢emo gledati samo diferencijske skupove kojima je A = 1, nego za proizvoljni
A, i ne¢emo promatrati samo ciklicke grupe, nego opc¢enite konacne grupe.

Definicija 2.1. Neka su v, k i A prirodni brojevi. Neka je (G,+) grupa reda v.
Tada skup A = {D1, Do, ..., D,} zovemo (v, k, X)-ogrlicom u grupi (G, +) ako sadrzi
medusobno disjunktne (v, k, \)-diferencijske skupove u (G,+) i ako je U;_, D; =

G\ o).

U primjeru 2.1 smo prikazali (31, 6, 1)-ogrlicu u grupi (Zs;,+). Postoje (v, k, \)
ogrlice i u neciklickim grupama, i kada je A > 1. Dakle, nasa definicija (v, k, \)
ogrlice ima smisla.

Primjer 2.2

Skupovi
Dl -
{1,7,9,10,12, 16, 26, 33, 34},

Dy =
{2,14,15, 18,20, 24, 29, 31, 32},

D3:
{3,4,11,21,25,27, 28,30, 36},

D, =
(5,6,8,13,17, 19,22, 23, 35}
(37,9, 2)-ogrlica
su (37,9, 2)-diferencijski skupovi u (Zsz, +), pa je {D1, Do, D3, Dy} (37,9, 2)-ogrlica

u (Zsz, +). |
Primjer 2.3
Skupovi
D, ={(0,0,1) (2,2,1) (0,2,2) (2,1,1) (1,2,1) (0,2,1) (0,2,0)
(1,0,2) (1,1,0) (2,0,2) (1,1,1) (1,2,0) (1,0,0) },
Dy =1{1(0,0,2) (0,1,0) (0,1,1) (0,1,2) (1,0,1) (1,1,2) (1,2,2)
(2,0,0) (2,0,1) (2,1,0) (2,1,2) (2,2,0) (2,2,2) }
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su (27,13, 6)-diferencijski skupovi u grupi Zs x Zs x Zsz. Disjunktni su i ne sadrze
(0, 0, 0), pPa je {Dl, _D2} (27, ]_3, 6)—ogr1ica u Zg X Zg X Zg. |

Primjer 2.4

Postoji (27,13, 6)-ogrlica i u jednoj neabelovoj grupi, semidirektnom produktu
Zs - Zg. Tu grupu mozemo zadati s pomocu generatora i relacija na sljedec¢i nacin:
G = {a,b|a® =1’ = 1,ba = ab”). Elementi od G su oblika a’b®* i moZemo ih
identificirati s uredenim parovima (i,z), za ¢ = 0,1,2, = 0,1,...,8. Tada se
elementi mnoze prema sljedecem pravilu:

(i,2) - (J,y) = (i + 4, Pz +y),

pri ¢emu se na prvoj koordinati racuna modulo 3, a na drugoj koordinati modulo 9.
Ovo su (27,13, 6)-diferencijski skupovi u grupi G:

Dy = {a,b?, ab? a®b?, b3, ab®, b*, a®b*, ab®, a®b®, ab®, ab”, b¥},

Dy = {a?,b,ab, a®b, a®b?, ab*, b3, 0%, a®b°, b7, a?b”, ab®, a®V®}.

Buduéi da su disjunktni i ne sadrze neutralni element 1, ta dva skupa ¢ine (27, 13, 6)-
ogrlicu u G. |

Primjer 2.5
Promotrimo grupu G = (a,b|a® = 0! = 1, ba = ab”). Rije¢ je o neabelovoj

grupi reda 57 (semidirektnom produktu Zs - Zig). Ako element a’b” identificiramo
s uredenim parom (7, ), elementi se mnoze prema istoj formuli kao u prethodnom
primjeru, samo se na drugoj koordinati ra¢una modulo 19. Sljede¢ih sedam skupova
su (57,8, 1) diferencijski skupovi u G:

Dy = {a,b,a® b2, ab*, ab'®, b'3 b8},

Dy = {ab, ab®,a®b%, a®b'3, b5, a®b'4, ab'®, ab'®},

D3 = {a?b, a®V7, a®b®, ab®, ab'?, b4, ab**, a?b'5},

D4 — {abQ, b4, a2b3, b9’ a2b9, bll7 612, a2b18}’

D5 — {b3’ a2bQ, b5, b8’ CLleo, a2b11, ab”, CLQZ)N},

D6 — {abB, bG, abG, abS’ blO’ b16, a2b15, 517},

D7 = {a?b*, a?b°, b7, ab”, ab't, a®b*2, ab'3, ab'®}.
Disjunktni su i ne sadrze neutralni element 1, pa ¢ine (57,8, 1)-ogrlicu u neabelovo]

grupi G. Zanimljivo je da ne postoji ogrlica s tim parametrima u ciklickoj grupi
L. |

Navedimo sada neke nuzne uvjete za postojanje ogrlica u kona¢nim grupama.
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Propozicija 2.2. Ako postoji (v, k, N)-ogrlica A, tada \ dijeli k — 1.
Dokaz. 1z (2.1.1) slijedi

k—1
—1=k——.
! A
Dakle, broj diferencijskih skupova u (v, k, A)-ogrlici je
k—1
a:=——-—:
A

To mora biti prirodan broj, pa je nuzan uvjet postojanja (v, k, A)-ogrlice
A k-1

OJ
Primjer 2.6
U Primjeru 1.2 pokazali smo da postoje (16,6, 2)-diferencijski skupovi u nekim

grupama, medutim, ne postoji (16, 6, 2)-ogrlica ni u jednoj grupi jer

246 — 1.

Korolar 2.1. Ako postoji (v, k, X)-ogrlica, onda vrijedi NZD(v,k) = 1.
Dokaz. Primijetimo jo$ da za svake dopustive parametre za (v, k, A)-ogrlicu, vrijedi
v—1=k-a,

gdje je a = % prirodan broj. Buduéi da v — 1 relativno prost s v, tada je k - a
relativno prost s v, pa je i k relativno prost s v. 0

Dakle, uvijek ¢emo za nase dopustive parametre (v, k, \), po teoremu 1.11, moéi
pretpostaviti da za svaki (v, k, A)-diferencijski skup, postoji jedinstveni normalizirani
translat koji je fiksiran svim svojim multiplikatorima.

Propozicija 2.3. Diferencijski skupovi koji ¢ine (v, k, \)-ogrlicu nisu transati jedan

drugoga.

Dokaz. Skup translata diferencijskog skupa ¢ini simetricni BIBD. Po lemi 1.1 se
svaka dva bloka simetricnog BIBD-a sijeku u toéno A\ tocaka. Diferencijski skupovi
koji ¢ine (v, k, A)-ogrlicu moraju biti disjunktni, stoga, (v,k,\)-ogrlica ne moze
sadrzavati niti jedan par diferencijskih skupova koji su medusobni translati. 0

Koristeci ovu propoziciju takoder mozemo dokazati nepostojanje ogrlica za odre-
dene parametre.

Propozicija 2.4. Ne postoji (21,5, 1)-ogrlica w grupi (Zsy,+).
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Dokaz. U primjeru 1.8 smo pokazali da postoje samo dva skupa translata (21,5, 1)-
diferencijskih skupova u grupi (Zs1, +). Da bismo konstruirali (21, 5, 1)-oglicu, treba
nam a = (5 — 1)/1 = 4 diferencijska skupa. Svaki od ta ¢etiri diferencijska skupa
mora biti iz posebnog skupa translata, da bi medusobno bili disjunktni. Mi imamo
na raspolaganju samo dva skupa translata, dakle, ne postoji (21, 5, 1)-ogrlica u grupi
(Zo1,+). O

Propozicija 2.5. Ne postoji (273,17, 1)-ogrlica u grupi (Zarz, +).

Dokaz. Po teoremu 1.9 vrijedi da je 2 multiplikator svakog (273, 17, 1)-diferencijskog
skupa. Trazimo diferencijske skupove fiksirane multiplikatorom 2, promatrajuéi ci-
kluse permutacije x — 2z (mod 273):

(0)

(12481632 64 128 256 239 205 137)
(361224 48 96 192 111 222 171 69 138)

(5 10 20 40 80 160 47 94 188 103 206 139)

(714 28 56 112 224 175 77 154 35 70 140)

(9 18 36 72 144 15 30 60 120 240 207 141)

(11 22 44 88 176 79 158 43 86 172 71 142)

(13 26 52 104 208 143)

(17 34 68 136 272 271 269 265 257 241 209 145)
(19 38 76 152 31 62 124 248 223 173 73 146)

(21 42 84 168 63 126 252 231 189 105 210 147)
(23 46 92 184 95 190 107 214 155 37 74 148)

(25 50 100 200 127 254 235 197 121 242 211 149)
(27 54 108 216 159 45 90 180 87 174 75 150)

(29 58 116 232 191 109 218 163 53 106 212 151)
(33 66 132 264 255 237 201 129 258 243 213 153)
(39 78 156)

(41 82 164 55 110 220 167 61 122 244 215 157)
(49 98 196 119 238 203 133 266 259 245 217 161)
(51 102 204 135 270 267 261 249 225 177 81 162)
(57 114 228 183 93 186 99 198 123 246 219 165)
(59 118 236 199 125 250 227 181 89 178 83 166)
(65 130 260 247 221 169)

(67 134 268 263 253 233 193 113 226 179 85 170)
(91 182)
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(97 194 115 230 187 101 202 131 262 251 229 185)
(117 234 195).

Diferencijske skupove fiksirane multiplikatorom 2 dobijemo kao unije ovih ciklusa.
(273,17, 1)-diferencijski skupovi mogu se dobiti samo unijom dva Sesteroclana, jednog
troclanog i jednog dvoclanog ciklusa (6+6+3+42=17), ili unijom jednog dvanaestocla-
nog, jednog troclanog i jednog dvoclanog ciklusa (124+342=17). Za prvi sluca]
imamo jednu kombinaciju, i ona ne daje diferencijski skup. U drugom sluc¢aju imamo
cetrdeset i dvije (21-2-1 = 42) kombinacije. Provjerom vidimo da samo njih dvanaest
daje ove (273,17, 1)-diferencijske skupove:

{1,2,4,8,16,32,64,91, 117, 128, 137, 182, 195, 205, 234, 239, 256 }
{5,10,20, 39,40, 47, 78,80, 91, 94, 103, 139, 156, 160, 182, 188, 206}
{11,22,43,44, 71,79, 86, 88,91, 117, 142, 158, 172, 176, 182, 195, 234}

{19, 31, 38,39, 62,73,76,78,91, 124, 146, 152, 156, 173, 182, 223, 248}
{23,37,46,74,91,92,95, 107, 117, 148, 155, 182, 184, 190, 195, 214, 234}
{39,59,78,83,89,91, 118, 125, 156, 166, 178, 181, 182, 199, 227, 236, 250}
{17,34,39,68,78,91, 136, 145, 156, 182, 209, 241, 257, 265, 269, 271, 272}
{67,85,91, 113,117,134, 170, 179, 182, 193, 195, 226, 233, 234, 253, 263, 268}
{39,78,91,97,101, 115, 131, 156, 182, 185, 187, 194, 202, 229, 230, 251, 262}
{25,50,91,100, 117,121, 127, 149, 182, 195, 197, 200, 211, 234, 235, 242, 254}
{29,53,58,91, 106,109, 116, 117, 151, 163, 182, 191, 195, 212, 218, 232, 234}
{39,41,55,61,78,82,91,110, 122, 156, 157, 164, 167, 182, 215, 220, 244}.

Zbrojimo li elemente, vidjet ¢emo da su svi ovi diferencijski skupovi normalizirani.
Vrijedi NZD(273,17) = 1, pa svaki od njih predstavlja svoju klasu translata. Dakle,
postoji samo dvanaest skupova translata, a nama treba (17—1)/1 = 16 diferencijskih
skupova da napravimo (273,17, 1)-ogrlicu. Stoga, ne postoji (273,17, 1)-ogrlica u
(Zozs, +). ]

2.2 Ogrlice kvadratnih ostataka

U ovom odjeljku ¢emo prikazati konstrukciju jedne beskonaé¢ne klase (v, k, \)-ogrlica
koju smo zapravo ve¢ susreli.
U odjeljku 1.3 definirali smo kvadratne ostatke i kvadratne neostatke na sljedeci
nacin:
QR(q) = {2*:z € Fy,z # 0},
QN R(q) = F,\(QR(q) U{0}).

U teoremu 1.8 i korolaru 1.3 pokazali smo da su QR(q) i QN R(q) diferencijski
skupovi s parametrima (¢, (¢—1)/2, (¢—3)/4) u aditivnoj grupi polja F, za sve proste
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potencije ¢ = 3 (mod 4). Iz definicije QR(q) i QN R(q) se vidi da su disjunktni i da
je QR(q) UQNR(q) =F, \ {0}. Dakle, vrijedi sljede¢i teorem.

Teorem 2.1. Neka je ¢ = 3 (mod 4) prosta potencija. Tada je {QR(q), QNR(q)}
(q,(q—1)/2,(q —3)/4)-ogrlica u (Fy, +).

Primjer 2.7

Konstruirajmo (23, 11,5)-ogrlicu u (Zsg,+). Broj 23 je prost i vrijedi 23 = 3
(mod 4), pa izracunajmo QQR(23). Racunamo samo prvih jedanaest kvadrata, jer
se, zbog x? = (—x)?, ostali ponavljaju.

12=1, 22 = 4,
32 =09, 4% = 16, 52 = 2,
62 = 13, 72 =3, 82 = 18,

QR(23) = {1,2,3,4,6,8,9,12,13, 16, 18}
QNR(23) = {5,7,10,11, 14,15, 17,19, 20, 21, 22}
(23,11, 5)-ogrlica
{QR(23),QNR(23)} je (23,11, 5)-ogrlica u (Zas, +). |

Za sljedeci rezultat treba nam Dirichletov teorem koji navodimo bez dokaza.

Teorem 2.2 (Dirichletov teorem). Neka su b, ¢ relativno prosti prirodni brojevi.
Tada aritmeticki niz a,, = b+ cn sadrzi beskonacno mnogo prostih brojeva.

Propozicija 2.6. Klasa (v, k,\)-ogrlica u ciklickim grupama dobivena kvadratnim
ostatcima je beskonacna.

Dokaz. Za svaki prost broj ¢ oblika ¢ = 3 4+ 4n kvadratnim ostatcima dobijemo
(q,(q —1)/2,(q — 3)/4)-ogrlicu u ciklickoj grupi reda g. Brojevi 3 i 4 su relativno
prosti pa iz Dirichletovog teorema slijedi da postoji beskonacno takvih ciklickih
ogrlica. O

U primjeru 2.3 prikazana je (27, 13, 6)-ogrlica u (Zs x Zs3 X Z3, +) koja je takoder
dobivena na ovaj nacin. Aditivna grupa konacnog polja [, je ciklicka ako je ¢
prost broj, a elementarno Abelova ako je ¢ prava potencija prostog broja. Broj 27
nije prost, pa nismo dobili (v, k, A)-ogrlicu u ciklickoj, nego u elementarno Abelovo]
grupi. Na ovaj nac¢in takoder mozemo dobiti (243,121, 60)-ogrlicu u (Zs x Z3 X Z3 X
Zs X L3, +) 1 (343,171, 85)-ogrlicu u (Z7 X Zy X Z7,+).

22



Navedimo sada definiciju jednog poznatog pojma, o kojem se vise moze pronadci
u [5].

Definicija 2.2. Za diferencijski skup D w konacnoj grupi (G,+) kaZemo da je
antisimetricni diferencijski skup (ili “skew Hadamardov” diferencijski skup) ako je
G disjunktna unija od D, —D i {0}.

Primijetimo da su antisimetriéni diferencijski skupovi specijalni sluc¢aj nasih
(v, k, A)-ogrlica. Primijetimo i da su ovdje navedeni diferencijski skupovi kvadratnih
ostataka primjer antisimetri¢nih diferencijskih skupova. Preko sedamdeset godina
to su bili jedini poznati primjeri. Tek su u [6] i [7] otkrivene dvije nove klase u
elementarno Abelovim grupama.

2.3 Kvocijentne ogrlice

Sada ¢emo opisati opcenitiji nac¢in konstruiranja ogrlica. Za pocetak pokazimo da
automorfizam grupe ¢uva svojstvo biti diferencijski skup u pripadnoj grupi.

Lema 2.1. Neka je D (v, k, \)-diferencijski skup u konacnoj grupi (G,+), a a auto-
morfizam grupe (G,+). Tada je a(D) = {a(z): x € D} (v, k, \)-diferencijski skup
u (G, +).

Dokaz. Neka je D (v, k, A)-diferencijski skup u (G,+), a « automorfizam grupe
(G,+). Tada za svaki d € G \ {0} postoji totno A\ parova x;,y; € D, za 1 <i < A
takvih da je

d=21—y1=Ta—Yo="""=1Tx—Yxr

Tada iz svojstva automorfizma da je a(—x) = —a(z) slijedi da je a(zx —y) =
a(x) — a(y). Ako automorfizmom « djelujemo na gornju jednakost, dobijemo

a(d) = a(z1) — a(y) = a(r) — a(y2) = = azy) — a(yy).

Automorfizam « je bijekcija i «(0) = 0, pa iz gornje jednakosti slijedi da je a(D)
(v, k, A)-diferencijski skup u (G, +). O

Promotrimo malo bolje ogrlice kvadratnih ostataka konstruirane u proslom odjelj-
ku. U odjeljku 1.3 smo pokazali da u sluc¢aju kada je prosta potencija ¢ takva da
je ¢ = 3 (mod 4), imamo diferencijski skup D = QR(q) koji je multiplikativna
podgrupa polja (u oznaci F}). Tada imamo i drugi diferencijski skup koji je oblika
(—1)D, dakle njegov suskup. Oni su disjunktni i poploc¢avaju multiplikativnu grupu
polja, odnosno tvore ogrlicu, a istovremeno D i (—1)D su elementi kvocijentne grupe
7/ D. Opcenito vrijedi sljedeca tvrdnja.

Teorem 2.3. Neka je F, konacno polje. Ako postoji diferencijski skup D u (Fy, +)
takav da je D podgrupa od Fy, onda postoji ogrlica A u (Fy, +), takva da je A =
F*/D.

q
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Dokaz. Neka je F, kona¢no polje, i neka je D diferencijski skup u grupi (F,, +) takav
da je i podgrupa od ;. Zbog komutativnosti grupe F;, D je normalna podgrupa od
;. Promotrimo kvocijentnu grupu A = F;/D. Svaki element od A je oblika aD za
neki a € F;. Za svaki a € I} preslikavanje x — ax je automorfizam grupe (Fg, +).
Naime, to preslikavanje je bijekcija, a iz distributivnosti mnozenja prema zbrajanju
u polju, vrijedi da za svaki z,y € I, vrijedi

a(x +y) = ar + ay.

Dakle, pokazali smo da je svaki element kvocijentne grupe A diferencijski skup s
jednakim parametrima kao D. A se sastoji od medusobno disjunktnih skupova koji
u uniji daju F, \ {0}, dakle A je ogrlica u (Fy, +). O

Dakle, teorem 2.3 nam pokazuje da od diferencijskog skupa u aditivnoj grupi
polja koji je podgrupa multiplikativne grupe polja jednostavno mozemo konstruirati
ogrlicu u aditivnoj grupi polja. Prikazat ¢emo to na nekoliko primjera.

Primjer 2.8
(Zr3, +, %) je konacno polje reda 73, a
D ={1,2,4,8,16,32,37,55,64}
je (73,9, 1)-diferencijski skup u (Zr3,4). Ako pokazemo da je D podgrupa od Zz,
po teoremu 2.3 moc¢i ¢emo konstruirati ogrlicu. Prisjetimo se Cinjenice da je mul-
tiplikativna grupa polja ciklicka, pa je i svaka njena podgrupa ciklicka. Sada lako

mozemo uociti da je D = (2). Dakle, uvjeti teorema 2.3 su ispunjeni. Izracunajmo
sada elemente od Z%;/D. Skup D ne sadrzi 3, pa izra¢unajmo 3D:

3D = {3,6,12,19,23,24, 38,46, 48}.
Skupovi D i 3D ne sadrze 5, pa izracunajmo 5D:
5D = {5,7,10, 14, 20, 28, 39, 40, 56 }.
Analogno dobijemo i ostale diferencijske skupove kvocijentne ogrlice Z3,/D:

9D = {9,18, 36,41, 57, 65,69, 71, 72},
11D = {11, 15,21, 22, 30,42, 44, 47, 60},
13D = {13,26,29, 31,43, 51, 52, 58, 62},
17D = {17,33,34, 45, 53,59, 63, 66, 68},
25D = {25,27,35, 49,50, 54, 61, 67, 70}.

Dakle, {D,3D,5D,9D,11D,13D, 17D, 25D} je (73,9, 1)-ogrlica u grupi (Zrs, +).
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(73,9, 1)-ogrlica u (Zs, +)

Opcenito, proizvoljni diferencijski skup ne mora biti multiplikativna podgrupa
polja, niti multiplikativna podgrupa polja mora biti diferencijski skup. Zato ¢emo u
sljede¢em primjeru probati iskoristiti teorem o Singerovim diferencijskim skupovima
i teorem o multiplikatoru kako bismo nasli diferencijske skupove.

Primjer 2.9

Po teoremu 1.7 znamo da za prostu potenciju ¢ = p" postoji (¢>+q+1,q+1,1)-
diferencijski skup u (Z,244+1,+). Tada po teoremu 1.9 znamo da je p multiplikator
takvog diferencijskog skupa. Normalizirani translat tog diferencijskog skupa je fik-
siran s p, pa mora biti unija ciklusa permutacije x — pz (mod ¢* + ¢ + 1). Kada
je ¢*> + ¢ + 1 prost broj, tada se ciklusi te permutacije sastoje od istih elemenata
kao i elementi kvocijentne grupe Zy,, ., /(p). Zato, kada je [(p)| = ¢+ 1, jedan ele-
ment od Z;2+q+1/<p> mora biti (¢* +¢+1, ¢+ 1, 1)-diferencijski skup u (Zz2 1411, +)-
Tada su i svi ostali elementi od Z, /(p) (¢* + q + 1, +)-diferencijski skupovi u
(Zp g1, +) i ¢ine (F+q+1,g+ 1,1)-ogrlicu u (Zgigi1,+).

Pogledajmo sad kada je ispunjeno da je |(p)| = ¢ + 1. Trazimo najmanji r takav
da je p" =1 (mod ¢* + q + 1), odnosno da je

=1/ +p"+1)

cijeli broj. Primijetimo da za r = 3n vrijedi

p?m — 1= (pn>3 1= (pn . 1)(p2n —I—pn + 1)
Sto je djeljivo s p*™ + p™ + 1. Dakle, za na$ trazeni r vrijedi da je r < 3n, pa je

¢+1=p"+1<3n.
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Postoje samo tri rjeSenja te nejednakosti:

p=2 n=1 --» @Z4+qg+1=7

p=2 n=2 --» ¢+q+1=21 Nije prost!

p=2 n=3 --» ¢F+q+1=73
Dakle, na ovaj nacin mogu se dobiti samo dvije ogrlice: (73,9, 1)-ogrlica prikazana
u prethodnom primjeru 2.8 i (7,3, 1)-ogrlica A u grupi (Z7,+), gdje je

A={(2),3(2)}
—{{1,2,4}, {3,5,6}}.

Primjetimo da se ova (7, 3, 1)-ogrlica moze dobiti i kvadratnim ostatcima. |

Sada ¢emo navesti dvije konstrukcje diferencijskih skupova koje ¢e nam koristiti
za konstruiranje ogrlica. Konstrukcije su slicne diferencijskim skupovima kvadrat-
nih ostataka, samo sada ne gledamo druge, nego cetvrte i osme potencije eleme-
nata konacnog polja. Ti diferencijski skupovi, zajedno s diferencijskim skupovima
kvadratnih ostataka, spadaju u klasu ciklotomskih diferencijskih skupova. Vise o
ciklotomskim diferencijskim skupovima i dokaz sljedece ¢injenice moze se pronaci u

[5]-

Teorem 2.4. Podskupovi konacnog polja F,
° Fg‘*) = {gg4 cxeF,\ {O}}, q=4t> +1, t neparan;
. IF,(Ig) ={2® 1z €F,\{0}}, ¢=8t2+1=64u>+9, t,u neparni

su diferencijski skupovi u aditivnoj grupi polja F, redom s parametrima (g, (q —
1)/4,(q —5)/16) i (¢, (¢ — 1)/8, (g — 9)/64).

Ovi diferencijski skupovi su nam korisni jer su oni multiplikativne podgrupe
polja, odnosno vrijedi sljedeci korolar.

Korolar 2.2. Neka je ¥, konacno polje reda q.

o Ako postoji neparan prirodan broj t, takav da je ¢ = 4t> + 1, tada je F;/F§4)
(q,(¢q—1)/4,(qg —5)/16)-o0grlica u (F,, +).

e Ako postoje neparni prirodani brojevi t,u, takavi da je g = 8t* +1 = 64u® + 9,
tada je IF;/IF((IS) (q,(¢q—1)/8,(q —9)/64)-o0grlica u (F,,+).

Dokaz. Pokazimo da su IF((;Q il ,(18) multiplikativne podgrupe polja [F,.

Za svaki 2% € F((f) vrijedi da je njegov multiplikativni inverz (z71)* jer zbog

komutativnosti vrijedi da je

ot () = wr e e e = 1
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Neka su z# i y* proizvoljni elementi iz F\". Tada vrijedi da je i 2(y*)~! element od

IF¢(14), jer opet zbog komutativnosti vrijedi
iy =2ty = ey ey ey ey = (e

Dakle F 514) je mutiplikativna podgrupa polja. Analogno se pokaze i za IF((JS). Tada po
teoremu 2.3 slijedi tvrdnja korolara. 0

Primijetimo da ovako dobivene ogrlice sadrze cetiri, odnosno osam diferencijskih
skupova, odnosno boja. Moze se pokazati da je za ove dvije klase ¢ uvijek prost
broj, dakle, dobit ¢emo samo ogrlice u ciklickim grupama, a ne i u neciklickim kao
s kvadratnim ostatcima. Vise o tome moze se procitati u [4].

(37,9, 2)-ogrlica iz primjera 2.2 dobivena je pomocu diferencijskog skupa ]F:(;;).
Sljeded¢i primjer daje jos jednu tako dobivenu ogrlicu.

Primjer 2.10

Za g = 101 vrijedi da je ¢ = 4-5% 4+ 1, a 5 je neparan broj. Dakle, IF%)l je
(101, 25, 6)-differencijski skup. Izracunajmo sve ¢etvrte potencije konacnog polja
Zo1 -

1t=1 20=16 | 3'=81 | 4'=54 | 5'=19 | 6"=84 | 7' =78
81=56 | 9'=97 | 10'=1 [ 11"=97 | 121 =31 | 13' =79 | 14 = 36
15* =24 16" =88 | 171 =95 | 182 =37 | 19 =31 | 20 =16 | 21* = 56
220 =37 |23 =71 | 24" =92 | 25" =58 | 26' =52 | 271 =80 | 28* =71
20" =79 | 301 =81 [ 31"=78 | 32 =95 | 33" =80 | 34'=5 | 35" =68
36 =87 | 37 =5 | 381 =92 | 397 =36 | 40" =54 | 41" =84 | 42! =88
431 =152 | 441 =87 | 45" =25 | 46" =25 | 47' =68 | 481 =58 | 49' =24
50* =19 | 517 =19 | 52 =24 | 53* =58 | H4* =68 | 55* =25 | 56* = 25
574 =87 | 581 =52 | 59 =88 | 60? =84 | 61" =54 | 62' =36 | 631 = 92
64' =5 | 65"=87 | 66T=68 | 671 =5 | 681 =80 | 69 =95 | 70 =78
1P =81 | 72=79 | 73* =71 | 74* =80 | 75* =52 | 76" =58 | 77" = 92
780 =71 |79 =37 | 801 =56 | 81' =16 | 82' =31 | 83' =37 | 84' =95
851 =88 | 861 =24 | 871 =36 | 88" =79 | 89* =31 | 90* =97 | 91*' =1
924 =97 | 931 =56 | 94 =78 | 95" =84 | 96" =19 | 97* =54 | 98 =81
99 =16 | 100 =1

Dobili smo dvadeset i pet razlicitih ¢etvrtih potencija, toéno koliko smo i trebali.
Te potencije ¢ine (101, 25, 6)-diferencijski skup D u (Zp1, +):

D = {1,5,16,19,24, 25,31, 36, 37, 52, 54, 56, 58, 68, T8,
78,79, 80,81, 84, 87, 88,92, 95,97}
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Primjenom teorema 2.3 dobijemo i ostale diferencijske skupove koji ¢ine ogrlicu:

2D = {2,3,7,10,11, 15, 32, 35, 38, 41, 48, 50, 55, 57, 59, 61,
62,67,72,73,74,75,83,89,93},

4D = {4,6,9,13,14,17,20,21, 22, 23, 30, 33, 43, 45, 47, 49,
64,65, 70, 76,77, 82, 85, 96, 100},

8D = {8,12,18,26,27, 28,29, 34, 39, 40, 42, 44, 46, 51, 53, 60,
63,66, 69, 86,90, 91,94, 98,99}

Dakle, {D,2D,4D,8D} je (101,25, 6)-ogrlica u (Zo1, +). [ |

Pomocu diferencijskih skupova IE‘((I4) dobijemo jos npr. i ciklicke ogrlice s parame-
trima (197,49, 12), (677,169, 42), (2917, 729, 182), (4357, 1089, 272) (kompjuterskom
pretragom nasao sam ukupno sto pedeset i dvije za ¢ < 10 000 000).

(73,9, 1)-ogrlica iz primjera 2.8 se takoder moze dobiti na ovaj nac¢in kvocijent-
nom grupom iz F%). U [4] se moze vidjeti da najmanja sljedeéa ogrlica dobivena
kao IFZ/IF,(JB) ima parametre (104411704393, 13051463049, 1631432881).

Kao sto smo veé¢ spomenuli, multiplikativa grupa konac¢nog polja je ciklicka.
Za konacnu ciklicku grupu reda n postoji njena podgrupa reda m ako i samo ako
m dijeli n. Stovise, postoji jedinstvena takva podgrupa. O¢ito, ako je w generator
pocetne grupe, onda je wm generator trazene podgrupe. Promatajmo tada dopustive
parametre (v, k, \) gdje je v prosta potencija. Za ne prevelike parametre, koristeéi
gornje ¢injenice mozemo otkriti postoji li (v, k, \)-diferencijski skup koji zadovo-
ljava teorem 2.3. Naime, nademo podgrupu od F} reda k. Ako je ta podgrupa
(v, k, \)-diferencijski skup u (F,,+) tada je teorem 2.3 zadovoljen. U suprotnom,
zbog jedinstvenosti takve podgrupe, teorem ne moze biti zadovoljen za parametre
(v, k, A). Te ¢injenice nam mogu posluziti za kompjutersko trazenje ogrlica. Izvrsio
sam takvo trazenje ciklickih ogrlica, odnosno za prost v. Dobije se da za v < 100 000
sve ciklicke ogrlice koje se mogu dobiti teoremom 2.3 spadaju u jednu od tri ovdje
navedene klase (kvadratnih ostataka, IF¢(14), ]F((]g)).

2.4 Ciklicke ogrlice normaliziranih diferencijskih skupova

Sve do sad pronadene Abelove ogrlice bile su u aditivnim grupama konacnih polja
i sastojale su se od normaliziranih diferencijskih skupova koji se medusobno mogu
dobiti djelovanjem automorfizama. U ovom odjeljku promatrat ¢emo takav slucaj,
ali samo za ciklicke grupe.

Definicija 2.3. Za diferencijske skupove D1 i Dy u grupi (G,+) kaZemo da su
ekvivalentni ako postoji automorfizam o grupe (G, +) i g1, g2 € G takvi da je a(D1+
g1) = Do+ go.
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Skup svih multiplikatora nekog diferencijskog skupa ¢ini grupu i lako se moze
pokazati sljedec¢a ¢injenica.

Lema 2.2. Grupe multiplikatora ekvivalentnih Abelovih diferencijskih skupova su
jednake.

Dakle, za prost broj v i (v, k, A)-diferencijski skup D pokusajmo s njemu ekvi-
valentnim normaliziranim diferencijskim skupovima konstruirati (v, k, A)-ogrlicu u
grupi (Z,,+). Prikazimo to na jednom primjeru.

Primjer 2.11

Skup {2, 6, 12,25, 26,28} je (31,6, 1)-diferencijski skup u Zs;. Taj skup ima do-
pustive parametre i 31 je prost broj, pa pokusajmo pomocu njega konstruirati ogr-
licu od normaliziranih i njemu ekvivalentinih diferencijskih skupova. Negov pripadni
normalizirani translat je D = {1,5,11,24,25,27}. D nije podgrupa od Zj, pa ne
mozemo iskoristiti teorem 2.3, ali ¢emo pokusati provesti malo opcenitiju konstruk-
ciju. Po teoremu 1.9 vidimo da je 5 multiplikator od D. Tada je jasno da je i
svaki element od (5) multiplikator. Moze se vidjeti da su mu to svi multiplikatori,
odnosno (5) je grupa multiplikatora od D. Automorfizmi od (Z,,+) su mnozenje
modulo v. Ako je suma elemenata od D jednaka 0, tada za automorfizam « vrijedi
da je i suma elemenata od a(D) jednaka 0. Dakle, sve ekvivaletne normalizirane
diferencijske skupove od D dobit ¢emo mnozenjem skupa D elementima iz Z3,. Po
lemi 2.2 znamo da je (5) grupa multiplikatora i svakog diferencijskog skupa ekvi-
valentnog skupu D. Iz toga slijedi da je svaki normalizirani diferencijski skup koje
je ekvivalentan s D Sesteroclana unija orbita djelovanja grupe (5) na Zs; (gdje je
djelovanje definirano kao mnozenje modulo 31). To slijedi iz ¢injenice da su nor-
malizirani diferencijski skupovi fiksirani multiplikatorima. Broj 31 je prost pa ¢e
te orbite biti {0} i elementi kvocijentne grupe Z3%, /(5). Svi elementi od Z3, /(5) su
troclani, nasi diferencijski skupovi imaju Sest elemenata, pa se normalizirani dife-
rencijski skupovi sastoje od dva elementa te kvocijentne grupe. Primijetimo da kada
|(5)| ne bi dijelilo k£ nego k — 1, tada ne bismo mogli ovako konstruirati ogrlicu jer
bi svaki skup sadrzavao 0 pa ne bi bili disjunktni. Tako je nas skup D jednak

D = (5) U1L{5).

Multiplikativna grupa konacnog polja je ciklicka, u nasem slucaju generator od Zj3;
je g = 3. Upisimo u tablicu sve elemente od Zj3; kao potencije od 3 i oznac¢imo u
njoj diferencijski skup D.

gt
10319 27192616 17|20 29
gl[) gll g12 913 g14 g15 916 g17 g18 919
25 | 13 | 8 |24 10|30 | 28|22 4 | 12
gQO g21 g22 923 g24 g25 926 g27 g28 929
5 | 15| 14 |11 ] 2 | 6 | 18|23 | 7 | 21
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Grupa (5) je reda 3, pa je
<5> = {903 7g1 3 7g23 } = {90,910,g20},

a diferencijski skup D je

D= <5> U 93<5> — {90,93,910,9137920,923}.

Mnozenje skupa s g™ u tablici se ocituje kao ciklicki pomak u desno za n mjesta.
Zbog toga se poplocavanje Zj, s ekvivalentnim normaliziranim diferencijskim skupo-
vima od D svodi na poplocavanje skupa {0,1,...,29} s translatima (modulo 30)
skupa eksponenata {0, 3,10, 13,20,23}. Skupovi eksponenata uvijek imaju period
ﬁ, gdje je (m) pripadna grupa multiplikatora. U naSem sluc¢aju period je 10,
pa problem mozemo reducirati na poplocavanje skupa {0,1,...,9} s translatima
(modulo 10) skupa {0, 3}. Dakle, zelimo pronaéi brojeve by, bs, ..., bs € {0,1,...,9}
tako da vrijedi

{0+01,04+0bg,...,0+b5,34+b1,3+0bg,...,3+b5} ={0,1,...,9} (mod 10).

Brojevi b; predstavljaju automorfizme, toénije automorfizmi su mnozenje s 3%. Ova]
problem ima dva rjeSenja:

0,2,4,6,8 ¢ 1,3,5,7,09.

Ta rjesenja predstavljaju (31,6, 1)-ogrlice A; i As u grupi (Zs1, +), prikazane u nas-
tavku.

Dy = {1,5,11,24,25,27} Dg = {1,5,17,22,23,25}
D, = {2,10,17,19,22,23} D, ={2,3,10,13,15,19}
Ds = {3,4,7,13,15,20} Ds = {4,6,7,20, 26,30}

D, = {6,8,9,14, 26,30} Do = {8,9,12,14,21,29}
Ds = {12, 16, 18,21, 28, 29} Dio = {11, 16, 18, 24, 27, 28}
Ay = {D1, Dy, D3, Dy, D5} Ay = {Ds, D7, Dg, Dy, Do}

(31,6, 1)-ogrlice A; i As u (Zs1,+)
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Primijetimo da su (31, 6, 1)-ogrlice A; i As jednake ako ih gledamo kao stvarne
ogrlice, odnosno predmet, jer se jedna od druge dobiju okretanjem. To se na slici
oc¢ituje zrcaljenjem, a skupovno mnozenjem s —1. Primijetimo jos da se kvocijentne
ogrlice zrcaljenjem preslikaju same u sebe. [ |

Razmisljanja iz gornjeg primjera sazeli smo u sljede¢oj propoziciji.

Propozicija 2.7. Neka je p prost broj i D (p, k, \)-diferencijski skup u (Z,,+).

Neka je (m) grupa multiplikatora od D takva da |(m)| = r dijeli k. Neka jen = pzl,
g primitivni element od Z, i neka je

D, =g (m)U ¢2(m)U---Ug™*(m)
normalizirani translat od D, pri ¢emu su c1,cq,...,cx € {0,1,...,n —1}. Tada

postoji (p, k, A)-ogrlica nastala od normaliziranih diferencijskih skupova ekvivalentnih
s D ako i samo ako postoje brojevi by, bo, .. ., b% € {0,1,...,n— 1} takvi da

b; — b; # ¢y, — ¢, (mod n)

k

‘r

za sve razlicite i,5 € {1,2,..., %} i razlicite u,v € {1,2,...

Dokaz. 1z razmatranja u primjeru 2.11 vidimo da se ogrlica moze konstruirati ako i
samo ako postoje by, by, ..., br1 takvi da je
A

{C1+b1,cl+b2,...,C1+b%,...,Cé—i‘bl,Cé—i—bQ,...,Cé-'—bk)\;l} ={0,1,...,n—1}.
Gornja skupovna jednakost je zadovoljena ako i samo ako je

¢y +b; ¢, +b; (modn)
za sve razlicite 4,5 € {1,2,..., %} i razlicite u,v € {1,2,..., %} To je ekvivalentno

s
b —b; #cy,+c, (modn)

za sve razlicite 4, j € {1,2,..., 52} i razlicite u,v € {1,2,..., 2}, 0O
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A Tablica poznatih poplocavanja

U prvoj tablici navedene su poznate Abelove (v, k, A)-ogrlice za v < 200. U stupcu
“a” upisan je broj diferencijskih skupova u (v, k, A)-ogrlici, odnosno broj (k —1)/A.
U stupcu “TTP” oznacen je tip diferencijskog skupa i nac¢in na koji je (v, k, \)-ogrlica
konstruirana, gdje oznake imaju sljede¢a znacenja:

e QR(q) - Ogrlica kvadratnih ostataka u kona¢nom polju reda ¢ (odjeljak 2.2,
str. 22).

o IF((;D - Kvocijentna ogrlica ]F;/IF,(f). (str. 27)
o IFég) - Kvocijentna ogrlica ]F(’;/IF((]S). (str. 27)
e % - Ciklicke ogrlice opisane u odjeljku 2.4

U stupcu “OGRLICA” navedena je ogrlica. U slucaju kvocijentnih ogrlica (QR(q),FSf)
i ng)) upisan je samo diferencijski skup koji je multiplikativha podgrupa pomocu
koje se gradi kvocijentna grupa. U slucaju v, upisani su svi diferencijski skupovi
koji ¢ine ogrlicu. Elementi iz Z3 x Z3 x Z3 zapisani su skrac¢eno ((a,b,c) — abc).

[ (v,k,A)Ja] GRUPA | TIP | OGRLICA |
(7,3,1) | 2 Z- QR(7) | {1,2,4}
(11,5,2) | 2 Zn QR(11) | {1,3,4,5,9}
(19,9,4) | 2 Zos QR(19) | {1,4,5,6,7,9,11,16, 17}
(23,11,5) | 2 Zos QR(23) | {1,2,3,4,6,8,9,12,13,16, 18}
(27,13,6) | 2 | Z3 x Zs x Z3 | QR(27) | {001, 221, 022, 211, 121, 021, 020, 102,

110,202,111, 120,100}

(31,6,1) | 5 Zs1 % | {1,5,11,24,25,27} {3,4,7,13,15,20}

{2,10,17,19, 22,23} {6,8,9, 14, 26,30}
{12, 16,18, 21, 28,29}

Zs: * | {1,5,17,22,23,25} {2,3,10,13,15,19}
{4,6,7,20,26,30} {8,9,12,14, 21,29}

{11,16, 18,24, 27, 28}

(31,15,7) | 2 Za1 QR(31) | {1,2,3,4,6,8,12,15, 16, 17, 23,24, 27,
29,30}
(37,9,1) | 4 L3y FY | {1,7,9,10,12,16,26,33,34}
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(v,k,A) | a [ GRUPA |

TIP

|

OGRLICA

(43,21, 10)

2

Ly

QR(43)

{1,4,6,9,10,11, 13, 14, 15, 16, 17, 21, 23, 24,
25,31, 32, 34, 36, 38, 40, 41}

(47,23,11)

Lz

QR(47)

{1,2,3,4,6,7,8,9,12,14,16, 17, 18, 21, 24,
25,27, 28,32, 34, 36, 37, 42}

(59,29, 14)

Z59

QR(59)

{1,3,4,5,7,9,12,15, 16, 17, 19, 20, 21, 22,
25,26, 27, 28,29, 35, 36, 41, 45, 46, 48, 49,
51,53,57}

(67,33,16)

QR(67)

{1,4,6,9,10, 14, 15, 16, 17, 19, 21, 22, 23, 24,
25,26, 29, 33,35, 36, 37, 39, 40, 47, 49, 54, 55,
56,59, 60, 62, 64, 65}

(71,35,17)

{1,2,3,4,5,6,8,9, 10,12, 15, 16, 18, 19, 20,
24,25,27,29, 30, 32, 26, 37, 38, 40, 43, 45, 48,
49,50, 54, 57, 58, 60, 64}

(73,9, 1)

{1,2,4,8,16,32,37, 55,64}

(79,39, 19)

{1,2,4,5,8,9,10, 11, 13,16, 18, 19, 20, 21,
22,23, 25,26,31,32, 36, 38, 40, 42, 44, 45. 46,
49,50, 51,52, 55, 62, 64, 65, 67,72, 73, 76}

(83,41, 20)

{1,3,4,7,9,10, 11, 12, 16, 17, 21, 23, 25, 26,
27,28, 29, 30, 31, 33, 36, 37, 38, 40, 41, 44,
48,49, 51,59, 61, 63, 64, 65, 68, 69, 70, 75,
77,78,81}

(101,25,6)

7}
Fio)

{1,5,16,19,24, 25,31, 36, 37, 52, 54, 56, 58,
68,71,78,79,80, 81, 84, 87,88,92,95,97}

(103,51, 25)

QR(103)

{1,2,4,7,8,9,13,14, 15, 16, 17, 18, 19, 23,
25,26, 28,29, 30, 32, 33, 34, 36, 38, 41, 46, 49,
50,52, 55, 56, 58, 59, 60, 61, 63, 64, 66, 68, 72,
76,79, 81,82,83,91,92,93,97,98, 100}

(107,53, 26)

OR(107)

{1,3,4,9,10, 11, 12, 13, 14, 16, 19, 23, 25, 27,
29,30, 33, 34, 35, 36, 37, 39, 40, 41, 42, 44, 47,
48,49, 52, 53,56, 57, 61, 62, 64, 69, 75, 76, 79,
81,83, 85, 86,87, 89, 90, 92, 99, 100, 101, 102,
105}

(127,63, 31)

QR(127)

{1,2,4,8,9,11,13, 15, 16, 17, 18, 19, 21, 22,
25,26, 30, 31,32, 34, 35, 36, 37, 38, 41, 42, 44,
47,49, 50, 52, 60, 61, 62, 64, 68, 69, 70, 71, 72,
73,74, 76,79,81, 82,84, 87,88, 94, 98, 99,
100,103, 104, 107, 113, 115, 117, 120, 121,
122,124}
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|

(v,k,A) | a [ GRUPA |

TIP

|

OGRLICA

(131,65, 32)

2

ZlSl

QR(131)

{1,3,4,5,7,9,11,12, 13,15, 16, 20, 21, 25,
27,28, 33,34, 35, 36, 38, 39, 41, 43, 44, 45, 46,
48,49, 52,53, 55, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65,
74,75,77,80,81, 84, 89, 91,94, 99, 100, 101,
102, 105, 107, 108, 109, 112, 113, 114, 117,
121,123, 125,129}

(139,69, 34)

QR(139)

{1,4,5,6,7,9,11, 13, 16, 20, 24, 25, 28, 29,
30,31, 34, 35,36, 37, 38,41, 42, 44, 45, 46, 47,
49,51, 52,54, 55,57, 63, 64, 65, 66, 67, 69, 71,
77,78, 79, 80,81, 83, 86, 89, 91, 96, 99, 100,
106,107, 112,113,116, 117, 118, 120, 121,
122,124,125,127,129, 131, 136, 137}

(151,75, 37)

QR(151)

{1,2,4,5,8,9,10, 11, 16, 17, 18, 19, 20, 21,
22,25, 29, 31,32, 34, 36, 37, 38, 39, 40, 42, 43,
44, 45,47, 49, 50, 55, 58, 59, 62, 64, 68, 69, 72,
74,76, 78, 80,81, 84, 85, 86, 88, 90, 91, 94, 95,
97,98, 99,100, 103, 105, 110, 116, 118, 121,
123,124, 125,127, 128, 136, 137, 138, 139,
144, 145, 148}

(163,81, 40)

QR(163)

{1,4,6,9,10, 14, 15, 16, 21, 22, 24, 25, 26, 33,
34, 35,36, 38, 39, 40, 41,43, 46, 47, 49, 51, 53,
54,55, 56, 57,58, 60, 61,62, 64, 65, 69, 71, 74,
77,81, 83, 84,85, 87, 88,90, 91, 93,95, 96, 97,
100,104, 111,113, 115,118,119, 121, 126,
131,132,133, 134, 135, 136, 140, 143, 144,
145,146, 150, 151, 152, 155, 156, 158, 160,
161}

(167,83, 41)

QR(167)

{1,2,3,4,6,7,8,9,11, 12, 14, 16, 18, 19, 21,
22,24, 25, 27,28, 29, 31, 32, 33, 36, 38, 42, 44,
47,48, 49,50, 54, 56, 57, 58, 61, 62, 63, 64, 65,
66,72, 75,76, 77,81, 84, 85, 87, 88,89, 93, 94,
96,97, 98,99, 100, 107, 108, 112, 114, 115,
116,121,122, 124, 126, 127, 128, 130, 132,
133,137, 141, 144, 147, 150, 152, 154, 157,
162}

(179, 89, 44)

Z179

QR(179)

{1,3,4,5,9,12, 13, 14, 15, 16, 17, 19, 20, 22,
25,27,29,31, 36, 39, 42, 43, 45, 46, 47, 48, 49,
51,52, 56, 57,59, 60, 61, 64, 65, 66, 67, 63, 70,
74,75, 76,77,80, 81,82, 83, 85, 87, 88, 89, 93,
95,100, 101, 106, 107, 108, 110, 116, 117, 121,
124,125,126, 129, 135, 138, 139, 141, 142,
144, 145,146, 147, 149, 151, 153, 155, 156,
158,161, 168, 169, 171, 172, 173, 177}
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|

(v,k,A) | a [ GRUPA |

TIP

|

OGRLICA

|

(101,95, 47) | 2

Zlgl

QR(191)

{1,2,3,4,5,6,8,9,10, 12,13, 15, 16, 17, 18,
20,23, 24, 25, 26, 27, 30, 32, 34, 36, 39, 40, 43,
45,46, 48,49, 50, 51, 52, 54, 59, 60, 64, 65, 67,
68,69, 72,75, 77,78,79,80,81, 85, 86, 90, 92,
96,97,98, 100, 102, 103, 104, 107, 108, 109,
115,117, 118,120, 121, 125, 128, 129, 130,
133,134, 135, 136, 138, 144, 147, 149, 150,
153, 154, 156, 158, 160, 162, 163, 169, 170,
172,177,180, 184}

(197,49,12) | 4

{1,16, 23,24, 28,29, 34, 36,37, 40, 42, 49, 51
53,54, 59, 60,61, 63,70, 76, 81, 85, 88, 90,
100,101, 104, 105, 114, 132, 133, 135, 142,
150, 154, 156, 158, 164, 171, 172, 175, 178,
182,187,188, 190, 191, 193}

(199,99, 49) | 2

QR(199)

{1,2,4,5,7,8,9,10, 13, 14, 16, 18, 20, 23, 25,
26,28, 29, 31,32, 33, 35, 36, 40, 43, 45, 46, 47,
49,50, 51,52, 53, 56, 57, 58, 61, 62, 63, 64, 65,
66,70, 72,79,80, 81, 86,89, 90, 91,92, 94, 98,
100,102, 103, 104, 106, 111,112, 114, 115,
116,117,121, 122, 123,124, 125, 126, 128,
130,131,132, 139, 140, 144, 145, 151, 155,
157,158, 160, 161, 162, 165, 169, 172, 175,
177,178,180, 182, 184, 187, 188, 193, 196}

U sljedecoj tablici su primjeri poznatih neabelovih (v, k, A)-ogrlica. Dobiveni su
kompjuterskom pretragom u grupama malog reda.

parametri | (27,13, 6)
grupa | (a,b :a®> =0 =1, ba = ab")
ogrlica | {a,b?, ab® a*b* b3, ab?, b*, a*b*, ab®, a?b°, ab®, ab”, b°}
{a?, b, ab, ab, a®b?, ab®, b°, 0%, a®0°, b7, a?b”, ab®, a®b®}
parametri | (57,8,1)
grupa | (a,b : a®> = b =1, ba = ab")
ogrlica | {a,b,a* b? ab?, ab' b'3 b1%}

{ab, ab5, aQbG, (I2b13, b15, a2bl4, ab15, CLb18}
{a2b7 a2b7, a2b8, ab97 ablZ, 514, ab14, a2b16}
{ab27 b47 a2b3, b9’ a2b9, bll’ b12, a2b18}

{b3, a2b2, b5, b8’ a2b10, a2bll7 ab", a2b17}
{ab37 b6, abG, abS, b107 blﬁ, a2615, 517}
{a2b47 a2b5, b?7 CLb7, ab”, a2b12, ab13’ ablG}
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