SFERNA I HIPERBOLICKA TRIGONOMETRIJA

IVA KAVCIC! I VEDRAN KRCADINAC?2

1. UvoD

Osnovna zadaca trigonometrije je odredivanje nepoznatih veli¢ina
trokuta iz zadanih veli¢ina. U pravokutnom trokutu s katetama duljine
a i b, hipotenuzom duljine ¢ i kutovima mjere « i § vrijedi

coso = —, cosﬁzg. (1)
c c

S pomocu tih relacija mozemo izracunati duljinu katete iz duljine hipo-
tenuze i mjere prilezeceg kuta, a s pomocu relacija

b
Sina:g, sinf = - (2)
c c

iz mjere nasuprotnog kuta. Relacije koje povezuju duljine dviju kateta
s mjerama kutova su

a b
tga:ctgﬁ:Z, tgﬂ:ctgozza. (3)

Pravokutni trokut odreden je jednim svojim ostrim kutom do na
slicnost, a omjeri njegovih stranica jednoznacno su odredeni. Zato su
ove relacije zapravo definicije trigonometrijskih funkcija za kutove iz
intervala (0, 7). Poznatom konstrukcijom namatanja brojevnog pravca
na kruznicu prosirujemo ih do funkcija definiranih na R.

Prema nedavno objavljenom radu [8], trigonometrijske probleme rje-
Savali su jos stari Babilonci u 18. stolje¢u prije nove ere. Ipak, otkrice
trigonometrije obi¢no se pripisuje starogréckim matematicarima iz 2.
stoljeca prije nove ere [11]. Zbog primjena u astronomiji, u tom raz-
doblju veé su bili poznati trigonometrijski identiteti za trokute na sferi
(vidi sliku 1). Kao ilustraciju primjena trigonometrije u astronomiji
i drugdje, upuéujemo citatelja na [1] i [6]. Zbroj kutova ravninskog
trokuta jednak je 7, a sfernog trokuta je ve¢i od m. Mnogo kasnije, u
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SLIKA 1. Sferni trokut.

19. stolje¢u, otkrivena je hiperbolicka geometrija [2] u kojoj je zbroj
kutova trokuta manji od 7.

U ovom clanku izvest ¢emo trigonometrijske identitete za sferni i
hiperbolicki trokut koristec¢i se modelima sfere i hiperbolicke ravnine u
vektorskom prostoru R3. Vidjet éemo sli¢nosti i razlike prema klasiénoj,
euklidskoj trigonometriji. Izvedene formule dat ¢e nam informacije o
nekim svojstvima geometrije na sferi i u hiperboli¢koj ravnini. Clanak
je nastao iz diplomskog rada [5].

2. MODEL SFERE I HIPERBOLICKE RAVNINE

Skup uredenih trojki realnih brojeva R? je uz operacije zbrajanja po
koordinatama i mnozenja realnim brojem trodimenzionalni vektorski
prostor. Standardni skalarni produkt vektora x = (xy,2z9,23) 1y =
(Y1, Y2, y3) je (x,y) = T1y1 + Tays + x3y3. S pomocu skalarnog produkta

definiramo duljinu vektora ||z|| = /(x, z) i kut izmedu vektora
(=)
A(z,y) = cos ™t L
’ ]| - flyl]
Ovdje cos™! oznacava inverznu funkciju kosinusa, tj. arkus kosinus.

Tako ¢emo oznacavati i druge inverzne funkcije. Vektorski produkt
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x X y racunamo razvojem determinante

€1 €2 €3
r1 T2 I3
o Y2 Y3

po prvom retku, u kojem su vektori standardne baze e; = (1,0,0),
€y = (0, 1,0) i €3 = (0,0, 1)

Jedinicna sfera sa sredistem u ishodistu je skup svih vektora duljine
jedan: S? = {z € R?*| ||z|]| =1}. Ulogu pravaca na sferi igraju ve-
like kruznice, tj. presjeci sfere s ravninama kroz ishodiste. Svake dvije
tocke A, B € S? leze na jedinstvenoj velikoj kruznici, presjeku sfere i
ravnine s jednadzbom (A x B, x) = 0, kojoj je vektor normale A x B.
Iznimka je slucaj kad su A i B antipodalne tocke, tj. B = —A. Tada
je A x B nulvektor i imamo beskona¢no mnogo velikih kruznica kroz
A1 B. Dualno, presjek svake dvije velike kruznice je par antipodalnih
tocaka sfere. Identificiranjem antipodalnih tocaka dobivamo projek-
tivnu ravninu; u njoj kroz svake dvije tocke prolazi jedinstveni pravac
i svaka dva pravca sijeku se u jedinstvenoj tocki. Uoc¢imo da u pro-
jektivnoj ravnini i na sferi ne postoje paralelni pravci, odnosno velike
kruznice.

Udaljenost tocaka na sferi ne podudara se s udaljenoséu u R3. Tocke
A i B dijele veliku kruznicu na kojoj leze na dva luka. Udaljenost
izmedu A i B je duljina kraceg od ta dva luka i racunamo je po formuli

d(A, B) = cos (A, B). (4)

Sferni trokut zadan je trima toc¢kama A, B, C' € S? koje su nekoline-
arne, tj. ne pripadaju istoj velikoj kruznici. Duljine njegovih stranica
sua = d(B,C), b=d(A,C)1ic = dA, B). Mjere njegovih kutova
odgovaraju mjerama kutova izmedu normala ravnina u kojima leze
velike kruznice AB, AC' i BC. Mjera kuta pri vrhu A je

o — cou-! (Ax B,AxC) | (5)
[Ax B - [[Ax ]
a tako racunamo i kutove (i .

Model hiperbolicke ravnine mozemo izgraditi analogno, kao sferu
imaginarnog polumjera i = v/—1. Za to trebamo modificirati stan-
dardni skalarni produkt na R*® promjenom predznaka zadnjeg pribroj-
nika: (x,y) = x1y1 +x2ys — x3y3. Vektorski prostor s takvim skalarnim
produktom nazivamo prostorom Minkowskog ili Lorentzovim prostorom.
On predstavlja prirodnu prostorno-vremensku geometriju Einsteinove
specijalne teorije relativnosti [3]. Dok je standardni skalarni kvadrat
(x,z) nenul vektora x uvijek pozitivan, u prostoru Minkowskog moze
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SLIKA 2. Hiperbolicki trokut.

biti pozitivan, nula ili negativan. U prvom sluc¢aju kazemo da je x
prostorni vektor, u drugom je svjetlosni vektor (npr. x = (1,0,1)),
a u tretem vremenski vektor (npr. z = e3 = (0,0,1)). Duljina
l|z|| = v/ {x, x) prostornog vektora je pozitivan realan broj, svjetlosnog
vektora je nula, a vremenskog vektora imaginarni broj oblika rv/—1
za r > 0. Vektorski produkt u prostoru Minkowskog takoder treba
modificirati promjenom predznaka zadnje koordinate; racunamo ga kao
determinantu
€1 €9 —e€3

TXY=|I1 Ty T3

Y1 Y2 Ys
Tocke hiperbolicke ravnine ¢ine svi vektori duljine ¢ s pozitivhom
trecom koordinatom: H? = {z € R® | ||z|| = ¢, 3 > 0}. To su
vektori iz R? koji leze na gornjoj plohi dvoplosnog hiperboloida % +
13 — 22 = —1 (vidi sliku 2). Pravci u H? su presjeci hiperboloida s

ravninama kroz ishodiste, kao i velike kruznice sfere S?. Takva ravni-
na sijece hiperboloid ako i samo ako joj je vektor normale prostorni.
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Pokazuje se da je za svaka dva vremenska vektora njihov vektorski
produkt prostorni. Zato kroz svake dvije tocke A, B € H? prolazi
jedinstveni pravac, presjek hiperboloida s ravninom (A x B,x) = 0.
Ogranicili smo se na gornju plohu hiperboloida da izbjegnemo parove
tocaka oblika B = —A, koji bi imali beskona¢no mnogo spojnica. To
je analogno identificiranju antipodalnih tocaka sfere.

Kljuéno svojstvo po kojem se H? razlikuje od euklidske ravnine
je bogatija struktura paralelnih pravaca. Pravci odredeni ravninama
(ny,z) = 01 (ng,x) = 0 sijeku se ako i samo ako je vektorski produkt
ny X ng vremenski. Ako je n; X my svjetlosni vektor kazemo da su
pravci paralelni, a u sluc¢aju kad je ny X ny prostorni vektor zovemo ih
ultraparalelnim. Sva tri slucaja moguci su za prostorne vektore nq i
ns, a paralelni i ultraparalelni pravci nemaju zajednickih tocaka u H2.
Vidjeli smo da se na sferi i u projektivnoj ravnini svaka dva pravca
sijeku. FEuklidsku ravninu karakterizira poznati Euklidov peti postu-
lat: za svaki pravac £ i tocku T koji nisu incidentni, postoji jedinstveni
pravac kroz T koji ne sijece £. U hiperbolickoj ravnini H? postoji
beskonacno mnogo pravaca kroz T koji ne sijeku ¢. Dva od njih su
paralelni s £, a ostali su ultraparalelni.

Udaljenost tocaka u H? razlikuje se od udaljenosti u R3, ali i od
euklidske duljine luka hiperbole izmedu A i B koju vidimo na slici 2.
Duljinu tog luka treba izracunati u metrici izvedenoj iz skalarnog pro-
dukta u prostoru Minkowskog. Pokazuje se da udaljenost tocaka A, B €
H? racunamo po formuli

d(A, B) = ch *(—(A, B)). (6)

Ovdje se pojavljuje inverzna funkcija kosinusa hiperbolnog ch x = %(er—i-

e~"). Ostale hiperbolne funkcije su sinus hiperbolni shz = $(e* —e™®),
shz

tangens hiperbolni thz = 5= i kotangens hiperbolni cthx = gﬁ—ﬁ
Hiperbolne funkcije imaju slicna svojstva kao odgovarajuce trigonome-
trijske funkcije, a s njima ih povezuje Eulerova formula e = cosx +
isinz. Iz nje slijedi da je ch(iz) = cos z, sh(ix) = isinz, th(ix) = itgx
te cthaz = —ictgx. Mjere kutova hiperbolickog trokuta racunamo po
istoj formuli (5) kao za sferni trokut. Buduéi da su A, B i C vre-
menski vektori, njihovi vektorski produkti su prostorni i duljine su im
realni brojevi. Razlomak na koji primjenjujemo cos™! uvijek pripada
intervalu [—1, 1], u prostoru Minkowskog kako i u R? sa standardnim
skalarnim i vektorskim produktom.
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3. TEOREM O KOSINUSU

Relacije (1) — (3) odnose se na pravokutni trokut. Elemente opcéeg
trokuta povezuje poznati teorem o kosinusu, koji u euklidskoj ravnini
glasi

& =a®+b* — 2abcos. (7)
Analogne formule vrijede za cosa i cos 3. Ovu relaciju mozemo pro-

matrati kao generalizaciju Pitagorina teorema na trokute koji nisu pra-

vokutni. Vidimo da je v = 7 ako i samo ako vrijedi c? = a®>+ V% Evo

kako glasi teorem o kosinusu za sferne i hiperbolicke trokute.
Teorem 3.1. U sfernom trokutu vrijedi
cosc = cosacosb + sinasinbcosy. (8)

U hiperbolickom trokutu vrijed:

che=chachb—shashbcosn. 9)
Dokaz. Na sferi po formuli (4) vrijedi cosa = (B,C), cosb = (A,C)
i cosc = (A, B), a po formuli (5) je cosy = %. Brojnik

mozemo izracunati iz sljedec¢eg identiteta za standardni skalarni i vek-
torski produkt u R, ¢iji se dokaz nalazi u knjizi [9] na str. 85-86:

(xxy,zxw):<x,z><y,w)—<x,w><y,z>. (10)
Uvrstavanjem z = z = C, y = A i w = B slijedi (C x A,C x B) =
cos c—cos acosb. Za izraze u nazivniku koristimo Lagrangeov identitet,
koji dobijemo uvrstavanjem z = z i w =y u (10):

lz < yl* = ll2l?[lyll* — {z,v)*.
Slijedi ||C' x Al| = V1 —cos?b=sinbi |C x B|| = sina. Uvrstavanjem

u izraz za cos~y dobivamo sferni teorem o kosinusu (8).

Stranice hiperbolickog trokuta zadovoljavaju cha = —(B, C), chb =
—(A,C)ichc= —(A, B), aizraz za cos~y je isti. U prostoru Minkowskog
identitet koji odgovara (10) glasi

(z Xy, 2 xw) = (z,w)y,2) — (z,2)(y,w),

a Lagrangeov identitet glasi

lz < yl* = (z,9)* = [l2|*[lylI*.

Koristeéi se tim identitetima i sa ch?z — sh®x = 1, na isti nacin
izvodimo hiperbolicki teorem o kosinusu (9). O

Iz prethodnog teorema slijedi sferni i hiperbolicki Pitagorin teorem.



SFERNA I HIPERBOLICKA TRIGONOMETRIJA 7

Teorem 3.2. U sfernom trokutu je v = 5 ako 1 samo vrijedi

COS ¢ = CoS a cos b.

U hiperbolickom trokutu je -y = 5 ako 1 samo vrijeds
chec=chachb.
Dokaz. Uocimo da je v = 7 ekvivalentno sa cosy = 0. U

Sad mozemo izvesti sfernu i hiperbolicku verziju relacije (1). Za
pravokutni trokut kosinus kuta izrazava se kao omjer prilezece katete i
hipotenuze, ali u sfernom sluc¢aju na brojnik i nazivnik treba primijeniti
tangens, a u hiperbolickom slucaju tangens hiperbolni.

Teorem 3.3. U sfernom trokutu s kutom y = 5 vrijedi

tgb tga
cosa = —, cos = —.
tgc tgc
U hiperbolickom trokutu s kutom v = 5 wvrijedi
thb tha
cosa = —, cosff = —.
the the

Dokaz. 1z sfernog teorema o kosinusu 3.1 i Pitagorina teorema 3.2 slijedi

cosa — cosb cosc  cosa—cosa cos’b  cosa(l — cos®b)
cos & = : . = : : = : :
sin b sin ¢ sinb sin ¢ sinb sin ¢

ta2 : cosc o} sin b
cosasin®b  cosasinb g5 sinb g tgh

sinb sin ¢ sin ¢ sin ¢ sine o
cosc

Tako dobivamo i formulu za cos 3, a u hiperbolickom sluc¢aju umjesto
trigonometrijskih u svakom koraku imamo hiperbolne funkcije. O

4. TEOREM O SINUSIMA

Drugi poznati trigonometrijski identitet za op¢i trokut je teorem o

sinusima:
a b c

(11)

Geometrijska interpretacija ovog omjera je promjer trokutu opisane
kruznice ili 3—?5, gdje je P povrsina trokuta. Identitet mozemo izvesti

iz teorema o kosinusu.

sina sinf  siny’

Teorem 4.1. U sfernom trokutu vrijedi

sina sin b sin ¢

= = ) 12
sinaw  sinf3  sinvy (12)
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U hiperbolickom trokutu vrijedi
sha sho  she

(13)

sina  sinf  siny’
Dokaz. 1z hiperbolickog teorema o kosinusu 3.1 te identiteta cos? x +
sin?z =11 ch?z —sh®z = 1 slijedi
2
o 9 chachb—che
sin®y cos” 7y ( Lashh
sh®ash®b — ch’ach®b+ 2chachbche—ch’c

sh? ash®b
_ (ch’a—1)(ch®b—1) —ch®*ach®’b+2chachbche —ch’c
B sh? ash?b B
1 —ch?a —ch?b—ch®c+2chachbche
B sh?ash?b ‘

. 2 . . . . . .
Omjer SSh—QCW izrazava se kao izraz simetrican u a, b i c:

sh?ash?bsh?c
1—ch?a—ch®b—ch®c+2chachbche’

.. e 7. . . 2 . 2
Isti izraz dobili bismo racunanjem shZa 3 shob
sin“ sin” 37

pa se ta tri omjera
sina  sin?b : sin®c
sin a’ sin?f3 ~ sin®~y

podudaraju. U sfernom trokutu rac¢unanjem omjera
dobijemo izraz

sin? a sin? bsin? ¢

1 —cos?a — cos?b — cos?c+ 2cosacosbeosc’

a2 b2 ; c2
sina’ sin?f © sin?7y

4a*b*c?
2(a?b? + a’c + b*c?) —a* — bt —

a u euklidskom trokutu omjeri jednaki su

Nazivnik zadnjeg izraza je 16P, sto se vidi iz Heronove formule za

povrsinu trokuta P = /s(s — a)(s — b)(s — ¢), gdje je s = L+ polu-

opseg. 0

Iz teorema o sinusima lako se izvodi sferna i hiperbolicka varijanta
relacije (2).

Teorem 4.2. U sfernom trokutu s kutom v = 3 vrijedi
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U hiperbolickom trokutu s kutom v = 5 vrijeds

. sha n 3 shb

sinaw = — sinff = —.

she’ she
Dokaz. Slijedi direktno iz (12) i (13) zato $to je siny = 1. O
Konacno, iz tgx = Ct}gw = i‘O‘;‘fc te teorema 3.2, 3.3 i 4.2 vidimo kako

glasi sferna i hiperbolicka varijanta relacije (3).

Teorem 4.3. U sfernom trokutu s kutom y = 5 vrijedi
1 t 1 tgb
ctga  sinb ctgS  sina
U hiperbolickom trokutu s kutom v = 5 wvrijedi
; 1 tha te 3 1 tho
o = = — = = —.
& ctea  shb’ & ctgS  sha

Hiperbolicku geometriju otkrili su nezavisno njemacki matematicar
Carl Friedrich Gauss (1777.-1855.), ruski matematicar Nikolaj Ivanovic
Lobacevski (1793.-1856.) i madarski matematicar Janos Bolyai (1802.—
1860.). Bolyai je uocio da mnozenjem relacija (11), (12) i (13) s 27 u
brojniku dobivamo izraze za duljinu kruznice. U euklidskoj ravnini
duljina kruznice polumjera r racuna se po poznatoj formuli O(r) =
27tr. Na sferi vrijedi formula O(r) = 27 sinr, a u hiperbolickoj ravnini
O(r) = 2w shr. Tako je dobio univerzalni iskaz teorema o sinusima: u
svakom euklidskom, sfernom i hiperbolickom trokutu vrijedi

Ofa) _ O() _ O(c)

sina sinf  siny’
Rijecima, omjer sinusa kuta i duljine kruznice kojoj je polumjer na-
suprotna stranica trokuta je konstantan.

Dokaz formula za duljinu kruznice nalazi se u knjizi [4] na str. 407
408. U euklidskoj ravnini duljina kruznice proporcionalna je njezi-
nom polumjeru. Zbog svojstva sinr < r za r > 0, duljina kruznice
na sferi manja je od duljine euklidske kruznice odgovarajuceg polu-
mjera i omedena je odozgo s duljinom velike kruznice 27w. S druge
strane, duljina hiperbolicke kruznice raste eksponencijalno s r i veca
je od odgovarajuce euklidske kruznice. Tako se u diferencijalnoj ge-
ometriji zakrivljenost plohe moze odrediti “iznutra” (Gaussov Theo-
rema Egregium, vidi poglavlje 4C knjige [7]). Sfera ima pozitivnu za-
krivljenost, hiperbolicka ravnina negativnu, a zakrivljenost euklidske
ravnine je nula.
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5. DUALNI TEOREM O KOSINUSU

Na kraju ¢emo dokazati trigonometrijski identitet u sfernoj i hiper-
bolickoj geometriji koji nema ekvivalenta u euklidskoj geometriji. S
pomocu teorema o kosinusu (7), (8) i (9) iz duljina stranica trokuta a,
b, ¢ mozemo izracunati mjere njegovih kutova «, 3, v. Obrnuto, ako su
zadane mjere kutova «, (3, v euklidskog trokuta, ne mozemo izracunati
duljine njegovih stranica jer je trokut odreden samo do na slicnost. U
sfernoj i hiperbolickoj trigonometriji ipak imamo formule koje nam to
omogudcuju.

Teorem 5.1. U sfernom trokutu vrijedi
cosy = — cos acos 3 + sin asin 3 cos c. (14)
U hiperbolickom trokutu vrijed:

cosy = —cosacos 3+ sinasinFche. (15)

Dokaz. Spustimo visinu iz vrha C' na nasuprotnu stranicu (slika 3).
Neka je njezino noziste N, duljina v i neka dijeli nasuprotnu stran-
icu na dijelove duljine ¢; i ¢p. U sfernom trokutu iz Pitagorina teo-
rema 3.2 primijenjenog na pravokutne trokute BNC i ANC slijedi
COS @ = COS €1 COSV 1 cosb = cos ¢y cosv. Pomnozimo te dvije jednadzbe
medusobno i sa cos ¢, koji s lijeve strane raspisemo po adicijskoj formuli
cos(c1 + ¢3) = oS €1 €os ¢ — sin ¢q sin ¢y:

cos a cos b(cos ¢1 cos ¢ — sin ¢; 8in ¢3) = €08 ¢1 COS Cy cos? v cos c.
URT . e . 2 L2
Podijelimo sa cos ¢ cos ¢y 1 zamijenimo cos” v sa 1 — sin” v:

cosacosb(l —tgeitgey) = (1 —sin®v) cosc.

B C1 N Co A

SLIKA 3. Dokaz dualnog teorema o kosinusu.
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Sad izmnozimo zagrade i preslozimo jednadzbu ovako:
_ .2
cosacosb — cosc = cosacosbtgcy tgcy — sin” v cosc.
Izraz na lijevoj strani raspiSemo po teoremu o kosinusu 3.1:
—sinasinbcosy = cosacosbtg ¢ tgco — sin v cosc.

Podijelimo sa — sin a sin b, pa dobijemo

tgey tgey,  sinv sinw

cosy = - COS C.

tga tgb sina  sinb
Na kraju primijenimo teoreme 3.3 i 4.2 na pravokutne trokute BNC' i
ANC, pa dobijemo relaciju (14).

Dokaz je za hiperbolicki trokut analogan, samo se koristimo hiper-
bolickim verzijama teorema i adicijskom formulom

ch(c; 4 ¢2) = chey cheg + sheg shes.
O

Analogni dokaz mozemo provesti i u euklidskoj ravnini, ali dobijemo
relaciju koja ne ukljucuje duljine stranica (zapravo je to dokaz adicijske
formule za sinus). Osim klasi¢énih teorema o sukladnosti SKS, KSK,
SKK i SSK~, za sferne i hiperbolicke trokute vrijedi i teorem o suklad-
nosti KKK. Dva trokuta koji se podudaraju u sva tri kuta su sukladna,
a sliéni trokuti ne postoje. Citatelje koji se Zele bolje upoznati s ovim
neobi¢nim geometrijama upuéujemo na knjige [4], [9] i [10].
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