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Polarni prostori

V. Krcadinac, 2012./2013., 60 sati.

Polarni prostori opisuju geometriju vektorskog prostora sa seskvilinearnom
ili kvadratnom formom na slican nac¢in kao sto projektivni prostori opisuju
geometriju vektorskog prostora. Cilj kolegija je ponovniti osnove n-dimenzio-
nalne projektivne geometrije, temeljito obraditi polarne prostore i objasniti
ideje dijagramske geometrije i zgrada (buildings).

Uvod u projektivnu geometriju temeljit ¢emo na knjizi [1]. Ponovit ¢emo
aksiomatski i analiticki pristup projektivnoj geometriji i obraditi kvadratne
skupove. Polarne prostore obradit ¢emo koristedi se knjigama [3] i [4]. Objas-
nit ¢emo klasifikaciju polariteta, seskvilinearnih i kvadratnih formi, Bueken-
hout-Shultove aksiome i generalizirane cetverokute. Posebnu paznju posvetit
¢emo konacnom slucaju. Titsov rezultat o klasifikaciji polarnih prostora
ranga veceg ili jednakog 3 obradit ¢emo bez dokaza. Na kraju ¢emo uklo-
piti projektivne i polarne prostore u dijagramsku geometriju i teoriju zgrada,
koristedi se dijelovima knjige [2].

Ovisno o broju studenata, polaganje ispita predvida se kroz individu-
alne projektne zadatke (izlaganje na znanstvenom seminaru ili pisani rad),
klasiéni usmeni ispit ili kombinaciju oba pristupa. Za studente koji se bave
ovim podru¢jem originalni znanstveni rad povezan s temom kolegija moze
zamijeniti polaganje ispita.
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Polar spaces

V. Krcadinac, 2012./2013., 60 hours.

Polar spaces describe the geometry of vector spaces with a sesquilinear or
quadratic form in a similar way as projective spaces describe the geometry of
vector spaces. The goal of this course is to review the basics of n-dimensional
projective geometry, thoroughly cover polar spaces, and explain the main
ideas of diagram geometry and buildings.

The introduction to projective geometry will be based on the book [1].
We will review the axiomatic and the analytic approach to projective spaces
and cover quadratic sets. For polar spaces, the books [3] and [4] will be used.
We will explain the classification of polarities, sesquilinear and quadratic
forms, the Buekenhout-Shult axioms, and generalized quadrangles. We will
pay special attention to the finite case. Tits’ result about the classification
of polar spaces of rank greater than or equal to 3 will be covered without
a complete proof. Finally, we will shed some light on projective and polar
spaces as part of diagram geometry and the theory of buildings, using parts
of the book [2].

Depending on the number of students, the exam will be based on individ-
ual project assignments (scientific seminars or written essays), a classic oral
exam or a combination of both approaches. For students doing research in
this field, an original scientific paper related to the topic of the course can
replace the exam.
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1 Projektivni prostori




1.1 Analiticki pristup

Definicija 1.1. Projektivni prostor PG(n, F') je vektorski prostor V' dimen-
zije n + 1 nad poljem F (ne nuzno komutativnim). Tocke su jednodimen-
zionalni potprostori od V', pravci su dvodimenzionalni potprostori od V', a
ravnine su trodimenzionalni potprostori od V. Opcenito, k-dimenzionalni
projektivni potprostor (k-ravnina) od PG(n, F') je potprostor od V' dimenzije
kE+1.

Incidencija projektivnih potprostora definira se preko inkluzije potpros-
tora od V. Naprimjer, kazemo da tocka T' lezi na pravcu p ako je odgovarajuci
jednodimenzionalni potprostor od V' sadrzan u odgovaraju¢em dvodimen-
zionalnom potprostoru od V.

Propozicija 1.2 (Aksiom o pravcima). Kroz svake dvije tocke prolazi jedin-
stvent pravac.

Dokaz. Svaka dva jednodimenzionalna potprostora od V razapinju jedin-
stveni dvodimenzionalni potprostor od V. O

Propozicija 1.3 (Veblen-Youngov aksiom). Neka su A, B, C, D ¢etiri tocke
takve da pravac AB sijece pravac CD. Onda i pravac AC' sijece pravac BD.

B

Slika 1: Veblen-Youngov aksiom.

Dokaz. Neka je A = (a), B = (b), C ={(c) i D = (d), pri ¢emu su a, b, c,d €
V. Tada je AB = {aa+pb| a,f € F} i CD = {yc+4dd | v,6 € F}.
Buduéi da se AB i CD sijeku, postoje a, 3,7, € F koji nisu svi nula takvi
da je aa + b = vc + dd. No tada vektor aa — y¢ = dd — (b razapinje
jednodimenzionalni potprostor od V' koji je sjeciste pravaca AC'i BD. [



Propozicija 1.4. Na svakom pravcu lezZe bar tri tocke.

Dokaz. Pravac kao dvodimenzionalni potprostor od V sadrzi dva linearno
nezavisna vektora a i b. Lako se provjeri da su (a), (b) i (a + b) tri razlicite
tocke na tom pravcu. O]

Propozicija 1.5. Ako je n > 2, postoje bar dva pravca.

Dokaz. Vektorski prostor V' je dimenzije n + 1 > 3 i ima bar dva dvodi-
menzionalna potprostora. Naprimjer, ako su a,b,c € V linearno nezavisni,
mozemo uzeti potprostore (a, b) i (a, c). O

Definicija 1.6. Uredenu m-torku tocaka (Ay, ..., Ay) sa svojstvom da nikoje
tri uzastopne tocke nisu kolinearne nazivamo m-terovrhom. Uredaj shvaé¢amo
ciklicki (trojke Ap—1, Am, A1 1 Ay A1, Ay smatramo uzastopnim), a m-terovrh
zapisujemo bez zagrada i zareza: AjAs -+ Apy,.

Za trovrhe A1AsAs i B1ByBs kazemo da su centralno perspektivni ako
spojnice odgovarajucih vrhova, A; By, Ay By i A3 B3, prolaze jednom tockom O.
Tu tocku zovemo centrom perspektiviteta. Za trovrhe kazemo da su osno per-
spektivni ako se odgovarajuce stranice sijeku: Ay Az N BoBy = P, AjA3 N
B1Bs = (@, AjA; N B1By = R, i ako tocke P,(Q, R leze na jednom pravcu o.
Taj pravac zovemo os perspektiviteta.

Teorem 1.7 (Desargues). Ako su dva trovrha centralno perspektivni, onda
su oni i 0sno perspektivona.

Slika 2: Desarguesov teorem.



Dokaz. Neka su A; = (a;) 1 B; = (b;), za neke a;,b; € V, i = 1,2,3. Tocka
O = (0) lezi na pravcima Ay By, AyBy 1 A3Bs. Zato postoje oy, as, asz, (1,
62, ﬁg € F takvi da je 0= a1 + 61[)1 = QiaGo + ﬁsz = azaz + ﬂ3b3. Iz toga
slijedi p = agay — agas = B3bs — Pabe, pa je tocka P = (p) sjeciSte pravaca
AsAs 1 ByBs (iz Veblen-Youngova aksioma primijenjenog na tocke As, Bs,
Az, Bj takoder slijedi da se ti pravei sijeku). Analogno vidimo da se pravci
A1Asz i ByBj sijeku u tocki Q = (¢) za ¢ = ana; — azaz = Psbs — by, a
pravci A1A2 i BlBQ u tocki R = <7”> ZaT = 11 — Qg = 62()2 - 61[)1. Tocke
P, @), R su kolinearne jer su vektori p, q,r linearno zavisni; naime, vrijedi
p—q+r=0. O]

U prostorima dimenzije n > 3 Desarguesov teorem moze se dokazati
geometrijski, bez koristenja linearne algebre (vidi dokaz teorema 1.29).

Definicija 1.8. Za Sesterovrh Ay AsA3A4A5Ag kaZemo da je Paposov ako
tocke Ay, Az, As leZe na pravcu p, tocke As, Ay, Ag leZe na praveu q 1 ako se
niti jedan od vrhova ne podudara sa sjecistem pravaca p i q.

Teorem 1.9 (Paposov teorem). Polje F' je komutativno ako i samo ako u
prostoru PG(n, F) za svaki Paposov Sesterovrh Ay Ay A3A4AsAg vrijedi da se
parovi nasuprotnih stranica sijeku u trima kolinearnim tockama, tj. da tocke

P=A1ANAA5, Q = AsAsNA5Ag 1 R = A3A, N AgAy leZe na praveu.

As

Slika 3: Paposov teorem.

Zadaci

Zadatak 1.1. Nadite primjer polja F' u kojem mnoZenje nije komutativno.
Postogi li konacno polje F' s nekomutativnim mnoZenjem?



Zadatak 1.2. Ako je I’ =TF, konacno polje s q elemenata, koliko u prostoru
PG(n, F) ima toc¢aka, pravaca, ..., k-ravnina?

Zadatak 1.3. Dokazite Paposov teorem.

1.2 Aksiomatski pristup

Projektivnu ravninu definiramo kao incidencijsku strukturu (tocke, pravci,
incidencija) koja zadovoljava sljedece aksiome:

(Py) kroz svake dvije tocke prolazi jedinstveni pravac,
(P,) svaka dva pravca sijeku se u jedinstvenoj tocki,

(P;) na svakom pravecu leze bar tri tocke; postoje bar dva pravca.

Propozicija 1.10. Ako je skup tocaka i skup pravaca projektivne ravnine
konacan, onda postoji prirodan broj q > 2 takav da vrijedi:

1. na svakom pravcu lezi ¢ + 1 tocaka,

2. kroz svaku tocku prolazi ¢ + 1 pravaca,
3. ukupan broj tocaka je ¢* + q+ 1,

4. ukupan broj pravaca je ¢*> +q + 1.

Dokaz. Skup pravaca koji prolaze kroz tocku T oznacavamo [T, a skup
tocaka koje leze na pravcu p oznacavamo [p|. Za bilo koja dva pravca py,
pe zbog aksioma (P3) postoji tocka C' koja ne lezi niti na jednom od njih.
S pomocu tocke C' mozemo uspostaviti bijekciju izmedu skupova [p1] i [pa]:
tocki T' € p; pridruzimo sjeciste pravaca C'T' i py (to je centralno projiciranje
s centrom C'). Na slican na¢in uspostavljamo bijekciju izmedu skupova [T]
i [T3], odnosno [T] i [p]. Prema tome, u konacnom sluc¢aju postoji priro-
dan broj ¢ > 2 takav da je card[T] = card[p] = ¢ + 1 za svaku tocku T i
za svaki pravac p. Da bismo prebrojili koliko ukupno ima tocaka uzmemo
¢vrstu tocku Tp; na svakom od ¢ + 1 pravaca kroz Ty osim te tocke lezi jos ¢
tocaka. Zato je ukupan broj tocaka (¢+1)g+1 = ¢*+¢+1, a zbog dualnosti
to je i ukupan broj pravaca. O]

Broj ¢ nazivamo redom projektivne ravnine. Sve poznate konacne pro-
jektivne ravnine imaju red koji je prim potencija, ali nisu sve izomorfne
klasi¢noj projektivnoj ravnini PG(2,q) (to je oznaka za PG(2,F) kada je
F =T, kona¢no polje).

Aksiome projektivnog prostora dobivamo oslabljivanjem zahtjeva (P), tj.
zamjenom s Veblen-Youngovim aksiomom:



(Py) ako su A, B, C, D cetiri tocke takve da pravac AB sijece pravac C'D,
onda i pravac AC' sijece pravac BD.

U projektivnoj ravnini to je ispunjeno jer se svaka dva pravca sijeku. Opcéenito
mogu postojati pravci koji se ne sijeku — zovemo ih mimoilaznim ili mimo-
smjernim pravcima (u projektivnoj geometriji nema paralelnih pravacal). U
apstraktnom projektivnom prostoru P (incidencijskoj strukturi koja zadovo-
ljava aksiome (P;), (Py) i (P3)) imamo samo tocke i pravce (ravnine dimen-
zije 01 1), a u projektivnom prostoru PG(n, F') imali smo ravnine dimenzije
k=0,1,...,n. Ovako definiramo ravnine u P.

Definicija 1.11. Ravnina il¢ linearni skup je svaki skup tocaka R sa svoj-
stvom da za svake dvije tocke A, B € R sadrzi i sve tocke pravca AB.

Trivijalni primjeri ravnina su jednoc¢lani skupovi (O-ravnine), skupovi ob-
lika [p] za neki pravac p (1-ravnine) i cijeli prostor. Za bilo koji skup tocaka S
definiramo ravninu razapetu sa S (oznaka: (S)) kao presjek svih ravnina koje
sadrze S. Sljededi teorem opisuje kako od tocaka i pravaca gradimo ravnine
ve¢ih dimenzija.

Teorem 1.12. Neka je R ravnina ¢ T tocka koja joj ne pripada. Tada je

(R, T) = U [RT], gdje |[RT| oznacava skup svih to¢aka na pravcu RT.
RER

Dokaz. (2) Skup (R, T) je po definiciji linearan, pa za svaki R € R vrijedi
(R,T) 2 [RT)]. Zato je (R, T) 2 U [RT].
RER
(C) Za obrnutu inkluziju dovoljno je dokazati da je S = |J [RT] linearni
RER

skup. Tada je (R,T) C S kao najmanji linearni skup koji sadrzi R i T.
Provjeravamo da za svake dvije tocke A, B € § vrijedi [AB] C S§. Tvrdnja
je ocita ako su A, B € R ili ako je T € [AB] (tada je [AB] = [RT] za neki
R € R). Zato pretpostavimo da tocke A, B nisu obje u R i da [AB] ne sadrzi
tocku T

Najprije pretpostavimo da je A € Ri B ¢ R. Bududi da je B € S,
postoji B' € R takav da je B € [B'T]. Uzmimo proizvoljni X € [AB]; AX
sijece B'T u tocki B, pa po Veblen-Youngovu aksiomu AB’ sijece X T u nekoj
tocki X’. Zbog linearnosti je [B'A] C R, pa iz X' € [AB'] slijedi X' € R.
Dakle, X € [X'T] C S. Kako je tocka X € [AB] bila proizvoljna, dokazali
smo da je [AB] C S.

Na kraju pretpostavimo da A € R i B ¢ R. Tada postoje tocke A’, B’ €
R takve daje A € [A'T]|i B € [B'T]. Pravac AA’ sijece BB’ u tocki T', pa po
Veblen-Youngovu aksiomu AB sijece A’B’. Zbog linearnosti je [A'B’] C R,
dakle AB sadrzi tocku iz R. Time smo ovaj slucaj sveli na prethodni. O]



Korolar 1.13. Uz oznake kao u prethodnom teoremu, svaki pravac sadrzan
u (R, T) sijece ravninu R.

Teorem 1.14 (svojstvo zamjene). Neka je R ravnina i T tocka koja joj ne
pripada. Ako je S € (R,T)\ R, onda je T € (R,S) \ R. Tada vrijedi
(R, T) =(R,S).

Dokaz. Zbog teorema 1.12 iz S € (R,T) i S ¢ R slijedi postojanje tocke
S" € R takve da je S € [T'S’]. Tada je ocito T' € [SS’] C (R,S). Buduéi
da (R,T) sadrzi Ri S, a (R,S) je najmanja ravnina koja ih sadrzi, vrijedi
(R,S) C(R,T). Analogno se dobije obrnuta inkluzija. O

Korolar 1.15. Svaka dva linearna skupa razapeta ravninom R i tockom
izvan R sijeku se u R.

Cilj nam je uvesti pojmove nezavisnosti, baze i dimenzije u apstraktni
projektivni prostor P. Svojstva su vrlo slicna odgovaraju¢im pojmovima u
vektorskom prostoru. Za skup tocaka S kazemo da razapinje ili generira P
ako vrijedi (§) = P. Da bismo se ogranicili na kona¢nodimenzionalne pro-
jektivne prostore treba nam sljede¢i aksiom:

(P;) postoji konacan skup tocaka koji razapinje P.

Definicija 1.16. Za skup tocaka S kaZemo da je nezavisan ako za svaku
tocku T' € S vrigedi T ¢ (S \ {T'}). Nezavisan skup tocaka koji razapinje P
zovemo bazom.

Dokazi teorema u nastavku nalaze se u knjizi [2].

Teorem 1.17. Skup tocaka B je baza ako i samo ako je minimalni razapinjuci
skup od P, tj. ako razapinje P, a niti jedan pravi podskup od B ne razapinje P.

Teorem 1.18. Neka je S konacan skup tocaka koji razapinje P. Onda postoji
podskup B C S koji je baza. Posebno, projektivni prostor ima konacnu bazu.

Lema 1.19. Neka je S konacan nezavisan skup tocaka i neka su 81,8 C S
njegovi podskupovi. Onda vrijedi (S; N Ss) = (S1) N (Sa).

Lema 1.20. Neka je B konacna baza i T bilo koja tocka projektivnog pros-
tora. Onda postoji tocka B € B takva da je (B\ {B}) U{T} takoder baza.

Teorem 1.21 (Steinitzov teorem zamjene). Neka je B konacna baza projek-
tivnog prostora koja sadrzi v tocaka. Ako je S nezavisan skup koji sadrzi s
tocaka, onda je s < r i postoji (r — s)-élani podskup B' C B takav da je SUB'
baza.



Korolar 1.22. Svake dvije baze projektivnog prostora imaju jednako mnogo
elemenata. Svaki nezavisni skup mozZe se nadopuniti do baze.

Definicija 1.23. Ako je n + 1 broj elemenata bilo koje baze, kaZemo da je
n dimenzija projektivnog prostora P i pisemo n = dimP. Hiperravnina je
ravnina dimenzije n — 1 u projektivnom prostoru dimenzije n.

Propozicija 1.24. Neka je R ravnina projektivnog prostora P. Onda je
dimR < dim P, a jednakost vrijedi ako i samo ako je R = P.

Lema 1.25. Neka je P projektivni prostor dimenzije n, a R ravnina dimen-
zije k. Onda postoji n — k hiperravnina v P takvih da je njihov presjek R.

Teorem 1.26. Za svake dvije ravnine Ry, Ry vrijedi formula dim(Rq, Re) =

Aksiom (P3) sluzi da izbjegnemo degenerirane slucajeve projektivnih pros-
tora kao sto su jedna tocka bez pravaca, ili sve tocke na jednom pravcu. Ovo
je slabija verzija aksioma nedegeneriranosti:

(P§) na svakom pravcu leze bar dvije tocke.

Incidencijsku strukturu koja zadovoljava aksiome (P;), (Py) i (Pj) zovemo
generalizirani projektivni prostor. Osim spomenutih degeneriranih projek-
tivnih prostora (jedna tocka bez pravaca; jedan pravac na kojem leze sve
tocke), primjere dobivamo konstrukcijom sume. Neka je {P; | i € I} famil-
ijja (degeneriranih) projektivnih prostora. Suma te familije je incidencijska
struktura koja se sastoji od disjunktne unije tocaka od P;, pravaca iz P;
i po jednog dvoclanog pravca za svaki par tocaka iz razli¢itih komponenti
sume. Lako se provjeri da suma zadovoljava aksiome (Py), (Pj) i (P5), tj.
da je generalizirani projektivni prostor. Stovise, na taj se nacin dobiva svaki
generalizirani projektivni prostor.

Teorem 1.27. Svaki generalizirani projektivni prostor je suma neke familije
projektivnih prostora i degeneriranih projektivnih prostora.

Dokaz. Vidi [8], teorem 3.6. O

Vidjeli smo da strukturu potprostora (ravnina) projektivnog prostora P
mozemo rekonstruirati iz tocaka, pravaca i incidencije medu njima. Skup svih
potprostora ¢ini obzirom na inkluziju C parcijalno ureden skup. Taj je p.u.
skup resetka, jer ima najmanji element (), najveéi element P i za svake dvije
ravnine Rq, Ry postoji infimum Ry N Ry i supremum (R, Rs). Projektivni
prostori mogu se aksiomatizirati kao resetke koje zadovoljavaju ova dodatna
svojstva:



1. modularnost: ako je Ry C Rs, onda za svaki Ry vrijedi (R1, RoNR3) =
<R17 R2> N R37

2. atomarnost: za svaki R # () postoje atomi Ai,..., A, takvi da je
R = <A1,...,Ak>.

Pritom se atomi definiraju kao minimalni elementi u resetki bez najmanjeg
elementa (). Pokazuje se da su modularne i atomarne resetke ekvivalentne
konacnodimenzionalnim generaliziranim projektivnim prostorima.

Postoje i drugi nacini aksiomatizacije projektivnih prostora, naprimjer
preko svojstava operacije zatvaranja (. ) koja skupu toc¢aka pridruzuje ravn-
inu koju razapinje, ili preko svojstava nezavisnih skupova (matroidi). Vise o
alternativnim aksiomima projektivnih prostora mozete procitati u knjizi [13].

U ovoj skripti koristit ¢emo aksiome i jezik incidencijske geometrije, ne
samo za projektivne prostore nego i za druge vrste geometrija.

Zadaci

Zadatak 1.4. DokaZite Steinitzov teorem zamgjene i sve potrebne pomocne
tvrdnje.

Zadatak 1.5. Dokazite teorem 1.26 1 sve potrebne pomocne turdnje.

Zadatak 1.6. Dokazite teorem 1.27.

1.3 Reprezentacijski teoremi

Upoznali smo model projektivnog prostora PG(n, F') nad poljem F' i apst-
raktne projektivne prostore definirane aksiomima. Postavlja se pitanje jesu li
PG(n, F) jedini primjeri projektivnih prostora, ili postoje drugi, neizomorfni
modeli?

Definicija 1.28. Neka su Py = (T1, L1, 1) @ Py = (T3, Lo, I5) incidencijske
strukture. KaZemo da su one izomorfne ako postoje bijekcije p : Ty — T3 i
WV L1 — Lo takve da za sve T € Ty, 0 € Ly vrijedi T [1 1 <= o(T) Iy({).

[zomorfizam projektivnih prostora preslikava ravnine u ravnine i pritom
cuva dimenziju. Po definiciji ¢uva samo incidenciju izmedu tocaka i pravaca,
ali vidjeli smo da je to dovoljno za rekonstruirati kompletnu strukturu pot-
prostora.

Teorem 1.29. U svakom projektivnom prostoru dimenzije n > 3 vrijedi
Desarguesov teorem: ako su dva trovrha centralno perspektivni, onda su oni
1 0sno perspektivna.



Dokaz. Ako trovrsi AjAsAs i BBy Bs ne leze u istoj ravnini, tocke P, @) i
R ocito pripadaju ravnini u kojoj je A;AsAs i ravnini u kojoj je By ByBs
(oznake su kao na slici 2). Presjek te dvije ravnine je pravac, jer ravnine leze
u trodimenzionalnom potprostoru razapetom pravcima kroz O. Dakle, P, )
i R su na pravcu. Slucaj kad su trovrsi u istoj ravnini je kompliciraniji i ovisi
o Cinjenici da je ravnina ulozena u prostor.

Neka trovrsi leze u istoj ravnini 7 i neka su O" i O” tocke izvan 7 takve
da su O, O" i O” kolinearne. Pravac A;B; sijece pravac O'O” u tocki O, pa
po Veblen-Youngovu aksiomu A;O’ sijece B;O” u nekoj tocki C;. Analogno
definiramo Cy = A,0' N ByO" 1 C3 = A30’' N B3O". Tocke Cy, Cy, Cs ¢ine
trovrh koji ne lezi u ravnini 7. Presjek ravnine razapete s C1C5C}3 i ravnine
7 je pravac; oznac¢imo ga o. Trovrsi AjAsAs i C1C,C5 su perspektivni iz
centra O’ i ne leze u istoj ravnini, pa po prvom sluc¢aju zakljucujemo da
P = AQA?) N 0203, Q, = A1A3 N 0103 1 R/ = AlAQ N 0102 leze na pravcu o.
Analogno, P’ = B2B3 N 0203, Q” = BlB3 N 0103 i R” = BlBQ N 0102 leze
na o. Tocke P’ i P” se podudaraju jer su obje presjek pravaca o i CyCj,
a pravci A Az 1 ByBs takoder se sijeku u toj tocki. Analogno, Q' = Q" =
oNC1Cy = A1AsNB1B31 R =R'"=0NnC,Cy = A1 Ay N By By. Dakle, tocke
P, @, R leze na pravcu o. Il

Pretpostavka da je dimenzija barem 3 je nuzna — postoje projektivne rav-
nine u kojima ne vrijedi Desarguesov teorem. U cjelini 5.9 skripte [21] (str.
49-51) opisan je jedan konacan primjer, takozvana Hallova ravnina reda 9.
Najpoznatiji beskonaé¢ni primjer je Moultonova ravnina, opisana u cjelini 2.6
knjige [2] (str. 76-78) i u [8] na str. 20. Tamo je opisana i konstrukcija slobod-
nih projektivnih ravnina kojom mozemo dobiti mnoge primjere beskonacnih
ravnina u kojima ne vrijedi Desarguesov teorem.

Desarguesov teorem je vazan zato Sto karakterizira klasi¢ne projektivne
prostore PG(n, F).

Teorem 1.30. Neka je P projektivni prostor dimenzije n u kojem vrijedi De-
sarguesov teorem. Onda postoji polje F' takvo da je P izomorfan s PG(n, F).

Korolar 1.31. Svaki projektivni prostor dimenzije n > 3 izomorfan je s
PG(n, F) za neko polje F'.

Teorem 1.30 moze se dokazati s pomocu koordinatizacije. U apstraktnom
projektivnom prostoru izaberemo koordinatni ¢etverovrh i uvedemo binarne
operacije zbrajanja i mnozenja (vidi [8, cjelina 1.3]). Algebarska svojstva
binarnih operacija odgovaraju konfiguracijskim teoremima u projektivnom
prostoru, a iz Desarguesova teorema slijedi da operacije ¢ine polje F' (ne
nuzno komutativno). Na kraju se pokazuje da je prostor od kojeg smo krenuli
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izomofan s PG(n, F') za tako definirano polje F'. Druga tehnika dokazivanja
oslanja se na kolineacije.

Definicija 1.32. Kolineacija ili automorfizam projektivnog prostora je izomor-
fizam na samoga sebe.

Skup svih kolineacija ¢ini grupu obzirom na kompoziciju, punu grupu
kolineacija projektivnog prostora. U dokazu teorema 1.30 vaznu ulogu igraju
centralne kolineacije.

Definicija 1.33. Za kolineaciju o kaZemo da je centralna kolineacija ako
postoji tocka C' i hiperravnina H takva da o fiksira svaki pravac kroz C' i
svaku tocku na H.

Tocku C zovemo centar, a hiperravninu H os centralne kolineacije. Skup
svih centralnih kolineacija s ¢vrstim centrom i osi takoder ¢ini grupu. Ako
osim centra i osi znamo jedan par pridruzenih to¢aka P’ = «(P), djelovanje
od « je potpuno odredeno s a(T) = CT N FP’, gdje je F = PT N'H.

Slika 4: Centralna kolineacija.

Desarguesov teorem osigurava egzistenciju centralne kolineacije za svaki
izbor tocaka P i P'.

Teorem 1.34. Ako u projektivnom prostoru vrijedi Desarguesov teorem,
onda za svaku tocku C', hiperravninu H i za svaki par tocaka P i P’ izvan
H takve da su C, P i P' kolinearne i medusobno razlicite postoji jedinstvena
centralna kolineacija o s centrom C' i osi H koja preslikava P na P’.
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Dokaz. Vidi [2], teorem 3.1.8. O

Ako centar C' lezi na osi ‘H centralnu kolineaciju zovemo elacija, a u
suprotnom zovemo je homologija. Aditivna grupa polja pojavljuje se kao skup
svih elacija s ¢vrstim centrom i osi, a multiplikativna grupa kao skup svih
homologija (naravno, u projektivnom prostoru u kojemu vrijedi Desarguesov
teorem).

Zbog teorema 1.30 prostore PG(n, F) zovemo i Desarquesovim projek-
tivnim prostorima. Za projektivne prostore u kojima vrijedi Paposov teorem
pokazuje se da su izomorfni s PG(n, F') za komutativno polje F. Iz toga
slijedi da je Paposov teorem jaci od Desarguesovog, a to se moze dokazati i
direktno (geometrijski).

Primjere kolineacije projektivnog prostora PG(n, F') dobivamo od regu-
larnih linearnih operatora odgovarajuéeg (n + 1)-dimenzionalnog vektorskog
prostora V. Zaista, regularni operator A € GL(V') preslikava potprostore u
potprostore i pritom ¢uva dimenziju i inkluziju. Drugi na¢in na koji mozemo
dobiti kolineaciju je od automorfizma polja F'; vektore iz V shva¢amo kao
uredene (n + 1)-torke elemenata iz F' i sa 0 € Aut(F) djelujemo na sve
koordinate. I to je bijekcija koja ¢uva incidenciju izmedu tocaka i pravaca
(jednodimenzionalnih i dvodimenzionalnih potprostora od V'). Preslikavanja
koja obuhvacaju obje vrste kolineacija su takozvani polulinearni operatori.

Definicija 1.35. Za funkciju A :' V — V kaZemo da je polulinearni operator
ako je aditivna: A(x +y) = A(z) + A(y) i ako postoji automorfizam polja
o € Aut F' takav da vrijedi A(ax) = o(a)A(x).

Skup svih regularnih (bijektivnih) polulinearnih operatora oznacavamo
LL(V), odnosno I'L(n+1, F) zaV = F". Ona je semidirektan produkt od
Aut(F) 1 GL(V'). Svaki regularni polulinearni operator inducira kolineaciju
od PG(n, F'), ali moze se dogoditi da dva razli¢ita operatora A, B € I'L(V)
induciraju istu kolineaciju. Tada su ta dva operatora proporcionalna, tj.
postoji a € F'\ {0} takav da je B = aA. Stoga je skup svih kolineacija
induciranih polulinearnim operatorima izomorfan kvocijentnoj grupi I'L(n +
1,F)/S =: PT'L(n + 1,F), a skup svih kolineacija induciranih linearnim
operatorima kvocijentnoj grupi GL(n + 1, F)/S =: PGL(n + 1, F'). Pritom
je S skup svih skalarnih operatora

S={A:V -V |A(x)=azr zaneki o € F'\ {0}},
koji je normalna podgupa od I'L(n+1, F') i od GL(n+1, F'). Temeljni teorem

projektivne geometrije kaze da je za n > 1 svaka kolineacija od PG(n, F')
inducirana polulinearnim operatorom.
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Teorem 1.36 (Temeljni teorem projektivne geometrije). Puna grupa auto-
morfizama projektivnog prostora PG(n, F') dimenzije n > 2 izomorfna je s
PTL(n+1,F).

Teorem ne vrijedi za PG(1, F') jer se on sastoji od samo jednog pravca na
kojemu leze sve tocke. Bilo koja permutacija tocaka je kolineacija jednodi-
menzionalnog projektivnog prostora.

Zadaci

Zadatak 1.7. Neka je P apstraktni projektivni prostor u kojem vrijedi Pa-
posov teorem. DokaZite da tada u P vrijedi Desarguesov teorem.

Zadatak 1.8. DokaZite da su polulinearni operatori A, B € I'L(n+1, F) koji
induciraju istu kolineaciju od PG(n, F') (tj. na isti nacin djeluju na jednodi-
menzionalne potprostore od V') proporcionalni: B = oA za neki a € F'\ {0}.

Zadatak 1.9. Dokazite da grupa projektivnih kolineacija PGL(n + 1, F)
djeluje 2-tranzitivno na tocke projektivnog prostora PG(n, F). Dokazite da
je zan =1 djelovanje 3-tranzitivno, a za n > 1 nije 3-tranzitivno.

1.4 Afini prostori

Afine prostore prvo definiramo analiticki, slicno kao projektivne.

Definicija 1.37. Afini prostor AG(n, F') je vektorski prostor V' dimenzije n
nad poljem F (ne nuzno komutativnim). Tocke su vektori od V', pravci su
jednodimenzionalne linearne mnogostrukosti od V', a ravnine dvodimenzio-
nalne linearne mnogostrukosti od V. Opcenito, k-dimenzionalni afini pot-
prostor (k-ravnina) od AG(n, F) je linearna mnogostrukost od V' dimenzije k
(translat k-dimenzionalnog vektorskog potprostora,).

Lako je provjeriti da u AG(n, F') vrijedi aksiom o pravcima i ovi aksiomi
nedegeneriranosti: na svakom pravcu leze bar dvije tocke; ako je n > 2
postoje bar dva pravca. Za pravce u AG(n, F') kazemo da su paralelni ako
su translati istog jednodimenzionalnog potprostora od V.

Propozicija 1.38 (Aksiom o paralelama). Za svaki pravac p i tocku T u
AG(n, F), postoji jedinstveni pravac v kroz T paralelan s p.

Dokaz. Pravac p je translat nekog jednodimenzionalnog potprostora (a) od V.
Jedinstvena paralela s p kroz T je ocito T'+ (a) (sjetimo se da su tocke vektori
iz V). O
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Definicija 1.39. Afina ravnina je incidencijska struktura koja zadovoljava:
(A1) kroz svake dvije tocke prolazi jedinstveni pravac,

(As) za svaki pravac p i tocku T koja ne leZi na p, postoji jedinstveni pravac
kroz T koji ne sijece p,

(A3) na svakom pravcu leze bar dvije tocke; postoje bar dva pravca.

Primjer afine ravnine je AG(2, F'), a daljnje primjere dobivamo od pro-
jektivnih ravnina brisanjem jednog pravca i tocaka na njemu. Ako krenemo
od nedesarguesovske projektivne ravnine dobit ¢emo afinu ravninu koja nije
izomorfna s AG(2, F'). U kona¢nom sluc¢aju postoji prirodan broj ¢ takav da
na svakom pravcu afine ravnine lezi ¢ toc¢aka, kroz svaku tocku prolazi g + 1
pravaca, ukupan broj tocaka je ¢2, a ukupan broj pravaca ¢*> + q.

Postoji vise aksiomatika za apstraktne afine prostore. Polazimo od lin-
earnog prostora A, tj. incidencijske strukture koja zadovoljava aksiome (A;)
i (A3). Paralelnost je relacija ekvivalencije || na skupu pravaca koja zadovo-
ljava aksiom o paralelama:

(AL) za svaki pravac p i tocku T', postoji jedinstveni pravac r kroz T takav
dajer | p.

Zbog refleksivnosti relacije || ovdje ne isklju¢ujemo moguénost da 7' lezi na p
(tada je r = p). Paralelni pravei se podudaraju ili su disjunktni: kad bi se
dva paralelna pravca p, r sijekla u tocki T', imali bismo dvije paralele s p
kroz T. Za razliku od afinih ravnina, opéenito mogu postojati disjunktni
pravci koji nisu paralelni (kazemo da su mimoilazni).

Potprostore linearnog prostora definiramo isto kao za projektivne pros-
tore (vidi definiciju 1.11). Za linearni prostor A s relacijom paralelnosti ||
definiramo afine potprostore kao potprostore zatvorene obzirom na ||. To
znac¢i da za svaki pravac p i tocku T' iz potprostora jedinstvena paralela s p
kroz T' takoder pripada potprostoru. Presjek afinih potprostora je afini pot-
prostor, pa za proizvoljan skup tocaka S mozemo definirati afini potprostor
razapet sa S kao presjek svih afinih potprostora koji sadrze S. Koristimo
oznaku (S)|.

Definicija 1.40. Afini prostor je incidencijska struktura s relacijom ekviva-
lencije || na praveima koja zadovoljava aksiome (A1), (AS), (As) i aksiom

(Ayg) svaki afini potprostor od A razapet s tri nekolinearne tocke je afina
TaUNING.
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Alternativni sustavi aksioma za afine prostore nalaze se u knjizi [2] na
str. 51-53 i u cjelini 3.5 knjige [8]. Prostori AG(n, F') zadovoljavaju aksiome
afinog prostora. Primjere afinih prostora dobivamo i tako da iz apstraktnog
projektivnog prostora izbacimo sve tocke jedne hiperravnine. Na taj nacin
mozemo dobiti svaki afini prostor.

Teorem 1.41. Neka je A afini prostor. Onda postoji projektivni prostor P
i hiperravnina H u P takva da je A =P\ H.

Dokaz. Vidi [31], teorem 5.5. O

Ovaj teorem nam omogucuje da definicije baze i dimenzije prenesemo s
projektivnih na afine prostore, kao i reprezentacijske teoreme.

Teorem 1.42. Neka je A afini prostor dimenzije n u kojem wvrijedi Desar-
guesov teorem. Onda postoji polje F takvo da je A izomorfan s AG(n, F).

Teorem 1.43. Svaki afini prostor dimenzije n > 3 izomorfan je s AG(n, F')
za neko polje F.

Kolineacije afinog prostora ¢uvaju paralelizam. Ako AG(n, F') reprezen-
tiramo kao PG(n, F') \ 'H za neku hiperravninu H, pokazuje se da kolineacije
od AG(n, F') odgovaraju kolineacijama od PG(n, F') koje fiksiraju H. Elacije
s osi ‘H zovemo translacijama; skup svih translacija je grupa automorfizama
od AG(n, F) koja je izomorfna s F™".

Teorem 1.44. Puna grupa automorfizama afinog prostora AG(n, F') dimen-
zije n > 2 izomorfna je sa semidirektnim produktom grupe translacija i grupe

['L(n, F); oznacavamo je AT'L(n, F).
Zadaci

Zadatak 1.10. DokaZzite da se svaka afina ravnina moze nadopuniti do pro-
jektivne ravnine dodavanjem “pravca u beskonacnosti”.

Zadatak 1.11. Neka je P incidencijska struktura koja zadovoljava aksiome
(P1) i (P3). Dokazite da je u P Veblen-Youngov aksiom (Pj) ekvivalentan s
akstomom

(Py)) svaki potprostor od P razapet s tri nekolinearne tocke je projektivna
ravnina.

Zamgjenom aksioma (Pj) s (Py) dobivamo definiciju projektivnih prostora
analognu definiciji 1.40.
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Zadatak 1.12. Neka je A apstraktni afini prostor. Ako su pravci incidentni s
bar tri tocke, dokaZite da je svaki potprostor od A afini potprostor, tj. zatvoren
je obzirom na relaciju paralelnosti. Ako su pravci incidentni samo s dvije
tocke, dokazite da postoje potprostori od A koji nisu afin.
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2 Kwvadrike




2.1 Bilinearne i kvadratne forme

U ovom poglavlju V' je kona¢nodimenzionalni vektorski prostor nad komuta-
tivnim poljem F.

Definicija 2.1. Bilinearna forma na V' je funkcija B : V x V — F koja je
linearna u obje koordinate, tj. takva da za sve x,y,z € V i o, 8 € F vrijedi

(1) Blax + By, z) = aB(x, z) + BB(y, 2),
(2) B(z,ay+ Bz) = aB(z,y) + BB(z, 2).

Za F' = R ili C primjeri bilinearnih formi su skalarni produkti na V,
ali opéenito B ne mora zadovoljavati zahtjeve nenegativnosti i regularnosti.
Nad opéim poljem F' nenegativnost nema smisla, a regularnost definiramo
ovako. Bilinearna forma B definira dva linearna operatora s V u dualni
prostor V* (prostor svih linearnih funkcionala f : V. — F). Zaa € V
definiramo Lg(a) : V — F sa Lg(a)(x) = B(z,a), Vo € V. Zbog linearnosti
od B u prvoj koordinati funkcional Lg(a) je linearan, tj. Lg(a) € V*. Zbog
linearnosti u drugoj koordinati Lg : V' — V™ je linearni operator. Analogno
definiramo linearni operator Rp : V — V* Rp(a)(z) = B(a,z). Kazemo da
je bilinearna forma B reqularna ili nedegenerirana ako je linearni operator
Lp : V. — V* regularan. Vidjet ¢emo da je to ekvivalentno s regularnosti
linearnog operatora Rg : V — V™.

Propozicija 2.2. Bilinearna forma B je reqularna ako i samo ako Lg(a)
nije nulfunkcional, za sve a € V', a # 0.

Dokaz. Domena i kodomena od Lp su iste dimenzije, pa je regularnost od
Lp ekvivalentna s trivijalnosti jezgre. O]

Prema tome, bilinearna forma je regularna ako za svaki a € V, a # 0
postoji x € V takav da je B(z,a) # 0. Neka je ey,...,e, baza od V.
Bilinearna forma odreduje n x n matricu B = [b;;] ¢iji su elementi b;; =
B(e;, ej). Ta matrica potpuno odreduje bilinearnu formu: za = 3" | z;e;
iy =27, yse; vrijedi

B(z,y) = B(Z Zi€i, Z yjej) = Z Z ziy;Blei, ej) = Z Z bijxiy;.
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Ako koordinatne vektora x i y u bazi ey, ..., e, zapiSemo u stupcane matrice
X 1Y, vrijedi formula
B(z,y)=X"-B-Y.
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Propozicija 2.3. Ekvivalentno je:
(1) matrica bilinearne forme B je reqularna,
(2) linearni operator Lg : V — V* je regularan,
(3) linearni operator Rp : V. — V* je regularan.

Dokaz. Neka je fi,..., f, dualna baza od ey,...,e,, tj. fi(e;) = d;; (Kro-
neckerov simbol je §;; = 1 za i = j, a 0;; = 0 za i # j). Lako se provjeri
da je B = [b;;] matrica linearnog operatora Lp u paru baza (ei,...,e,),
(f1,---, fn), a transponirana matrica B™ odgovara operatoru Rp. [

Sad je jasno da mozemo definirati rang bilinearne forme B kao rang lin-
earnog operatora Lg ili Rp, a to se podudara s rangom matrice pridruzene
bilinearnoj formi. Bilinearna forma je regularna ako i samo ako je maksi-
malnog ranga n. Ovako se mijenja matrica bilinearne forme s promjenom
baze:

Propozicija 2.4. Neka bilinearna forma u bazi eq, ..., e, ima matricu B =
[bij], @ ubaziel, ... e, matricu B' = [b};]. Onda je B'=T7-B-T, pri cemu
je T matrica prijelaza iz prve baze u drugu.

Dokaz. Matrica prijelaza ima elemente T" = [t;;] ako je € = > " t;;e;. Stoga

je by = Blej, ) = B(Y oy thiehs D1y tijer) = Y ey Doy tribrty;. Vidimo
da vrijedi B"=T7-B-T. O

Za matrice B, B’ iz prethodne propozicije kazemo da su kongruentne.
Za razliku od linearnih operatora, determinanta nije invarijanta matricnog
zapisa bilinearne forme. Determinantu det B’ dobivamo od det B mnoZenjem
s (det T)%. Determinanta bilinearne forme B odredena je do na mnoZenje
nenul kvadratom u polju F.

Definicija 2.5. KazZemo da je bilinearna forma B simetri¢na ili ortogonalna
ako za sve x,y € V wrijedi B(z,y) = B(y,x), a antisimetri¢na ili alterni-
rajuca ili simplekticka ako vrijedi B(z,y) = —B(y, ).

Propozicija 2.6.

(1) B je simetricna ako i samo ako ima simetricnu matricu u nekoj (ili u

svakoj) bazi od V.

(2) B je antisimetricna ako i samo ako ima antisimetricnu matricu u nekoj

(ili u svakoj) bazi od V.
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Dokaz. Ocito je u svakoj bazi matrica simetri¢ne bilinearne forme simetricna,
a matrica antisimetri¢ne bilinearne forme antisimetricna. Pretpostavimo da
u nekoj bazi B ima (anti)simetri¢cnu matricu. Onda iz formule B(z,y) =
X7 - B Y slijedi da je B (anti)simetri¢na bilinearna forma. Naime, s desne
strane je 1 x 1 matrica pa je B(z,y) =(X"-B-Y)"=Y"-B"- X. O

Kvadrike su povezane sa simetricnim bilinearnim formama. Nad poljem
karakteristike 2 simetri¢ne i antisimetricne forme se podudaraju. Nad poljem
karakteristike razli¢ite od 2 antisimetricne forme mozemo karakterizirati na
sljededi nacin:

Propozicija 2.7. Neka je char F' # 2. Onda je bilinearna forma B anti-
simetricna ako i samo ako za svaki x € V wvrijedi B(xz,x) = 0.

Dokaz. Ako je B antisimetriéna, ocito je B(x,x) = —B(z,x), tj. 2B(x, x)
0, a za char F' # 2 mozemo podijeliti s 2. Obrnuto, iz B(z + y,z + y) =
dobivamo B(z,z) + B(z,y) + B(y,z) + B(y,y) = 0, odnosno B(z,y)

Definicija 2.8. Vektor x € V je ortogonalan na vektor y € V' ako vrijedi
B(z,y) = 0. Potprostor U <V je ortogonalan na potprostor W <V ako je
svaky vektor iz U ortogonalan na svaki vektor iz W.

Ol ol

Za simetric¢ne i antisimetric¢ne bilinearne forme ortogonalnost je simetri¢na
relacija. Od sada pretpostavljamo da B ima jedno od ta dva svojstva; tada
vrijedi B(z,y) = 0 <= B(y,z) = 0 (bilinearne forme s tim svojstvom
nazivaju se refleksivnim).

Definicija 2.9. Za S CV definiramo S* = {x € V | B(x,y) = 0,Vy € S}.
Propozicija 2.10. Za svaki podskup S C 'V skup S* je potprostor od V.

Dokaz. Zaproizvoljne z,y € St i, € F vrijedi B(az+3y,2) = aB(x,2)+
BB(y,z) =a-0+3-0=0,Vz € S. Dakle, ax + By € S+. O

Propozicija 2.11. Bilinearna forma B je nedegenerirana ako i samo ako je
v+ ={0}.

Dokaz. (=) Neka je B nedegenerirana. Kad bi postojao a € V*, a # 0,
onda bi Lg(a) bio nulfunkcional. Dakle, V+ = {0}.

(<) Neka je V+ = {0}. Za proizvoljnia € V, a # 0 vrijedia & V*, pa postoji
x € V takav da je B(x,a) # 0. Prema tome, Lg(a) nije nulfunkcional. [

Teorem 2.12. Neka je B regularna bilinearna forma. Onda za svaki pot-
prostor U <V vryed:
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1) dimU +dimU+ =n =dimV
(1) :

(2) (UHt =U.
Dokaz. (1) Neka je a1, ..., ax baza za U. Lako se provjeri da je x € Ut ako
i samo ako je B(x,a;) = ... = B(x,a;) = 0. Ako je z = Y | z;e; prikaz
vektora z u bazi ey, ..., e,, uvjet je ekvivalentan sa sljede¢im sustavom od k

homogenih linearnih jednadzbi:

ZB(ei,aj)xi = O, j = 1,...,k.
i=1

Ako dokazemo da je matrica tog sustava punog ranga, slijedit ¢e da je skup
rjeSenja potprostor dimenzije n — k. Dovoljno je dokazati da su reci ma-
trice sustava [B(ei,a;)--- B(en,a;)], j = 1,...,k linearno nezavisni. Pret-
postavimo da je

Z%’ [Bler,a;) - Blen, a;)] = [0---0].

Iz toga slijedi
k
B(ei,ZOzjaj) = 0, 1= 1,...,71,
j=1

t]. Zle aja; € V*+. Zbog regularnosti od B slijedi Z?Zl aja; = 0, a zbog

linearne nezavisnosti od aq, ..., a; slijedi a; = ... = ap = 0.
(2) Iz definicije direktno slijedi U C (U+)*1. Po prethodnoj tvrdnji rije¢ je o
potprostorima iste dimenzije, pa vrijedi jednakost. Il

Dimenzije od U i U+ su “komplementarne”, ali potprostor U+ nije uvijek
ortogonalni komplement jer moze imati netrivijalni presjek s U. Naprimjer,
za V. = (F3)? i B(z,y) = 11y1 + 2oy vrijedi U = ((1,1)) = U*t jer je
(1,1) L (1,1). Ako se potprostori Uy, Uy < V sijeku trivijalno (U1NU; = {0})
i ako su ortogonalni, onda direktnu sumu U; & Uy zovemo ortogonalna suma.

Propozicija 2.13. Ako za potprostore vrijedi U, C Uy, onda je U C Ui,

Dokaz. Ako je x € Us-, onda za sve y € Us, vrijedi B(z,y) = 0. Posebno, to
vrijedi za sve y € U; C U, pa je x € Ui, m

Za regularnu bilinearnu formu B preslikavanje U +— U+ je involucija na
skupu svih potprostora od V, tj. bijekcija koja je sama sebi inverz (zbog
(U+)+ = U). Po prethodnoj propoziciji to preslikavanje “okreé¢e” inkluziju i
zovemo ga polaritet definiran s B.

21



Definicija 2.14. Za vektor x € V kaZemo da je izotropan ako je B(x,z) = 0.
Za potprostor U <V kazemo da je izotropan ako je UNUL # {0}, a totalno
izotropan ako je U C U+.

Propozicija 2.15. Ako je potprostor izotropan, onda sadrzi bar jedan izotropni
vektor razlicit od nulvektora.

Dokaz. Po definiciji za izotropan potprostor U < V postoji x € U N U*,
x # 0. Ocito je B(x,x) =0, tj. = je izotropni vektor. O]

Obrat ne vrijedi: npr. na prostoru V' = (F,)P za p prost bilinearna forma
B(z,y) = >_"_, z;y; je nedegenerirana, tj. vrijedi V+ = {0}. Prema tome V
nije izotropan, ali sadrzi izotropni vektor (1,...,1).

Propozicija 2.16. Ako je potprostor totalno izotropan, onda su svi vektori
koje sadrzi izotropni.

Dokaz. Po definiciji vrijedi U C U™, tj. svaki vektor # € U je ortogonalan
na sve vektore iz U. Posebno, B(x,z) = 0. O

U propoziciji 2.7 vidjeli smo da je za char F' # 2 antisimetri¢nost od B ek-
vivalentna svojstvu da su svi vektori iz V' izotropni. Za simetri¢ne bilinearne
forme i za char I’ # 2 vrijedi obrat propozicije 2.16:

Propozicija 2.17. Neka je B simetric¢na bilinearna forma i char F' # 2. Ako
su svi vektort 1z potprostora U < 'V izotropni, onda je U totalno izotropan
potprostor.

Dokaz. Neka su vektori iz U izotropni. Tvrdimo da je U C U*, tj. da za
sve z,y € U vrijedi B(x,y) = 0. Vektor z + y € U je izotropan, pa vrijedi
0 = B(x +y,x +vy) = B(zx,z) + B(z,y) + B(y,x) + B(y,y) = 2B(z,y)
(koristimo simetri¢nost od B). U poljima karakteristike razlicite od 2 iz toga
slijedi B(z,y) = 0. O

Tvrdnja ne vrijedi za char F = 2. Naprimjer, u prostoru V = (Fy)? sa
simetri¢cnom bilinearnom formom B(x,y) = z1y2 + x2y; sva Cetiri vektora
su izotropna: B((0,0),(0,0)) = 0, B((1,0),(1,0)) = 0, B((0,1),(0,1)) = 0,
B((1,1), (1,1)) = 0, ali V nije totalno izotropan. Forma B je regularna i
vrijedi V+ = {0} (posebno, V' ¢ V+). Za char F' # 2 simetri¢ne bilinearne
forme mogu se dijagonalizirati na sljedeci nacin:

Teorem 2.18. Neka je B simetricna bilinearna forma ¢ char F' # 2. Onda
postoje neizotropni vektori xq, . .., x, i izotropni vektori yy, . .., ys takvi da je

V(o) @ @) e ) e ),

pri cemu je suma ortogonalna.

22



Dokaz. Kazemo da je potprostor U < V' nerastavijiv ako ga se ne moze
prikazati kao ortogonalnu sumu dvaju netrivijalnih potprostora. Ocito je
V' ortogonalna suma nerastavljivih potprostora. Dovoljno je pokazati da
su nerastavljivi potprostori dimenzije 1. Pretpostavimo da je U nerastavljiv.
Ako je totalno izotropan, onda je svaki prikaz od U kao direktne sume ujedno
ortogonalna suma, pa je U nuzno dimenzije 1. Ako U nije totalno izotropan,
onda po propoziciji 2.17 postoji neizotropan vektor z € U. Potprostor U
moZemo prikazati kao ortogonalnu sumu U = (x) & ((z)* N U), pa zbog
nerastavljivosti opet mora biti dimenzije 1. O]

U bazi z1,...,2.,91,...,Ys iz prethodnog teorema B ima dijagonalnu
matricu. Matrica na prvih r mjesta glavne dijagonale ima nenul elemente,
a na ostalim mjestima ima nule. Vidimo da je r rang bilinearne forme B i
zato je jednoznacno odreden (ali baza x4, ..., 2., y1, .. ., ys naravno nije jedin-
stvena). Bazu mozemo izabrati tako da nenul elementi na glavnoj dijagonali
budu “normalizirani” do na mnozenje nenul kvadratom u polju F'. Naprim-
jer, u polju C svi elementi su kvadrati pa mozemo posti¢i da na dijagonali
bude r jedinica. Nad poljem R mozemo posti¢i da na dijagonali budu nule,
jedinice i minus jedinice, pri ¢emu je broj negativnih i pozitivnih elemenata
takoder invarijanta od B (to je Sylvesterov zakon inercije, vidi [18, teorem
14.4.2] ili [17, teorem 10.2.5)).

Ako je char F' = 2 ne moze se svaka simetri¢na bilinearna forma dija-
gonalizirati. Naprimjer, za formu B(x,y) = x1ys + 22y na prostoru V =
(F)? ne postoji ortogonalna baza jer je B((1,0),(0,1)) = B((1,0),(1,1)) =
B((0,1),(1,1)) = 1.

Kanonski oblik matrice antisimetri¢ne bilinearne forme je blok-dijagonalni

s 2 X 2 podmatricama oblika na dijagonali, a moze se posti¢i nad

-1 0
poljem bilo koje karakteristike (vidi [25, korolar 9.80]). Iz toga slijedi da je
rang antisimetricne bilinearne forme uvijek paran.

Definicija 2.19. Za funkciju QQ : V — F kaZemo da je kvadratna forma na
V' ako vrijedi:

(1) Q(ax) = *Q(x), 2a svakia € F iz €V,
(2) preslikavanje Bg(x,y) = Q(x +y) — Q(x) — Q(y) je bilinearna forma.

Preslikavanje B iz svojstva (2) ocito je simetricna bilinearna forma.
Nad poljima karakteristike razlicite od 2 kvadratna forma je jednoznacno
odredena s By.

Propozicija 2.20. Za char F # 2 vrijedi Q(z) = 1 Bg(x, ).
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Dokaz. Bg(z,z) = Q(2z) — Q(z) — Q(z) = 4Q(z) — 2Q(x) = 2Q(x). O

Za char F' = 2 razli¢itim kvadratnim formama moze biti pridruzena ista
bilinearna forma. Naprimjer, za V = (Fy)? i za kvadratne forme Q(z1,xs) =
z3 + 23, R(x1,29) = 0 vrijedi Bg = Br = 0. Opéenito, primjere bilinearnih
formi dobivamo kao homogene kvadratne polinome. Neka je eq,..., e, baza
od V ineka z € V ima prikaz x = > x;¢;. Izaberemo bilo koju n x n
matricu @ = [g;] i definiramo Q(x) = Y71 Y77, qijzsx;. Lako se provjeri
da je @ kvadratna forma, pri cemu je Bo(z,y) = > ;=) > ¢ij(Tiy; +;9i)-
Ako koordinate od x zapisemo u stup¢anu matricu X, vrijedi formula Q(z) =
X7 - X. Na taj na¢in mozemo dobiti svaku kvadratnu formu:

Propozicija 2.21. Neka je Q) kvadratna forma na vektorskom prostoru V
s bazom ey, ..., e,. Onda postoji matrica Q) = [g;;] takva da za svaki vektor

x =L e vrijedi Q(x) = YL DU i Ty

Dokaz. Definiramo ¢; = Q(e;), ¢;j = Bolei,e;) zat < jigq; =0zai > j.
Indukcijom po k pokazuje se da je Q(Zle xie;) = Zle Z?Zl ¢ijTiTj, 78
kE=1,...,n (vidi [31, teorem 5.3.2]). O

Matrica @) = [gi;] iz prethodne propozicije nije jedinstvena. U dokazu
smo definirali gornjetrokutastu matricu, a mogli smo je definirati i kao donje-
trokutastu. Za polje karakteristike char F' # 2 moze se postiéi da Q) = [g;]

1

bude simetriéna matrica, stavljajuci ¢;; = q;; = 5Bg(es, €;) za i # j. Tada je

Q= %B , pri ¢emu je B matrica simetri¢ne bilinearne forme Bg u istoj bazi.

Definicija 2.22. Neka je Q kvadratna forma na V. Za vektor x € V' kaZemo
da je singularan ako je Q(x) = 0. Za potprostor U C V kaZemo da je
singularan ako sadrzi singularni vektor x # 0, a totalno singularan ako su
svt vektori iz U singularna.

Za char F' # 2 vektor x je singularan obzirom na () ako i samo ako je
izotropan obzirom na Bg, a potprostor U je (totalno) singularan ako i samo
ako je (totalno) izotropan. Za char F' = 2 tvrdnja ne vrijedi: za kvadratnu
formu Q(x1,z9) = 2% + 23 na V = (Fy)? vektori (1,0) i (0, 1) nisu singularni,
a pridruzena bilinearna forma je By = 0 pa je cijeli V' totalno izotropan.

Neka je V' vektorski prostor s kvadratnom formom Q. Izometrija od V
je regularni linearni operator A : V' — V sa svojstvom Q(z) = Q(Ax), za
svaki x € V. Skup svih izometrija obzirom na kompoziciju ¢ini grupu koju
zovemo grupa izometrija ili ortogonalna grupa od V. Ako imamo potprostor
U <V, injektivni linearni operator A : U — V sa svojstvom Q(x) = Q(Ax)
za svaki x € U zovemo metrickom injekcijom. Postavlja se pitanje moze li
se A progiriti do izometrije od V7
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Teorem 2.23 (Wittov teorem o prosirenju). Neka je Q kvadratna forma
na V' kojoj je pridruZena bilinearna forma Bg regularna i neka je U <V pot-
prostor. Svaka metricka injekcija A : U — V moZe se prosiriti do izometrije

odV.
Dokaz. Vidi [22], teorem B.3 na str. 255. O

Iz Wittovog teorema o prosirenju slijedi da ortogonalna grupa od V
djeluje tranzitivno na skupu svih singularnih vektora razlicitih od 0. Ako
sux,y € V \ {0} singularni, onda je linearni operator A : (x) — V defini-
ran s A(ax) = ay metricka injekcija (jer je Q(ax) = Q(ay) = 0). Mozemo
je prosiriti do izometrije koja preslikava = u y. Stovise, ortogonalna grupa
djeluje tranzitivno na skupu svih totalno singularnih potprostora od V iste
dimenzije (dokaz je slican).

Korolar 2.24. Neka je Q) kvadratna forma na V' kojoj je pridruZena bili-
nearna forma Bg regularna. Svaka dva maksimalna totalno singularna pot-
prostora od V' imaju istu dimenziju.

Dokaz. Neka su Uy,U; < V maksimalni totalno singularni potprostori. To
znaci: ako je U; C U i U totalno singularan potprostor, onda je U; = U. Neka
je ai,...,ax baza od Uj i by,...,b baza od Us. Bez smanjenja opcenitosti
mozemo pretpostaviti da je & < [ i definirati linearni operator A : Uy — V
djelovanjem na bazi: Aa; = b;, i = 1,..., k. Ocito je Q(z) = Q(Ax) =0
za svaki x € U, pa je A metricka injekcija. ProSirimo je do izometrije
A :V — V idefiniramo U = A~(U,). To je totalno singularan potprostor
koji je nadskup od U;, pa zbog maksimalnosti slijedi U; = U. Time smo
dokazali da je k£ = [, tj. dim U; = dim Us. Il

Definiramo indeks kvadratne forme () za koju je Bg regularna kao di-
menziju maksimalnog totalno singularnog potprostora od V.

Zadaci

Zadatak 2.1. Neka su f,g : V — F linearni funkcionali na V; onda je
B(z,y) = f(z) - g(y) bilinearna forma na V. DokaZite da se bilinearna
forma moZze prikazati u tom obliku ako © samo ako je ranga manjeg od 2.

Zadatak 2.2. DokazZite da se nad poljem karakteristike razlicite od 2 svaka
bilinearna forma moze na jednoznacan nacin prikazati kao suma jedne sime-
tricne i jedne antisimetricne bilinearne forme.

Zadatak 2.3. Dokazite da indeks kvadratne forme Q) za koju je By regularna
ne moze biti veci od %dim V.
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2.2 Kvadrike

Kvadrike su (n — 1)-dimenzionalne plohe drugog reda u n-dimenzionalnom
prostoru. Najjednostavniji primjeri su krivulje drugog reda (konike) u ravnini.
U realnoj afinoj ravnini postoje tri tipa konika: elipse, parabole i hiperbole.

N
RN

Elipsa Parabola Hiperbola

Slika 5: Konike u AG(2,R).

U projektivnoj ravnini PG(2, F') nedegenerirane konike sve su medusobno
projektivno ekvivalentne. Afine konike razlikuju se prema polozaju u odnosu
na “pravac u beskonacnosti” /.. FElipsa nema zajednickih tocaka s /.,
paraboli je £, tangenta, a hiperboli sekanta. U trodimenzionalnom realnom
afinom prostoru postoji pet tipova nedegeneriranih kvadrika (vidi sliku 6).
Projektivno gledano, dva su tipa nedegeneriranih kvadrika u PG(3, F'): elip-
ticka kvadrika i hiperbolicka kvadrika. Eliposid, elipticki paraboloid i dvo-
plohni hiperboloid nastaju od elipticke kvadrike koju “ravnina u beskonacno-
sti” 74 ne sijece, odnosno na koju je tangentna ili sekantna ravnina. Jedno-
plohni hiperboloid i hiperbolicki paraboloid su hiperbolicke kvadrike kojima
je T sekantna, odnosno tangentna ravnina.

Definicija 2.25. Kvadrika u PG(n, F) je skup tocaka Q zadan kao skup svih
totalno singularnih jednodimenzionalnih potprostora neke kvadratne forme Q
na odgovarajuéem (n + 1)-dimenzionalnom vektorskom prostoru V.

Neka je eq,e1,...,e, baza vektorskog prostora V. Tocke iz PG(n, F)
prikazujemo njihovim homogenim koordinatama: T = (xg, 1, ...,x,), ako
je T = (x), x = Y I ,z;e;. Vidjeli smo da je koordinatni zapis kvadratne
forme homogeni kvadratni polinom Q(z) =", Z?:o gijriz;. Prema tome,
kvadrika @ je skup nultocaka homogenog kvadratnog polinoma.

Nad poljem karakteristike char ' # 2 totalno singularni potprostori kva-
dratne forme ) podudaraju se s totalno izotropnim potprostorima pridruzene
bilinearne forme Bg. Stoga kvadriku Q mozemo definirati i kao skup jednodi-
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Elipsoid Elipticki paraboloid  Dvoplohni hiperboloid

Jednoplohni hiperboloid Hiperbolicki paraboloid

Slika 6: Nedegenerirane kvadrike u AG(3,R).

menzionalnih totalno izotropnih potprostora simetri¢ne bilinearne forme (vidi
lemu 2.28).

Konacno, ako je forma Bg regularna, onda definira polaritet U +— U L
To je involucija na skupu svih potprostora od PG(n, F') koja “okreée” inklu-
ziju. Posebno, tocke od PG(n, F') (jednodimenzionalne potprostore od V)
preslikava na hiperravnine, i obrnuto. Za tocku 7' = (z) kazemo da je apso-
lutna ako lezi na pridruzenoj hiperravnini (x)*, a inace kazemo da je neap-
solutna. Buduéi da je x izotropan ako i samo ako je x € (z)*, kvadriku Q
mozemo definirati i kao skup svih apsolutnih toc¢aka ortogonalnog polariteta
od PG(n, F) (to je polaritet induciran simetricnom bilinearnom formom).

Lema 2.26. Neka su A = (a) i B = (b) dvije tocke na kvadrici Q. Pravac
AB je sadrian v Q ako i samo ako je Bg(a,b) = 0.

Dokaz. (=) Ako je Q(a) = Q(b) = Bg(a,b) = 0, onda za sve «, § € F vrijedi
Q(aa+pb) = Bg(aa, b)+Q(aa)+Q(8b) = aBBg(a,b)+a?Q(a)+5*Q(b) =

0. Prema tome, svaka tocka pravca AB je na Q.
(<) Neka su sve tocke pravca AB na kvadrici Q; posebno, Q(a) = Q(b)

Q(a+0b) =0. Tada je Bg(a,b) = Q(a+b) — Q(a) — Q(b) = 0.

Ol
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Propozicija 2.27. Ako pravac ima tri zajednicke tocke s Q, onda je cijeli
sadrzan u Q.

Dokaz. Neka su A = (a), B = (b) i C' = (c¢) tri zajednicke tocke pravca i
kvadrike Q, tj. Q(a) = Q(b) = Q(c¢) = 0. Tocka C je na pravcu AB, pa
postoje «, B € F takvi da je ¢ = aa + Bb. Nadalje, a, 8 # 0 jer je C' # A, B.
Rac¢unamo: 0 = Q(c) = Q(aa + pb) = Bg(aa, b) + Qaa) + Q(6b) =
afBg(a,b) + &?Q(a) + *Q(b). Iz o, # 01 Q(a) = Q(b) = 0 slijedi
Bg(a,b) = 0. Prema lemi 2.26 pravac AB je cijeli sadrzan u Q. O

Pravci koji nisu sadrzani u Q sijeku Q u nula, jednoj ili u dvije tocke.
Prema tome zovemo ih vanjskim pravcima, tangentama ili sekantama. Pravce
sadrzane u Q kratko zovemo OQ-pravcima. Sjetimo se da smo za S C V
definirali S* = {z € V | Bg(z,y) = 0,Vy € S}.

Lema 2.28. Za svaku tocku T = (x) u PG(n, F) vrijedi: ako je T € Q,
onda je x € (x)*. Za char F # 2 wvrijedi i obrat: ako je x € {x)*, onda je
T e Q.

Dokaz. Ako je T € Q, onda je Q(x) = 0. Slijedi Bg(x,z) = Q(2x) —
Qz) — Q(z) = 4Q(x) — 2Q(x) = 0, tj. « L x. Za obrat pretpostavimo da je
char ' # 01 Bg(z,2) = 0. Iz Bg(z,z) = Q(2z) — Q(z) — Q(z) =2Q(z) =0
zbog 2 # 0 slijedi Q(z) =0, tj. T € Q. O

Za char F = 2 obrat ne vrijedi. Naprimjer, uzmimo V = (Fy)3, tj.
PG(2,2) i kvadratnu formu Q(zg, z1,x9) = x5 + 23 + 23. Tocka z = (1,0,0
ne pripada kvadrici Q, ali vrijedi Bg(1,0,0) = Q(0,0,0) — Q(1,0,0) —
Q(1,0,0)=0+1+4+1=0.

Lema 2.29. Skup (z)* je hiperravnina ili cijeli V, za svaku tocku T = (x)
u PG(n, IF).

Dokaz. Skup {(x)* podudara se s jezgrom linearnog funkcionala Lp,(v) :
V — F. Ako je Lp,(z) nulfunkcional jezgra mu je cijeli V', a u suprotnom
je hiperravnina (jer mu je slika dimenzije jedan). O]

Ako je T = (z) € Q tocka na kvadrici, skup (x)* zovemo tangencijalni
prostor na Q u tocki T' i oznac¢avamo s Qr.

Propozicija 2.30. Tangencijalni prostor Qr je unija svih pravaca kroz T
koji su tangente na Q ili su Q-pravci.
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Dokaz. (2) Prvo dokazujemo da pravei kroz T koji su tangente na Q ili su
Q-pravci leze u Qr = (x)*. Pretpostavimo suprotno, da pravac p kroz T nije
sadrzan u (z)*. Dokazat ¢emo da je tada p sekanta. Ako je p = (z,y), onda
y & (x)* (inace bi vrijedilo p C (x)*), tj. Bo(z,y) # 0. Tocku A # T na
pravcu p mozemo zapisati kao A = (ax+y). Vrijedi A € Q ako i samo ako je
0=Q(ax +y) = Bolax,y) + Qax) + Q(y) = aBq(z,y) + aQ(z) + Qy) =
aBg(z,y)+Q(y). Vidimo da je uvjet A € Q ekvivalentan s v = —Bg((z?y), pa
na pravcu p ostim 1" postoji tocno jos jedna tocka iz Q. Dakle, p je sekanta.
(C) Sada dokazujemo da je za svaku tocku A = (a) € (z)* (tj. takvu da je
Bg(z,a) = 0) pravac T'A tangenta ili Q-pravac. Ako je A € Q, onda je po
lemi 2.26 pravac T'A sadrzan u Q. U suprotnom, ako je Q(a) # 0, tvdimo da
sve tocke na T'A osim T ne pripadaju kvadrici, tj. da je T'A tangenta. Tocku
na T'A razli¢itu od T' mozemo zapisati kao (ax +a). Ra¢unajuéi Q(ax+a) =
Bg(ax,a) + Q(ax) + Q(a) = aBg(z,a) + aQ(x) + Q(a) = Q(a) # 0 vidimo
da tocka ne pripada kvadrici Q. n

Propozicija 2.31. Neka je kvadratni funkcional u bazi eq,...,e, dan for-
mulom Q(x) = Y 1o >0 GiTiv; i neka je P = (po,...,p,) € Q tocka na
kvadrici. Onda je jednadzba tangencijalnog prostora Qp dana jednadzZbom

n

SN ais(wip; + pirs) = 0.

i=0 j=0
Dokaz. To znaci: tocka T = (xy,...,z,) pripada tangencijalnom prostoru
Qp ako i samo ako zadovoljava jednadzbu. Ozna¢imo p = (po,...,ps) 1

r = (zg,...,x,). Tada je T € Qp <= =z € (p)* <= Bglz,p) =
0 <= Q@+p)—Q)-Qp) =0 <= >, Z?:o Gij(wi + pi)(x; +
Pi) = Dico 2jmo BiTiTi = Doico Qim0 GiPil; =0 = D0 >0 o Gij(wip; +

Jednadzbu tangencijalnog prostora mozemo zapisati s pomoc¢u parcijalnih
derivacija od ). Jednadzba iz propozicije ekvivalentna je s:

n n n n
@iy api+ Y w Yy qipi =0,
i—0  j=0 i=0 =0
n n n n
Z T Z 4iip; + Z T Z gjipj = 0,
i—0  j=0 =0 j=0
n n
Y @i (ay +a)p; = 0.
=0 j=0
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Bududéi da je g—g(p) =>"_ (¢ + gji)pj, to mozemo zapisati kao

"0

1=0

Kazemo da je tocka T na kvadrici @ singularna ako je tangencijalni pros-
tor Qr cijeli V. Skup svih singularnih tocaka zovemo radikal kvadrike i
oznacavamo rad Q.

Propozicija 2.32. Radikal kvadrike je potprostor od PG(n, F).

Dokaz. Neka su A = (a) i B = (b) singularne tocke kvadrike, tj. Q(a) =
Q) =01 {a)t = (b)* = V. Ocito je tada Bg(a,b) = 0, pa je po lemi 2.26
pravac AB podskup od Q. Treba jos dokazati da su sve tocke na tom pravcu
singularne. Zaista, za «, 3 € F i za bilo koji € V vrijedi Bg(aa + (b, x) =
aBg(a,z) + 3Bg(b,z) =a-045-0=0, pa je (ea+ fb)= = V. O

Za kvadriku koja nema singularnih tocaka kazemo da je nedegenerirana.
Radikal je tada prazan skup, sto smatramo potprostorom projektivne dimen-
zije —1. Odgovarajuée svojstvo kvadratne forme @ je ovo: ako je Q(z) =0
i (z)* =V (odnosno Bg(z,y) =0 za sve y € V), onda je x = 0. Kvadratne
forme s tim svojstvom nazivamo nedegeneriranim. Ocito vrijedi:

Propozicija 2.33. Kvadrika Q je nedegenerirana ako © samo ako je kvadratna
forma @) nedegenerirana.

Ako je bilinearna forma Bg regularna, onda je kvadratna forma () nede-
generirana. Obrat ne vrijedi za char F' = 2; naprimjer, kvadratna forma
Q(xg, 1, 19) = zor; + 23 na V = (Fy)? je nedegenerirana, ali odgovarajuca
bilinearna forma Bg(z,y) = xoy1 + 1Yo nije regularna je je ((0,0,1))+ = V.

Tipican primjer degenerirane kvadrike je konus u trodimenzionalnom
prostoru (vidi sliku 7). Vrh konusa je singularna tocka, a sve ostale tocke
konusa nisu singularne. Opcéenito definiramo kvadratni konus u PG(n, F') na
sljedec¢i nacin. Rastavimo vektorski prostor V' kao direktnu sumu netrivijal-
nih potprostora V' = V; @& V5 i odgovarajuée ravnine u PG(n, F') ozna¢imo
s II; i I1;. Neka je Q' nedegenerirana kvadrika u II;. Konus s bazom Q' i
vrhom II, je skup tocaka na pravcima koji spajaju tocke iz Q' s tockama iz
Hg.

Propozicija 2.34. Kvadratni konus je degenerirana kvadrika s radikalom I1,.

Dokaz. Izaberemo bazu eg,...,e, za V tako da je eg,..., e, baza za Vi, a
€kt1,---,6n baza za Vo (zbog netrivijalnosti rastava je k& < n). Neka je
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Slika 7: Konus u AG(3,R).

Q' (zo, ... oK) = > iy ijo ¢ijv;x; kvadratni funkcional na V; koji zadaje
Q' u bazi ey, ..., e];:. Pr]?éirimo ga do kvadratnog funkcionala Q(xo, ..., xg,
Thg1y ey Ty) = Ei:o Zj:(] ¢ijriw; na 'V koji ne ovisi o varijablama 41, . . ., Ty,.

Tvrdimo da se kvadrika Q zadana s () podudara s nasim konusom. Proizvoljna
tocka kvadrike T' = (zg, ..., x,) € Q zadovoljava Q(zq, ..., x,) = Q' (xo, ..., Tk)
= 0 (jer @ ne ovisi o zadnjih n — k varijabli). Stoga tocka A = (a),
a = Zf:o z;e; pripada kvadrici Q', a tocka B = (b), b = >, .| ze; ocito
pripada ravnini IIy. Tocka T" = (a + b) lezi na pravcu AB. Obrnuto, bilo
koja tocka T' = (aa + (b) na pravcu AB za A = (a) € Q"1 B = (b) € 1l
zadovoljava Q(aa + b) = Q'(aa) = a?Q’(a) = 0, pa pripada kvadrici Q.

Jos trebamo dokazati da je vrh konusa Il; radikal kvadrike Q. Tocke
B = (b) € Il su singularne jer vrijedi Bg(b,z) = Q(b+ x) — Q(b) — Q(x) =
Q(z) — Q(x) = 0 za svaki z € V, tj. (b)* = V. Obrnuto, singularnu tocku
od Q mozemo napisati kao T'= (a + b), za a € V1, Q' (a) =01 b € Vi. Zbog
nedegeneriranosti od Q' iz {(a + b)* = V slijedi a = 0, pa je T € Il,. O

Teorem 2.35. Svaka degenerirana kvadrika Q je kvadratni konus s bazom Q'
i vrhom rad Q za neku nedegeneriranu kvadriku Q' u potprostoru od PG(n, F).

Zbog ovog teorema mozemo se ograniciti na proucavanje nedegeneriranih

kvadrika.

Zadaci

Zadatak 2.4. Ako je char F' # 2 i ako je kvadratna forma QQ nedegenerirana,
dokazite da je tada pridruZena bilinearna forma Bg regularna.
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Zadatak 2.5. Neka je Q(xo,...,%n) = > i o > 5 ijTix; kvadratna forma
zadana kao homogeni kvadratni polinom u n + 1 varijabli. DokaZite da je Q
degenerirana ako © samo ako se linearnom zamgjenom varijabli moZe svesti na
polinom u mangje od n + 1 varijabli.

Zadatak 2.6. Dokazite teorem 2.35.

2.3 Kvadratni skupovi

Kvadratne skupove u projektivnom prostoru uveo je F. Buekenhout [4] kao
aksiomatski pristup kvadrikama. Temeljito su obradeni u knjizi [2] i od
tamo su preuzeti dokazi iz ove cjeline. U nastavku, neka je Q neki skup
tocaka u apstraktnom n-dimenzionalnom projektivnom prostoru P. Pravac
koji sijece Q@ u jednoj tocki zovemo tangentom, a pravac koji je potpuno
sadrzan u Q zovemo Q-pravcem. Definiramo tangencijalni prostor motivirani
propozicijom 2.30.

Definicija 2.36. Za T € Q tangencijalni prostor Or je unija svih pravaca
kroz T koji su tangente ili su Q-pravci.

Ako je Q kvadrika u PG(n,F) i T = (x) njezina tocka, tangencijalni
prostor Q podudara se s (z) (propozicija 2.30), a to je hiperravnina ili cijeli
prostor (lema 2.29). Opéenito tangencijalni prostor ne mora biti potprostor
od P. Naprimjer, ako je Q = {11, T>} dvoclan skup, Qr, i Qr, se sastoje od
svih tocaka iz P osim tocaka na spojnici 17175, a to nije potprostor. Ogranicit
¢emo se na skupove Q za koje tangencijalni prostori jesu potprostori i koje
pravci sijeku na isti nacin kao kvadrike.

Definicija 2.37. Za Q kaZemo da je kvadratni skup u P ako zadovoljava
1. za svaki T € Q, tangencijalni prostor Qr je hiperravnina ili cijeli P,
2. ako pravac ima tri zajednicke tocke s Q, onda je cijeli sadrian u Q.

Kvadrike zadovoljavaju te aksiome: prvi aksiom zbog leme 2.29, a drugi
aksiom zbog propozicije 2.27. Prema tome, kvadrike su kvadratni skupovi
u PG(n, F). Singularne tocke i radikal kvadratnog skupa Q definiramo isto
kao za kvadrike: tocka 7" € Q je singularna ako je tangencijalni prostor Qr
cijeli P, a rad Q je skup svih singularnih tocaka od Q. To je potprostor i u
ovom opcenitijem kontekstu.

Propozicija 2.38. Radikal kvadratnog skupa je potprostor od P.
Dokaz. Vidi [2], teorem 4.1.2 (a) na str. 139. O
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Kvadratni skup kojemu je radikal prazan skup (potprostor dimenzije —1)
nazivamo nedegeneriranim. Kao i za kvadrike, svaki kvadratni skup je konus
nad nedegeneriranim kvadratnim skupom.

Teorem 2.39. Neka je Q kvadratni skup v projektivnom prostoru P.

(a) Neka je R direktni komplement od rad Q, tj. potprostor od P takav da
je RNrad @ =0 i (R,rad Q) = P. Onda je @ = QNR nedegenerirani
kvadratne skup u R.

(b) Q je konus s vrhom rad Q i bazom Q', tj. sastoji se od tocaka koje leze
na spojnicama VT, za V €radQ i T € Q'.

Dokaz. Vidi [2], teorem 4.1.2 (b) i (c). O

U nastavku se ogranicavamo na nedegenerirane kvadratne skupove. Svi
njihovi tangencijalni prostori su hiperravnine, a pridruzivanje T +— Or je
injektivno:

Lema 2.40. Neka je Q nedegenerirani kvadratni skup. Ako su T1,T, € Q
razlicite tocke, onda je Qr, # Qr,.

Dokaz. Vidi [2], lema 4.1.3 na str. 140. O

Sljedeca propozicija pokazuje kako izgledaju presjeci nedegeneriranog kva-
dratnog skupa s hiperravninama.

Propozicija 2.41. Neka je Q nedegenerirani kvadratni skup.

(a) Ako je R hiperravnina koja nije tangencijalna na Q, onda je @' = QNR
nedegenerirant kvadratni skup u R.

(b) AkojeT € Q iR direktni komplement od T u Qr, onda je @' = QNR

nedegenerirant kvadratni skup u R.
Dokaz. Vidi [2], lema 4.1.4 na str. 141. O

Prema tome, Q@ N Qr je konus u Qr s vrhom 7 i bazom Q' iz (b) di-
jela propozicije. Sad ¢emo prouciti strukturu potprostora od P sadrzanih u
nedegeneriranom kvadratnom skupu Q. To je jedan od klasi¢nih primjera po-
larnog prostora. Potprostore sadrzane u Q kratko zovemo Q-potprostorima.

Definicija 2.42. Neka je Q kvadratni skup it — 1 maksimalna dimenzija Q-
potprostora. Onda broj t zovemo indeksom od Q, a Q-potprostore dimenzije
t — 1 maksimalnim O-potprostorima.
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Elipticka kvadrika u PG(3, F') je kvadratni skup indeksa 1 jer ne sadrzi
pravce, a hiperbolicka kvadrika u PG(3, F') je kvadratni skup indeksa 2 jer
sadrzi pravce i ne sadrzi ravnine.

Propozicija 2.43. Neka je Q nedegenerirani kvadratni skup indeksa t u P.
Za svaki maksimalni Q-potprostor U i tocku T € Q \ U postoji jedinstveni
maksimalni Q-potprostor V takav da je T € V i dim(Ud NV) =t — 2. Pot-
prostor V sadrzi sve tocke iz U koje leze na Q-pravcima kroz T.

Dokaz. Tangencijalni prostor Qr je hiperravnina i ne sadrzi potprostor U.
Zato je V' = Qr NU potprostor dimenzije t — 2 (za jedan manje od dim)
i sadrzan je u Q (jer je podskup od U). Spojnice tocke T s tockama iz V'
su Q-pravci, jer leze u tangencijalnom prostoru, a nisu tangente. Stoga je
V = (V' T) maksimalni Q-potprostor (dimenzije ¢ — 1) koji sadrzi T'. Stovise,
svaki Q-potprostor W koji sadrzi T' i sijece U u (t — 2)-dimenzionalnom
potprostoru podudara se s V. Dimenzija mu je vec¢a od t — 2, a manja od
indeksa ¢ pa je W maksimalan (dimW = ¢ — 1). Spojnice T' s tockama
iz U MW su Q-pravei, pajeU N W =V i W = (V,T) = V. Zadnja
tvrdnja propozicije slijedi iz definicije od V; skup svih tocaka iz U koje leze
na Q-pravcima kroz T ocito se podudara s V'. Il

Posebno, na hiperbolickoj kvadrici @ u PG(3, F') kroz svaku tocku T i
Q-pravac p koji nisu incidentni, postoji Q-pravac g kroz T koji sijece p. 1z
propozicije slijedi da su maksimalni potprostori nedegeneriranog kvadratnog
skupa “ravnomjerno rasporedeni” po cijelom skupu:

Korolar 2.44. Neka je Q nedegenerirani kvadratni skup uw P. Kroz svaku
tocku od Q prolazi maksimalni Q-potprostor.

Lema 2.45. Neka je Q kvadratni skup i S njegov podskup sa svojstvom da
je spojnica bilo koje dvije tocke iz S Q-pravac. Tada je (S) Q-potprostor.

Dokaz. Dovoljno je dokazati lemu za kona¢ne skupove S. Naime, zbog
konacnodimenzionalnosti od P postoji konacan podskup Sy C S takav da
je (Sp) = (S). Dokaz ide indukcijom po |S|. Za |S| = 0ili 1 je (S) prazan
skup ili jedna tocka iz Q, a to su Q-potprostori. Za |S| = 2 je (S) spojnica
dvije tocke iz S, a to je Q-pravac. Za |S| > 2 pretpostavimo da tvrdnja
vrijedi za bilo koji skup od |S| — 1 elemenata. Izaberemo proizvoljnu tocku
S € Sistavimo V = (S\ {S}). Po pretpostavci indukcije V je Q-potprostor.
Ako je S € V tvrdnja vrijedi (jer je tada (S) = V), zato pretpostavimo
S ¢ V. Po pretpostavci leme, pravei RS za R € S\ {5} su Q-pravci. Stoga
je (S\ {S},5) = (S) = (V, ) sadrzan u tangencijalnom prostoru Qg i svi
pravci RS za R € V su Q-pravci. Dakle, (S) je Q-potprostor. ]
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Teorem 2.46. Neka je Q nedegenerirani kvadratni skup u projektivnom
prostoru P. Za svaki maksimalni Q-potprostor U postoji maksimalni Q-
potprostor V disjunktan s U.

Dokaz. Neka je Q indeksa t. Dokazat ¢emo opcenitiju tvrdnju: za svaki
j€{-1,0,...,t—2} postoji maksimalni Q-potprostor V; za koji je dim(U N
V;) = j. Trazeni disjunktni potprostor je V_;.

Dokaz ide silaznom indukcijom po j. Za j = t—2 tvrdnja slijedi iz propozi-
cije 2.43. Pretpostavimo da za neki j € {0,...,t—2} postoji potprostor V; i
iz njega konstruiramo potprostor V;_;. Primijetimo da postoji tocka 7" € Q
takva da (U NV;, T') nije Q-potprostor. Inace bi U NV; bio podskup radikala
rad Q, §to je kontradikcija s nedegeneriranosti zbog dim(U N'V;) = j > 0.

Po propoziciji 2.43 postoji maksimalni Q-potprostor W kroz T koji sijece
V; u potprostoru dimenzije ¢ — 2. Tvrdimo da je to trazeni potprostor V;_q,
tj. da je dim(U N W) = j — 1. Budud da U N V; nije sadrzan u W (inace
bi (U NV;,T) bio Q-potprostor), ocito je dimU NV, N W) = j — 1. Zato je
dovoljno dokazati da jed NV; N W =UNW.

Pretpostavimo suprotno, da postoji tocka X € U NV koja nije sadrzana
uV;. Skup S = (V,nW)UUNV,)U{X } zadovoljava pretpostavku leme 2.45,
tj. spojnica bilo koje dvije tocke iz S je Q-pravac. Zato je (S) Q-potprostor
koji sadrzi hiperravninu V; N W u W i tocku X € W koja ne pripada toj
hiperravnini, pa je (S) = W. ZbogUNV; C SiT € W iz toga slijedi
UNVY;, T) CTW C Q, sto je kontradikeija s izborom tocke T'. O

Teorem 2.47. Neka je Q nedegenerirani kvadratni skup indeksa t u n-di-
menzionalnom projektivnom prostoru P. Ako je n paran, onda je t < n/2;
ako je n neparan, onda jet < (n+1)/2.

Dokaz. Po prethodnom teoremu u Q postoje dva disunktna potprostora U i
V dimenzije t—1. Iz Grassmanove formule (teorema 1.26) slijedi n = dim P >
dim{U,V) = dimU +dimV —dimUNY) =t —1+t—1—(-1)=2t—1. O

Posebno su vazni nedegenerirani kvadratni skupovi maksimalnog ili skoro
maksimalnog indeksa.

Definicija 2.48. Neka je Q nedegeneriran kvadratni skup u n-dimenzionalnom
projektivnom prostoru P. Ako je n paran i Q indeksa n/2, kaZemo da je Q
parabolicki kvadratni skup. Ako je n neparan, a Q indeksa (n—1)/2, odnosno
(n+1)/2, kazemo da je Q elipticki, odnosno hiperbolicki kvadratni skup.

Naprimjer, nedegenerirana konika u PG(2, F') je parabolicki kvadratni
skup, elipticka kvadrika u PG(3, F') je elipticki kvadratni skup, a hiperbolicka
kvadrika u PG(3, F') je hiperbolicki kvadratni skup. Kasnije ¢emo vidjeti da
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su u konacnim projektivnim prostorima svi nedegenerirani kvadratni skupovi
parabolicki, elipticki ili hiperbolicki.

Kvadrike u PG (n, F') su klasi¢ni primjeri kvadratnih skupova i bili su mo-
tivacija za definiciju kvadratnog skupa u apstraktnom projektivnom prostoru.
Postavlja se pitanje jesu li kvadrike jedini primjeri, ili postoje “neklasi¢ni”
kvadratni skupovi u PG(n, F')? Temeljni Buekenhoutov rezultat iz [4] jest
da su neklasi¢ni primjeri kvadratnih skupova moguéi samo ako je indeks 1.

Definicija 2.49. Za skup tocaka O projektivnog prostora P kaZemo da je
ovoid ako nikoje tri tocke iz O nisu kolinearne te za svaku tocku T € O
tangente kroz T cine hiperravninu u P.

Definicija je ocito ekvivalentna s nedegeneriranim kvadratnim skupom
indeksa 1 u P.

Teorem 2.50 (Buekenhout [4]). Svaki nedegenerirani kvadratni skup v PG(n, F')
je kvadrika ili ovoid.

Ovoid u projektivnoj ravnini nazivamo ovalom. U kona¢nom slucaju, ako
je P dimenzije n i reda ¢, lako se izrac¢una da ovoid sadrzi toéno ¢" ! + 1
tocaka. Oval u konacnoj projektivnoj ravnini reda q je skup od q + 1 tocaka
od kojih nikoje tri nisu kolinearne (zadatak 2.7). Takvi skupovi postoje i u
nedesarguesovskim projektivnim ravninama, ali tamo pojam konike nema
smisla. Ograni¢imo se stoga na ovale u klasi¢noj kona¢noj projektivnoj
ravnini PG(2,¢q). Prema poznatom rezultatu B. Segrea [26], za neparan ¢
svi ovali su konike.

Teorem 2.51 (Segre). Ako je g neparna prim potencija, svaki oval u PG(2, q)
je konika.

Ako gledamo tangente na oval O kroz tocku T ¢ O, ovali u ravninama
neparnog reda imaju sli¢na svojstva kao nedegenerirana konika u PG(2,R)
(odnosno elipsa u AG(2,R)).

Propozicija 2.52. Neka je O oval u projektivnoj ravnini P neparnog reda q.
Kroz svaku tocku T € P\ O prolaze dvije tangente ili nula tangenta na O. U
prvom slucaju T zovemo vanjskom tockom, a u drugom slucaju unutrasnjom
tockom ovala. Ukupan broj vangskih tocaka je (q;rl), a unutrasnjih tocaka (g)
Kroz svaku vangjsku tocku prolazi % sekanti 1 ‘15—1 pravaca koji ne sijeku O, a
kroz svaku unutrasnju tocku prolazi % sekanti i (145_1 pravaca koji ne sijeku O.

Ovali u ravninama parnog reda imaju bitno drukéija svojstva.
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Propozicija 2.53. Neka je O oval u projektivnoj ravnini P parnog reda q.
Postoji jedinstvena tocka N € P\ O kroz koju prolaze sve tangente na O;
zovemo ju nukleus ovala. Kroz svaku od preostalih tocaka T € P\O, T # N
prolazi jedna tangenta, 1 sekanti i 1 pravaca koji ne sijeku O.

Uzmemo i nedegeneriranu koniku u ravnini PG(2,q) parnog reda ¢ i
dodamo joj nukleus NV, dobit ¢emo skup od ¢ + 2 toc¢aka od kojih nikoje tri
nisu kolinearne (tzv. hiperoval). Izbacivanjem bilo koje tocke razlicite od N
iz tog skupa dobivamo oval koji nije konika. Za parni ¢ > 64 postoje i drugi
neklasiéni ovali u PG(2, ¢), koji ne nastaju na ovaj nacin (vidi skriptu [3] i
web stranicu [9]).

Ovoid u trodimenzionalnom projektivnom prostoru PG(3,¢q) je skup od
¢®> + 1 u tocaka od kojih nikoje tri nisu kolinearne (zadatak 2.9). Primjeri
ovoida su elipticke kvadrike u PG(3,¢). Za neparni ¢ vrijedi analogon Seg-
reova teorema, prema kojem su to jedini primjeri.

Teorem 2.54 (Barlotti [1] i Panella [23]). Ako je ¢ neparna prim potencija,
svaki ovoid v PG(3,q) je elipticka kvadrika.

Za parni ¢ poznata je samo jedna familija ovoida u PG(3,¢q) koji nisu
kvadrike, takozvani Suzuki-Titsovi ovoidi [29] (vidi takoder cjelinu 8.4 u
skripti [8] na str. 123-126). Kao $to smo napomenuli, jedini nedegeneri-
rani kvadratni skupovi u PG(n, q) su parabolicki (indeksa t = n/2), elipticki
(indeksa t = (n—1)/2) i hiperbolic¢ki (indeksa t = (n+1)/2). Zan > 4 indeks
jet > 2, pa ne postoje ovoidi u konac¢nim projektivnim prostorima dimenzije
vece od tri. Dakle, prema Buekenhoutovu teoremu 2.50 svi nedegenerirani
kvadratni skupovi u PG(n,q) za n > 4 su kvadrike.

Zadaci

Zadatak 2.7. Neka je O skup od q+ 1 tocaka u projektivnoj ravnini reda q,
od kojih nikoje tri nisu kolinearne. DokaZite da je tada O oval, tj. da kroz
svaku njegovu tocku prolazi jedinstvena tangenta.

Zadatak 2.8. Dokazite propozicije 2.52 1 2.53.

Zadatak 2.9. Neka je O skup od q®> + 1 tocaka u trodimenzionalnom pro-
jektivnom prostoru P reda q, od kojih nikoje tri nisu kolinearne. DokaZite
da je tada O ovoid, tj. da je za svaku tocku T € O tangencijalni prostor O
ravning u P.

Zadatak 2.10. Proucite dokaz Segreova teorema 2.51 u clanku [26], u knjizi
[19] (cjelina XI1.6 na str. 250-252) ili u skripti [8] (cjelina 4.3 na str. 51-57).
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3.1 Generalizirani ¢etverokuti

Generalizirani ¢etverokuti su prema polarnim prostorima u analognom odnosu
kao projektivne ravnine prema projektivnim prostorima.

Definicija 3.1. Generalizirani ¢etverokut je incidencijska struktura (tocke,
pravci, incidencija) koja zadovoljava sljedeée aksiome:

(G41) kroz svake dvije tocke prolazi najvise jedan pravac,

(G3) za svaku tocku T i pravac p koji nisu incidentni postoji jedinstvena
tocka na p kolinearna s T,

(G3) niti jedna tocka nije kolinearna sa svim ostalim tockama.

Aksiom (G3) iskljucuje incidencijske strukture poput ove:

Slika 8: “Zvijezda” ne zadovoljava aksiom (G3).

Jedinstvenu tocku iz aksioma (G3) zovemo nozistem iz T na p, a pravac koji
spaja noziste s tockom T zovemo okomicom iz T na p.

Lema 3.2. U generaliziranom ¢etverokutu ne postoji trovrh (skup od tri neko-
linearne tocke od kojih su svake dvije kolinearne).

Dokaz. U trovrhu ABC' tocke B i C' su obje kolinearne s A i leze na pravcu
BC'. To je kontradikcija s jedinstvenosti u aksiomu (Gs). O

Lema 3.3. Na svakom pravcu generaliziranog cetverokuta leZe bar dvije tocke.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je p = {P} pravac koji sadrzi samo
jednu tocku P. Za bilo koju tocku T' # P noziste iz T na p je tocka P.
Prema tome, P je kolinearna sa svim ostalim tockama, Sto je kontradikcija s
aksiomom (G3). O
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Propozicija 3.4. Aksiomi generaliziranog c¢etverokuta su samodualni.

Dokaz. Ocito se svaka dva pravca polarnog prostora sijeku najvise u jednoj
tocki, a za svaku tocku T' i pravac p koji nisu incidentni postoji jedinstveni
pravac kroz T koji sijece p (noziste i okomica jedinstveno odreduju jedno
drugo). Pokazimo da vrijedi dual aksioma (G3): niti jedan pravac ne sijece
sve ostale pravce. Pretpostavimo suprotno, da pravac p sijece sve ostale
pravce. Postoji tocka A koja ne lezi na p (inace bi sve tocke bile kolinearne).
Neka je a okomica iz A na p i A’ odgovarajuce noziste. Postoji druga tocka B
izvan p takva da okomica b iz B na p sijece p u tocki B’ # A’; inace bi tocka
A’ bila kolinearna sa svim ostalim tockama. Pravci a i b se ne sijeku jer bismo
imali trovrh, kontradikciju s lemom 3.2. Okomica iz A na b sijece pravac p u
nekoj tocki C" # A’ i ponovo imamo trovrh AA'C’. Zato ne postoji pravac
poput p koji sijece sve ostale pravce. Il

Korolar 3.5. Kroz svaku tocku generaliziranog cetverokuta prolaze bar dva
pravea.

Dokaz. Tvrdnja je dualna lemi 3.3 i slijedi iz dualnog aksioma (G3). Kad bi
kroz tocku T prolazio samo jedan pravac p, svaki drugi pravac ¢ morao bi
sijeci p (okomica iz T na g ne moze biti nista drugo osim p). ]

Minimalna incidencijska struktura koja zadovoljava aksiome (Gy), (Ga) i
(G3) je cetverokut:

Slika 9: Cetverokut.

Potpun bipartitan graf K,,, sa m,n > 2 i njegov dual, resetka G,,, su
takoder primjeri generaliziranih ¢etverokuta (vidi sliku 10). Svi pravei u
K, su stupnja 2, a tocke su stupnja m i n. U G, ,, su sve tocke stupnja 2,
a pravci su stupnja m i n. Ako imamo bar jedan element (tocku ili pravac)
stupnja barem 3, onda su svi dualni elementi (pravci ili toc¢e) konstantnog
stupnja.

Teorem 3.6. (a) Ako u generaliziranom cetverokutu postoji tocka supnja
barem 3, onda su svi pravci istog stupnja.
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(b) Ako u generaliziranom éetverokutu postoji pravac stupnja barem 3, onda
su sve tocke istog stupnja.

@ \ 4 4 . an
@ \ 4 4 . o
—@ L 4 L 4 @

Slika 10: Potpun bipartitan graf K, 5 i njegov dual, resetka Gy 5.

Dokaz. Dozazujemo tvrdnju (a), a tvrdnja (b) dokazuje se dualno. Iz ak-
sioma (G) slijedi da su bilo koja dva pravca p i ¢ koji se ne sijeku istog
stupnja. Svakoj tocki na p pridruzena je jedinstvena tocka na ¢ (noziste), a
pritom se razlicite tocke preslikavaju u razlicite jer generalizirani ¢etverokut
ne sadrzi trovrh. Analogno uspostavljamo injekciju sa skupa [¢] u skup [p],
pa ti skupovi imaju jednako mnogo elemenata.

Neka je T' tocka stupnja barem 3; dokazujemo da su svi pravci kroz T
istog stupnja. Neka su p i ¢ dva pravca kroz T', a r trec¢i pravac kroz T'. Po
lemi 3.3 na r lezi tocka U # T, a po korolaru 3.5 kroz U prolazi pravac s # r.
Pravac s ne sijece p i ¢ jer bismo inace imali trovrh. Po prethodnoj tvrdnji
pravci p i g su istog stupnja kao s, pa su i medusobno istog stupnja.

Konac¢no, neka je p proizvoljan pravac koji ne prolazi kroz T'. To¢no jedan
pravac kroz T sijece p (okomica), a ostali ga ne sijeku. Zato je p takoder istog
stupnja kao pravci kroz T'. Dakle, svi pravci su istog stupnja. Il

Definicija 3.7. Za generalizirani cetverokut u kojemu su svi pravci stupnja
s+ 1, a sve tocke stupnja t + 1 kaZemo da je reda (s,t).

Jedini primjeri generaliziranih cetverokuta u kojima tocke ili pravci nisu
istog stupnja su potpuni bipartitni grafovi K, , i resetke G, ,, za m # n.

Propozicija 3.8. Generalizirani cetverokut reda (s,t) ima ukupno v = (s +
1)(st+1) tocaka i b= (t + 1)(st + 1) pravaca.
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Dokaz. Izaberemo pravac pg i prebrojavamo parove (7', p) pri ¢emu je T' tocka
koja nije na pg, a p pravac koji sijece py. Po aksiomu (Gg) za svaku tocku
T postoji jedinstveni pravac p, pa parova ima v — (s + 1). S druge strane p
mozemo izabrati na (s+ 1)t nac¢ina (biramo toc¢ku na pg i pravac kroz nju), a
tocku T iz [p| \ [po] na s nacina. Zato parova ima (s+1)t-s. Izjednacavanjem
slijedi v = (s + 1)st + s+ 1 = (s + 1)(st + 1). Formula za b dokazuje se
dualno. O

Netrivijalne primjere generaliziranih ¢etverokuta dobivamo od nedegene-
riranih kvadrika u PG(n, F') indeksa 2. Za tocke generaliziranog ¢etverokuta
uzmemo tocke kvadrike Q, a za pravce generaliziranog ¢etverokuta uzmemo
Q-pravce (zbog indeksa 2 to su ujedno maksimalni Q-potprostori). Aksiom
(G1) otito vrijedi, aksiom (Gs) slijedi iz propozicije 2.43, a aksiom (G3) vrijedi
zbog nedegeneriranosti. Indeks 2 imaju hiperbolicka kvadrika u PG(3, F),
parabolicka kvadrika u PG(4, F) i elipticka kvadrika u PG(5, F)). Pravci
hiperbolicke kvadrike u PG(3, F') ¢ine takozvani regulus i njemu suprotni
regulus.

Slika 11: Hiperbolicka kvadrika u PG(3, F') sadrzi reguluse.

Definicija 3.9. Za skup R medusobno mimoilaznih pravaca uw PG(3, F')
kaZemo da je regulus ako vrijedi:

— kroz svaku tocku na svakom pravcu iz R prolazi transverzala od R,
— kroz svaku tocku na svakoj transverzali od R prolazi pravac iz R.

Pod transverzalom podrazumijevamo pravac koji sijece svaki pravac iz
R u jednoj tocki. Skup svih transverzala regulusa R takoder je regulus,
koji zovemo suprotni requlus od R i oznacavamo R’. Ako je polje F' ko-
mutativno, svaka tri mimoilazna pravca u PG(3, F') sadrzana su u jedin-
stvenom regulusu [2, teorem 2.4.3], a skup toc¢aka na svakom regulusu je

42



hiperbolicka kvadrika [2, teorem 2.4.4]. Nad konac¢nim poljem F' = F, regu-
lus R u PG(3,q) sadrzi ¢ + 1 pravaca, a generalizirani ¢etverokut kojeg ¢ine
R iR jeresetka Gyi1411. Parametri tog generaliziranog cetverokuta su

s=gq, t=1 v=_(¢+1)>% b=2(q+1).

Parabolicka kvadrika u konacnom cetverodimenzionalnom projektivnom pro-
storu PG(4, q) je generalizirani ¢etverokut s parametrima

s=¢ t=q v=(+1+1), b=(¢+1)("+1).
Konag¢no, elipticka kvadrika u PG(5, q) je generalizirani ¢etverokut s parametrima
s=q t=¢, v=(+1@+1), b=(¢"+1)(¢"+1).

Druga klasi¢na familija kona¢nih generaliziranih ¢etverokuta su nedege-
nerirane hermitske mnogostrukosti u projektivhom prostoru PG(n,¢?) di-
menzije n = 3 i n = 4 nad poljem kvadratnog reda. To su skupovi tocaka
koji su projektivno ekvivalentni skupu rjesenja jednadzbe

A RS e )
Za n = 3 generalizirani ¢etverokut ima parametre
s=q, t=q v=(C+1(+1), b=(¢+1)("+1),
a za n = 4 ima parametre
s=q", t=¢, v=(+1)(+1), b= (¢ +1)(¢"+1).

Tredi klasiéni primjer generaliziranog cetverokuta ¢ine sve tocke iz PG(3, q)
i skup totalno izotropnih pravaca obzirom na neki simplekticki polaritet. Taj
primjer oznac¢avamo W3(q) i on ima parametre

s=¢q t=gq, v=_(q+1)(¢*+1), b= (¢+1)(¢+1).

Poznati su mnogi primjeri neklasi¢nih generaliziranih ¢etverokuta. Prve
primjere otkrio je J. Tits i opisani su u zadacima 3.2 i 3.3. Ovdje opisujemo
konstrukciju Ahrensa, Szekeresa i Halla za parni q. Neka je O hiperoval
u PG(2,q), ¢ = 2". To je skup od ¢ + 2 tocaka od kojih nikoje tri nisu
kolinearne; pravci u PG(2,q) sijeku O u dvije tocke ili su s njim disjunk-
tni. Zamislimo da je PG(2,q) ulozen u PG(3,q) i kao tocke generaliziranog
¢etverokuta uzmimo tocke iz PG(3,q)\ PG(2, q). Kao pravce uzmimo pravce
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iz PG(3, q) koji nisu sadrzani u PG(2, q) i sijeku O u jednoj tocki. Tvrdimo
da tako dobivamo generalizirani ¢etverokut s parametrima

s=q—1, t=q+1, v=4¢, b:q2(q+2).

Aksiomi (G1) 1 (G3) su o¢iti, a za (G3) uzmimo tocku T' € PG(3,q)\ PG(2,q)
i pravac p koji sijece hiperoval u jednoj tocki O;. Ravnina (T, p) sijeCe ravninu
PG(2, q) upraveu kroz Oy, pa taj pravac sadrzi jos jednu tocku hiperovala O,.
Pravac T'O, je jedinstvena okomica iz 1" na p. Ostali pravci kroz 7' u ravnini
(T, p) (razliciti od T'O; i TO,) nisu pravei generaliziranog cetverokuta jer
ne sadrze tocku hiperovala. Na svakom pravcu generaliziranog cetverokuta
lezi q tocaka iz PG(3,q)\ PG(2,q) pa je s = g—1, a kroz svaku tocku prolazi
q + 2 pravaca (spojnice s tockama hiperovala) pa je t = g + 1.

Sad ¢emo dati nekoliko nuznih uvjeta za postojanje konacnih generalizi-
ranih c¢etverokuta. Prvi se dokazuje s pomocu jako regularnih grafova. Za
graf kazemo da je jako regularan s parametrima SRG (v, k, A, u) ako ima v
vrhova, stupanj svakog vrha je k i svaka dva vrha imaju totno A zajednickih
susjeda ako su susjedni, a p zajednickih susjeda ako nisu susjedni. Naprimjer,
Petersenov graf je jako regularan s parametrima SRG(10,3,0,1).

Slika 12: Petersenov graf je SRG(10,3,0,1).

Teorem 3.10. Neka je A matrica susjedstva jako reqularnog grafa s parametrima
SRG(v, k, A\, ). Svojstvene vrijednosti od A su k i jos dva brojar >0l <0
koja zadovoljavaju r +1 =X —p, rl = p— k. Kratnost od k je 1, a od r i1
kratnosti su redom

= —k(l+1)(k—=1) P k(r+1)(k—r)
IR ) I A ) )
Dokaz. Vidi npr. [20], teorem 7.2.2 na str. 219. O

44



Promotrimo graf kolinearnosti generaliziranog ¢etverokuta reda (s, t). Nje-
govi vrhovi su tocke, a birdom su spojeni parovi tocaka koje su kolinearne.
Iz prethodne propozicije je v = (s + 1)(st + 1). Svaka tocka kolinearna je s
k = (t 4+ 1)s drugih tocaka i to je stupanj regularnosti grafa. Za svake dvije
kolinearne tocke postoji tocno A = s — 1 tocaka na njihovoj spojnici koje
su kolinearne s obje, a tocke izvan spojnice ne mogu biti kolinearne s obje
jer bismo imali trokut. Konacno, za svake dvije nekolinearne tocke imamo
@ = t+ 1 pravaca kroz jednu od njih, a na svakom je tocno jedna tocka
kolinearna s drugom izabranom tockom (aksiom (Gy)).

Time smo dokazali da je graf kolinearnosti jako regularan s parametrima
SRG((s+1)(st+1),(t+1)s,s —1,t+1). Po teoremu 3.10 njegova matrica
susjedstva A ima svojstvene vrijednosti k = (t +1)s, r = s =1 > 0 i
[ =—t—1<0. Kratnost od r je f = st DD 5 4 je prirodan broj, pa

s+t
vrijedi sljedec¢i nuzdan uvjet za postojanje generaliziranog cetverokuta.

Teorem 3.11. Ako postoji generalizirani cetverokut reda (s,t), onda s + t
dijeli st(s +1)(t+1).

Drugi nuzdan uvjet je takozvana Higmanova nejednakost.

Teorem 3.12 (Higmanova nejednakost). Neka postoji generalizirani cetvero-
kut reda (s,t).

(a) Ako je s > 1, onda je t < s°.
(b) Ako jet > 1, onda je s < t>.

Dokaz. Neka su P i P, nekolinearne tocke i neka je D skup svih tocaka koje
nisu kolinearne s P, niti s P,. Kardinalitet tog skupa dobijemo iz formule
ukljuc¢ivanja-iskljuc¢ivanja:

d=|D|=(s+1)(st+1)=2s(t+1)+(t+1)=st—st+t—s. (1)

Neka je D = {Ti,...,Ty} i oznacimo s t; broj to¢aka kolinearnih s Py, P,
i T;. Prebrojavanjem parova tocaka (7, Q), gdje je T' € D i @ kolinearna s
Py, P, 1T, dobijemo

itz‘ =({t+1)(t—1)s. (2)

Za desnu stranu biramo najprije jedan od t + 1 pravaca kroz P;, pa zbog
aksioma (G2) na njemu postoji jedinstvena tocka @ koja je kolinearna s Ps.
Zatim uzmemo neki od t — 1 pravaca kroz @) razlicit od PiQ i P, i na
njemu izaberemo bilo koju od s tocaka T" # (). Svaka od tih tocaka je iz
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D (tj. nije kolinearna s P; niti s P,) jer bismo inace imali trovrh. Na slican
nac¢in prebrojavanjem trojki tocaka (7, Q1,Qs2), gdje je T € D i Q1 # Q2 su
kolinearne s P, P, i T', dobijemo

d

D ity — 1) = (t+ D)t(t — 1). (3)

=1

Za desnu stranu biramo najprije (; na ¢t + 1 nacina, zatim ()2 na ¢ nacina.
Te dvije tocke nisu kolinearne jer bismo imali trovrh. Na svakom od t — 1
pravaca kroz (), razlicitom od P11 i P»@)1 tocno je jedna tocka T kolinearna
s 2 (aksiom (G3)), a ona je iz D zbog leme 3.2. 1z (2) i (3) slijedi

d

B =(t+1)(t—1)(t+s) (4)

i=1
Higmanova nejednakost dobije se “trikom s varijancom”. Varijanca niza bro-

jeva ti,...,tq je nenegativan broj S0 (t; — )% > 0, gdje je T = ézle t;
srednja vrijednost niza. Raspisivanjem formule za varijancu dobijemo

d d 2
Yt - <Zti> >0,
i=1 =1

iz cega uvrstavanjem (1), (2) i (4) slijedi (¢ + 1)t(t — 1)(s — 1)(s* —¢) > 0.
Zbog uvjeta s > 1 iz toga slijedi ¢t = 1 ili s> — ¢ > 0; u oba slucaja vrijedi
nejednakost ¢ < s?. Nejednakost (b) dobije se dualno, zbog propozicije 3.4.

Alternativno, umjesto nenegativnosti varijance u dokazu mozemo koristiti
kriterij za nenegativnost kvadratnog polinoma. Neka je n; broj tocaka iz D
koje imaju tocno j zajednickih “susjeda” s Py i Py, tj. n; = [{i | t; =j}|. U
tim oznakama jednakosti (1), (2), (3) i (4) zapisuju se kao

an:dZSQt—st+t—s,

Jj=0
Zjnj =(t+1)(t—1)s,
Jj=0

> il = my = (t+ 1)t~ 1),

320

> Py =+ 1)t - 1)(E+s).

Jj=0
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Gledamo kvadratni polinom

fl@) = nj(x—j) = (Z%) z? =2 (Zﬁ%‘) r+ Y 5 n;.

J=0 J=0 j=0 J=0

Iz gornjih jednakosti koeficijente mu mozemo izraziti kao a = d, b = —2(t +
(it —1)s, c=(t+1)(t—1)(t+s). Iz formule kojom je f definiran vidimo
da je f(z) > 0, Vo € R, pa mu je diskriminanta manja ili jednaka nuli:
b?> — 4ac < 0. Slijedi 4(t + 1)t(t — 1)(s — 1)(t — s*) < 0, odnosno t < s2. [J

Korolar 3.13.

(a) U generaliziranom cetverokutu reda (s,t), s > 1 vrijedi t = s* ako i
samo ako za svaku trijadu (tj. za svake tri tocke od kojih nikoje dvije
nisu kolinearne) postoji toéno s+ 1 tocaka koje su kolinearne sa sve tri
tocke iz trijade.

(b) U generaliziranom cetverokutu reda (s,t), t > 1 vrijedi s = t* ako i
samo ako za svaka tri pravca od kojih se nikoja dva ne sijeku postoji
tocno t + 1 pravaca koja sijeku sva tri pravca.

Dokaz. Uvijet t = s? ekvivalentan je s time da je varijanca niza ti,..., %4
jednaka nuli, tj. da je niz konstantan. 1z jednakosti (2) dobije se t; = ... =
tqg = s+ 1, a to su upravo brojevi tocaka kolinearnih s trijadama Py, Ps,
T;. Alternativno, uvjet t = s2 ekvivalentan je s time da je diskriminanta

polinoma f(x) jednaka nuli, tj. da polinom ima dvostruku nultocku z = —%.

Uvrstavanjem u polinom vidimo da su tada svin; = 0, osim za j = % = s+1.
Tvrdnja (b) je dualna i slijedi zbog propozicije 3.4. ]

Korolar 3.14. Neka postoji generalizirani cetverokut reda (s,t) sa s > 1,
t>1,s<t?it<s® Ondajes<t:—tit<s®—s.

Dokaz. Zbog t < s> mozemo ga zapisati kao t = s> — n za neki n € N. Po
teoremu 3.11 vrijedi s +¢ | st(s + 1)(t + 1), tj.

s+s?—n | s(s*—n)(s+1)(s*—n+1).
Faktore na desnoj strani gledamo modulo s + s? — n:
sf—n=s+s-n—s=-s (mods+s*—n),
s —n+l=s+s-—n+l-s=1-s (mods+s*—n),

s(s+1)=s"+s5s—n+n=n (mods+s’>—n).
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Njihov produkt je djeljiv sa s + s? — n, tj.
(=s)(1—s)n=(s>—s)n=0 (mod s+ s> —n).

Ovdje je prvi faktor s —s = s+s*—n+n—2s =n—2s (mod s+s?—n), pa
smo dobili (n—2s)n =0 (mod s+s*—n) = (2s—n)n =0 (mod s+s?—n).
Pretpostavimo da je n < 2s; tada je na lijevoj strani prirodan broj djeljiv sa
s+s?—n, pamora biti (2s—n)n > s+s*—n, tj. n*— (2s+1)n+s(s+1) <0.
Nultocke ovog kvadratnog polinoma sun = sin = s+ 1. Time smo dokazali
dajen=s,n=s+1ilin > 2s. Usvakom slucaju vrijedi n > s, odnosno
t < 52 — 5. Prva nejednakost s < 2 — ¢ dobije se dualno. O

Zadaci

Zadatak 3.1. Dokazite: ako su svi pravci generaliziranog cetverokuta stup-
nja 2, onda je on potpun bipartitan graf.

Zadatak 3.2. Neka je O oval u ravnini PG(2,q) uloZenoj u trodimenzio-
nalni prostor PG(3,q). Za tocke uzmimo (i) tocke iz PG(3,q) \ PG(2,q),
(17) hiperravnine H u PG(3,q) takve da je |H N O| = 1, (i1i) jedan novi
simbol 0o. Za pravce uzmimo (a) pravee v PG(3,q) koji nisu sadrzani u
PG(2,q) i sijeku O, (b) tocke iz O. Incidencija tocaka tipa (i) i pravaca
tipla (a) je naslijedena iz PG(3,q). Tocka tipa (ii) (hiperravnina) incidentna
je s pravcima tipa (a) koje sadrzi i s pravcem tipa (b) (tockom iz O) u njoj.
Tocka oo incidentna je sa svim praveima tipa (b) i nije incidentna s pravcima
tipa (a). Dokazite da dobivamo generalizirani cetverokut s parametrima

s=¢, t=gq, v=_(q+1)(¢+1), b= (¢+1)(¢+1).

Zadatak 3.3. Neka je O ovoid u prostoru PG(3,q) uloZenom u cetverodi-
menzionalni prostor PG(4,q). Dokazite da analognom konstrukcijom kao u
prethodnom zadatku dobivamo generalizirani cetverokut s parametrima

s=q, t=¢, v=(q+1(’+1), b=(F+1)(F+1).
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3.2 Definicija polarnog prostora

Prvi sustav aksioma za polarne prostore dao je F.D. Veldkamp u svojoj
disertaciji 1959. godine, objavljenoj kao niz od pet ¢lanaka u casopisu ni-
zozemske akademije [32]. Ovdje navodimo aksiome J. Titsa [30] iz 1974.

Definicija 3.15. Polarni prostor ranga t sastoji se od skupa tocaka P i fami-
lige podskupova od P koje nazivamo potprostorima, takve da vrijede sljedect
aksioma:

(1) Svaki potprostor zajedno s potprostorima koje sadrZi c¢ini projektivni
prostor dimenzije d € {—1,0,...,t —1}.

(2) Presjek svaka dva potprostora je potprostor.

(3) Za svaki potprostor U dimenzije t — 1 i tocku T € P\ U postoji jedin-
stveni potprostor V takav da je T € V i dim(U NV) =t —2. Potprostor
V sadrzi sve tocke iz U koje su kolinearne s T'.

(4) Postoje dva disjunktna potprostora dimenzije t — 1.

Potprostor dimenzije —1 je prazan skup, a potprostori dimenzije 0 su
skupovi od jedne tocke. Potprostore dimenzije 1 zovemo pravcima; tocke po-
larnog prostora su kolinearne ako postoji pravac koji ih sadrzi. Potprostore
dimenzije ¢ — 1 u polarnom prostoru ranga t zovemo maksimalnim potpros-
torima.

Neka je Q nedegenerirani kvadratni skup indeksa t u projektivnom pros-
toru dimenzije n. Kao tocke polarnog prostora uzmimo tocke od Q, a kao pot-
prostore familiju Q-potprostora (projektivne potprostore sadrzane u Q). Ak-
siomi (1) i (2) vrijede za bilo koju familiju projektivnih potprostora, a aksiomi
(3) i (4) slijede iz propozicije 2.43 i teorema 2.46. Dakle, Q-potprostori ¢ine
polarni prostor ranga t. Kvadratni skupovi, odnosno kvadrike su jedna od
tri klasi¢ne familije polarnih prostora ulozenih u projektivni prostor. Druge
dvije klasi¢ne familije su takozvani hermitski i simplekticki polarni prostori.

Neka je S neki skup tocaka u polarnom prostoru P. Kazemo da je §
predlinearan ako je sadrzan u potprostoru od P. Zbog aksioma (2) postoji
najmanji potprostor koji sadrzi takav skup, koji oznacavamo (S5).

Propozicija 3.16. Skup S C P je predlinearan ako i samo ako su svake
dvije tocke iz S kolinearne.

Dokaz. Ako je S sadrzan u potprostoru, jasno je da su svake dvije njegove
tocke kolinearne. Obrnuto, neka su svake dvije tocke iz S kolinearne. Neka
je U maksimalni potprostor za koji je dimenzija presjeka dim(S NU) najveca
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moguca. Tvrdimo da je tada S C U; u suprotnom postoji tocka 7' € S\ U.
Po aksiomu (3) postoji maksimalni potprostor V koji sadrzi T' i sve tocke iz
U kolinearne s T', posebno sve tocke iz S NU. Potprostor (S NU) je sadrzan
u V ine sadrzi tocku T, pa je dim(SNV) > dim(SNU,T) > dim(SNU). To
je kontradikcija s maksimalnoséu od dim(S NU) i zato mora biti S CU. O

Usput smo dokazali sljedec¢u tvrdnju.

Korolar 3.17. Svaki predlinearni skup sadrZan je u maksimalnom potpro-
storu od P.

Za potprostore U i V polarnog prostora definiramo
II,(V)={T €U | VU{T} je predlinearan}.

Po propoziciji 3.16, to je skup svih tocaka T' € U koje su kolinearne sa svim
tockama iz V.

Lema 3.18. Skup V U1l (V) je predlinearan.

Dokaz. Uzmemo bilo koje dvije tocke A, B € VUII, (V). Akosu A, B €V,
onda su kolinearne jer je V potprostor. Ako su A, B € IIy(V) C U, onda su
kolinearne jer je U potprostor. Ako je pak A € Vi B € IIy(V) (ili obrnuto),
kolinearne su po samoj definiciji skupa II;(V). Iz propozicije 3.16 slijedi da
je unija ¥V U II;;(V) predlinearni skup. O

Propozicija 3.19. Skup I1,(V) je potprostor.

Dokaz. Rijec je o podskupu potprostora U; provjeravamo da za svake dvije
tocke A, B € IIy(V) skup sadrzi i sve tocke pravca AB. Iz prethodne leme
unija V U II;;(V) je predlinearni skup i generira potprostor (V,II;,(V)). Taj
potprostor sadrzi spojnicu AB i potprostor V. Zato su sve tocke na spojnici
kolinearne s tockama iz V i pripadaju skupu I, (V). Il

Propozicija 3.20. Ako je U maksimalni potprostor, onda je i (V,1(V))
maksimalni potprostor.

Dokaz. Tvrdnja je ocita ako je V C U. Zato pretpostavimo da postoji tocka
TeV\U.. m

Propozicija 3.21. Ako je V maksimalni potprostor, onda je Iy, (V) =UNV.

Dokaz. Inkluzija U NV C Iy (V) je ocita. Za drugu inkluziju uzmimo T' €
[T (V); skup V U {T} je predlinearan, a (V,T) je potprostor koji sadrzi V.
Buduéi da je dimV =t — 1 vrijedi jednakost (V,T) =V, pajeT € V. O
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Propozicija 3.16 je generalizacija leme 2.45. Tvrdnja teorema 2.46 takoder
vrijedi za opce polarne prostore, a ne samo za kvadrike.

Teorem 3.22. Za svaki maksimalni potprostor U postoji maksimalni pot-
prostor V disjunktan s U.

Dokaz. Po aksiomu (4) postoje dva disjunktna maksimalna potprostora X
i Y. Neka je Z direktni komplement od 4 N X u X (potprostor od X takav
dajeUNZ=0i{UUNX,Z)=X). Prema propoziciji 3.20 potprostor V =
(Z,11y(2)) je maksimalan; tvrdimo da je disjunktan s U. 1z propozicije 3.16
slijedi da je (UNX)UZU(UNYV) predlinearni skup, pa razapinje potprostor
UNX,ZUNYV) D UNX,Z) = X. Zbog maksimalnosti od X vrijedi
jednakost (U N X, Z,U NV) = X iz ¢ega slijedi Y NV C X. Posebno,
UNYV=UNVNX=UNZ=. O

Stovise, vrijedi opéenitija tvrdnja koju smo za kvadrike veé¢ susreli u
dokazu teorema 2.46.

Teorem 3.23. Neka je U maksimalni potprostor i L potprostor sadrzan uU.
Onda postoji maksimalni potprostor V takav da je L=UNV.

Polarni prostor ranga 1 je bilo koji skup koji sadrzi bar dvije tocke, s
praznim skupom i jednoc¢lanim podskupovima kao potprostorima. Iduéi teo-
rem karakterizira polarne prostore ranga 2.

Teorem 3.24. Polarni prostori ranga 2 ekvivalentni su s generaliziranim
cetverokutima.

Dokaz. Prvo dokazujemo da incidencijska struktura izmedu tocaka (0-pot-
prostora) i pravaca (l-potprostora) polarnog prostora ranga 2 zadovoljava
aksiome generaliziranog ¢etverokuta. Za aksiom (G7) uzmimo bilo koje dvije
tocke. Ako su kolinearne, sadrzane su u potprostoru (propozicija 3.16), a to
je projektivni prostor. Zato tocke imaju najvise jednu spojnicu. Aksiom (Gs)
ekvivalentan je s aksiomom (3) polarnih prostora za t = 2. Za aksiom (G3)
neka je T bilo koja tocka. Po aksiomu (4) postoje dva disjunktna pravca;
tocka T' ne lezi bar na jednom od njih, recimo p. Znamo da je 1" kolinearna
toctno s jednom tockom na p, a na p postoji bar jos jedna tocka. Dakle,
postoji tocka s kojom 7' nije kolinearna.

Obrnuto, neka je dan generalizirani Cetverokut i uzmimo kao potpro-
store prazan skup, jednoclane skupove tocaka i skupove tocaka incidentnih
s pravcem. Tvrdimo da je ta familija polarni prostor ranga 2. Prazan skup
je projektivni prostor dimenzije —1, jednoclan skup je projektivni prostori
dimenzije 0, a skup tocaka na pravcu projektivni prostor dimenzije 1; dakle
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vrijedi aksiom (1). Jasno je da vrijedi i aksiom (2), jer se pravci generalizira-
nog cetverokuta sijeku najvise u jednoj tocki. Ve¢ smo napomenuli da je ak-
siom (3) za t = 2 ekvivalentan s aksiomom (G3) generaliziranih ¢etverokuta.
Konacno, za aksiom (4) treba provjeriti da u generaliziranom ¢etverokutu
postoje dva disjunktna pravca. Uzmimo bilo koji pravac p i tocku T koja
ne lezi na njemu (postoji zbog aksioma (G3)). Po korolaru 3.5 kroz T' pro-
laze bar dva pravca, a samo jedan od njih sijec¢e p (okomica). Dakle, postoji
pravac disjunktan s p. Il

Projektivni prostor definirali smo kao incidencijsku strukturu koja zado-
voljava aksiome (Py), (Ps) i (P3). U cjelini 1.2 vidjeli smo da iz inciden-
cije tocaka i pravaca proizlazi cjelokupna struktura potprostora projektivnog
prostora. Temeljni rezultat F. Buekenhouta i E. Shulta [7] jest da se i polarni
prostori mogu definirati preko incidencije toc¢aka i pravaca.

Definicija 3.25. Shultov prostor je incidencijska struktura koja zadovoljava
sljedece aksiome.

(B1) Za svaku tocku T i pravac p koji nisu incidentni postoji jedinstvena
tocka na p kolinearna s T', ili su sve tocke na p kolinearne s T'.

(B2) Niti jedna tocka nije kolinearna sa svim ostalim tockama.

(Bs) Svaki pravac je incidentan bar s tri tocke.

Aksiom (Bj) Shultovih prostora je poopéenje aksioma (Gq) generaliziranih
¢etverokuta, sliéno kao sto je Veblen-Youngov aksiom (Pj) projektivnih pros-
tora poopéenje aksioma (P,) projektivnih ravnina. Primijetimo da medu ak-
siomima Shultova prostora nema aksioma (G;) (kroz svake dvije tocke prolazi
najvise jedan pravac).

Skup tocaka U Shultova prostora nazivamo potprostorom ako su svake
dvije tocke iz U kolinearne i ako je svaki pravac koji sadrzi bar dvije tocke
iz U potpuno sadrzan u U. O¢cito vrijedi

Propozicija 3.26. Presjek dva potprostora Shultova prostora je potprostor
Shultova prostora.

Shultov prostor je ranga t ako postoji strogo rastuéi niz potprostora () #
Uy C ... C U duljine t, a svi ostali strogo rastuci nizovi potprostora su duljine
najvise t. Cilj nam je dokazati da su Shultovi prostori ranga ¢ ekvivalentni s
polarnim prostorima ranga t.

Teorem 3.27. Incidencijska stuktura izmedu tocaka (0-potprostora) i pravaca
(1-potprostora) polarnog prostora ranga t > 3 ¢ini Shultov prostor ranga t.
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Dokaz. Tocke i pravci polarnog prostora zadovoljavaju Buekenhout-Shultove
aksiome:

(B1) Neka tocka T' i pravac p nisu incidentni. Pravac je predlinearni skup,
pa po korolaru 3.17 postoji maksimalni potprostor U koji ga sadrzi.
Ako je T € U, onda je T kolinearna sa svim tockama na pravcu p.
U suprotnom po aksiomu (3) postoji maksimalni potprostor V kroz T
takav da je presjek & NV projektivna hiperravnina u U. Pravac p je
sadrzan u tom presjeku ili ga sijece u jednoj tocki. U prvom slucaju T’
je opet kolinearna sa svim tockama na p, a u drugom je po aksiomu (3)
kolinearna samo s probodistem od pi U/ N V.

(B2) Neka je T bilo koja tocka. Po aksiomu (4) postoji maksimalni potpros-
tor U kojemu tocka T' ne pripada. Po aksiomu (3) skup tocaka iz U
s kojima je T kolinearna ¢ini projektivnu hiperravninu u i, a sa svim
ostalim tockama iz U tocka T nije kolinearna. Dakle, postoje tocke s
kojima T nije kolinearna.

(B3) Pravci polarnog prostora su jednodimenzionalni projektivni prostori.
Zbog ranga t > 3 svaki pravac je sadrzan u nekoj ravnini, pa po aksiomu
projektivne ravnine (P;) na pravcu leze bar tri tocke.

Rang polarnog prostora oc¢ito odgovara rangu Shultova prostora. Bilo koji
maksimalni potprostor je projektivni prostor dimenzije t—1 i u njemu postoji
strogo rastuci niz potprostora duljine ¢t. Svaki potprostor je po korolaru 3.17
sadrzan u maksimalnom potprostoru, pa ne postoji niz duljine veée od t. [

Aksiomi (Bj) i (Bs) vrijede i za rang t = 2, ali u tom slucaju postoje
polarni prostori s pravcima stupnja 2. Primjeri su bipartitni grafovi K, , i
reSetke Gy,. U slucaju ¢ = 2 moramo pretpostaviti da na svakom pravcu
polarnog prostora leze bar tri tocke kako bi bili ekvivalentni Shultovim pros-
torima ranga 2.

Znatno teze je dokazati da familija svih potprostora Shultova prostora
¢ini polarni prostor, tj. zadovoljava aksiome (1) — (4). U nastavku neka je
S Shultov prostor ranga t. Klika u S je skup tocaka od kojih su svake dvije
kolinearne (to je potpuni podgraf u grafu kolinearnosti od S).

Propozicija 3.28. Svaka maksimalna klika u S je potprostor od S.

Dokaz. Neka je C maksimalna klika u §. Maksimalnost znaci da C nije
sadrzana niti u jednoj vecoj kliki od S, tj. ako je tocka P kolinearna sa svakom
tockom iz C, onda je P € C. Trebamo provjeriti da je svaki pravac p koji
sije¢e C u bar dvije tocke potpuno sadrzan u C. Za proizvoljnu tocku P na p
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pokazat ¢emo da je kolinearna sa svakom tockom T' € C, pa iz maksimalnosti
slijedi P € C. Ako je T na p ocito je kolinearna s P, a u suprotnom mozemo
primijeniti aksiom (B;). Tocka T je kolinearna s dvije tocke na p koje su u C,
pa je kolinearna sa svim tockama na p, posebno i s P. Dakle, C je potprostor

od S. OJ

Iz ove propozicije i iz Zornove leme slijedi da je svaka klika sadrzana u
potprostoru od S.

Lema 3.29 (Zorn). Neka je P parcijalno ureden skup sa svojstvom da svaki
lanac (potpuno ureden podskup od P) ima gornju medu. Onda postoji mak-
simalni element u P.

Propozicija 3.30. Svaka klika u S sadrZana je u potprostoru od S.

Dokaz. Neka je P skup svih klika u S s inkluzijom kao parcijalnim uredajem.
Ako je (C;)ier lanac u P, onda je unija U;c;C; klika u S, tj. gornja meda tog
lanca. Po Zornovoj lemi svaka klika je sadrzana u maksimalnoj kliki, a ona
je po propoziciji 3.28 potprostor od S. O

Sad mozemo definirati potprostor razapet klikom C kao presjek svih pot-
prostora koji sadrze C, u oznaci (C). Po propoziciji 3.26 to je najmanji pot-
prostor koji sadrzi C. Zornova lema nam treba i da bismo u Shultovu prostoru
dokazali tvrdnju analognu korolaru 3.17. Sjetimo se da smo maksimalne pot-
prostore polarnog prostora definirali kao potprostore dimenzije ¢t — 1, a ne
u smislu inkluzije. Zato za dokaz korolara 3.17 (odnosno propozicije 3.16)
nismo trebali Zornovu lemu. U teoremu 3.38 vidjet ¢emo da se dvije definicije
maksimalnih potprostora podudaraju.

Propozicija 3.31. Svaki potprostor od S sadrian je u maksimalnom pot-
prostoru od S.

Dokaz. Neka je P skup svih potprostora od S s inkluzijom kao parcijalnim
uredajem. Ako je (U;)ier lanac u P, tvrdimo da je unija U U; potprostor
od §. Neka pravac p sijece uniju u dvije tocke A € U; i B € U;. Bez
smanjenja op¢enitosti mozemo pretpostaviti da je U; C U, (jer su iz lanca),
pa su A, B € U;. Pravac p je potpuno sadrzan u potprostoru U, dakle i
u uniji. Analogno slijedi da su svake dvije tocke unije kolinearne. Dakle,
unija lanca je potprostor od S i njegova gornja meda u P. Iz Zornove leme
slijedi da je svaki element iz P majoriziran nekim maksimalnim elementom
iz P. O
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Hiperravnina H u projektivnom prostoru ima svojstvo da je svaki pravac
sadrzan u ‘H ili sijece ‘H tocno u jednoj tocki. Neka je U potprostor Shultova
prostora S. Hiperravnina u U je pravi potprostor H C U koji sa svakim
pravcem p iz U ima bar jednu zajednicku tocku. Zbog definicije potprostora,
ako p ima bar dvije zajednicke tocke s H, onda je potpuno sadrzan u H.

Propozicija 3.32. Neka je U potprostor od S. Hiperravnine su maksimalni
pravi potprostort od U .

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji hiperravnina H i potprostor V
takav da je H C V C U. Tada postoji tocka A € U\ V i tocka B € V \ H.
Buduéi da je U potprostor, postoji pravac p kroz A i B koji je potpuno
sadrzan u Y. Po definiciji hiperravnine, p sije¢e H u nekoj tocki C' # B (jer
B ¢ H). No tada su B i C' dvije zajednicke tocke od p i V, pa je p potpuno
sadrzan i u V. To je kontradikcija s A & V. O

Za tocku T' i potprostor U Shultova prostora definiramo Uy kao skup svih
tocaka iz U koje su kolinearne s 7.

Propozicija 3.33. Ako tocka T nije kolinearna sa svim tockama iz U, onda
je Up hiperravnina v U.

Dokaz. Primijetimo da T" ¢ U jer bi inace bila kolinearna sa svim tockama
iz U. Neka su A, B € Ur bilo koje dvije tocke. Buduéi da je U potprostor,
postoji pravac p iz U kroz A i B. Po aksiomu (B;), sve tocke na p su
kolinearne s T'. Dakle, p je potpuno sadrzan u Uy i time smo dokazali da
je Uy potprostor. Stovise, Uy je pravi potprostor od U jer smo pretpostavili
da T nije kolinearna sa svim tockama iz U. Na svakom pravcu p iz U po
aksiomu (B;) postoji bar je jedna tocka kolinearna s T', pa p ima bar jednu
zajednicku tocku s Uyp. Dakle, Uy je hiperravnina u U. [

Propozicija 3.34. Neka je T tocka 1 U maksimalni potprostor od S. Tada
je (T, Ur) takoder maksimalni potprostor od S.

Dokaz. Primijetimo da je {T'} UlUr klika i stoga razapinje potprostor (T',Ur).
Ako su sve tocke iz U kolinearne s T, potprostor (T, Ur) se o¢ito podudara
s U pa je maksimalan. Zato pretpostavimo da postoji tocka A € U koja
nije kolinearna s 7. Po prethodne dvije propozicije Ur je tada maksimalni
potprostor od U pa vrijedi U = (A,Ur). Pretpostavimo da (T, Ur) nije mak-
simalan, tj. da je sadrzan u nekom vec¢em potprostoru V. U potprostoru V
postoji pravac p kroz T koji ne sijece U (naprimjer, spojnica od 1" s nekom
tockom iz V \ (T,Ur)). Po aksiomu (B;), na pravcu p postoji tocka B ko-
linearna s A. Skup {A, B} UUr je klika i razapinje potprostor (A, B,Ur) u
kojem je U = (A,Ur) pravi podskup, Sto je kontradikcija s maksimalnoséu
od U. Dakle, (T,Ur) je maksimalan. O
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Propozicija 3.35. Neka je T tocka i U maksimalni potprostor od S. Tada
je V = (T,Ur) jednak uniji svih pravaca koji su spojnice T' s nekom tockom
1w Up 1 vrgedi U NY = Urp.

Dokaz. Dokazujemo slucaj kad postoji tocka A € U koja nije kolinearna s T',
inace je tvrdnja ocita. Neka je V = (T, Ur). Tvrdnja lako slijedi iz jednakosti
Ur = V4. Naime, po propoziciji 3.33 skup V4 je hiperravnina u V, pa svaki
pravac u V sijece Ur = V4. Potprostor V jednak je uniji pravaca kroz T
sadrzanih u V, a svi su oni spojnice s tockama iz Uy .

Sad dokazujemo jednakost skupova Uy = V. Inkluzija Uy C V, je
ocita: tocke iz Ur su kolinearne s A jer s njom leze u potprostoru U, a
po definiciji potprostora V je Uy C V. Za obratnu inkluziju pretpostavimo
da postoji tocka X € V4 \ Up. Skup {A, X,Ur} je klika i razapinje pot-
prostor (A, X,Ur), koji sadrzi U = (A,Ur) kao pravi podskup (jednakost
U = (A,Ur) obrazlozena je u dokazu prethodne propozicije). To je kon-
tradikcija s maksimalnoséu od U, pa tocka X ne postoji, nego je V4 C Ur.

Konacno, inkluzija Uy C U NV je ocita, a za obratnu inkluziju uzmimo
X eUNV. Zbog X € V tocke X i T su kolinearne, a zbog X € U je X € Ur.
Dakle, vrijedi Y NV = Ur. n

Iz propozicija 3.33, 3.34 i 3.35 dobit ¢emo aksiom (3) polarnih prostora,
kad dokazemo da su maksimalni potprostori od & projektivni prostori di-
menzije t — 1. Glavna prepreka u tom dokazu je sto u Buekenhout-Shultovim
aksiomima nije pretpostavljeno da kroz svake dvije tocke prolazi najvise jedan
pravac. To se moze dokazati iz aksioma (By), (B2) i (Bs).

Teorem 3.36. Kroz svake dvije tocke Shultova prostora S prolazi najvise
jedan pravac.

Dokaz. Vidi [31], teorem 2.9 na str. 131 ili [7], teorem 3. O

Lema 3.37. Neka je U maksimalni potprostor od S i neka su T i p tocka
1 pravac iz U koji nisu incidentni. Tada postoji hiperravnina 'H v U koja
sadrzi p, a ne sadrzi T'. Presjek od H s potprostorom (T, p) podudara se sa
skupom tocaka na pravcu p.

Dokaz. Vidi [31], teorem 2.12 i teorem 2.13 na str. 133-134. O

Teorem 3.38. Svaki maksimalni potprostor Shultova prostora ranga t je pro-
jektivni prostor dimenzije t — 1.

Dokaz. Tocke i pravce smatramo projektivnim prostorima dimenzije 0 i 1.
Pretpostavimo da maksimalni potprostor U sadrzi bar dva pravca. Tada
zbog aksioma (Bs) vrijedi aksiom (Ps) projektivnog prostora. Aksiom (P;)
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slijedi iz teorema 3.36 i definicije potprostora od &, prema kojoj su svake
dvije tocke iz U kolinearne. Provjeravamo Veblen-Youngov aksiom (P%).

Neka su A, B, C, D cetiri tocke iz U takve da pravac AB sijece pravac C'D
u tocki P. Prema lemi 3.37, postoji hiperravnina ‘H u U koja sadrzi pravac
AC' 1 ne sadrzi tocku P, a presjek ‘H N (P, AC) je pravac AC. Pravac BD
nije sadrzan u ‘H jer bi inace bila i tocka T" € AB. Buduéi da je H hiper-
ravnina, ona sijece pravac BD u jedinstvenoj tocki (). Pravac BD je sadrzan
u potprostoru (P, AC) jer su B € PAi D € PB, pa je i tocka @) sadrzana
u tom potprostoru. Sad vidimo da je AC N BD = (HN (P,AC)) N BD =
(P,AC)N(HNBD) =(P,AC) N{Q} ={Q}.

Slika 13: Veblen-Youngov aksiom u Shultovu prostoru.

Dakle, U je projektivni prostor. Trebamo provjeriti da je U dimenzije
t — 1. Iz definicije ranga Shultova prostora slijedi da je dimU < ¢t —1 i da
postoji neki maksimalni potprostor V dimenzije dim }V = t—1. Pretpostavimo
suprotno, da je dimU < t — 1. Zbog maksimalnosti U/ nije sadrzan u V, pa
postoji tocka T' € U \ V. Vrijedi dim(U N'V) < t — 2 jer bismo inace imali
dim¥ > dim(T,UNV) > 1+t —2=1t—1. Tvrdimo da postoji maksimalni
potprostor M dimenzije dim M = t—1 takav da je dim(UNM) > dim(UNV).
Uzastopnom primjenom te tvrdnje dolazimo u situaciju dim(Ud " M) =t —2,
a tada je U C M, sto je kontradikcija s maksimalnoséu od U.

Po propoziciji 3.33, V7 je hiperravnina u V i vrijedi dim Vpr =t — 2. Po
propoziciji 3.34, potprostor M := (T, Vr) je maksimalan i dimenzija mu je
t—1. Vrijedi U NV C U N M: proizvoljna tocka X € U NV je sadrzana
u U pa je kolinearna s T. Sadrzana je u V pa je X € Vpr C (T, V) = M.

Vidimo da je X € U N M, dakle vrijedi inkluzija. Inkluzija je stroga zbog
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TeUNMiIiTeUNnV, pajedimUNY) < dimU N M). O

Iz ovog teorema i iz propozicije 3.31 dobit ¢emo aksiom (1) polarnih
prostora. Za aksiom (4) treba nam jo$ i sljededi teorem.

Teorem 3.39. Za svaki potprostor U od S postoji maksimalni potprostor
disjunktan s U.

Dokaz. Prazan skup () je potprostor, pa po propoziciji 3.31 postoji neki mak-
simalni potprostor V. Ako je Y NV # () dokazat ¢emo da postoji maksimalni
potprostor V' takav da je U NV’ pravi podskup od U N'V. Zbog konacénog
ranga uzastopnom primjenom te konstrukcije dolazimo do maksimalnog pot-
prostora disjunktnog s U.

Neka je A € UNV. Po aksiomu (Bs) postoji tocka T" koja nije kolinearna
s A. Po proporziciji 3.34 je V' = (T, Vr) maksimalni potprostor. Tvrdimo
dajed NV C UNYV; usuprotnom postoji tocka X € U NV)\ (UNV).
Lako se provjeri da je (U N'V) U Vr U{X} klika, pa razapinje potprostor
koji oznac¢imo s W. Bududi da je Vp hiperravnina u V i A € Vp, vrijedi
V= (A Vr). Kakoje A e WiVr CW iz toga slijedi V € W. No to je
kontradikcija s maksimalnoséu od V buduéi da je X € Wi X € V. Dakle,
UNYV jepodskup od U NV, a kako A ¢ V' (inace bi A i T bile kolinearne),
inkluzija je stroga. [l

U Shultovu prostoru moze se direktno dokazati jaca tvrdnja teorema 3.23
(vidi [31], teorem 2.16 na str. 136), ali ona slijedi automatski kad dokazemo
da potprostori ¢ine polarni prostor.

Teorem 3.40. Familija svih potprostora Shultova prostora ranga t c¢ini po-
larni prostor ranga t.

Dokaz. Provjeravamo aksiome polarnog prostora:

(1) Po propoziciji 3.31 svaki potprostor U sadrzan je u nekom maksimal-
nom potprostoru. Po teoremu 3.38 maksimalni potprostor je projek-
tivni prostor dimenzije ¢ — 1, pa je U projektivni prostor dimenzije
de{-1,0,...,t —1}.

(2) Presjek potprostora je potprostor po propoziciji 3.26.

(3) Neka je U potprostor dimenzije t — 1 1 T toc¢ka koja mu ne pripada.
Bududi da je S ranga t, potprostor U je maksimalan. Zato 7T nije koline-
arna sa svim tockama iz U. Po propoziciji 3.33 skup Uy je hiperravnina
u U, dakle potprostor dimenzije t — 2. Po propoziciji 3.34 potprostor
V = (T,Ur) je maksimalan, dakle dimenzije t — 1. O¢cito je T € V,
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a iz propozicije 3.35 slijedi da je dimenzija presjeka dim(U NV) =
dimUr = t — 2. Jasno je i da V sadrzi zve tocke iz U kolinearne
s T, jer je Ur C V. Preostaje dokazati jedinstvenost potprostora V.
Pretpostavimo da postoji jos jedan potprostor V' koji sadrzi T' i ima
svojstvo dim(U N V') =t — 2. Sve tocke iz V' su kolinearne s T', pa je
V'NU C Ur, a buduéi da su oba potprostori dimenzije ¢t — 2 podudaraju
se. Sad vidimo da je V = (T, Ur) C V', pa se i oni podudaraju zbog
maksimalnosti od V.

Prazan skup () je potprostor. Zato po propoziciji 3.31 postoji neki
maksimalni potprostor U, a on je po teoremu 3.38 dimenzije t — 1. Po
teoremu 3.39 postoji i drugi maksimalni potprostor V disjunktan s i,
koji je takoder dimenzije ¢t — 1.

]

Zadaci

Zadatak 3.4. DokazZite teorem 3.23. Uputa: neka je VW maksimalni potpro-
stor disjunktan sU iV = (L, I (L)).

Zadatak 3.5. Neka je U potprostor dimenzije d — 1 u polarnom prostoru P
ranga t. Kao novi skup tocaka P uzmimo sve d-dimenzionalne potprostore od
P koji sadrzeU, a kao potprostore od P’ podskupove inducirane potprostorima
od P. Dokazite da je tada P’ polarni prostor ranga t — d, kojeg nazivamo

konusom nad U.

Zadatak 3.6. Proucite dokaz teorema 3.36 u kngizi [31] ili u ¢lanku [7].
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