Poglavlje 5

Aritmeticke funkcije

Kazemo da je funkcija f : N — C multiplikativna ako je f(mn) = f(m)f(n) za sve
relativno proste m,n € N. Primjeri multiplikativnih funkcija su (pretpostavljamo

da jen =pi"...pp%)

=n H (1 - —) (broj brojeva od 1 do n relativno prostih s n),
pln
7(n) = (an + 1) ... (o + 1) (broj pozitivnih djelitelja broja n),
a1+l -1 pak+1 -1

o(n) = h 2R (zbroj pozitivnih djelitelja broja n),
p1—1 pe—1
0 : n nije kvadratno slobod

p(n) = . " TuJe VaGratno siobodatl (Mobiusova funkcija),
(—1)® :n je kvadratno slobodan.

w(n) =k (broj razli¢itih prostih djelitelja broja n).

Teorem: Ako je funkcija f : N — C multiplikationa, tada je i funkcija g(n Z f(d
din

takoder multiplikativna.

Teorem (M&biusova formula inverzije): Neka je f : N — C proizvoljna funkcija

Zf . Tada je

S (2)

dln

Zadatak 5.1. Neka je n € N. Dokazite da 2 1 7(n) ako i samo ako je n potpun
kvadrat.

Rjesenje. Neka je n = p{*...pp*. Tada je 7(n) = (a1 +1) ... (o +1) $to je neparno
ako i samo ako 2 | ay, ..., ay, tj. ako i samo ako je n = x°.

Zadatak 5.2. Odredite sve n € N takve da je 7(9n) = 10.

Rjesenge. 1z definicije funkcije 7 vidimo da, ako je 7(k) = 10 = 2- 5, tada je k = p°
ili K = pg* za neke proste p,q. Kako je k = 9n, tadajen =3"ilin = 3%p, p# 31
lako se vidi da su svi ti brojevi rjesenja zadatka.
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Zadatak 5.3. Dokazite da broj oblika n = 12m+9, (m, 3) = 1 ne moze biti savrsen.

Rjesenje. Pretpostavimo da je o(n) = 2n. Kako (4m + 3,3) = 1, tada vrijedi
on)=0c3-(4m+3))=4-0(4m+3)=6-(4m + 3) = 2n.

Medutim, ovo nije moguée jer 4 1 6(4m + 3).

Zadatak 5.4. Odredite jesu li sljedec¢e funkcije na skupu N multiplikativne?

(a) F(n) =2 g, (d p(d)).

(b) G(n) = Zd‘n(d,d—k 2).

(c) H(n) = ¢(n?).

(d) S(n) = {” e

0, inace.
(€) w(n) =2 prost 1-
() f(n) = [Vdn] — [Vidn —1].

Rjesenje. (a) Primijetimo da je funkcija f(n) = (n, u(n)) multiplikativna. Stoga je
i funkcija F' takoder multiplikativna.

(b) Primijetimo da je funkcija g(n) = (d,d + 2) = (d, 2) multiplikativna. Stoga je i
funkcija G' takoder multiplikativna.

(c) Ako je (a,b) = 1, tada je i (a?,b*) = 1. Dakle, H(ab) = ¢(a®b?) = ¢(a?)p(V?) =
H(a)H(b).

(d) Ako je ab = z? i (a,b) = 1, tada a,b moraju biti potpuni kvadrati. Stoga je
funkcija S multiplikativna.

(e) Funkcija w(n) broji koliko razli¢itih prostih djelitelja ima prirodan broj n. Nije
tesko provjeriti da za relativno proste a, b vrijedi w(ab) = w(a) + w(b) i stoga
funkcija nije multiplikativna.

(f) Ideja ovdje je da su brojevi [V4n] i [v/4n — 1| vrlo ¢esto jednaki. Preciznije,
akojea? < 4n < (a+1)?, tadaje |[V4n| = aia*~1 < 4n—1 < a®*+2a < (a+1)%
Izraz |V4n] — | V/4n — 1] je veéi od 0 ako i samo ako je 4n = a* i u tom slucaju
je jednak 1. Dakle,

1 :n=22
f(n) = { .
0 : inace,
a to je multiplikativna funkcija.

Zadatak 5.5. Dokazite da za sve n € N vrijedi o(n) < n\/27(n).
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Rjesenje. Funkcija % je multiplikativna sto nam daje ideju da provjerimo sto

se dogada kad je n = p*. Vrijedi
a(ph) _1—{—p+...+pk_ pFtt —1 1

P A VERL -0 VEEL (- VAT

Ova gornja ograda je skoro uvijek manja ili jednaka 1. Prec1zn1Je ako Je p > 5, tada
1
je =TVt < 4\[ < 1. Takoder, ako je k > 3, tada je = 1)\/W f -1
Za p = 3 imamo

<1, k>3,
— 14349 __ —
k(3’f})€ —19f <1, k=2,
— 143 —
3k7(3F) s = f<1 k=1,

U svakom slucaju je gornja ograda ovdje najvise 1. Za p = 2 imamo

<1, k>3,

k _ 14244 7 _
o(2") )=TH T oA k=2,
k k _ 142 3 _
Hr(2F) | = HE2 =25 k=1,

Rjesenje. (a) Osnovna ideja ovdje je uparivanje djelitelja d s %. Vrijedi

Hd [1d= H( ):nT(") — gdzn”z”).

dn din

(b) Funkcija ¢ je multiplikativna pa je tvrdnju dovoljno dokazati u slucaju n = p*.

Vrijedi

dopld)=1+@-D+pp—1+.. .+ p—1)=1+p" —1=p"
d|p*
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(c¢) Primijetimo da je funkcija f(n) = u(d)7(d) multiplikativna pa je tvrdnju do-
voljno dokazati u slucaju n = p*. Vrijedi

d p(d)r(d)=7(1)—7(p) =1-2=—1.
d|p*
iz, ¢ega po definiciji funkcije w(n) slijedi tvrdnja.

(d) Primijetimo da je funkcija |p(n)| multiplikativna pa je tvrdnju dovoljno dokazati
u slucéaju n = p*. Vrijedi

> lu(d) D]+ |u(p)| = 2.

dlp*

‘:02 ((n")) multiplikativna pa je tvrdnju dovoljno dokazati

()

u slucéaju n = p*. Vrijedi

1 1 k
Z d
dlp*

Zadatak 5.7. Definirajmo funkciju H : N — N, H(n) = ZT( r. Odredite sve n za
dln d
koje je H(n) < 2.

Rjesenge. Znamo da je 3, 5 = de% _ Zand _ @ Stoga je H(n) = 7(57(17)1)"

To je multiplikativna funkcija pa pogledajmo &to se dogada kad je n = p*. Vrijedi

k+ 1)p* k+1 (k+1D(1-3) 1
H(p*) = k <k—1 )p = 1 T = —— > (k+1) (1_—>-
Ova donja ograda je skoro uvijek barem 2 (Sto implicira da je H ( F) > 2). To
nije istina samo za k = 11 za (k,p) = (2,2). Uz to, vrijedi H(p) = + H(4) 72

p+1’ N
Funkcija f(z) = ﬁ—fl je strogo rastuca na N te je f(2) = §>f( ) =35, f(5) = %
Takoder je
k+1)p*
Hpb) = FEDP
(") pF 4+ 41

za sve proste brojeve pi k > 1.

Sada nije tesko vidjeti da je H(4p1...pp) > 2 (jer je HA)H(3) = 2 -2 > 2) i
da je H(p1...pm) > H(p1)H(p2) > 2 uz jednakost samo za m = 2,p; = 2,py = 3.
Stoga su sva rjeSenja n = p, 4, 6.

Zadatak 5.8. Dokazite da je po(p) =2 (mod ¢(p)) za sve proste brojeve p i odre-
dite sve slozene brojeve n za koje je no(n) =2 (mod ¢(n)).

Rjesenje. Za proste brojeve p vrijedi po(p) = p(p+1) =2 (mod p — 1). Pretposta-
vimo sada da je n slozen i da vrijedi no(n) =2 (mod ¢(n)).

Ako postoji neparan prost broj p takav da p* | n, tada p | n,¢(n) pa trazena
relacija nije moguca.
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Ako 4 | n, tada ¢(n) ne smije biti djeljivo s 4. To je moguée jedino za n = 4 i
lako se provjeri da je to jedno rjesenje.

Sada mozemo pretpostaviti da je n = p;...pr kvadratno slobodan. Trazena
relacija postaje

pro--pr-pi4+1) .. (pe+1)=2 (mod (pr—1)...(px —1)).

Ako n ima bar 2 neparna prosta djelitelja, tada 4 | o(n), ¢(n) pa trazena relacija
nije moguca. Ostaje nam jos jedino mogucénost n = 2p. U tom slucaju je

2p-3(p+1)=2 (modp—1) <= 2:-6=2 (modp—1) <= p—1]10.
Iz toga slijedi da su jedine mogucénosti p = 3, 11. Dakle, sva rjeSenja su n = 4,6, 22.
Zadatak 5.9. Odredite najvedi broj n < 1000 takav da je o(¢(n)) prost broj.

Rjesenje. Ako ¢(n) ima bar 2 razli¢ita prosta faktora, broj o(p(n)) je automatski
slozen zbog multiplikativnosti funkcija ¢, 0. Nadalje, znamo da 2 | ¢(n) za sve
n > 3 pa stoga ¢(n) mora biti oblika 2*, §to je moguée samo ako je n produkt neke
potencije broja 2 i razli¢itih neparnih prostih brojeva oblika 22™ + 1. Svi Fermatovi
prosti brojevi manji od 1000 su 3,5, 17, 257.

Takoder, znamo da je ¢(n) < n < 1000 i o(2F) = 281 — 1 pa je

o(n) € {2,4,16,64}

(brojevi 8,32, 128,256,512 otpadaju jer za njih broj 2¥*! — 1 nije prost). Nakon
malo rac¢unanja po slucajevima moze se dobiti

p(n) =2 = n € {3,4,6},
p(n) =4 = n € {5,8,10,12},
p(n) =16 = n € {17,32, 34, 40, 48},

)
p(n) =64 — n € {85,128, 136,160,170, 192,204, 240}.
Dakle, rjesenje je n = 240.

Zadatak 5.10. Odredite sve n € N takve da je

(a) @(n)o(n) = n2.
(b) ¢(n) = [Vn].
¢) p(n?) + o((n+ 1)) > 2n?
o(n) +¢(n) = nr(n)
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Rjesenje. (a) Funkcija % je multiplikativna pa pogledajmo sto se dogada za
n = p¥. Vrijedi
k—1 M1 _
(p(pk)a(pk) P (p—1)- pp_l B P2k phel -
2k - 2k - 2k )
p p p

Stoga dobivamo nejednakost ¢(n)o(n) < n?, uz jednakost samo za n = 1.

(b) Funkcija \(f) je multiplikativna pa pogledajmo §to se dogada za n = p*. Vrijedi

e(p*) - D}

Ve

Primijetimo da je ovaj izraz skoro uvijek vec¢i od 1. Preciznije, ako je k > 2,

tadajek—1> paje\(/—)>p—1>1 Takoder je “0\(/’3) \[StOJeVGCGOd
pk
1 za p > 3. Dakle, imamo
- L c ok
p0") J T
= >p—121 k=2,
N e R N

Iz ovoga zakljucujemo da je ¢(n) < y/n samo za n = 2,6 i da je p(n) = /n
samo za n = 1,4. Nije tesko provjeriti da su n = 1, 2,4, 6 rjeSenja zadatka.

2

(c) Ako 2 | n, tada je p(n®) < Z-, a ako 2 { n, tada je p((n + 1)?) < W U
svakom slucaju vrijedi
2 2

©(n?) + ¢((n +1)%) < max (% +(n+1)%n*+ @) = % + (n+ 1)

Ova gornja ograda je manja od 2n? za sve n > 5. Ru¢nom provjerom vidimo
da su jedina rjesenja n = 1, 2.

(d) T u ovom zadatka glavna ideja je ocjenjivanje velicina. Po definiciji je o(n) =

de d, (n) = Z(d,n):l 1. Stoga je

U(n)gl—i—anl—I—(T(n)—l)n.

1<dln

Takoder je p(n) < n—7(n)+1 jer jedino broj 1 istovremeno djelitelj n i relativno
prost s n. Dakle,

on)+e¢n) <1+ (tn)—n+n—7n)+1=nr(n)—7(n)+2

sto je manje od nt(n) ako je n slozen. Zan =1jeo(l)+ (1) =2 >1=7(1),
a zan = p prost je o(p) + ¢(p) = 2p = pr(p). Dakle, rjeSenje su svi prosti
brojevi p.
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(e)

Ako je n paran, tada je p(n) < . Stoga n i 7(n) moraju biti neparni. Broj

7(n) je neparan ako i samo ako je n potpun kvadrat. Stoga je n = 22, gdje je x
neparan.

Medutim, sada z | n, ¢(n) pa mora vrijediti = | 7(2?). Neka je x = p{* ... ppt.
To znaci da
Pt (200 + 1) L (20 + 1).

Medutim, nije tesko dokazati da je p;" > 3% > 2q; + 1 s jednakos¢u ako i samo
ako je p; =3, a; = 1.

Dakle, jedini kandidati su n = 12,32 i lako se da su to zaista rjesenja.

Ako p? | n, tada bi moralo vrijediti p | ¢(n) | n — 1 $to nije moguée jer pfn — 1.
Dakle, n mora biti kvadratno slobodan. Primijetimo da su n = 1 i prosti brojevi
n = p rjeSenja zadatka. Pretpostavimo sad da je n = pq produkt 2 razlicita
prosta broja jer je zbog uvjeta w(n) < 2 to jedina preostala mogucénost.

Tada vrijedi (p —1)(¢ —1) | pg—1. Zatop—1|pg—1 = p—1]|q¢— 1.
Analogno se dobije ¢ — 1 | p — 1. Iz ove dvije djeljivosti se dobije da mora
vrijediti p = ¢ Sto je nemoguce jer su p, q razli¢iti. Dakle, sva rjeSenja sun = 1
in=np.

Primijetimo da n mora biti oblika n = 2k3 pa jednadZba postaje 7(2k3) = 2k.
Pretpostavimo da je k = 2%p{" ... pp*, 2 < p; < ... < pg. Tada imamo

(Ba+2)(3ay +1)...(3ay +2) = 22T 1pit .. po,

Iz ovoga mozemo zakljuciti da je p; > 5. Kljuéna ideja u ovom zadatku je da
su s lijeve strane jednakosti linearne, a s desne eksponencijalne funkcije. Stoga
je lijeva strana skoro uvijek manja od desne.

Preciznije, nije tesko pokazati indukcijom da je 271 > 3a +2 za o > 3 i
pit > 5% > 3a; + 1 za a; > 1. Dakle, o < 2.

Za a = 0ia = 2 vrijedi 2™ = 3a + 2 pa je k = 0 (zbog nejednakosti
pi* > 3a; + 1). Lako se vidi da su k = 1,4 rjesenja. Neka je sada a = 1.
Jednadzba postaje

5-(Bar+1)...(3ap+2) =4-pi"...pp"~.

Indukcijom nije tesko pokazati da je pi* > 5% > %(3% + 1) uz jednakost samo
za p; = b, ; = 1. Stoga je jedino rjesenje u ovom slucaju k = 10.

Dakle, sva rjesenja su n = 2,128, 2000.

Zadatak 5.11. Dokazite da za sve a,b € N vrijedi 7(ab) < 7(a)7(b).

Rjesenje. Funkcija 7 je multiplikativna pa mozemo pretpostaviti a = p¥,b = p'.

[

Tada vrijedi

T(ab) =k +1+1<(k+1)(I+1)=7(a)r(D).

Zadatak 5.12. (*) Odredite sve multiplikativne strogo rastuce funkcije f : N — N
takve da je f(2) = 2.
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Rjesenje. Prvo odredimo f(3). Imamo sljedeéi niz nejednakosti

F(3)(5) = £(15) < F(18) = 2f(9) < 2f(10) = 4f(5) —> f(3) < 4.

Zakljuéujemo da je f(3) = 3. Kako je onda f(6) = 6, automatski zaklju¢ujemo da
je f(4) =4, £(5) = 5.

Sada je f(10) = 2f(5) = 10 pa imamo i da je f(n) = n za sve n < 10. Tada
je f(18) = 2f(9) = 18 pa imamo da je f(n) = n za sve n < 18. Nastavljajudi
induktivno ovaj postupak dobit ¢emo da je f(n) = n za sve n € N i lako se provjeri
da je to stvarno rjesenje ove funkcijske jednadzbe.

Zadatak 5.13. (*) Odredite sve rastuce funkcije f : N — N takve da je f(2) =21
f(mn) = f(m)f(n) za sve m,n € N.

Rjesenge. Prvo vidimo da je f(2") = 2" za sve n € N. Neka je p* potencija prostog
broja i n € N takav da je 2" < p* < 2"+, Tada je

<2

Ako je f(p) > p+ 1, izraz f;’;)k ¢e za dovoljno veliki k biti veéi od 2, a ako je

f(p) <p-—1, izraz %Qk ¢e za dovoljno veliki k biti manji od % Stoga je f(p) =pi

iz toga se lako dobije da mora biti f(n) = n za sve n € N. Lako se provjeri da je to
zaista rjesenje.
Napomena: Paul Erdos je 1946. dokazao teorem koji kaze da je svaka rastuca

multiplikativna funkcija f : N — RT nuzno oblika f(n) = n® za neki a > 0. Dokaz
teorema dijeli se na dva dijela.

Teorem A: Ako je f: N — RT rastuca i potpuno multiplikativna (tj. f(mn) =
f(m)f(n) za sve m,n € N). tada postoji a > 0 takav da je f(n) = n® za sve n € N.

Teorem B: Ako je f : N — RT rastuca i multiplikativna, tada je f potpuno
multiplikativna.

Dokaz Teorema A je slican rjeSenju zadatka 5.13. Dokazi oba teorema mogu se
nadi u [1].
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