Poglavlje 1
Djeljivost

Teorem (o dijeljenju s ostatkom): Neka je a € N i b € Z. Tada postoje jedins-
tveni cijelt brojevi q,r takvi da jeb=qga+1r 10 <r <a.

Euklidov algoritam

Teorem (Euklidov algoritam): Neka su b,c € N. Pretpostavimo da je uzastop-
nom primjenom Teorema o dijeljenju s ostatkom dobiven niz jednakost:

b=cq +1r, 0<r<c
C=riga+1re, 0<ro<nr

T1 = To@s + T3, 0<7“3<T'2

rjio =Trj_1qj—1+ 75,0 <r; <rj
Tj—1 = Tj4qj+1-
Tada je (b,c) = r; i vrijedi jednakost (b,c) = bxg + cyo, pri cemu se koeficijenti

X0, Yo € Z mogu dobiti 1z algoritma izraZavanjem svakog broja r; kao linearne kom-
binacije b i c.

Zadatak 1.1. Odredite sve parove cijelih brojeva (a, b) za koje vrijedi 732a-+288b =
(a,b).

Rjesenje. Uzastopno primjenjujemo Euklidov algoritam.

732 =288 -2 + 156
288 =156 - 1 + 132
156 =132-1+ 24
132 =24-5412
24=12-2+0
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Dakle, (732,288) = 12. Jos samo trebamo rekonstruirati koeficijente a, b.
12=132—-24-5=132— (156 — 132-1) -5
=132-6—156-5=(288—156-1) -6 — 156 - 5
=288 -6 — 15611 =288 -6 — (732 —288-2) - 11
=288 -28 —732-11

Dakle, nasli smo jedan trazeni par. Nadalje, ako vrijedi 732a+288b = 732a’ 4288V =
12, tada mora biti

732(a—a’) = 288(b' —b) <= 6l(a—d') =24()'—b) < a—d =24k, b'—b = 61k.
Stoga su svi trazeni parovi oblika (a,b) = (24k — 11,61k + 28) za neki k € Z.
Zadatak 1.2. Odredite sve n € N za koje n + 5 | n® + 100.

Rjesenje. Uzastopno primjenjujemo Euklidov algoritam.

n+5|n®+100 = (n+5)n* — 5n? + 100 <=
<= n+5]5n* 100 = 5(n +5)n — 25n — 100 <=
= n+5]|25n 4100 = 25(n +5) — 125 + 100 <—
< n+5]|25

Dakle, jedino rjesenje je n = 20.
Zadatak 1.3. Odredite sve n € N za koje 2n? + 1 | n® — 8.

Rjesenge. Kako je 2n® + 1 neparan, vrijedi 2n? + 1 | n® — 8 <= 2n? + 1|2n> + 16.
Ovdje smo mnozili desnu stranu s 2 da bismo u koraku Euklidovog algoritma imali
cijele brojeve. Sada imamo

2n’ +1]2n* —16 = (2n* +1)n —n — 16 <—
2n® +1|n+ 16

Primijetimo da je lijeva strana kvadratni, a desna linearni polinom i da su obje
strane pozitivne. Stoga lijeva strana raste brze od desne pa ¢e za dovoljno velike
n vrijediti 2n? + 1 > n + 16 (preciznije, za n > 4) i djeljvost ne moze vrijediti.
Provjerom se utvrdi da n = 1 nije rjeSenje, a n = 2, 3 jesu.

Zadatak 1.4. Koliki ostatak daje broj 20252026 42026 pri dijeljenju s 20252 420267

Rjesenje. Neka je a := 2025. Tada nas zanima koliki je ostatak a?°?® + a + 1 mod

a® + a + 1. Primijetimo da je a®> +a + 1 = % pa imamo

a2026—|—a+1:(a3—1)~(a2023+a2020+...+a4+a)+2a—|—1.

Kako je 22025+ 1 = 2a + 1 < a® + a + 1, dobivamo da broj 2025226 4 2026 daje
ostatak 4051 pri dijeljenju s 2025% + 2026.
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Prosti brojevi

Teorem (Osnovni teorem aritmetike): Svaki prirodni broj n se moZe jedins-
tveno faktorizirati na proste faktore do na njihov poredak. Drugim rijecima, postoje
jedinstvent prosti brojevi py < ... < pg i eksponenti aq, ..., ar € N takvi da vrijeds

n=pit...pek.
Teorem (Euklid): Prostih brojeva ima beskonacéno mnogo.

Proste brojeve oblika 2P — 1, gdje je p prost, zovemo Mersenneovi prosti brojevi,
a proste brojeve oblika 22" +1 zovemo Fermatovi prosti brojevi. Otvoren je problem
postoji li beskona¢no Mersenneovih i Fermatovih prostih brojeva.

Teorem: Neka je n € N i p prost broj. Broj k € N takav da p* || n! (tj. p* |

n!, p*tinl) se oznacava s vy(n!). Ako s |x] oznaéimo najveéi cijeli broj mangi ili

jednak x, tada vrijedi
| n n n
Up(n.) = LEJ + L?J + {EJ —+ ...

Ova suma je konacna jer je p > n za sve dovoljno velike brojeve m.

Zadatak 1.5. Odredite sve proste brojeve p takve da su brojevi p+ 2, p+ 4 takoder
prosti.

Rjesenje. Bar jedan od brojeva p,p + 2,p + 4 je djeljiv s 3. Dakle, jedan od njih
mora biti jednak 3. Sad se lako vidi da je jedino rjesenje p = 3.

Zadatak 1.6. Odredite sve proste brojeve p za koje postoje m,n € N takvi da je
2n+1 _ om
P =2"4+ 1.

Rjesenje. Vrijedi
P 1= (=)@ +p" T+ A p D),

Izraz p?" + ...+ 1 je neparan i veé¢i od 1. Stoga ne moze biti potencija broja 2 pa
ne postoji takav p.

Zadatak 1.7. Odredite sve proste brojeve p takve da je 21p + 1 potpun kvadrat.

Rjesenje. Diofantsku jednadzbu 21p+1 = x? zapisimo u obliku 21p = (z—1)(z+1).
Sada imamo 8 slucajeva.

e r—1=12+4+1=21p = x =2, nema rjesSenja
e r—1=3 2r+1=7Tp = x =4, nema rjesenja

er—1=724+1=3p == z=8,p=3

r—1=2l2+1=p = x=22,p=23

r—1=p,xr+1=21 = x=20,p=19
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e r—1=3p,2+1=7 = x =06, nema rjesenja
e r—1=T7Tp,z+1=3 = z =2, nema rjesenja
e r—1=2Ip,x+1=1 = x =0, nema rjeSenja
Dakle, sva rjesenja su p = 3,19, 23.
Zadatak 1.8. Odredite sve n € N takve da su 2" — 1,2" + 1 prosti brojevi.

Prvo rjesenje. Broj 2™ — 1 moze biti prost samo ako je n prost, a broj 2" + 1 moze
biti prost samo ako je n potencija broja 2. Stoga je jedini kandidat n = 2 i lako se
vidi da je to jedino rjesenje. O

Drugo rjesenje. Ako 2 | n, tada 3 | 2" — 1. Ako 21 n, tada 3 | 2" + 1. Dakle, jedan
od brojeva 2™ £+ 1 je djeljiv s 3 pa, ako je prost, mora biti jednak 3. Stoga su jedini
kandidati n = 1,2 i lako se vidi da je n = 2 jedino rjesenje. O]

Zadatak 1.9. Neka je n > 3 prirodan broj i neka su p, ¢ prosti brojevi takvi da
p | n!,q|n! —1. Dokazite da je p < q.

Rjesenje. 1z p | n! slijedi da je p < n. Kad bi bilo ¢ < p, tada bi vrijedilo ¢ | n!.
Medutim, znamo da je (n!,n! — 1) = 1 sto nam daje kontradikciju. Dakle, mora biti
P <q.

Zadatak 1.10. S koliko nula zavrsavaju brojevi 100! i (12000)?

Rjesenje. Prvo rijesimo broj 100!. Treba izracunati brojeve v9(100!) i v5(100!). Broj
nula ¢e tada biti jednak min(ve(100!), v5(100!)). Medutim, iz formule je jasno da ¢e
vrijediti v (100!) > v5(100!) jer je [ ] > [42] za svaki k € N. Zato je broj nula s
kojima zavrsava 100! jednak

100|100
v5(100!) = L?J + {gJ — 24,
100) __ 100!

0) = 3ors0r- NVije tesko izracunati da je

Sada ¢emo rijesiti broj n := (

va(n)

03(1001) — v5(201) — v(801) = 97 — 18 — 78 = 1,
vs(n) =v

5(1001) — v5(201) — v5(801) =24 —4 — 19 = 1.

Zato broj (12000) zavrsava s jednom nulom.

Zadatak 1.11. (*) Dokazite da postoji 1000 uzastopnih prirodnih brojeva medu
kojima je tocno 10 prostih brojeva.

Rjesenje. Medu prvih 1000 brojeva je sigurno vise od 10 prostih brojeva, a postoji
i 1000 uzastopnih slozenih brojeva (npr. 1001! + 2,1001! 4 3,...,1001! + 1001).
Definirajmo

s(n) = broj prostih brojeva u skupu {n,n +1,...,n+ 999}.
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Dakle, s(1) > 10, s(1001! 4 2) = 0. Takoder,

—1 :n prost, n + 1000 slozen,
s(n+1)—s(n)=<1  :nslozen, n+ 1000 prost,

0 : Inace.

Stoga je |s(n + 1) — s(n)] < 1 za sve n € N pa sigurno postoji n € N za koji je
s(n) = 10.

Zadatak 1.12 (Hrvatska matematicka olimpijada za djevojke 2025., 1. dan *).
Ako za proste brojeve p,q i n € N vrijedi

p+q’ =" +1)p"+q,
dokazite da je ¢ = p*> — p + 1.

Rjesenje. Ako je p = q, tada mora biti n = 0 Sto nije prirodan broj. Pretpostavimo
sada da je p # ¢. Jednadzbu mozemo zapisati kao

q(qg—1) = ((n® +1)p — 1)p.

Slijedi da p | ¢(¢ — 1). Kako p # ¢, imamo p | ¢ — 1, odnosno postoji k& € N takav
da je ¢ = kp + 1. Sada jednadzba postaje

k(kp+1) =0+ 1p—1 <= k+1=n>+1-E)p.
Stoga postoji a € N takav da je k = ap — 1 i jednadzba postaje
n*=(ap—1)*+a—1.

Dakle, izraz (ap — 1)> + a — 1 mora biti potpun kvadrat. Znamo da vrijedi (ap —
1)?+a—12> (ap—1)? a takoder je (ap — 1)*+a — 1 = a*p? — 2ap — a < (ap)®.
Zakljucujemo da mora biti (ap —1)>+a—1= (ap—1)*ia = 1. Iz toga slijedi da
jek=p—1lig=p*—p+1.

Napomena: Bunyakovskyjeva slutnja kaze sljedece: ako je P € Z[x] ireducibi-
lan polinom kojemu je vodeéi koeficijent pozitivan i (P(1), P(2), P(3),...) = 1, tada
postoji beskonatno mnogo prostih brojeva p prikazivih u obliku p = P(z) za neki
x € N. Slutnja je dokazana samo za polinome stupnja 1 (Dirichletov teorem). Tako
je npr. otvoren problem postoji li beskona¢no mnogo prostih brojeva oblika x2? + 1.

Teorem (Dirichlet *): Neka su a,b relativno prosti prirodni brojevi. Tada u arit-
metickom nizu an + b,n € N postoji beskonacno mnogo prostih brojeva.

Teorem (Bertrandov postulat *): Za svaki prirodan brojn > 2 postoji prost broj
n<p<?2n.



POGLAVLJE 1. DJELJIVOST 6
Najveci zajednicki djelitelj
Zadatak 1.13. Neka su a,b,c € N takvi da su brojevi ab, ac, bc potpuni kubovi.

Dokazite su i a, b, c potpuni kubovi. Vrijedi li ista tvrdnja za kvadrate?

Rjesenje. Broj (abc)? = ab - ac - be je potpun kub jer je umnozak potpunih kubova.
Stoga je (abc)? Sesta potencija nekog prirodnog broja pa je abc potpun kub. Sada
suia= “b—bcc, b= abe abe hotpuni kubovi jer su kvocijenti potpunih kubova.

ac' €T ab
Za kvadrate ovakva tvrdnja ne vrijedi. Protuprimjer je a =0 =c¢ = 2.

Zadatak 1.14. Ako su a,b relativno prosti prirodni brojevi, odredite sve moguce
vrijednosti broja (a + b,a — b).

Rjesenje. Vrijedi (a +b,a —b) = (a +b,2a) = (a+b,2). Stoga je (a +b,a —b) =1
ako su a, b razlicite parnosti i (a + b,a — b) = 2 ako su iste parnosti.

Zadatak 1.15. Ako su a,b € N takvi da je (a,b) = 10, odredite sve moguce
vrijednosti (a3, b*).

Rjesenje. Neka je a = 10z, b = 10y. Tada je (z,y) =11
(a®,b%) = (10°23,10%*) = 10° - (2®, 10y*) = 10% - (2%, 10).
Stoga je (a*,b%) € {10%,2-103,5- 103,10}, ovisno o tome je li z djeljiv s 2 i 5.

Zadatak 1.16. Ako za prirodne brojeve a, b, ¢, d vrijedi ab = cd, dokazite da postoje
x,y,z,w € N takvi da je a = zy, b= zw, c =2z, d = yw.

Rjesenje. Neka je x = (a,c¢) i w = (b,d). Tada je

a b ¢ d

r w o ow
Zbog (£, <) =1 mora vrijediti ¢ | £. Analogno se dobiju djeljivosti £ | £, £ | 2 4|
2. Kako su svi ovi brojevi pozitivni, zakljucujemo da je y := ¢ = %Ui z = % =<

pa smo dobili trazene brojeve x, vy, z, w.

Zadatak 1.17 (Hrvatska juniorska matematicka olimpijada 2025., 2. dan). Odre-
dite sve a,b € N za koje 3ab+ a | 3a® + b.

Rjesenge. Vrijedi a(3b+ 1) | 3a> +b = a | 3a>+b = a | b. Dakle, postoji
k € N takav da je b = ka i jednadzba postaje

3ak + 1| 3a+ k.
Primijetimo da je lijeva strana veca od desne jer je
3ak+1—-3a—k=Ba—-1)(k—1)>0

te da su obje strane pozitivne. Stoga mora biti 3ak + 1 = 3a+ k $to je moguée samo
za k =1, tj. a =0b. Lako se vidi da je a = b zaista rjeSenje.
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Zadatak 1.18 (Skolsko natjecanje 2023., 4. razred, A varijanta). Odredite sve
uredene trojke (x,y,p), gdje je p prost, a x i y prirodni brojevi za koje vrijedi

p:p - 1= y3.
Rjesenje. Zapisimo jednadzbu u obliku
Pr=y+l=(y+ 1)y -y + 1)

Primijetimo da vrijedi (y + 1,9* —y+1)=(y+ 1,1+ 1+1) = (y+1,3) | 3. Sada
imamo 2 slucaja.

e 3| y+ 1. Tada je p=31ibrojevi y + 1,4* — y + 1 su oba potencije broja 3, s
tim da je barem jedan od njih jednak 3. Nije tesko dobiti da onda mora biti
y=2izx=2.

e 31y + 1. Tada su brojevi y + 1,4 — y + 1 oba potencije broja p i relativno
prosti. Zato je jedan od njih jednak 1. Nije tesko dobiti da onda mora biti
y=1Lp=2z=1.

Dakle, sva rjesenja su (z,y,p) = (1, 1,2), (2,2, 3).
Zadatak 1.19. Odredite sve x,y, z € N za koje vrijedi x! + y! = 2.
Rjesenje. Za pocetak, ocito vrijedi z,y < z. Nadalje,

Yl zl=2l+yl = yl|2! = y<uz.

Analogno se dobije z < y pa zakljucujemo z = y. Sada rjesavamo jednadzbu
2z! = zI. Medutim, 2! > (z 4+ 1)! = (x + 1) - x! iz Cega slijedi da mora biti
r =1y =1,z = 2. Lako se vidi da je to zaista rjesenje zadatka.

Zadatak 1.20. Dokazite da su elementi skupa S = {n!-i+1:7i€ {1,...,n}} u
parovima relativno prosti.

Rjesenje. Neka su 1 <1 < j < n. Vrijedi
(nl-i+1n-j4+1)=Mm-i+Lnl-(j—1)=Mm 1+1,j—1).
Kakoje 0 <j—i<n,vrijedij—¢|n!lpaje(nl-i+1,57—1)=1.

Zadatak 1.21. Neka su a,b, ¢ € N takvi da vrijedi (a,b,c) =1ic= aa—f’b Dokazite
da je a — b potpun kvadrat.

Rjesenje. Neka je d = (a,b) i a = da’,b = db/'. Tada zbog uvjeta zadatka vrijedi
(c,d) = 1. Nadalje,

ab  da't’

a—b a -V

Zadnja implikacija vrijedi jer je (¢’ —¥',d’) = (a' = ¥,V) = (d/,1/) = 1. Stoga je

a,ib, -a'b. Iz ovoga mozemo zakljuciti
d
a — b
pajea—b=d(d — V)= d® potpun kvadrat.

c= — d =V |ddb = d -V |d

CcC =

le,d = d=d -V
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Zadatak 1.22. (*) Neka su a,b,c € N. Dokazite da vrijedi nejednakost
(a,b—1)-(b,c—1)-(c,a—1) < ab+ bc+ ca.

Rjesenje. Pretpostavimo prvo da je neki od brojeva jednak 1. Zbog simetri¢nosti
nejednakosti mozemo BSO pretpostaviti ¢ = 1. U tom slucaju imamo

(a,b—1)-(bye—=1)-(c,a—1)=(a,b—1)-b-1<ab< ab+ bc+ ca.
Neka su sada svi brojevi veci od 1. Tada vrijedi

(a,b—1)-(bc—1)-(c,a—1)|a-b-c
(a,b—1)-(b,c—1)-(c,a—=1) | (b—=1)-(¢—=1)-(a—1).

Zato vrijedi i
(a,b—1)-(b,c—=1)-(c,a—1) | abc—(a—1)(b—1)(c—1) = ab+ac+bc—a—b—c+1.

Medutim, lako se vidi da je 0 < ab+ac+bc—a—b—c+1 < ab+ ac+ be sto
dokazuje nejednakost i u ovom slucaju.

Zadatak 1.23. (*) Odredite sve a,b € N za koje vrijedia | b—1, V* | a® — 1.

Prvo rjesenje. Sviparovi (a, 1), (1,b) su ocita rjesenja. Pretpostavimo sada a,b > 2.

Neka je (a,b) = d. Tada imamo d | b—1 = d | 1 pa su a, b relativno prosti.
Takoder, iz prve djeljivosti slijedi da je b > a+ 1. Sada ¢emo dvije zadane djeljivosti
spojiti u jednu ekvivalentnu njima. Vrijedi

alb—1]0 -1 = a|b*+a’—-1,

Vi0a®—1 = b |a®+b —1.

Zakljucujemo da ab?® | a® + bv* — 1. Kako je a® + 0> — 1 > 0, nuzno vrijedi ab?® <
a’® + b®> — 1. Medutim,

ab? v’ =(a—-1D0*>(a—Da+1)=a*+a®*—a—-1>d>—1
i dobili smo kontradikciju. Dakle, sva rjesenja su (a,b) = (a, 1), (1,b). O
Drugo rjesenge. Svi parovi (a, 1), (1,b) su ocita rjeSenja. Pretpostavimo sada a,b >
2. Iz prve jednakosti dobivamo da postoji £ € N takav da je b = ak + 1. Druga
djeljivost sada postaje

a’k?® +2ak +1 = (ak +1)* | a® — 1.

Sada éemo pomnoziti desnu stranu s k? i primijeniti Euklidov algoritam.

a’k® + 2ak + 1| a’k* — k* = a®k® + 2ak + 1| —2a°k — a — k°.

Stoga nuzno vrijedi a?k*+2ak+1 < 2a*k+a+k? < a*k(k—2) < k(k—2a)+a—1.
Sada imamo 2 slucaja,
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e a >k > 2 tada je a?k® + 2ak + 1 = a®k® + ak + ak + 1 > 2a’k + a + k2,

kontradikcija.
o k>a>2: tadaje a®k(k—2) > 4k(k—2) > k(k—4)+k—1 > k(k—2a)+a—1,
kontradikcija.
Dakle, sva rjesenja su (a,b) = (a, 1), (1,b). ]

Zadatak 1.24. (*) Neka su x,y € N takvi da vrijedi 222 + x = 3y* + y. Dokazite
dasuz—y,2x+ 2y + 1,3z + 3y + 1 potpuni kvadrati.

Rjesenje. Glavna ideja ovdje je prikazati zadanu jednakost u obliku u kojem su s
jedne strane trazeni izrazi, a s druge potpun kvadrat. Primijetimo da vrijedi

202+ -2 —y =1 = (v —y)2rv+2y+1) =y>

Nadalje, ako za neki prosti broj p vrijedi p | x —y,2x 4+ 2y + 1, tada nuzno i p | y pa
p | (x —y) +y = . Medutim, sada dobivamo kontradikciju jer bi moralo vrijediti
P,y 204+2y+1 = p| (20+2y+1)—22—2y = 1. Dakle, (z—y, 22+2y+1) = 1
Sto znaci da x — y i 2z + 2y + 1 moraju biti potpuni kvadrati (jer im je produkt
potpun kvadrat).

Pocetnu jednakost mozemo zapisati i u obliku

2

322+ -3 —y=12> = (2 —y)Bx+3y+1) =2

Analognim argumentom mozemo dokazati da je (z — y,3x + 3y + 1) = 1 §to znaci
da x —y i 3x + 3y + 1 moraju biti potpuni kvadrati.
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