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Poglavlje 1
Djeljivost

Teorija brojeva je grana matematike koja se ponajprije bavi prou¢avanjem
svojstava skupa prirodnih brojeva

N=1{1,2,34,...}.

Jedno od osnovnih svojstava skupa N je da su na njemu definirane operacije
zbrajanja i mnozenja koje zadovoljavaju zakone komutativnosti, asocijativ-
nosti i distributivnosti. Pored toga, na skupu N imamo uredaj takav da za
svaka dva razlic¢ita elementa m,n iz N vrijedi ili m < n ili n < m. Drugim
rije¢ima, ako je m < n in < m, onda je m = n. Nadalje, svaki neprazan
podskup od N ima najmanji element, te vrijedi princip matematicke induk-
cije: Ako je S C N za koji vrijedi da je 1 € S, te dak € S=k+1¢€ S5,
onda je S = N. Ova svojstva ¢emo u daljnjem cesto koristiti.

Osim svojstava skupa N, proucavat ¢emo i svojstva skupa cijelih brojeva
0,£1,£2,£3,... kojeg ¢emo oznacavati sa Z, te skupa racionalnih brojeva,
tj. brojeva oblika g za p € Z, q € N, kojeg ¢emo oznacavati s Q.

Pojam djeljivosti je jedan od najjednostavnijih, ali ujedno i najvaznijih
pojmova u teoriji brojeva. Stoga ¢emo s njim zapoceti nasa razmatranja.

Definicija 1.1. Neka su a # 0 i b cijeli brojevi. KaZemo da je b djeljiv s
a, odnosno da a dijeli b, ako postoji cijeli broj x takav da je b = ax. To
zapisujemo sa a | b. Ako b nije djeljiv sa a, onda pisemo atb.

Ako a | b, onda jos kazemo da je a djelitelj od b, a da je b visekratnik
od a. Oznaka a*||b ée nam znaciti da a* | b, ali a1 4b.

Uoc¢imo da je relacija “biti djeljiv” relacija parcijalnog uredaja na skupu
N. To znaci da za prirodne brojeve k, m,n vrijedi:

(i) m | m, (refleksivnost),
(i) k|mim|n = k|n, (tranzitivnost),

(iii) m |nin|m = m = n, (antisimetri¢nost).

2



Uvod u teoriju brojeva 3

No to nije relacija parcijalnog uredaja na skupu Z\ {0} jer m | nin|m
povlaci da je m = #£n, pa ne vrijedi antisimetri¢nost.

Teorem 1.1 (Teorem o dijeljenju s ostatkom). Za proizvoljan prirodan broj
a 1 cijeli broj b postoje jedinstveni cijeli brojevi q i r takvi da je b= qa + r,
0<r<a.

Dokaz: Promotrimo skup S ={z : t =b—am, m € Z iz > 0}. Skup S
je neprazan jer sadrzava, primjerice, broj b —a(—|b|) = b+ a|b| > 0. Stoga S
ima najmanji nenegativni element, koji éemo oznaciti s r. Tada je r > 0 i,
bududi da je r € S, postoji g € Z takav da je b — qa = r, tj. b =qga + r. Da
bismo pokazali da je r < a, pretpostavimo suprotno, tj. da je r > a. Tada je
r—a>0,r—a=b—a(qg+1) €Sir—a<r, pasmo dobili kontradikciju
s minimalnoséu od r.

Da bi dokazali jedinstvenost od ¢ i r, pretpostavimo da postoji jos jedan
par g1, r1 koji zadovoljava iste uvjete. Pokazimo najprije da je r1 = 7.
Pretpostavimo da je npr. » < r;. Tada je 0 < r; — r < a, dok je s druge
strane 1 —r = a(¢—q1) > a. Prema tome je 1y = r, pa je stogaiq =¢q. O

Definicija 1.2. Neka su b i ¢ cijeli brojevi. Clijeli broj a zovemo zajednicki
djelitelj od b i c ako a|bia|c. Ako je barem jedan od brojeva b i ¢ razlicit
od nule, onda postoji samo konacéno mmnogo zajednickih djelitelja od b i c.
Najveci medu njima zove se najveéi zajednicki djelitelj od b ¢ ¢ © oznacava
se snzd(b, c) (ili s ged (b, ¢) od greatest common divisor, ili samo s (b, ¢) kada
to ne dovodi do zabune). Slicno se definira najveéi zajednicki djelitelj brojeva
b1,ba, ..., by koji nisu svi jednaki nuli, te se oznacava s nzd(by, by, ..., by).

Ocito je nzd(b,c¢) = nzd(c,b). Uotimo da je nzd(b,c) > 1, te da je
nzd(b,0) = |b| za svaki cijeli broj b # 0. Buduéi da 0 ima beskona¢no mnogo
djelitelja, broj nzd(0,0) nije definiran (katkad se uzima nzd(0,0) = 0).

Teorem 1.2. Neka su b i ¢ cijeli brojevi, koji nisu oba jednaka nuli. Tada
je
nzd(b,c) = min({bx + cy : xz,y € Z} NN).

Dokaz: Provjerimo najprije da skup S = {bx+cy : z,y € Z} ima barem
jedan pozitivni element. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da
jeb# 0. Ako je b > 0, onda je b =b-1+4 c-0 pozitivan, a ako je b < 0, onda
je |b| =b-(—1) + ¢- 0 pozitivan.

Neka je g = nzd(b,c) te neka je | najmanji pozitivni ¢lan skupa S =
{bx + cy : z,y € Z}. To znaci da postoje cijeli brojevi zg i yo takvi da je
[ = bxy + cyp.

Pokazimo da [ | b i1l | c. Pretpostavimo da npr. [ 1 b. Tada po Teoremu
1.1 postoje cijeli brojevi g i r takvidajeb=Ig+ri0 <7 <. Sada je

r=0b—Ilg=>b—q(bro+cyo) = b(1 — qxo) + c(—qyo) € S,
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§to je u suprotnosti s minimalnoséu od [. Dakle, [ | b, a na isti nacin se
pokazuje da [ | c. To znaci da je [ < g.

Buduéi da je g = nzd(b,c), to postoje 5,7 € Z takvi da je b = gf3,
¢ =gy, pajel =bxy+ cyo = g(Bro + yyo). Odavde slijedi da je g < I, pa
smo dokazali da je g = . U

Ako se cijeli broj d moze prikazati u obliku d = bx + cy, onda je nzd(b, ¢)
djelitelj od d. Posebno, ako je bx 4+ cy = 1, onda je nzd(b,c) = 1.

Ako je d zajednicki djelitelj od b i ¢, onda d | nzd(b, c). Zaista, d dijeli

b i ¢, pa onda dijeli i bz + cy, te tvrdnja slijedi iz Teorema 1.2. Stoga se
najveéi zajednicki djelitelj moze definirati i kao zajednicki djelitelj koji je
viSekratnik svih zajednickih djelitelja.
Definicija 1.3. Reéi éemo da su cijeli brojevi a i b relativno prosti ako
je nzd(a,b) = 1. Za cijele brojeve ay,as,...,a, reéi éemo da su relativno
prosti ako je nzd(ai,as,...,a,) = 1, a da su u parovima relativno prosti
ako je nzd(a;,aj) =1 za sve 1 <i,j5 <n, i # j.

Propozicija 1.3. Ako jenzd(a, m) = nzd(b,m) = 1, onda je nzd(ab,m) = 1.

Dokaz: Po Teoremu 1.2 postoje xg,yo,x1,y1 € Z takvi da je 1 = azo +
myo = bx1 + my;. Odavde je axgbry = (1 — myp)(1 — my1) = 1 — mya,
gdje je y2 = yo + y1 — myoy1. Sada iz abror; + mys = 1 zakljucujemo da je
(ab,m) = 1. O

Propozicija 1.4. Ako a | bc i nzd(a,b) =1, onda a | c.

Dokaz: 1z nzd(a,b) = 1 slijedi da postoje cijeli brojevi = i y takvi da je
ax + by = 1. Mnozenjem s ¢ dobivamo acz + bey = ¢. Sada a | be povlaci da
alc. O

Propozicija 1.5. Neka su a, b,z cijeli brojevi. Tada vrijedi
nzd(a,b) = nzd(a,b + ax).

Dokaz: Ozna¢imo nzd(a,b) = d, nzd(a,b + ax) = g. Po Teoremu 1.2
postoje g, yo € Z takvi da je d = axg + byo, odnosno

d = a(zo — zyo) + (b + az)yo.

Odavde slijedi da g | d. Pokazimo sada da d | g. Buduéi da d | aid | b
imamo da d | (b + ax). Dakle, d je zajednicki djelitelj od a i b+ az, pa po
Teoremu 1.2 imamo da d | g.

Posto su brojevi d i g pozitivni po definiciji, iz d | g i g | d slijedi da je
d=g. O

Prethodna propozicija se moze shvatiti kao jedan korak u Euklidovom
algoritmu.

Bududi da je nzd(b,c¢) = nzd(|b], |c|), mozemo pretpostaviti da su b i ¢
prirodni brojevi.
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Teorem 1.6 (Euklidov algoritam). Neka su b i ¢ prirodni brojevi te neka je
b > c. Pretpostavimo da je uzastopnom primjenom Teorema 1.1 dobiven niz
jednakosti

b =cq+r, 0<r <c,
c=riqg+ry, 0<ry<ry,
ri = roqzt+r3, 0<rz<ro,

ri—2 = Tj-1q; + 1y, 0< i <Tj-1,
Tji—1 = Tjqj+1-
Tada je nzd(b,c) jednak r;, posljednjem ostatku razli¢itom od nule. Vrijed-

nosti od xg i yo u izrazu nzd(b, c) = bxg + cyg mogu se dobiti izraZavanjem
svakog ostatka r; kao linearne kombinacije od b 1 c.

Dokaz: Po Propoziciji 1.5 imamo

nzd(b, ¢) = nzd(b — cq1,¢) = nzd(ry,¢) = nzd(ry, ¢ — r1g2) = nzd(rq1,r2)

= nzd(ry — raqs,r2) = nzd(rs, r2).

Nastavljajuci ovaj proces, dobivamo: nzd (b, ¢) = nzd(r;_1,7;) = nzd(r;,0) =
Tj.

Indukcijom éemo dokazati da je svaki r; linearna kombinacija od b i c.
To je to¢no za ry i rq, pa pretpostavimo da vrijedi za r;—1 i r;_s. Buduéi da
je r; linearna kombinacija od 7;_1 i r;_o, po pretpostavci indukcije dobivamo
da je i linearna kombinacija od b i c. O

Primjer 1.1. Odredimo d = nzd(252,198) i prikazimo d kao linearnu kom-
binaciju brojeva 252 1 198.
Rjesenje:

252 =198 -1+ 54
198 = 54-34 36
54 =36-1418
36 =18 -2

Dakle, nzd(252,198) = 18. Nadalje, imamo:

18=54—-36-1=54—(198—-54-3)-1=4-54—1-198
=4-(252—-198-1) —1-198 =4-252 —5-198.
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Rjesenja jednadzbe bz +cy = nzd(b, ¢) mogu se efikasno dobiti na sljede¢i
nacin: ako je

—1=0b ro=¢ ri=rig—qri-i
x1 =1 x20=0; z=wzi-2—qwi;
Y1 =0, wo=1 ¥i=Yi-2—qyi-1,
onda je
br; +cy; =mr;, zai=-1,0,1,...,7+1.
Ova formula je totna za i = —1 14 = 0, pa tvrdnja trivijalno slijedi indukci-

jom, jer obje strane formule zadovoljavaju istu rekurzivnu relaciju. Posebno,
vrijedi:

bxj + cy; = nzd(b, c).
Primjer 1.2. Odredimo g = nzd(3587,1819) i nadimo cijele brojeve x,y
takve da je 3587x + 1819y = g.

Rjesenje:

3587 = 1819 -1 + 1768
1819 = 1768 -1 + 51

1768 = 51 - 34 + 34
51 =34-1+17
34 =17-2
i -1 0 1 2 3 1
" 1 1 34 1
x| 1 0 1 -1 35 —36
w| 0 1 -1 2 —69 71

Dakle, g = 17, te 3587

- (—36) + 1819 - 71 = 17.

&

Zadatak 1.1. Odredite g = (423,198) i nadite cijele brojeve z,y takve da

je 423z 4+ 198y = g.

Zadatak 1.2. Odredite cijele brojeve x,y takve da je

a) Tlx + 50y =1,

b) 93z + 8ly = 3.

Propozicija 1.7. Za broj koraka j w FEuklidovom algoritmu vrijedi j <

2logs c.

Dokaz: Pogledajmo i-ti korak. Imamo r; <
ovom drugom sluc¢aju imamo ¢4 = 1174 =11 — 71 <

svakom slucaju je ;41

1§’I“j<

< =51, Odavde je

’I“j,Q Tj,4
A —
2 4

Ti—1

Ti—1

5 < T <7ri1. U

~=1. Dakle, u

ili

70

2i/2
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ako je j paran, a

ri—3 To
< J e
2< ri—1 < 5 < < 2G-1)/2
ako je j neparan.
Dakle, u svakom slucaju je ¢ = r9 > 29/2, pa je j < 2log, c. U

Zadatak 1.3. Dokazite da, uz oznake iz Teorema 1.6, zai=0,1,...,7+1
vrijedi x;_1y; — viyi1 = (—1)°, te nzd(x;, y;) = 1.

c

Propozicija 1.8. Uz oznake iz Teorema 1.6, za b > 0, vrijedi: |z;| < oL

ly;| < %, gdje je g = nzd(b, c).

Dokaz: Pokazimo indukcijom da je (—1)'z; < 0, (=1)iy; > 0 za i =
—-1,0,1,...,5 + 1. Za i = —1,0 tvrdnja vrijedi po definiciji, a ako pret-
postavimo da vrijedi za ¢ — 2, ¢ — 1, onda iz x; = x;_o — q;x;—1 slijedi
(—1)iz; = (=1)"22; o+ (—1)"'gw;_1 < 0. Zay; je dokaz sasvim analogan.

Prema tome, |z;| = |xi—2| + qilzi—1|, |yi] = |yi—2| + @|yi—1].- Nadalje,

buduéi da je r;41 = 0, imamo §$j+1 = —§yj+1, pa iz nzd(g,g) =1i
nzd (241, yj4+1) = 1 slijedi [z;41] = ¢, ]yj+1\': g. Uvrstim9 liovo u |zj4q| =
|zj—1] + gj+1lz;l, lyjal = lyj—1] + gj+1ly;| 1 uvazimo da je gj11 > 2 (zbog
rj < rj—1), dobivamo trazeni rezultat. O

Definicija 1.4. Prirodan broj p > 1 se zove prost ako p nema niti jednog
djelitelja d takvog da je 1 < d < p. Ako prirodan broj a > 1 nije prost, onda
kaZemo da je slozen.

Teorem 1.9. Svaki prirodan brojn > 1 moZe se prikazati kao produkt pros-
tih brojeva (s jednim ili vise faktora).

Dokaz: Dokazat ¢emo teorem matematickom indukcijom. Broj 2 je prost.
Pretpostavimo da je n > 2, te da tvrdnja teorema vrijedi za sve m, 2 < m <
n. Zelimo dokazati da se i n moze prikazati kao produkt prostih faktora.
Ako je n prost, nemamo §to dokazivati. U protivhom je n = nins, gdje je
1 <n <nil < nyg < n.Po pretpostavci indukcije, n; i no su produkti
prostih brojeva, pa stoga i n ima to svojstvo. O

1z Teorema 1.9 slijedi da svaki prirodan broj n mozemo prikazati u obliku

a1, Q9

n=pi'py’ P,

gdje su py, ..., p, razli¢iti prosti brojevi, a aq, ..., «, prirodni brojevi. Ova-
kav prikaz broja n zvat ¢emo kanonski rastav broja n na proste faktore.

Propozicija 1.10. Ako je p prost brojip | ab, ondap | a ilip | b. Opéenitije,
ako p | aray - - - an, onda p dijeli barem jedan faktor a;.
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Dokaz: Ako p 1 a, onda je nzd(p,a) = 1, pa postoje cijeli brojevi z i y
takvi da je ax + py = 1. Sada je abx + pby = b, pa p dijeli b.

Opcenitiju tvrdnju dokazujemo indukcijom. Pretpostavimo da tvrdnja
vrijedi za produkte s manje od n faktora. Sada ako p | ay(az---ay), onda
playilip|agas---ay. Ako p | asas - - - a,, onda po induktivnoj pretpostavci
pla;zanekii=2 ... n. O

Primijetimo da tvrdnja Propozicije 1.10 ne vrijedi ako broj p nije prost.
Primjerice, broj 6 dijeli produkt 3 -4 = 12, ali 6 ne dijeli ni 3 ni 4.

Teorem 1.11 (Osnovni teorem aritmetike). Faktorizacija svakog prirodnog
broja n > 1 na proste faktore je jedinstvena do na poredak prostih faktora.

Dokaz: Pretpostavimo da n ima dvije razlicite faktorizacije. Dijeleéi s
prostim brojevima koji su zajednic¢ki objema reprezentacijama, dobit ¢emo
jednakost oblika

pip2 - Pr = 41492 - (s,

gdje su p;, g; prosti brojevi, ne nuzno razliciti, ali takvi da se niti jedan
prost broj s lijeve strane ne pojavljuje na desnoj strani, tj. p; # g; za sve 7,j.
Medutim, to je nemoguée jer iz p1|q1q2 - - - s, po Propoziciji 1.10, slijedi da
p1 dijeli barem jedan g;. No, to znaci da je p; = g;, sto je kontradikcija. [

Napomena 1.1. U Poglavlju 8 ¢emo vidjeti da analogon Teorema 1.11 ne
vrijedi za cijele brojeve u (nekim) kvadratnim poljima. Za sada, kao primjer
pojave nejednoznacne faktorizacije u prstenu Z[/—6] = {a +by/—6 : a,b €
Z} navedimo ove dvije faktorizacije broja 10:

10=2-5=(2+vV-6)(2 - V—6).

Nadalje, u (realnim) kvadratnim poljima postoje cijeli brojevi, razliciti od
+1, koji su djelitelji jedinice (invertibilni elementi), primjerice u Z[v/2] =
{a + bW2 1 a,be Z} vrijedi

(3+2v2)(3-2v2) =1.

U primjenama Teorema 1.11 ¢esto ¢emo prirodan broj a pisati u obliku
a= pro‘(p), gdje je a(p) > 0 i podrazumijevamo da je a(p) = 0 za skoro
sve proste brojeve p. Ako je a = 1, onda je a(p) = 0 za sve p.

Ako je a = H p(P) H p p(p) = prW(p) i1 ab = ¢, onda je
po Teoremu 1.11, a( ) —|— 6 ) ) za sve p. Dakle, ako a | ¢, onda je
a(p) < y(p). Obratno, ako je a(p) < 7(p), onda mozemo definirati prirodan
broj b = prﬁ(p) sa B(p) = v(p) — a(p). Tada je ab = ¢, pa a | c. Prema
tome, dobili smo da vrijedi

alc<= alp) <~v(p), Yp. (1.1)
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Kao posljedicu formule (1.1) dobivamo formulu

nzd(a, b) = Hpmin(a(p)ﬁ(p)). (1.2)
p

Definicija 1.5. Neka su aq,as,...,a, cijeli brojevi razliciti od nule. Nag-
mangi prirodan broj ¢ za koji vrijedi da a;|c za sve i = 1,2,...,n zove
se najmanji zajednicki visekratnik i oznacéava s nzv(ay,as,...,a,) (ili s
lem(ay, as,...,a,) od least common multiple, ili s [a1,aq,...,a,]).

Iz (1.1) slijedi da je

nzv(a,b) = Hpmax(a(p)’ﬁ(p)). (1.3)
P

Propozicija 1.12. Neka su a i b cijeli brojevi razli¢iti od 0. Tada vrijeds
nzd(a,b) - nzv(a,b) = |ab|.

Dokaz: Po Teoremu 1.11 i formulama (1.2) i (1.3), dovoljno je provjeriti
da za sve realne brojeve x,y vrijedi:

min(x,y) + max(z,y) = = + y.

Zaista, ako je z < y, onda je min(x,y) + max(z,y) = + y, a ako je x > y,
onda je min(z,y) + max(z,y) =y +z =z +v. O

Zadatak 1.4. Odredite nzv(482,1687).

Reéi ¢emo da je prirodan broj a (potpun) kvadrat ako se moze zapisati
u obliku n?, n € N. Iz Teorema 1.11 vidimo da je a potpun kvadrat ako i
samo ako su svi eksponenti a(p) parni. Kazemo da je a kvadratno slobodan
ako je 1 najvedi kvadrat koji dijeli a. Stoga je a kvadratno slobodan ako i
samo ako su svi eksponenti a(p) jednaki 0 ili 1. Konacno, ako je p prost,
onda je p¥|la ekvivalentno s k = a(p).

Primjer 1.3. Neka su a i b prirodni brojevi takvi da je nzd(a,b) =1, te da
je ab potpun kvadrat. Dokazati da su tada a i b potpuni kvadrati.

Rjesenje: Neka je a = pra(p), b= prﬁ(p). Buduéi da je ab potpun
kvadrat, broj a(p) + B(p) je paran za sve p. S druge strane, nzd(a,b) = 1
povlaé¢i da je za sve p barem jedan od brojeva «(p), 5(p) jednak 0. No, to
znaci da su brojevi a(p) i B(p) parni za sve p, pa su a i b potpuni kvadrati.

&

Zadatak 1.5. Nadite prirodan broj n sa svojstvom da je 5 kvadrat, 5 kub,
a 5 peta potencija nekog prirodnog broja.
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Primjer 1.4. Dokazati da svaki sloZen broj n ima prosti faktor p < \/n.

Rjesenje: Neka je p najmanji djelitelj od n koji je veéi od 1. Tada je p
ocito prost i postoji m € N takav da je n = p-m. Buduéi da je m > p,
dobivamo da je p < /n. $

Primjer 1.4 mozemo iskoristiti za generiranje tablice prostih brojeva
tzv. Eratostenovim sitom. Recimo, na primjer, da zelimo napraviti tablicu
prostih brojeva < 200. NapiSemo sve prirodne brojeve od 2 do 200. Pre-
krizimo sve prave visekratnike broja 2, pa broja 3, pa broja 5. U svakom
koraku, prvi neprekrizeni broj je prost, te u idu¢em koraku krizamo njegove
prave visekratnike (prvi novoprekrizeni broj ¢e biti njegov kvadrat, jer su svi
manji visekratnici veé¢ ranije prekrizeni). U nasem slu¢aju, nakon krizanja
visekratnika od 7, 11 i 13, tablica je gotova (jer je 17 > 1/200).

Teorem 1.13 (Euklid). Skup svih prostih brojeva je beskonacan.

Dokaz: Pretpostavimo da su py, po, . . ., pr svi prosti brojevi. Promotrimo

broj
n=pp2-... - pp+1L

Uoc¢imo da n nije djeljiv ni s p; (jer p1 dijeli pips - ... - pg, a ne dijeli 1), ni
S pa2, ..., ni s pg. Dakle, svaki prosti djelitelj od n je razlicit od p1, ..., pk.
Prema Teoremu 1.9 je n produkt prostih brojeva, pa postoji prosti broj
p koji dijeli n. Dakle, dobili smo prosti broj razlic¢it od pq,...,pg, Sto je
kontradikcija. U

Primjer 1.5. Dokazati da prostih brojeva oblika 4k + 3 ima beskonacno
mnogo.

Rjesengje: Pri dijeljenju sa 4 neparni prosti broj moze dati ostatak 1 ili
3. Produkt brojeva oblika 4k + 1 i sam ima taj oblik. Zaista,

(4s + 1)(4t + 1) = 4(dst + s + t) + 1.

Neka su sada p1, pa, ..., pn svi prosti brojevi oblika 4k + 3. Promotrimo broj

dpip2 -+ pn — 1.

Ako bi svi njegovi prosti faktori bili oblika 4k + 1, onda bi i on sam imao taj
oblik. Prema tome, on ima barem jedan prosti faktor p oblika 4k + 3. Ocito
jep#p,zai=12,...,n, pasmo dobili kontradikciju. &

Primjer 1.6. Dokazati da za svaki realan broj y > 2 vrijedi

1
Z— >Inlny — 1.
péyp

Odavde neposredno slijedi da red Zp prost;ly

da prostih brojeva ima beskonacéno mmnogo.

divergira, $to daje novi dokaz
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Rjesenje: S N oznac¢imo skup svih prirodnih brojeva n koji su sastavljeni
samo od prostih faktora p koji su < y (ukljucujuéi i broj 1). Buduéi da
imamo samo konacno mnogo prostih brojeva p koji su < y, a u apsolutno
konvergentnom redu mozemo permutirati ¢lanove, imamo

H(1+%+]%+ ) = Z— (1.4)

p<y neN

Ocito su svi prirodni brojevi koji su < y elementi skupa N'. Neka je N = |y],
najvedi cijeli broj < y. Usporedbom (gornje Darbouxove) sume i integrala,

dobivamo
1 N+1 d
— / - n(N+1)>Iny.
n

Prema tome, iz (1. ) dobivamo

I1 (1 - 1)_1 > Iny. (1.5)

p
p<y

Dokazimo sada da za sve realne brojeve v, takve da je 0 < v < %, vrijedi

et > (1 —0) L. (1.6)

Zaista, neka je f(v) = (1—v)e?™”. Tada je f (v) = =" 4 (1—0)(1+

20)e? T = p(1 — 20)ev T’ §to je > 0 za v € [0, 3] Stoga iz f(0) = 1 slijedi
[0,

daje f(v) >1zawve ]
Uvrstimo li (1.6) u (1.5), dobivamo

P<y
Logaritmirajuéi obje strane ove nejednakosti, dobivamo

21+Z%>lnlny.

p
p<y p<y

Oéitojengyé<Z;’L°:2#<food—x—l,pajezp<y >Inlny—1. ¢

s 1 . .

Bududi da red 3, o5 5 L divergira, a red Y o7, = konvergira, mozemo
naslutiti da u nekom smislu prostih brojeva ima vise nego kvadrata (iako su
oba skupa beskonacna). To ¢emo kasnije precizirati.

1

2 > Iny.

'tH>—‘

Primjer 1.7. Dokazati da za svaki prirodan broj n postoji n uzastopnih
slozenih brojeva.

Rjesenje: To su npr. brojevi
m+D)!+2 (n+1)!+3, ..., n+ 1) +n, (n+D!'+n+1,
jer je (n+ 1)! + j djeljivosa j za j =2,3,...,n+ 1. O
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Primjer 1.8. Dokazali da ne postoji polinom f(x) s cjelobrojnim koefici-
jentima, stupnja > 1, takav da je f(n) prost za sve n € N.

Rjesenje: Neka je f(1) = p. Tada je p prost broj. Bududi da je f(1 +
kp) — f(1) djeljivo sa (1 + kp) — 1 = kp (jer x — y dijeli 2™ — y™), slijedi
dap| f(1+ kp), za svaki k € N. Medutim, f(1+ kp) je prost, pa mora biti
f(1 4 kp) = p, Vk € N. Buduéi da polinom f(z) — p ima beskona¢no mnogo
nulto¢aka, on mora biti nulpolinom, pa je f(z) = p, $to je u suprotnosti s
pretpostavkom da je st f > 1. O

Puno tezi problem je odrediti polinome f(z) takve da je f(n) prost za
beskona¢no mnogo prirodnih brojeva n. Zna se da to vrijedi za linearne
polinome f(z) = ax + b ako je nzd(a,b) = 1 (Dirichletov teorem o prostim
brojevima u aritmeti¢kom nizu). No, veé za polinom f(z) = 22 + 1, to je
otvoreno pitanje. Hipoteza je da tvrdnja vrijedi za sve polinome koji su
ireducibilni i za koje ne postoji prirodan broj d > 1 takav da dnzd f(n),
Vn € N. Ova tvrdnja poznata je kao Bunjakovskijeva hipoteza.

Primjer 1.9. Neka je broj 25 +1 prost. Dokazati da je tada k = 0 ili k = 2"
za neki n > 0.

Rjesenje: Pretpostavimo da k ima neki neparan prosti faktor p. Tada iz
k = p-m slijedi da je broj

2 1= (2M)P 417 = (2™ + 1) (2D —9mP=2) L. 4 )

djeljiv s 2™ + 1, pa nije prost. &

Brojevi f, = 22" + 1 nazivaju se Fermatovi brojevi. Fermat je smatrao
da su svi oni prosti. Zaista, fo = 3, f1 =5, fo = 17, f3 = 2571 fy = 65537
su prosti. Medutim, f5 = 232 + 1 je slozen. Pokazimo to!

2241 =298 11 =(641-5%) - 2% +1=641-22% - (5-2")* +1
= 641-2%% — (641 — 1)1 +1
= 641 - (2% — 641% +4-641% — 6 - 641 + 4)
Prema tome, 641|f5.
Hipoteza je da je samo kona¢no mnogo Fermatovih brojeva prosto. Poz-

nato je da su brojevi f, za 5 < n < 32 slozeni, iako je potpuna faktorizacija
na proste faktore poznata samo za n < 11.

Zadatak 1.6. Dokazite da za m # n vrijedi nzd(fp,, fn) = 1. PokaZite da
ova ¢ingenica povlaci da prostih brojeva ima beskonacno mnogo.

Primjer 1.10. Neka je broj 2™ — 1 prost. Dokazati da je tada i broj n prost.
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Rjesenje: Pretpostavimo da je broj n slozen, tj. n = ab, a > 1, b > 1.
Tada je broj 2" — 1 = (2%)” — 1° djeljiv s 2* — 1, pa nije prost. O

Brojevi M, = 2P — 1, gdje je p prost, zovu se Mersenneovi brojevi. Neki
Mersenneovi brojevi su prosti, kao npr. M7 = 127, a neki su slozeni, kao npr.
M7, = 2047 = 23-89. Hipoteza je da Mersenneovih brojeva koji su prosti ima
beskona¢no mnogo. Najveéi poznati prosti Mersenneov broj je Mi36279841-
To je ujedno i najveéi danas poznati prosti broj. Ima 41024320 decimalnih
znamenaka, a pronaden je 2024. godine u okviru GIMPS projekta.



Poglavlje 2

Kongruencije

Teoriju kongruencija uveo je u svom djelu Disquisitiones Arithmeticae iz
1801. godine Carl Friedrich Gauss (1777-1855), jedan od najve¢ih matema-
ticara svih vremena. On je takoder uveo i oznaku za kongruenciju koju i
danas rabimo.

Definicija 2.1. Ako cijeli broj m # 0 dijeli razliku a —b, onda kaZemo da je
a kongruentan b modulo m i pisemo a = b (mod m). U protivnom, kaZemo
da a nije kongruentan b modulo m i pisemo a # b (mod m).

Buduéi da je a — b djeljivo s m ako i samo ako je djeljivo s —m, bez
smanjenja opéenitosti mozemo se usredotoc¢iti na pozitivne module i kod
nas ¢e ubuduée modul m biti prirodan broj. Kongruencije imaju mnoga
svojstva zajednicka s jednakostima.

Propozicija 2.1. Relacija "biti kongruentan modulo m” je relacija ekviva-
lencije na skupu Z.

Dokaz: Treba provjeriti refleksivnost, simetri¢nost i tranzitivnost.

(1) Iz m|0 slijedi @ = a (mod m).

(2) Ako je a =b (mod m), onda postoji k € Z takav a — b = mk. Sada
jeb—a=m-(—k), pajeb=a (mod m).

(3) Iz a=b (mod m) i b = c (mod m) slijedi da postoje k,l € Z takvi
da je a — b =mk i b — ¢ = ml. Zbrajanjem dobivamo a — ¢ = m(k + 1), §to
povlaéi a = ¢ (mod m). O

Jos neka od jednostavnih svojstava kongruencija dana su u sljedecoj
propoziciji.

Propozicija 2.2. Neka su a,b,c,d cijeli brojevi.

(1) Ako je a = b (mod m) i ¢ = d (mod m), onda je a +c¢c = b+d
(mod m), a —c=b—d (mod m), ac = bd (mod m).

(2) Ako je a =0 (mod m) i d|lm, onda je a =b (mod d).

(3) Ako je a =b (mod m), onda je ac = bc (mod mc) za svaki ¢ # 0.

14
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Dokaz: (1) Neka jea—b=mkic—d=ml Tadaje (a+c)—(b+d) =
mk+1)i(a—c)—(b—d) =m(k—1),pajea+c=b+d (modm)i
a—c=b-—d (mod m). Zbog ac — bd = a(c — d) + d(a — b) = m(al + dk)
slijedi da je ac = bd (mod m).

(2) Neka je m = de. Tada iz a — b = mk slijedi a — b = d - (ek), pa je
a=b (mod d).

(3) Iz a—b = mk slijedi ac —bc = (mc) - k, pa je ac = be (mod mc). O

Propozicija 2.3. Neka je f polinom s cjelobrojnim koeficijentima. Ako je
a="b (mod m), onda je f(a) = f(b) (mod m).

Dokaz: Neka je f(z) = oo™ + cpo12™ ' + -+ + ¢o, gdje su ¢; € Z.
Buduéi da je a = b (mod m), uzastopnom primjenom Propozicije 2.2.1)
dobivamo: a?> = b? (mod m), a® = b* (mod m), ..., a” = b (mod m).
Tada je c;a’ = ¢;b° (mod m) i konaéno:

1

Cn@" + cp1a” N g = b+ e T+ -+ (mod m).

O
Vratimo se sada na problem dijeljenja, tj. na pitanje smiju li se obje
strane kongruencije skratiti sa zajednickim faktorom. Kratak odgovor bi
bio da se to ne smije raditi. No u sljede¢em teoremu éemo objasniti sto to
zapravo znac¢i. Vidjet ¢emo da ¢ée se nakon kracenja modul u pravilu pro-
mijeniti, ali ipak u jednom vrlo vaznom sluc¢aju modul ostaje nepromijenjen
te je u tom slucaju dijeljenje (kracenje) dopusteno. Taj specijalni slucaj je
zapravo i najvazniji dio teorema i na njega (i njegove posljedice) émo se vrlo
Cesto pozivati.

Teorem 2.4. Kongruencija ax = ay (mod m) je ekvivalentna s kongruenci-
jomx =y (mod %) Specijalno, ako je ax = ay (mod m) inzd(a,m) =
1, onda je x =y (mod m).

Dokaz: Ako je axr = ay (mod m), onda postoji z € Z takav da je
ay — ar = mz. Sada imamo: —*—(y — x) = —P—=z, tj 7 di-
Y ’ * nzd(a,m) Y nzd(a,m) <’ J- nzd(a,m)
y su relativno prosti, pa

a i m
nzd(a,m) nzd(a,m

dijeli y — z, tj. da je z =y (mod —7~—).

nzd(a,m)

), onda po Propoziciji 2.2.3) dobi-

jeli m(y — z). No, brojevi
zakljuéujemo da s
Obrnuto, ako je x = y (mod m
wdtasy)- No, nzd(a, m) je djelitelj od a, pa po Propo-

ziciji 2.2.2) dobivamo ax = ay (mod m). O

vamo ax = ay (mod

Definicija 2.2. Skup {z1, -,z } se zove potpuni sustav ostataka modulo
m ako za svakiy € Z postoji tocno jedan x; takav da je y = x; (mod m).
Drugim rije¢ima, potpuni sustav ostataka dobivamo tako da iz svake klase
ekvivalencije modulo m uzmemo po jedan clan.
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Ocito je da postoji beskona¢no mnogo potpunih sustava ostataka modulo
m. Jedan od njih je tzv. sustav najmanjih nenegativnih ostataka:

{0,1,...,m—1}.

Pored njega, ¢esto se koristi i sustav apsolutno najmanjih ostataka. Ako je
m neparan broj, apsolutno najmanji ostatci su
m—-—1 m-3 m—-3 m—1

— — =101, ..., ——, ——
27 27 ) Y ) ) ) )

a ako je m paran, onda su to

-2 —14 -2
mes MR 10,1, s
2 2 2 2
Teorem 2.5. Neka je {x1,...,Tn} potpuni sustav ostataka modulo m, te
neka je nzd(a,m) = 1. Tada je {ax1,...,ax,,} takoder potpuni sustav osta-

taka modulo m.

Dokaz: Dovoljno je dokazati da je ax; # ax; (mod m) za i # j. Pret-
postavimo da je az; = az; (mod m). Tada Teorem 2.4 povlaci da je x; = z;
(mod m), tj. i = j. O

Neka je f(z) polinom s cjelobrojnim koeficijentima. Rjesenje kongruen-
cije f(x) = 0 (mod m) je svaki cijeli broj = koji je zadovoljava. Ako je x;
neko rjesenje ove kongruencije, a xo = x1 (mod m), onda je, po Propoziciji
2.3, zo takoder rjesenje. Dva rjeSenja x i 2’ smatramo ekvivalentnim ako je
x =2’ (mod m). Broj rjeSenja kongruencije je broj neekvivalentnih rjesenja.
Teorem 2.6. Neka su a i m prirodni, te b cijeli broj. Kongruencija ax = b
(mod m) ima rjeSenja ako i samo ako d = nzd(a,m) dijeli b. Ako je ovaj
uvjet zadovoljen, onda gornja kongruencija ima toéno d rjesenja modulo m.

Dokaz: Ako kongruencija ax = b (mod m) ima rjeSenja, onda postoji
y € Z tako da je ax—my = b. Odavde je o¢ito da nzd(a, m)|b. Pretpostavimo
sada da d = nzd(a,m) dijeli b. Stavimo o’ = §, v/ = g, m' = . Sada
trebamo rijesiti kongruenciju o’z = b (mod m'). No, ona ima toéno jedno
rjesenje modulo m/. Zaista, bududi da je nzd(a’,m’) = 1, po Teoremu 2.5,
kad x prolazi potpunim sustavom ostataka modulo m’ i a’x prolazi tim istim
sustavom, tj. svaki ostatak modulo m’ (pa tako i ') se dobiva to¢no za jedan
x iz potpunog sustava ostataka modulo m/’.

Jasno je da ako je 2’ neko rjesenje od o'z’ = b (mod m'), onda su sva
rjesenja od az = b (mod m) u cijelim brojevima dana sa © = 2’ + nm/, za
n € 7, a sva medusobno neekvivalentna rjesenja sa x = 2’ + nm/, gdje je
n=0,1,...,d—1. Dakle, ako d dijeli b, onda kongruencija ax = b (mod m)
ima to¢no d rjesenja modulo m. O
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Iz Teorema 2.6 slijedi da ako je p prost broj i a nije djeljiv s p, onda
kongruencija ax = b (mod p) uvijek ima rjesenje i to rjesenje je jedinstveno.
Ovo pak povlaci da skup ostataka {0,1,...,p — 1} pri dijeljenju sa p, uz
zbrajanje i mnozenje (mod p), ¢ini polje. To polje se obi¢no oznacava sa Z,
ili F,.

Postavlja se pitanje kako rijesiti kongruenciju o'z’ = b (mod m'), gdje
je nzd(a’,m’) = 1. Bududi da je nzd(a’,m’) = 1, postoje brojevi u,v € Z
takvi da je a’u+m/v = 1 i u, v se mogu naéi pomocéu Euklidovog algoritma.
Sada je a'u =1 (mod m’), pa je 2’ = ub’ (mod m’).

Primjer 2.1. Rijesimo kongruenciju 555z = 15 (mod 5005).

Rjesenje: Buduéi da je nzd(555,5005) = 515 | 15, treba rijesiti kongru-
enciju
1112" =3 (mod 1001).
Primijenimo Euklidov algoritam:
1001 = 111-9+ 2

111 =2-55+1
2=1-2

il—-1 0 1 2
% 9 55
vi| 0 1 -9 496

Dakle, rjesenje kongruencije 111u = 1 (mod 1001) je u = 496 (mod 1001).
Stoga je rjesenje od 111z' = 3 (mod 1001), 2/ = 1488 = 487 (mod 1001).
Konacno, rjesenje polazne kongruencije je

x = 487,1488,2489, 3490, 4491  (mod 5005).

Zadatak 2.1. Rijesite kongruencije
a) 589z =209 (mod 817), b) 492 = 5000 (mod 999).

Kineski teorem o ostatcima (engl. Chinese Remainder Theorem — CRT)
govori o rjeSenju sustava linearnih kongruencija. Ime mu se veze uz kineskog
matematicara iz tre¢eg stolje¢a Sun Tzua. Smatra se da je teorem tada
koristen u kineskoj vojsci za prebrojavanje vojnika. Pretpostavimo da treba
prebrojiti grupu od priblizno 1000 vojnika. Vojnici se rasporede npr. u 3, 4,
51 7 kolona te se zabiljezi koliko je vojnika ostalo kao “visak” u zadnjem
redu. Tako dobivamo sustav od ¢Eetiri kongruencije s modulima 3, 4, 517, a
taj sustav, prema sljede¢em teoremu, ima jedinstveno rjesenje izmedu 800 i
1200.
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Teorem 2.7 (Kineski teorem o ostatcima). Neka sumy,ma, ..., m, u paro-
vima relativno prosti prirodni brojevi, te neka su ay,aq, ..., a, cijeli brojevi.
Tada sustav kongruencija

r=a; (modmy), z=ax (modms), ..., x=a, (modm,)
(2.1)
ima rjesenja. Ako je xqy jedno rjeSenje, onda su sva rjesenja od (2.1) dana
sa x = xo (mod mymgy---m,).

Dokaz: Neka je m = mims---m,, te neka je n; = mﬂ] za j =1,...,r.

Tada je nzd(mj,nj) = 1, pa postoji cijeli broj z; takav da je n;z; = a;
(mod mj). Promotrimo broj

To = My A+ - + Ny
Za njega vrijedi: 2o = 0+4---+0+n;z;+0+---4+0 = a; (mod m;). Prema
tome, ¢ je rjesenje od (2.1).
Ako su sada z,y dva rjeSenja od (2.1), onda je x = y (mod m;) za

Jj=1,...,r, pajer sum; u parovima relativno prosti, dobivamo da je x = y
(mod m). O

Primjer 2.2. Rijesimo sustav kongruencija:
=2 (mod5), =3 (mod7), z=4 (mod 11).

Rjesenje: Uz oznake iz Teorema 2.7 imamo da je xg = 77x1+55x2+ 3523,
gdje x1, x9, 3 zadovoljavaju

77ry =2 (mod5), 55re =3 (mod?7), 35x3=4 (mod 11),
odnosno
2r1 =2 (mod5), 6xo=3 (mod?7), 2x3=4 (mod 11).

Stoga mozemo uzeti x1 = 1, xo = 4, x3 = 2, Sto daje xg = 367. Prema tome,
sva rjeSenja naSeg sustava dana su sa z = 367 (mod 385). &

Zadatak 2.2. Rijesite sustav kongruencija

=5 (mod7), =7 (modll), z=3 (mod 13).
Primjer 2.3. Rijesimo sustav kongruencija

r=3 (mod10), z=8 (mod15), z=5 (mod 84).

Rjesenje: Uocimo da brojevi 10, 15 i 84 nisu u parovima relativno prosti,
pa ne mozemo Kineski teorem o ostatcima primijeniti direktno, a moze se
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dogoditi da takav sustav uopée nema rjesenja. Sada postupamo ovako. Nas
sustav je ekvivalentan sa

r=3 (mod2), z=3 (modb), z=8 (mod3), xz=8 (mod5H),

=5 (mod4), z=5 (mod3), =5 (mod?7).

Dakle, moduli su nam potencije prostih brojeva i sada usporedimo kongru-
encije koje odgovaraju istom prostom broju:

r=3 (mod2), z=5 (mod4) <= =zxz=1 (mod4),

r=8 (mod3), z=5 (mod3) <= =zxz=2 (mod3),

3 (modb), =8 (mod5) <= z=3 (mod}H),
r=5 (modT7).

T

Prema tome, nas sustav je ekvivalentan sa sustavom
r=1 (mod4), z=2 (mod3), z=3 (mod5), =5 (mod?7)

na kojeg mozemo doslovno primijeniti Kineski teorem o ostatcima. Imamo:
m=4-3-5-7=420, n; = 105, ng = 140, ng = 84, ng = 60,

10521 =1 (mod4) <= 21=1 (mod4d) = ux;=1,

140z2 =2 (mod 3) <= 213=2 (mod3) = x2=1,
84x3 =3 (modb) <<= 4daxz3=3 (mod5H) = z3=2,
60zy =5 (mod7) <= 4daxy=5 (mod7) = z4=3.

Dakle, rjesenje je
x=105-14+140-1+84-2460-3 =593 =173 (mod 420).
¢

Opéenito, sustav kongruencija = a; (mod m;), i = 1,2,...,r u kojem
m; nisu u parovima relativno prosti, moze, ali i ne mora imati rjesenje.
Nuzan i dovoljan uvjet za postojanje rjeSenja je da za sve ¢ # j vrijedi
a; = a; (mod nzd(m;,m;)). Ako je taj uvjet zadovoljen, onda je rjeSenje
jedinstveno modulo nzv(mq,ma, ..., m;)

Definicija 2.3. Reducirani sustav ostataka modulo m je skup cijelih brojeva
ri sa svojstvom da je nzd(r;,m) =1, r; # r; (mod m) za i # j, te da za
svaki cijeli broj x takav da je nzd(x,m) = 1 postoji r; takav da je x = r;
(mod m). Jedan reducirani sustav ostataka modulo m je skup svih brojeva
a € {1,2,...,m} takvih da je nzd(a,m) = 1. Jasno je da svi reducirani
sustavi ostataka modulo m imaju isti broj elemenata. Taj broj oznacavamo
s o(m), a funkciju ¢ zovemo Eulerova funkcija. Drugim rijecima, @(m) je
broj brojeva u nizu 1,2, ..., m koji su relativno prosti sa m.
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Teorem 2.8. Neka je {r1,...,74(m)} reducirani sustav ostataka modulo m,
te neka jenzd(a, m) = 1. Tada je {ary, ..., aryum } takoder reducirani sustav
ostataka modulo m.

Dokaz: Direktno iz Teorema 1.3 1 2.5. O

Primjer 2.4. Neka sua in > 3 relativno prosti prirodni brojevi. Izracunajmo

sumu Z {c;_x} Ovdje je {z} = z — | z| razlomljeni dio od z, dok x

1<z<n
nzd(z,n) =1

prolazi skupom svih reduciranih ostataka modulo n.

Rjesenje: Buduéi da je nzd(a,n) = 1, brojevi az takoder prolaze skupom
svih reduciranih ostataka modulo n. Stoga je

1
S (8- = @k s
l<z<n l<y<n 1<y<n

nzd(z,n) =1 nzd(y,n) =1 nzd(y,n) =1

Kako je nzd(y,n) =1 <= nzd(n —y,n) = 1, dalje imamo

2 Y y= > oyt D> y= > oyt >, (n-y

1<y<n 1<y<n 1<y<n 1<y<n 1<y<n
nzd(y,n) =1 nzd(y,n) =1 nzd(n —y,n) =1 nzd(y,n) =1 nzd(y,n) =1
= g n = np(n).
1<y<n

nzd(y,n) =1
Stoga je trazena suma jednaka %(p(n) &

Teorem 2.9 (Eulerov teorem). Ako je nzd(a,m) = 1, onda je a¥™ = 1
(mod m).

Dokaz: Neka je {r1,ra,... ,r¢(m)} reducirani sustav ostataka modulo m.
Bududi da je, po Teoremu 2.8, {ary,ary, . .. ,aryy,) } takoder reducirani sus-
tav ostataka modulo m, zaklju¢ujemo da je

e(m) e(m)
H (ar;) = r; (mod m),
i=1 i=1
odnosno,
@(m) ©(m)
a?™) H ri = H ri  (mod m).
i=1 i=1
Kako je nzd(r;,m) = 1, primjenom Teorema 2.4, dobivamo afm = 1
(mod m). O

Teorem 2.10 (Mali Fermatov teorem). Neka je p prost broj. Ako p t a,
onda je a?P~1 =1 (mod p). Za svaki cijeli broj a vrijedi a? = a (mod p).
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Dokaz: Jasno je da je p(p) = p—1 jer su svi brojevi u nizu 1,2,...,p—1
relativno prosti s p, pa u slucaju p ¢ a, tj. nzd(a,p) = 1, tvrdnja teorema
slijedi iz Teorema 2.9. Ako p | a, onda je o¢ito a? = a (mod p). O

Primjer 2.5. Odredimo zadnje dvije znamenke u decimalnom zapisu broja
3400.

Rjesenje: Buduéi da je ¢(25) = 20, imamo 3% = 1 (mod 25), pa je
3100 = 1 (mod 25). Takoder je 32 = 1 (mod 4), pa je 3% = 1 (mod 4).
Dakle, 3*® =1 (mod 100), pa su zadnje dvije znamenke 01. O

Zadatak 2.3. Odredite zadnje dvije znamenke broja 21000,

Definicija 2.4. Funkciju ¥ : N — C za koju vrijedi

1) 9(1) =1,

2) 9(mn) = I(m)d(n) za sve m,n takve da je nzd(m,n) =1,
zovemo multiplikativna funkcija.

Teorem 2.11. FEulerova funkcija ¢ je multiplikativna. Nadalje, za svaki
prirodan broj n > 1 vrijedi p(n) =n][,,(1 - %)

Prema definiciji je (1) = 1. Neka su m i n relativno prosti prirodni
brojevi, te neka a i b prolaze skupom svih reduciranih ostataka modulo m,
odnosno modulo n. Na$ je cilj pokazati da tada an 4+ bm prolazi skupom
svih reduciranih ostataka modulo mn. Ako to pokazemo, dobit ¢emo da je
p(m)p(n) = p(mn).

Buduéi da je nzd(a, m) = 1inzd(b,n) = 1, broj an+bm je relativno prost
sm (jer je nzd(an+bm, m) = nzd(an,m) = 1) is n (jer je nzd(an+bm,n) =
nzd(bm,n) = 1), pa stoga i s mn (prema Proporziciji 1.3). Nadalje, svaka
dva broja gornjeg oblika su medusobno nekongruentni modulo mn. Zaista,
iz an +bm = a'n + b'm (mod mn) slijedi (a —a’)n = (V) — b)m (mod mn).
Odavde m |a —d', n | b — b, pajea=d', b =1 Stoga nam jos preostaje
pokazati da ako je nzd(c,mn) = 1, onda je ¢ = an + bm (mod mn) za
neke a,b. Bududi da je nzd(m,n) = 1, postoje cijeli brojevi z,y takvi da
je mx + ny = 1. O¢ito je nzd(cy,m) = 1, nzd(cx,n) = 1, pa brojevi a i b
definirani s cy = a (mod m), cx = b (mod n) imaju trazena svojstva.

Neka je sada n = pi™* - - pi*. Jedini brojevi u nizu 1,2, ..., p7" koji nisu
relativno prosti s p;* su brojevi pi,2pi,...,pf‘i_1 - p;. Stoga je p(pi") =
pt— pf‘iil. Zbog multiplikativnosti od ¢, imamo

k k k 1
pn) = o([p) =L o) = I 75 (1 - ;)
i=1 i=1 ¢

)06

Il

3
=
7 N

=

|
A
N———

I

3
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Primjer 2.6. PokazZimo da su jedini prirodni brojevin za koje je broj p(n)
neparan, brojevin =1 1n = 2.

Rjesenje: Jasno je da je p(1) = ¢(2) = 1, pa su ¢(1) i ¢(2) neparni.
Neka je n > 2. Za svaki cijeli broj a vrijedi nzd(a,n) = nzd(n — a,n). Dakle,
a je relativno prost s n ako i samo ako je n — a relativno prost s n. Stoga u
reduciranom sustavu ostataka modulo n koji se sastoji od prirodnih brojeva
manjih od n koji su relativno prosti s n ima jednak broj elemenata koji
su manji od n/2, kao i onih koji su veéi od n/2 (uot¢imo da zbog uvjeta
n > 2 broj n/2 nije relativno prost s n), pa je broj elemenata u reduciranom
sustavu ostataka, tj. broj ¢(n), paran. &

Primjer 2.7. Odredimo sve prirodne brojeve n za koje vrijedi p(n) = 12.

Rjesenge: Ako je n = pi* - ... pir, onda je prema Teoremu 2.11
p(n) =p" o1 = 1) ot (o — 1)

Iz (p; — 1) | 12 slijedi p; € {2,3,5,7,13}. Ako je p; = 2, onda je o; < 3; ako
je p;i = 3, onda je o; < 2; a ako je p; # 2,3, onda je a; = 1. Imamo &etiri
moguénosti (s k oznacavamo broj oblika 2°3%):
1) n=13-k
Imamo: p(n) = 12 - ¢(k) = 12, pa je p(k) = 1. Iz Primjera 2.6 slijedi
da su jedini prirodni brojevi za koje je p(k) =1, k =11k = 2, pa
dobivamo rjesenja n = 13 i n = 26.
2)n="7%k
Sada je p(n) = 6-¢(k) = 12, pa je p(k) = 2. Analognim postupkom
dobivamo da su 2 i 3 jedini prosti faktori od k te ispitivanjem brojeva
oblika 2%3° dobivamo da je k = 3, k = 4 ili k = 6, pa su rjesenja
n=21,n=281n=42.
3) n=5-k
Ovdje je p(n) = 4 - (k) = 12, odakle dobivamo ¢(k) = 3, Sto nema
rjeSenja prema Primjeru 2.6.
4) n =237
Lako se provjeri da nema rjesenjaza o = Oniza = 0. Ako je o, 8 > 0,
onda je p(n) = 20-136-1.9 = 12 = 22. 3, §to povlaci da je a = 2,
B =2, tj. n = 36.

Dakle, rjesenja su: n = 13,21, 26, 28, 36, 42. &

Teorem 2.12. Za svaki prirodni broj n vrijeds

> eld) =mn,

din

gdje suma prolazi skupom svih pozitivnih djelitelja od n.
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Dokaz: Neka je n = pi™ - - pp*. Zbog multiplikativnosti od ¢, imamo:

k

doeld) =TT+ e + o) + - + i) (2.2)

din i=1

Naime, mnozenjem faktora na desnoj strani od (2.2) dobivamo sumu faktora
oblika @(pi") -+~ p(pp*) = (P} -+~ pi*), gdje je 0 < Bi < @i, i =1,... .k, a
to je upravo lijeva strana od (2.2).

Sada je

k
> el =]] <1+(Pi_ D)+ (pF —pi) + -+ (0" —pg”‘l)) =[[»" =n
i=1

din i=1
O
Teorem 2.13 (Wilson). Ako je p prost broj, onda je (p—1)! = —1 (mod p).

Dokaz: Zap = 21ip = 3 kongruencija je o¢ito zadovoljena. Stoga smijemo
pretpostaviti da je p > 5. Grupirajmo ¢lanove skupa {2,3,...,p — 2} u
parove (i,7) sa svojstvom i -j =1 (mod p). O¢ito je i # j jer bi inace broj
(i—1)(i+1) bio djeljiv sa p, a to je nemoguce zbog 0 < i—1 < i+1 < p. Tako

dobivamo 252 parova i ako pomnozimo odgovarajuéih p_gg kongruencija,

2
dobit ¢emo
2:3---(p—2)=1 (mod p),
pa je
p-DI'=1-1-(p—1)=-1 (mod p).
O
Vrijedi i obrat Wilsonovog teorema: ako jen > 1i(n—1)! = —1 (mod n),

onda je n prost. Zaista, neka vrijedi
(n—1)!'=-1 (mod n)

i pretpostavimo da n nije prost. Tada n ima djelitelj d, 1 < d < n, i d dijeli
(n — 1)!. No, tada d mora dijeliti i —1, Sto je kontradikcija.

Primjer 2.8. Neka je p prost broj. Dokazimo da je (p — 1)! + 1 potencija
od p ako i samo ako je p =2, 3 ili 5.

Rjesenje: Najprije imamo:
2-1+1=2" @B-1+1=3", G-1)+1=5%

Ako je p > 5, onda se u (p — 1)! pojavljuju faktori 2, p — 1 i p—gl, pa
(p — 1)?|(p — 1)!. Ako bi bilo

p-D+1=p"=[(p—1)+1]F

=(p—1)k+k(p—1)k1+~~~+(I;)(p—l)2+k(p—1)+1,
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onda bismo imali da (p—1)|k. To bi povlacilo da je k > p—1, te (p—1)!+1 <
(p— 1P~ +1 < pP~! < pF, sto je kontradikcija. &

Teorem 2.14. Neka je p prost broj. Tada kongruencija x> = —1 (mod p)
ima rjesenja ako i samo ako je p =2 ilip =1 (mod 4).

Dokaz: Ako je p =2, onda je x = 1 jedno rjesenje.
Ako je p=1 (mod 4), onda iz Wilsonovog teorema imamo:

p%l Pl — (212 = —1 (mod p),

1-2--
2

I p=-Dp—-2) (-

paje x = (p—gl)! jedno rjesenje.
Neka je p = 3 (mod 4). Pretpostavimo da postoji z € Z takav da je =
p—1

—1 (mod p). Tada je 2P~! = (=1)"2 = —1 (mod p), §to je u suprotnosti s
Malim Fermatovim teoremom. O

2

Primjer 2.9. Dokazimo da postoji beskonacno mnogo prostih brojeva oblika
4k + 1.

Rjesenje: Neka su py,pa, ..., pn svi prosti brojevi oblika 4k + 1. Promo-
trimo broj
m =4pip3---ph + 1.

Neka je p neki prosti faktor od m. Tada kongruencija 2 = —1 (mod p) ima
rjeSenje x = 2p1ps2 - pn, Pa p mora biti oblika 4k + 1. Ocito je p # p;,
i=1,2,...,n, pa smo dobili kontradikciju. O

Teorem 2.15 (Lagrange). Neka je f(z) polinom s cjelobrojnim koeficijen-
tima stupnja n. Pretpostavimo da je p prost broj, te da vodeci koeficijent
od f nije djeljiv s p. Tada kongruencija f(x) = 0 (mod p) ima najvise n
rjesenja modulo p.

Dokaz: Zan = 1 tvrdnja teorema vrijedi po Teoremu 2.6. Pretpostavimo
da tvrdnja vrijedi za sve polinome stupnja n—1, te neka je f polinom stupnja
n. Zasvaki a € Z imamo f(x)— f(a) = (x—a)g(x), gdje je g polinom stupnja
n—1 s cjelobrojnim koeficijentima i s istim vodeéim koeficijentom kao f. Zato
ako kongruencija f(z) = 0 (mod p) ima rjeSenje z = a, onda sva rjeSenja
ove kongruencije zadovoljavaju (z—a)g(x) =0 (mod p). No, po induktivnoj
pretpostavei kongruencija g(z) = 0 (mod p) ima najvise n — 1 rjeSenja, pa
kongruencija f(z) =0 (mod p) ima najvise n rjesenja. O

Primijetimo da tvrdnja Teorema 2.15 ne vrijedi ako se izostavi uvjet da
je modul prosti broj. Ve¢ smo vidjeli da kongruencija prvog stupnja ax = b
(mod m) moze imati vise od jednog rjesenja ako a i m nisu relativno prosti.
Promotrimo i kongruenciju drugog stupnja 2> = 1 (mod pq), gdje su p,q
razli¢iti prosti brojevi. Ovdje je vodeéi koeficijent relativno prost s modulom,
ali ipak kongruencija ima vise od dva rjeSenja. Preciznije, kongruencija ima
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toc¢no ¢etiri rjeSenja koja se dobiju primjenom Kineskog teorema o ostatcima
na Cetiri sustava kongruencija x = +1 (mod p), x = +1 (mod ¢). Primje-
rice, rjesenja kongruencije 22 =1 (mod 15) su x = 1,4,11,14 (mod 15).

Primjer 2.10 (Wolstenholme). Neka je p > 5 prost broj. Dokazimo da je

brojnik racionalnog broja

T4 st b —
23 p—1

djeljiv s p*.
Rjesenje:
Promotrimo polinom

flx)=aP -1 —(z—-1)(x—2)--(z—p+1).

Kongruencija f(z) =0 (mod p) ima p—1 rjeSenja: 1,2,...,p—1. Stupanj od
f(z) je <p—2.Neka je f(x) = ap_22P 2+ + a1z + ag. Ako je n najvedi
cijeli broj takav da je a, # 0 (mod p), onda po Lagrangeovom teoremu
kongruencija f(z) =0 (mod p) ima najvise n < p—2 rjesenja. Dakle, a,, = 0
(mod p) za n = 0,1,...,p — 2. Buduéi da je aqp = —1 — (p — 1)!, ovo nam
daje drugi dokaz Wilsonovog teorema.

Sada je

f)=p"" =1 = (=1 =apop’ > + -+ ap” + a1p + ao,
a zbog ag = —1 — (p — 1)! slijedi

pP2 —ap_gpp*:s—--- —asp —ay = 0.

Buduéi da p|asg, zakljuéujemo da p?|a;. ada iz

A N
p—-1)! " 2 3 p—1

te p? | a1 ipt (p—1)! slijedi tvrdnja. O

Neka sada d|p— 1. Tvrdimo da tada polinom 29— 1 ima to¢no d nulto¢aka
u Z,. Zaista, 2P~ — 1 = (z¢ — 1)g(z), gdje je g polinom stupnja p — 1 — d.
No, po Malom Fermatovom teoremu, 2P~! — 1 ima p — 1 nultocaka u Ly, P2
2% — 1 ima barem (p — 1) — (p — 1 — d) = d nultocaka u Z,.

Kongruencije smo definirali po modulu m koji je proizvoljan prirodni
broj. Medutim, ubrzo smo se usredotocili na svojstva kongruencija po pros-
tom modulu. Postavlja se pitanje mogu li se informacije o rjeSenjima kon-
gruencija po prostim modulima (djeliteljima broja m) iskoristiti da se dobiju
rjesenja kongruencija modulo m. Ako je broj m kvadratno slobodan, onda
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to mozemo napraviti s pomoc¢u Kineskog teorema o ostatcima. Sljedeéi te-
orem ¢e nam pokazati kako se rjeSenja po prostom modulu mogu “podiéi”
do rjesenja po potencijama prostog broja, pa se nakon toga Kineski teorem
o ostatcima moze primijeniti i u slucaju kada modul m nije kvadratno slo-

bodan.

Teorem 2.16 (Henselova lema). Neka je f(x) polinom s cjelobrojnim ko-
eficijentima. Ako je f(a) = 0 (mod p?) i f'(a) #Z 0 (mod p), onda postoji
jedinstveni t € {0,1,2,...,p— 1} takav da je f(a+tp’) =0 (mod p'*1).

Dokaz: Koristimo Taylorov razvoj polinoma f oko a:

, , o ()
fla+tp?) = f(a) +tp’ f'(a) + t2p23f2—(?) + -+ t”p”jfT!(a). (2.3)

(k)
Pokazimo da su brojevi % cijeli. Ovu je tvrdnju dovoljno dokazati za

polinome oblika g(z) = z™, gdje je m > k. No, tada je

DR R S

k! k!
Zato iz (2.3) dobivamo
fla+tp)) = f(a) +1p/ f'(a) (mod p/™).
Dakle, da bi bilo f(a +tp’) =0 (mod p’1), nuzno je i dovoljno da bude

tf'(a) = —Lq) (mod p). (2.4)
P’

Bududi da je f'(a) Z 0 (mod p), kongruencija (2.4) ima, po Teoremu 2.6,

to¢no jedno rjesenje. O

Propozicija 2.17. Kongruencija z’~' —1 = 0 (mod p’) ima tocno p — 1
rjesenja za svaki prost broj p i prirodan broj j.

Dokaz: Za j = 1 tvrdnja vrijedi prema Malom Fermatovu teoremu. Pret-
postavimo da tvrdnja vrijedi za neki j € N, tj. dasuxy,...,7,_1 svarjesenja
kongruencije f(z) = xP~! — 1 (mod p/). Tada je f(z;) = 0 (mod p’) i
fx) = (p— 1)xf72 # 0 (mod p), pa prema Henselovoj lemi postoji je-
dinstveni t; € {0,1,...,p — 1} takav da je f(x; + t;p’) = 0 (mod p/*1).
Sada su o = x; + t;p’, i = 1,...,p — 1 1jeSenja kongruencije f(z) = 0
(mod p/*1). Pokazimo da su to sva rjesenja. Zaista, ako je 2’ neko rjesenje,
onda je f(2') =0 (mod p’), pa je 2’ = z; (mod p/) zanekii=1,...,p— 1.
Sada iz jedinstvenosti od ¢; slijedi da je 2/ = 2} (mod p/™1). O

Primjer 2.11. Rijesimo kongruenciju x* + x + 47 =0 (mod 73).
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Rjesenje: Rijesimo najprije kongruenciju #2+z+47 = 0 (mod 7). Uvrstavanjem
elemenata iz potpunog sustava ostataka, dobivamo da su rjeSenja x = 1
(mod 7)ix =5 (mod 7). Neka je f(x) = 22 +x+47. Tada je f'(z) = 2z +1,
paje f'(1) =3#0 (mod 7) i f/(5) =11 # 0 (mod 7). Stoga mozemo pri-
mijeniti Henselovu lemu.

Da bi rijesili kongruenciju 22 +z + 47 = 0 (mod 72), trebamo rijesiti

tf'(a) = _%a) (mod 7) zaa=1,5.
Imamo:

1) t-3=-7 (mod7) = t=0 =a+t-7T=1;

2)t-11=-11 (mod7) = t=6 = a+t-7=4T.

Konaé¢no, da bi rijesili polaznu kongruenciju, trebamo rijesiti

tf'(a) = —%g) (mod 7) za a=1,47.
Imamo:

1) t-3=-1(mod7) = t=2 = a+t-49=099;

2) t-11=—47 (mod 7) =—> t=4 =—>a+1-49=243.

Dakle, rjesenja su z = 99 (mod 343) i z = 243 (mod 343). &

Zadatak 2.4. Rijesite kongruenciju z° + 2% —5=0 (mod 73).

Definicija 2.5. Neka su a i n relativno prosti prirodni brojevi. Najmanji
prirodni broj d sa svojstvom da je a® =1 (mod n) zove se red od a modulo
n. Jos se kaZe da a pripada eksponentu d modulo n.

Propozicija 2.18. Neka je d red od a modulo n. Tada za prirodan broj k
vrijedi a* =1 (mod n) ako i samo ako d|k. Posebno, d|p(n).

Dokaz: Ako d|k, recimo k = d -1, onda je a* = (a?)! =1 (mod n).
Obratno, neka je a® = 1 (mod n). Podijelimo k sa d, pa dobivamo k =
q-d+r,gdjeje 0 <r <d. Sada je

l1=d*=a%"" = (a9 0" =a” (mod n),
pa zbog minimalnosti od d slijedi da je r = 0, tj. d|k. O

Primjer 2.12. DokaZimo da svaki prosti djelitelj Fermatovog broja 2" +1,
zan > 1, ima oblik p =k 2"t + 1.

2n+1

Rjesenje: 1z 22" +1 = 0 (mod p) slijedi 22" = —1 (mod p) i 2 =1
(mod p), pa slijedi da 2 pripada eksponentu 2"*! modulo p. Buduéi da je
o(p) = p—1, slijedi da 2" |p—1, tj. postoji k € N takav dajep = k-2"F1+1.

Ovaj rezultat je u skladu s ¢injenicom koju smo provjerili u prethodnom
poglavlju da je Fermatov broj 22" + 1 djeljiv sa 641 = 10 - 26 + 1. O
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Definicija 2.6. Ako je red od a modulo n jednak p(n), onda se a zove
primitivni korijen modulo n.

Ako postoji primitivni korijen modulo n, onda je grupa reduciranih os-
tataka modulo n ciklicka. Slijedeé¢i teorem pokazuje da je grupa (Z;;,-p)
ciklicka.

Teorem 2.19. Ako je p prost broj, onda postoji tocno p(p — 1) primitivnih
korijena modulo p.

Dokaz: Svaki od brojeva 1,2,...,p — 1 pripada modulo p nekom ekspo-
nentu d, koji je djelitelj od ¢(p) = p — 1. Oznacimo sa 1(d) broj brojeva u
nizu 1,2,...,p — 1 koji pripadaju eksponentu d. Tada je

> w(d) =p—1.

dlp—1

Dovoljno je dokazati da ako je 1(d) # 0, onda je ¥(d) = ¢(d). Zaista, po

Teoremu 2.12 je
> wld)=p—1,
dlp—1

pa ako bi bilo ¥(d) = 0 < ¢(d) za neki d, onda bi suma -, ¢(d) bila
manja od p— 1. Stoga je 1(d) # 0 za svaki d, pa ako pokazemo da to povlaé¢i
da je 1(d) = ¢(d), onda ¢emo dobiti da vrijedi ¥)(p — 1) = ¢(p — 1), Sto se i
tvrdilo u teoremu.

Dokazimo sada tvrdnju da v¢(d) # 0 povlaci ¢¥(d) = ¢(d). Neka je
Y(d) # 0, te neka je a broj koji pripada eksponentu d modulo p. Promotrimo
kongruenciju

z?=1 (mod p).

Ona ima rjeSenja a, a2, . .., a® i po Lagrangeovom teoremu to su sva rjesenja.
Pokazimo da brojevi a™, za 1 < m < d i nzd(m,d) = 1, predstavljaju sve
brojeve koji pripadaju eksponentu d modulo p. Zaista, svaki od njih ima red
d, jer ako je a™¥ =1 (mod p), onda d | md', pad | d'. Ako je b bilo koji broj
koji pripada eksponentu d modulo p, onda je b = a™ za neki m, 1 < m < d.
Bududi da je
d m
bond = (a?)m@md =1 (mod p),

to je nzd(m,d) = 1. Dakle, dobili smo da je ¥(d) = ¢(d). O

Teorem 2.20. Neka je p neparan prost broj, te neka je g primitivni korijen
modulo p. Tada postoji v € 7 takav da je ¢ = g + px primitivni korijen
modulo p’ za sve j € N,

Dokaz: Imamo gP~! = 1 4 py, za neki y € Z. Po binomnom teoremu je

_ -1
g =14 py+ (p—)pzg? 2 + ( 5 >p2;g2gp3 N
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ti. ¢P ' =1+ pz, gdie je z = y + (p — 1)g""2z (mod p). Koeficijent uz =
nije djeljiv sa p, pa mozemo odabrati x € Z (u stvari z € {0,1}) tako da
bude nzd(z,p) = 1. Tvrdimo da tada ¢’ ima trazeno svojstvo. Dokazimo to.

Pretpostavimo da ¢’ pripada eksponentu d modulo p’/. Tada d dijeli
o(p’) = pP"Y(p — 1). No, ¢ je primitivni korijen modulo p, pa p — 1 di-
jeli d. Dakle, d = p*(p — 1) za neki k < j. Nadalje, imamo

(L4p2)? =1+p%, (L+p2)7 =1+ =1+p>, ...,

(14 pz)pk =1+ pFtlz,

gdje je nzd(z;,p) = 1zai=1,..., k. Bududi da je g’d =1 (mod p’), odavde

1
zakljucujemo da je j = k + 1, Sto povlaci da je d = p(p’). O

Teorem 2.21. Za prirodan broj n postoji primitivni korijen modulo n ako
1 samo ako jen =2, 4, p! ili 2p7, gdje je p neparan prost broj.

Dokaz: Jasno je da je 1 primitivni korijen modulo 2, te da je 3 primitivni
korijen modulo 4. Neka je g primitivni korijen modulo p/. Odaberimo medu
brojevima ¢ i g + p’ onaj koji je neparan. Tada je on primitivni korijen
modulo 2p7 jer je p(2p7) = p(p’).

Ostaje jos dokazati nuznost. Neka je najprije n = 2/ za j > 3. Tada
za neparan broj a vrijedi a® = 1 (mod 8). Buduéi da 8[a* — 1 i 2/a® + 1
imamo a* = 1 (mod 16). Ponavljajuéi ovaj argument dobivamo: @ =1
(mod 27) za j > 3. Bududi da je ©(27) = 2771, dokazali smo da ne postoji
primitivni korijen modulo 2/ za j > 3.

Konacno, neka je n = ning, gdje je (n1,n2) = 1, ny > 2, ny > 2. Brojevi
©(n1) 1 ¢(n2) su parni, pa imamo

Lon
a%@(n) = (dﬂ("l)) 2¢(n2) 1 (mod ny),

1om
a%v’(n) = (av’(@)) 2¢(m) =1 (mod ny).

Stoga je az?™ = 1 (mod n), $to zna¢i da ne postoji primitivni korijen
modulo n. O

Recimo nesto o tome kako se nalazi primitivni korijen. Mozemo krenuti
redom i testirati je i ¢ = 2, g = 3,... primitivni korijen. Pritom ne treba
testirati brojeve oblika gé“‘, k > 2 jer ako gop nije primitivni korijen, onda to
ne moze biti ni glg. Testiranje je li g primitivni korijen se zasniva na sljedecoj
0Citoj ¢injenici: g je primitivni korijen ako i samo ako za svaki prosti faktor
q od p—1 vrijedi g®=Y/7 £ 1 (mod p).

Moze se postaviti pitanje kolika je vjerojatnost da ve¢ g = 2 bude pri-
mitivni korijen. S tim u vezi spomenimo poznatu Artinovu slutnju koja
kaze da za prirodni broj a, koji nije potencija nekog prirodnog broja, vrijedi
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Va(N) ~ A-m(N), gdje je m(N) broj prostih brojeva < N, v,(N) broj prostih
brojeva < N za koje je a primitivni korijen, dok je A Artinova konstanta

1
1- 7> ~0. .
I1 ( 7) = 0.3730558

p prost p(p o

Poznato je da tzv. generalizirana Riemannova slutnja (GRH) povlaéi Ar-
tinovu slutnju, a takoder povlaci i ocjenu O(In® p) za najmanji primitivni
korijen modulo p.

Primjer 2.13. Nadimo najmanji primitivni korijen
a) modulo 5, b) modulo 11, ¢) modulo 23.

Rjesenje: a) 22 #1 (mod 5) == 2 je primitivni korijen modulo 5.

b) 22 # 1 (mod 11), 2°> # 1 (mod 11) = 2 je primitivni korijen
modulo 11.

c) 211 =32.64=9-(-5) =1 (mod 23), 3! =273.9=649=(-5)-9=1
(mod 23), 41 = (211)2 =1 (mod 23), 5! = (25)°.5=32.5=95=—-1#1
(mod 23) = 5 je primitivni korijen modulo 23. &

Zadatak 2.5. Nadite najmangi primitivni korijen
a) modulo 13, b) modulo 17, «¢) modulo 41.

Definicija 2.7. Neka je g primitivni korijen modulo n. Lako se vidi da tada
brojevi ¢', 1 = 0,1, . .. ,o(n) — 1 tvore reducirani sustav ostataka modulo n.
Stoga za svaki cijeli broj a takav da je nzd(a,n) = 1 postoji jedinstveni l
takav da je ' = a (mod n). Eksponent | se zove indeks od a u odnosu na g
i oznacava se sa indg a ili ind a.

Teorem 2.22.

1) inda + ind b = ind (ab) (mod ¢(n))

2) ind1 =0, indg=1

3) ind (a™) = minda (mod ¢(n)) za m € N

4) ind (1) = p(n) zan >3

Dokaz: Svojstva 1) — 3) slijede direktno iz definicije, a svojstvo 4) slijedi
iz g?d(=D = (=1)2 =1 (mod n) i 2ind (1) < 2¢(n). O

Uoc¢imo da su svojstva indeksa 1) — 3) potpuno analogna svojstvima
logaritamske funkcije.

Propozicija 2.23. Ako je nzd(n,p — 1) = 1, onda kongruencija 2™ = a
(mod p) ima jedinstveno rjesenje.

Dokaz: 1z 2™ = a (mod p), po Teoremu 2.22, dobivamo
nindz =inda (mod p — 1),

pa jer je nzd(n,p — 1) = 1, ova kongruencija ima jedinstveno rjesenje. U
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Primjer 2.14. Rijesimo kongruenciju x° =2 (mod 7).

Rjesenje: Imamo: 3% = 2 (mod 7), 3° = 6 (mod 7), 3% = 1 (mod 7).
Stoga je 3 primitivni korijen modulo 7 i inds 2 = 2. Dakle, dobivamo kon-
gruenciju

S5indgz =2 (mod 6),
¢ije je riesenje indzz = 4, pa je x = 3* =4 (mod 7). O
Primjer 2.15. Rijesimo kongruenciju 5x* =3 (mod 11).

Rjesenje: 1z Primjera 2.13 znamo da je 2 primitivni korijen modulo 11.

Nadalje je 2* =5 (mod 11), 28 =3 (mod 11), pa dobivamo

indy 5 + 4indg = ind2 3 (mod 10), 4indgz =8—-4=4 (mod 10).
Prema tome, trebamo rijesiti kongruenciju 2ind, z = 2 (mod 5). Odavde je
indgz = 1 ili 6 (mod 10), pa su rjesenje = 2 (mod 11) i z = 20 =
(mod 11). &
Zadatak 2.6. Rijesite kongruencije

a) 228 =5 (mod 13), b) 25=5 (mod 17), ¢) 2'2 =37 (mod 41).
Primjer 2.16. Rijesimo kongruenciju 3* =2 (mod 23).

Rjesengje: 1z Primjera 2.13 znamo da je 5 primitivni korijen modulo 23.
Nadalje je 52 = 2 (mod 23), 5° = 22.5 = —3 (mod 23), 5'! = —1 (mod 23),
Sto povlaci da je 5'¢ = 3 (mod 23). Imamo:

rind; 3 =ind5 2 (mod 22), 16x =2 (mod 22).
Sada je nzd(16,22) = 2, pa dobivamo 8x = 1 (mod 11), odakle je z = 7
(mod 11). Dakle, rjeSenja su x = 7,18 (mod 22). O
Zadatak 2.7. Rijesite kongruenciju 7 =6 (mod 17).
Primjer 2.17. Neka je a > 3. Dokazati da brojevi
45, 452, £53 .. 4527

¢ine reducirani sustav ostataka modulo 2%.

Rjesenje: Ovih brojeva ima 2 - 2472 = 2971 = (2%) i svi su neparni.

Stoga jos trebamo samo dokazati da su oni medusobno nekongruentni mo-
dulo 2¢.

Pokazimo da za k > 2 vrijedi 2 || (52" = 1). Ovo je totno za k = 2, pa
pretpostavimo da vrijedi za neki k. Tada je

527 1= (52’“‘2 _ 1) (52’“‘2 4 1).

Broj 52 + 1 je paran, ali nije djeljiv s 4, pa 261 | (52’“‘1 - 1).

Upravo dokazana tvrdnja, za k& = « povlaci da je red od 5 modulo 2¢
jednak 2°72. To znaci da su brojevi 5, 5%, ..., 52" medusobno nekongru-
entni modulo 2%. Ostaje jos provjeriti da ne moze biti 5* = —5° (mod 2%),
no to je ocito, jer je 5% +5° =2 (mod 4). &



Poglavlje 3

Kvadratni ostatci

Vazna je ¢injenica da, za dani prirodni broj m, kvadrati cijelih brojeva ne
daju sve moguce ostatke pri dijeljenju s m. Najlakse je to uociti ako se uzme
m = 10, pa pogledaju znamenke kojima zavrsavaju kvadrati: vidimo da se
pojavljuju znamenke 0,1,4,5,6,9, dok se ne pojavljuju znamenke 2, 3,7, 8.
To je bitna razlika u odnosu na linearne polinome, kod kojih se moze do-
goditi da se pojave svi moguéi ostatci (pogledajmo npr. zadnje znamenke
visekratnika broja 7).

Definicija 3.1. Neka je nzd(a,m) = 1. Ako kongruencija x*> = a (mod m)
1ma rjesenja, onda kaZemo da je a kvadratni ostatak modulo m. U protivnom
kazZemo da je a kvadratni neostatak modulo m.

Uoc¢imo da su kvadratni ostatci i neostatci definirani samo kada je ispu-
njen uvjet nzd(a,m) = 1. Tako, primjerice, kongruencija 2 = 0 (mod m)
uvijek ima rjeSenja, ali 0 nije ni kvadratni ostatak ni kvadratni neostatak
modulo m.

Primjer 3.1. Kvadratni ostatci modulo 5 su 1 i 4, a neostatci su 2 1 3.

Teorem 3.1. Neka je p neparan prost broj. Reducirani sustav ostataka mo-
dulo p sastoji se od p%l kvadratnih ostataka i p—gl kvadratnih neostataka.

Dokaz: Svaki kvadratni ostatak modulo p kongruentan je kvadratu nekog
od brojeva
-1
p—,...,—l,l,...,—,
2 2

tj. kongruentan je nekom od brojeva 12,22, ..., (p—;1)2. Preostaje pokazati da

je ovih p%l brojeva medusobno nekongruentno modulo p. Pa pretpostavimo
da je k2 =12 (mod p), gdjeje 1 <k << p%l. Tada je (I — k)(I+k)=0
(mod p), pajel—k=0 (mod p)ilil+k =0 (mod p), $to je u suprotnosti
s pretpostavkama na ki, jerje 0 <l —k <piO<Il+k <p. O

Zadatak 3.1. Odredite sve kvadratne ostatke modulo 7 1 modulo 17.

32
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Definicija 3.2. Neka je p meparan prost broj. Po definiciji, Legendreov
simbol (%) je jednak 1 ako je a kvadratni ostatak modulo p, —1 ako je a
kvadratni neostatak modulo p, a 0 ako p|a.

Broj rjesenja kongruencije z? = a (mod p) je jednak 1 + (%) Zaista,
ako je a kvadratni ostatak, onda kongruencija ima 2 rjesenja (ako je jedno
rjeSenje x = xg, onda je drugo rjeSenje x = —xg); ako je a kvadratni neosta-
tak, onda kongruencija nema rjesenja (broj rjesenja je 0); a ako p | a, onda
kongruencija ima to¢no jedno rjesenje (z = 0).

Teorem 3.2 (Eulerov kriterij). Neka je p neparan prost broj. Tada za svaki
cijeli broj a vrijeds

(%) =a"7 (mod p).

Dokaz: Ako je (%) = 0, onda p|a, pa je tvrdnja oc¢ito zadovoljena.
Ako je (%) = 1, onda postoji g € Z takav da je 23 = a (mod p). Sada

je iz Malog Fermatovog teorema a’7 = xg_l =1= (%) (mod p).

Neka je () = —1. Zasvakii € {1,...,p—1} odaberimo j € {1,...,p—1}
tako da vrijedi i - j = a (mod p) (to je moguée po Teoremu 2.5). Uoc¢imo
da je i # j, buduéi da kongruencija z?> = a (mod p) nema rjesenja. Dakle,
skup {1,...,p — 1} se raspada na p%l parova (i,7) za koje vrijedii-j = a
(mod p). Mnozenjem ovih p%l kongruencija, te koristeéi Wilsonov teorem,
dobivamo -

az =(p—-1)!=-1 (mod p).

Propozicija 3.3.

1) Ako je a=b (mod p), onda je (3) = (z_l;)'

2) ($)(3)=(%)

3) Ako je (a,p) =1, onda je (%2) =1.

1y _ I TR = S 1, ako jep =1 (mod 4),

4 G)=L (F)=(1= _{—1, ako je p =3 (mod 4).

Dokaz: 1) Akoje a =b (mod p), onda kongruencija 2> = a (mod p) ima
rjesenja ako i samo ako rjesenja ima kongruencija z? = b (mod p).

2) Iz

(9)(Y) = a0 = @)'7 = (“;f’) (mod p)

slijedi (£)(2) = (2).
3) Kongruencija 22 = a? (mod p) oéito ima rjeSenje = = a.
4) Prva tvrdnja je specijalni sluc¢aj od 3), dok druga slijedi uvrstavanjem

a = —1, u Eulerov kriterij. O

2
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Teorem 3.4 (Gaussova lema). Neka je p neparan prost broj i nzd(a,p) = 1.
Promotrimo brojeve a,2a,3a, ..., p—gl - a, te mjihove najmanje nenegativne
ostatke pri dijeljenju s p. Oznacimo s n broj ostataka koji su veci od §. Tada

je (4) = (~1)™.

Dokaz: Neka su r1,...,r, ostatci koji su veéi od &, a neka su si,..., s
preostali ostatci. Brojevi ry, ..., 7y, s1,. .., S§ su medusobno razli¢iti (po Te-
oremu 2.5) i niti jedan od njih nije jednak nuli. Nadalje, n + k = p—gl.

Brojevi p — r; su medusobno razliciti i 0 < p —r; < §,zai =1,...,n.

Takoder, niti jedan p — r; nije jednak nekom s;. Zaista, ako je p —r; = s;,
onda je 7; = aa (mod p), s; = fa (mod p) za neke 1 < o, f < p%l, pa iz
a(a+ ) =0 (mod p) i nzd(a,p) = 1 slijedi da je a+ 3 =0 (mod p), sto je
nemoguée jer je 2 < a+ 8 <p—1.

Prema tome, brojevi p—7r1,...,p—7n, S1,. .., Sk su svi medusobno razli¢iti,
ima ih p%lli elementi su skupa {1,...,Z ;1} Stoga su to upravo brojevi

1,2,..., 5= u nekom poretku. Mnoze¢i ih, dobivamo

(P—Tl)"'(p—rn)sy--sk:1-2---(1%1)_

Odavde je

12—5(_7"1)(_Tn)slskz(_l)nrlrnslsk

=(—1)"a-2a-3a--- (p ; 1)@ (mod p).

Skratimo li ovu kongruenciju s (p—gl)!, dobivamo 1 = (—1)"0,1%1 (mod p),

pa je po Eulerovom kriteriju

(-)=az =(-1)" (mod p).
p
O
Teorem 3.5. Ako je p neparan prost broj i nzd(a,2p) = 1, onda je (%) -
p—1 .
(=1)", gdje je t = 221 {%J Takoder vrijedi:
(2) _ (_1)1’2T—1 _ 1, ako jep=1ili 7 (mod 8),
p/ | -1, akojep=3ili5 (mod8),

tj. broj 2 je kvadratni ostatak modulo p ako i samo ako je p oblika 8k £+ 1.
Dokaz: Koristit ¢emo iste oznake kao u dokazu Teorema 3.4. Ponovo su

r; 1 s; ostatci pri dijeljenju brojeva jasp,j=1,..., p%l. Kvocijenti pri tom

dijeljenju su brojevi L%j Ako je sada nzd(a,p) = 1, onda imamo

p—1 p—1

B) . n k
PEEDWIEIED DT D DS
] =1 =1

Jj=1 J=1
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te

pT_l n k n k
Si=dp—r)+Y si=np—> ri+Y s
=1 = i=1 i=1 i=1

Oduzimanjem ova dva izraza, dobivamo

p—1 E
2
. ,]a
(@-1Y i=»p (ZL— —n)+22n

j=1 j=1
Nadalje je

p—1

= -1 1

Lot g

= 2 8
pa je

(a—1)

Ako je sada a neparan, tj. nzd(a, 2p) = 1, onda odavde dobivamo da je
p—1 .

n=>32 4] (mod 2), a ako je a = 2, onda dobivamo n = pT (mod 2),

jer je L%JJ =0zaj=1,..., p—gl. Sada tvrdnja Teorema 3.5 slijedi iz Ga-

ussove leme. O

Teorem 3.6 (Gaussov kvadratni zakon reciprociteta). Ako su p i q razliciti
neparni prosti brojevi, onda vrijedi

(B) (2) — (-1 = 1, ako jep=1 (mod 4) ilig=1 (mod 4),
q/ \p —1, ako jep=q =3 (mod 4).

Drugim rijecima, ako su p i q oba oblika 4k + 3, onda jedna od kongru-
encija 22 = p (mod q), 2*> = q (mod p) ima rjesenja, a druga nema. Ako
barem jedan od brojeva p i q ima oblik 4k + 1, onda ili obje ove kongruencije
mmagju rjesenja ili obje nemaju rjesenja.

Dokaz: Neka je S = {(z,y) : x,y € Z, 1<x<p ,1<y<d }Skup
S ima B 21 % ¢lanova. Podijelimo S na dva dlsJunktna podskupa S118;
prema tome je li gz > py ili je gz < py. Uotimo da ne moze biti gz = py.
Uocimo takoder da iz % < ae-d) o 1, slijedi da je L%j < % te analogno

-1
| < B
Skup S; je, dakle, skup svih parova (z,y) takvih da je 1 < z < p—gl
—1
il1<yc< q}f Takvih parova ima Zx ﬂ 2. Slicno se Sy sastoji od svih
parova (z,y) takvih da je 1 <y < q21 il<z< %, a takvih parova ima

SR,
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Prema tome je

O

Primjer 3.2. a) Odredimo sve proste brojeve p takve da je —2 kvadratni
ostatak modulo p.
b) DokazZimo da postoji beskonacno mmnogo prostih brojeva oblika 8k + 3.

Rjesenje: a) Trebamo naéi sve proste brojeve za koje vrijedi (_72) =

<_71> (%) = 1. Imamo dvije mogucnosti:

1) (%) =1 & (%) = 1. Prvi uvjet je ekvivalentan s p =1 (mod 4),
a drugi s p = 1,7 (mod 8), §to zajedno daje p =1 (mod 8).

2) (%) = -1 & (%) = —1. Prvi uvjet je ekvivalentan s p = 3
(mod 4), a drugi s p = 3,5 (mod 8), $to zajedno daje p =3 (mod 8).

Dakle, p =1ili 3 (mod 8).

b) Neka su p1,pa2,...,p, svi prosti brojevi oblika 8% + 3. Promotrimo
broj

m = pips---pp + 2.

Prema a), svi prosti faktori od m su oblika 8k + 1 ili 8k + 3. No, m = 3
(mod 8), pa ne mogu svi faktori biti oblika 8% 4 1. Dakle, postoji prosti
faktor p oblika 8k + 3. Kako je oc¢ito p # p;, i = 1,2,...,n, dobili smo
kontradikciju. &

Zadatak 3.2. Odredite sve proste brojeve p takve da je (‘73) = 1. DokaZite

da postoji beskonacno mnogo prostih brojeva oblika 6k + 1.

Primjer 3.3. a) Neka je p =3 (mod 4) prost broj takav da je g = 2p + 1
takoder prost. Dokazimo da je tada 2P =1 (mod q).
b) Pokazimo da Mersenneov broj Mas; = 22°1 — 1 nije prost.

Rjesenje: a) Kako je ¢(q) = ¢ — 1 = 2p, imamo da je 22 — 1 = (2P —
1)(2» + 1) = 0 (mod q). Dakle, 2?7 = 1 (mod ¢) ili 27 = —1 (mod q). Po
pretpostavci je p = 4k + 3, ¢ = 8k + 7. Ako bi bilo 2P = —1 (mod gq), to bi
znacilo da je 2%+3 = —1 (mod ¢), odnosno

2= -2 (mod q),
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za © = 2?#*2_a to je nemoguée prema Primjeru 3.2. Dakle, mora biti 2P = 1

(mod q).
b) Brojevi 2511 2251 + 1 = 503 su prosti i 251 = 3 (mod 4), pa iz a)
slijedi da 503|Mas1, Sto znaci da Mas; nije prost. &

Primjer 3.4. Prosti brojevi p © q zovu se prosti brojevi blizanci ako je ¢ =
p+2. (Jos uvijek je nedokazana slutnja da postogi beskonacéno mnogo parova
prostih brojeva blizanaca.) DokaZimo da postoji a € 7 takav da p|(a® — q)
ako i samo ako postoji b € 7 takav da q|(b*> — p).

Rjesenje: Uotimo da jedan od brojeva p,q ima oblik 4k + 1, a drugi
4k + 3. Stoga vrijedi
2 _ qay\ _ AN
Jda€Z,a*=q (modp) <— (—) =1 = (—) =1
p q
— FeZ b*=p (modq).

&

Primjer 3.5. Neka je (%) = 1. Nadimo rjesenja kongruencije x*> = a

(mod p) ako je p =4k + 3 ili p = 8k + 5.

Rjesenje: 1) Ako je p = 4k + 3, onda je aP~D/2 = ¢%*1 =1 (mod p),
paje (a*1)2 = a (mod p). Dakle, x = +a**! (mod p).

2) Ako je p = 8k+5, onda je a***? =1 (mod p). Odavde je a®*+!1 = +1
(mod p). Ako je a®**!1 =1 (mod p), tada je (a**1)? = a®*2 = ¢ (mod p),
pa su rjedenja 2 = +aFT! (mod p). Ako je a®*! = —1 (mod p), tada,
bududi da je (%) = —1, imamo 2*%2 = —1 (mod p), pa je (a¥*+122k+1)2 =
a?k 22442 = ¢ (mod p). U tom su slucaju rjesenja x = +a*T122*+1 (mod p).

&

Primjer 3.6. Neka je p = 1 (mod 4). Izracunajmo sumu svih kvadratnih
ostataka r modulo p, takvih da je 1 <r <p—1.

Rjesenje: Kako je p = 1 (mod 4), imamo (p%) = (%) = (%) To
znac¢i da je r kvadratni ostatak modulo p ako i samo ako je p — r kvadratni
ostatak modulo p. Stoga je

I S D DRSS DR R

1<r<p-1 1<r<p-1 1<r<p-1
() =1 (3)=1 (5) =1
pa je trazena suma jednaka ip(p —1). &
P ax+b
Zadatak 3.3. Neka je nzd(a,p) = 1. Izracunagte: Z ( )
p

=1
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x(x—l—k))

p—1
Primjer 3.7. Neka je nzd(k,p) = 1. Izrac¢unajmo: Z (
p
r=1

Rjesenge: Za x € {1,...p — 1}, odaberimo 2/ € {1,...,p — 1} tako da
vrijedi z -2’ =1 (mod p). Tada je

mzl (x(x;— k)) :; (xx’(xx}’j—i— kx’)> :mzl (1 —|—pkx’>'

Kada z prolazi skupom svih reduciranih ostataka modulo p, onda i 2’ prolazi
tim istim skupom, pa 1 + ka’ prolazi skupom svih ostataka, osim ostatka
14 k-0 = 1. Kako kvadratnih ostataka i kvadratnih neostataka ima jednak

broj, to je Z?;é (%) = 0. Stoga je

p—1

R0 - ()

&

Postavlja se pitanje kako izra¢unati vrijednost Legendreova simbola.
Jedna moguénost je s pomoéu Eulerova kriterija. Koristeéi se efikasnim
metodama za modularno potenciranje, Eulerov kriterij nam omoguéava da
Legendreov simbol izracunamo uz O(In®p) bitnih operacija. No postoji i
efikasniji algoritam, Gija je slozenost O(In?p), a koji je vrlo slican Euklido-
vom algoritmu. Taj algoritam je zasnovan na Gaussovu kvadratnom zakonu
reciprociteta. Ovaj zakon nam omogucava da (g) zamijenimo s (%), sto je
posebno korisno ako je p < q. Medutim, za primjenu ovog zakona oba para-
metra moraju biti prosti brojevi, sto dolazi od zahtjeva u definiciji Legen-
dreova simbola da jedan od parametara (donji) bude prost. To nas vodi do
potrebe uvodenja poopéenja Legendreova simbola kod kojeg parametri nece
morati biti prosti.

Definicija 3.3. Neka je QQ neparan prirodan broj, te neka je Q = q1 -+ qs,
gdje su q; neparni prosti brojevi, ne nuzno razli¢iti. Tada se Jacobijev simbol
(G) definira sa

gdje je (%) Legendreov simbol.

Ako je @ prost broj, onda se Legendreov i Jacobijev simbol podudaraju.
Ako je nzd(a,Q) > 1, onda je (g) = 0; inace je (&) € {—1,1}. Ako je a
kvadratni ostatak modulo @, onda je a kvadratni ostatak modulo ¢; za svaki

a

J- Zato je (3-) =1 za svaki j, pajei (&) = 1.
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Primijetimo medutim da (%) = 1 ne povlaci da je a kvadratni ostatak
modulo Q. Na primjer, (%) = (%)(%) = (=1)(—1) = 1, ali kongruencija
2?2 = 2 (mod 15) nema rjesenja. Da bi a bio kvadratni ostatak modulo @

nuzno je i dovoljno da svi (%) budu jednaki 1.

Propozicija 3.7. Neka su Q i Q' neparni prirodni brojevi. Tada vrijedi
1) (5)(G) = (go)
2) (&)%) = (%)
3) Ako je nzd(a,Q) = 1, onda je (%2) = (&) =1
4) Ako je a=d' (mod Q), onda je (&) = %)

Dokaz: Sve tvrdnje slijede direktno iz definicije Jacobijevog simbola i
Propozicije 3.3. U

Propozicija 3.8. Ako je QQ neparan prirodan broj, onda je

(@)= (g)=rn™

Dokaz: Imamo:

()~ I1G) - L™ -

Jj=1

Ako su a i b neparni, onda je

ab—1 a—1 b-1 (a—1)(b—1) _
5 _( T ): 5 =0 (mod 2),

pa je
ab—1 a—-1 b-1

2 2 + 2
Koristeéi ovu relaciju, lako se indukcijom dokaze da vrijedi

Z%’T_lzé(nqj—gz% (mod 2), (3.1)
: L

.- Q-1
paje () =(-1)"7 .
Sli¢no, ako su a i b neparni, onda je

(mod 2).

a?* -1 a®>—-1 -1 (a®>-1)»*-1)
8 _( 8§ 8 )‘ 8 =0 (mod2),
pa je
2 5 2 s 45 1 1 s 2_1 ngl
) = — ) = (_1)Zj:1 8 —(—1)8(Hj:1qj ):( 1) 8
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Propozicija 3.9. Ako su P i Q neparni prirodni brojevi i (P,Q) =1, onda

je
PN /Q Po1.Q-1
(G)(5) —v=+
Dokaz: Neka je P =[[;_, pi, Q = [[}_; ¢;- Tada je

1

(5) - I1(0) - LT () - T )
Jj=1 j=1li=1 j=li=1
— (%)( 1)%5-1 2 e

Ali, prema (3.1) je
DY A= (L) (S ) = T G et
i (£) () =v'e 5 .
Primjer 3.8. Izracunajmo (%)

Rjesenje: Imamo: (%) = (%) = (%5) =1. &

Primjer 3.9. Izracunajmo (‘8—%)3)

@) (- G- ) - () -
-

Zadatak 3.4. [zracunati: <_—23>, (E>, (L>
83 71 227

Primjer 3.10. Fibonaccijevi brojevi su definirani s Fo =0, F1 =1, Fj40 =
Foi1 + F,. Vrigedi tzo. Binetova formula:

1 14++v5 1—+/5

F = _—(a" — 3" — —

Dokazati:
a) Ako je p prost broj oblika 10k £ 1, onda je F,_1 =0 (mod p)
b) Ako je p prost broj oblika 10k £ 3, onda je F,11 =0 (mod p)
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Rjesenje: a) 1z Binetove formule imamo

_ -1 P=1\ o (P a2
Fp1—2p2[< . )+< ; > 5+ +(p_2) 5 ]

Za0<k<pje (ij) + (pgl) =% = W =0 (mod p). Odavde
je (pal) — _(pzl) — (p;l) _(pfl = ... = (gj) (mod p), pa zbog

3
(pal) = 1 imamo: (pzl) = (pgl) =...= (g:%) = —1 (mod p). Stoga je
(r-1)/2 _
PIE, = —2(145+---45P/2) = 3 y 1

S [(5) ~1] (mod p).

2L\p

Bududéi da je (g) = (%), a kvadratni ostatci modulo 5 su 1 i 4, imamo

da je (g) = 1 ako je p = +1 (mod 10), dok je (%) = —1lakojep =+£3
(mod 10). Odavde je F,—; =0 (mod p) za p = 10k £+ 1.

b) Imamo:

_lrfp+1 p+1 p+1 (r—1)/2
Fp+1—2p[(1>+(3)5+ +<p>5 }

Iz (pzl) = () + (,7,) slijedi da je (pzl) =0 (mod p) za 1 < k < p. Stoga
je

2F =1 +5P D2 =14 E) =0 (mod p),

p

/N

pa je F11 =0 (mod p) za p = 10k £ 3. &

Zadatak 3.5. Neka je m > 2 prirodan broj. DokaZite da je niz (F,, mod m),
ostataka Fibonaccijevih brojeva pri dijeljenju s m, periodican. Oznacimo
njegov period s k(m). DokaZite da vrijedi k(m) < m?.

Zadatak 3.6. Dokazite: ako je p prost broj oblika 10l£1, onda k(p) | (p — 1),
a ako je p prost broj oblika 10l £+ 3, onda k(p) | (2p + 2).



Poglavlje 4

Kvadratne forme

Promatrat ¢emo tzv. binarne kvadratne forme
f(z,y) = az® + bzy + cy®, a,b,c € Z,

tj. homogene polinome od dvije varijable drugog stupnja s cjelobrojnim ko-
eficijentima. Diskriminanta od f je broj d = b*>—4ac. Ocito jed = 0 (mod 4)
ako jebparanid =1 (mod 4) ako je b neparan. Vrijedi i obrat. Naime, forme
xQ—idyQ ako jed =0 (mod 4), te :c2+:cy—|—i(1—d)y2 akojed =1 (mod 4),
imaju diskriminantu jednaku d i zovemo ih glavne forme s diskriminantom
d.
Imamo:
daf(z,y) = (2azx + by)? — dy*.

Prema tome, ako je d < 0, onda za (x,y) # (0,0) forma f poprima ili
samo pozitivne ili samo negativne vrijednosti. U skladu s tim, kazemo da je
f pozitivno, odnosno negativno definitna. Ako je d > 0, onda f poprima i
pozitivne i negativne vrijednosti, pa se zove indefinitna. Ako je d = 0, onda
kazemo da je f poludefinitna.

Definicija 4.1. Reéi ¢emo da su dvije kvadratne forme f i g ekvivalentne
ako se jedna moze transformirati u drugu pomocu cjelobrojnih unimodularnih
transformacija, tj. supstitucija oblika

z=pr'+q, y=ra+sy,
gdje je p,q,r,s € Z i ps — qr = 1. Pisemo: f ~ g.

Matriéno f mozemo zapisati kao X7 F X, gdje je

(i) 5 )

Zaista, najprije uo¢imo da su dimenzije matrica 1 x 2, 2 x 2, 2 x 1 takve da
je mnozenje dobro definirano, a zatim prema pravilu za mnozenje matrica

42
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imamo
X'FX = (z vy) ¢ % x :(aac—l—éy éx—l—cy) x = az? + bxy + cy?
be)\y 27 2 Y ’

Supstituciju mozemo zapisati sa X = UX’, gdje je

U= pq X/ _ CC/
rs)’ y )
Uvjet unimodularnosti je tada det U = 1. Pritom f prelazi u X'"GX’, gdje je
G = UTFU. Ovdje je UT transponirana matrica matrice U, tj. U™ = (Z Z)

p

Oznacimo s I' skup svih matrica oblika . Z), gdje je p,q,r,8,€ Z i

ps—qr = 1, tj. determinanta matrice je jednaka 1. Uo¢imo da I" ima sljedeca
svojstva:

1
(i) Jedini¢na matrica (0 (1)) ima determinantu 1 pa je element od T'.

. .. (ab S d b\ _(d —b
(11)AkOJeA—<Cd>€F,ondaJeA _detA<—ca)_<—ca)'

Ocito je da A~! ima cjelobrojne koeficijente i vrijedi det A~! = ad —
bc=1,paje Al €T.

_(ab _(pq . _ (ap+brag+bs
(iif) Akosu A= (c d>’B_ <r 3) €T ondaje AB = (Cp—i-dr cq+ds)

Matrica AB ima cjelobrojne koeficijente i vrijedi det AB = det Adet B
=1,paje ABeTl.

Ova tri svojstva mozemo kratko izreéi tako da kazemo da I' ¢ini grupu s
obzirom na mnozenje matrica. To je podgrupa grupe svih 2 x 2 regularnih (s
determinantom razli¢itom od 0) matrica s realnim koeficijentima. Elemente
grupe I' zovemo wunimodularne matrice.

Propozicija 4.1. Neka su f, g, h binarne kvadratne forme. Tada vrijedi:
1 f~F,
2. [~g9=9~/F,
S fr~g, g~h= f~h.

Drugim rije¢ima, ~ je relacija ekvivalencije.

Dokaz: 1) Ocito je <(1) (1)> el.
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2) Ako je f ~ g, onda postoji U € T tako da je G = UTFU. Odavde je

F=(U"Y)GU™!. No, T je grupa, paje U"! € T, §to znaci da je g ~ f.
3) Ako je f ~ gig ~ h,onda je G = U'FU, H = V"GV za neke
U,V €I'. Odavde je H = (UV)TF(UV), a buduéi je UV €T, to je f ~ h.
O

Definicija 4.2. KazZemo da kvadratna forma reprezentira cijeli broj n ako
postoje xg,yo € Z takvi da je f(xo,y0) = n. Ako je pritom nzd(zg,yp) = 1,
onda kaZemo da je reprezentacija prava; inace je neprava.

Propozicija 4.2. Neka su f i g ekvivalentne kvadratne forme, te n € Z.
Tada:

1) f reprezentira n ako i samo ako g reprezentira n,

2) f pravo reprezentira n ako i samo ako g pravo reprezentira n,

3) diskriminante od f i g su jednake.

Dokaz: 1) Zbog Propozicije 4.1, dovoljno je provjeriti jednu implikaciju.
Neka je G = UTFU. Ako je n = XjF Xy, onda je n = X]GXy, gdje je
X1 = UilX().

2) Neka je X = <zo) ,Xq = (zl> Pretpostavimo da je nzd(xg, yp) = 1.

0 1

1z 9 = px1 + qu1, Yo = rx1 + sy slijedi da je nzd(z1,y1) = 1.

3) Oznacimo sa dy i dj diskriminante od f, odnosno g. Tada je dy =
—4det F, dy = —4det G, a det G = det U™ det F'det U = det I, pa je dy =
d. O

Opisat ¢emo redukciju pozitivno definitnih kvadratnih formi. Dakle, pret-
postavljamo da jed < 0ia >0, pajeic>0.

Definicija 4.3. Reéi éemo da je pozitivno definitna kvadratna forma f(x,y)
= ax? + bry + cy? reducirana ako je —a <b<a<cili0<b<a=c.

Teorem 4.3. Svaka pozitivno definitna kvadratna forma je ekvivalentna ne-
koj reduciranoj formi.

Dokaz: Promotrimo supstitucije ¢ije su matrice

01 . 1 +1
v= (%) 1 v=(1):

Pokazimo da koristenjem kona¢no mnogo ovih transformacija mozemo po-
sti¢i da je

b <a<ec.
. - c —=b/2\ . . s .
Zaista, UTFU = b2 a , Sto zna¢i da U zamjenjuje a i ¢, pa ako
smo u F' imali a > ¢, onda ¢emo u U F'U imati a < ¢. Nadalje
a +a+ 2
VTFV = 2
(:I:a—i—g a:tb+c>’
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§to znac¢i da V' zamjenjuje b s b+ 2a, dok a ostavlja nepromijenjenim. Stoga
koriste¢i ovu transformaciju kona¢no mnogo puta mozemo postiéi da je
|b| < a. Ovaj proces mora zavrsiti u konaéno mnogo koraka buduéi da svaka
primjena prve transformacije smanjuje vrijednost od a.

Ako je sada b = —a, onda primjenom supstitucije s matricom V (s pred-
znakom +, §to ¢emo oznacavati s V1) mozemo postiéi da je b = a, uz
nepromijenjeni c¢. Ako je a = ¢, onda primjenom supstitucije s matricom U
mozemo posti¢i da je b > 0. U

Ugrubo bismo mogli reéi da je binarna kvadratna forma reducirana ako
vrijedi |b] < a < ¢. Medutim, uz ovakvu (jednostavniju) definiciju ne bi vri-
jedilo svojstvo, koje ¢emo dokazati u Teoremu 4.5, da su razli¢ite reducirane
forme medusobno neekvivaletne. Mogli bismo povuéi analogiju s relacijom
biti kongruentan modulo m, koja je takoder relacija ekvivalencije. Za nju
vrijedi da za svaki cijeli broj n postoji element skupa {0,1,2,...,m} koji
je kongruentan n modulo m, no ako zelimo da razli¢iti elementi ovog skupa
budu medusobno nekongruentni, onda iz skupa moramo izbacili ili 0 ili m
te nakon toga dobivamo potpuni sustav ostataka modulo m (iz svake klase
ekvivalencije toéno jedan element).

Primjer 4.1. Nadimo reduciranu formu ekvivalentnu sa 133z + 108zy +
2212,

133 54

Rjesenje: Kre¢emo od matrice (5 4 99

>. Primijenimo U i dobivamo

22 —54 e i . 22 —32)\ .
<_54 133>, potom dvaput primijenimo VT, pa dobivamo <_32 A7 > i

5 10

22 —10 o . .
<_10 5 > Ponovo primjenimo U i dobivamo <10 22). Sada dvostruka

57 02
forma je 222 + 512, &

primjena V'~ daje (5 5) i (5 O). Konacno, U daje (g g) Dakle, trazena

Zadatak 4.1. Nadite reduciranu formu ekvivalentnu sa Tz? + 25y + 23y>.

Teorem 4.4. Postoji samo konacéno mnogo reduciranth formi s danom dis-
kriminantom d.

Dokaz: Ako je f reducirana, onda je —d = 4ac — b*> > 3ac, pasuiaici
|b| manji ili jednaki %|d|. O

Definicija 4.4. Broj reduciranih formi s diskriminantom d zove se broj
klasa od d i oznacava se s h(d).

Primjer 4.2. Izracunajmo h(—4).
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Rjesenge: 1z 3ac < 4 slijedi a = ¢ =1, pa je b = 0. Dakle, h(—4) =1.

Pitanje je li h(d) = 1 usko je povezano s pitanjem vrijedi li u pripadnom
kvadratnom polju Q(v/d) svojstvo jedinstvene faktorizacije. Poznato je da je
h(d) = 1 za samo 9 negativnih cijelih brojeva: d = —3, —4, -7, -8, —11,—19, —43, —67, —163.
Taj su rezultat neovisno dokazali Baker (1966) i Stark (1967), a prije toga
(uz neke manje nepreciznosti u dokazu) i Heegner (1952). Nadalje, vrijedi
lim h(d) = oc.
d——o0

Za binarnu kvadratnu formu az? + bxy + cy® kazemo da je primitivna
ako je nzd(a, b, c) = 1. Moze se promatrati i broj primitivnih reduciranih bi-
narnih kvadratnih formi s diskriminantom d. Taj broj se podudara s brojem
h(d) definiranim u Definiciji 4.4 ako je d kvadratno slobodan.

Zadatak 4.2. Dokazite da je h(d) =1 za d = =7, =8, —11.
Primjer 4.3. Izracunajmo h(—20).

Rjesenje: 1z —d = 4ac—b*> > 3ac > 3a® slijedi a < 2. Imamo dva slucaja:

1) a = 1. Sada je b € {0,1}. Iz 4¢c — b*> = 20 slijedi da je b paran. To
znaci da jeb=01ic=>5.

2) a = 2. Sada je b € {—1,0,1,2}. Iz 8¢ — b? = 20 slijedi da je b paran.
Za b = 0 nema rjesenja, a za b = 2 dobivamo ¢ = 3.

Dakle, postoje dvije reducirane forme s diskriminantom —20, to su z? +
5y2 i 222 + 2y + 3y?, pa je h(—20) = 2. o

Sljedeéi teorem pokazuje da je h(d) upravo broj neekvivalentnih binarnih
kvadratnih formi s diskriminantnom d. Napomenimo da analogna tvrdnja
za d > 0 ne vrijedi.

Teorem 4.5. Ako su f i [ dvije ekvivalentne reducirane forme, onda je

f=r.
Dokaz: Ako su xz,y € Z\ {0} i |z| > |y|, onda je
fla,y) > [zl(alz] — [byl) + clyl* > |2*(a — b)) +cly* > a — [b] +c.

Na isti na¢in se provjerava da ako je |y| > |z|, onda je takoder f(z,y) >
a — |b| + c. Dakle, tri najmanje vrijednosti koje moze poprimiti f(z,y) su
a, ¢ia— |b] + c1ito upravo u tom redosljedu, a poprimaju se za (z,y) =
(1,0),(0,1), te (1,1) ili (1, —1). Buduéi da, po Propoziciji 4.2.2), f’ poprima
iste vrijednosti za nzd(z,y) = 1 kao i f, te buduéi je f’ takoder reducirana,
zakljucujemo da je a = a'.

Pretpostavimo da je a < ¢. Tada je a < ¢ < a— |b|+¢. Ako bi bilo a = ¢/,
onda bi broj a imao viSe reprezentacija pomocu forme f’ nego pomoc¢u forme
f. Stoga je a < ¢, paje c = . Iz b*> = d + 4ac = b'?, dobivamo |b| = |V/|.
Dakle, jos samo treba pokazati da b = —b' povlaci b = 0.
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Sada mozemo pretpostaviti da je —a < b < a < c¢. Naime, bududi je
/' reducirana, imamo —a < —b, pa je a # b. Prema tome je f(x,y) >
a—|b|+¢c>c>azasvex,yecZ)\ {0}

Neka je <1; (sl) matrica prijelaza iz f u f’. Tada je

a = f(p,7), b =2apq+b(ps+qr)+2crs, = f(q,s). (4.1)

Bududi je u nasem slucaju a’ = a = ap® +bpr +cr?, tojep=£1ir = 0.
Sada iz ps — gr = 1 slijedi s = £1, a iz ¢ = f(q, s) slijedi ¢ = 0. To znaci da
jeb=10,pajeb=0.

Ostaje razmotriti slucaj a = ¢. Tada broj a ima barem 4 reprezentacije
pomoc¢u f, pa mora imati i barem 4 reprezentacije pomoc¢u f’, a to povlaci
da je ¢ = a = ¢. Ponovo dobivamo da je |b] = |V/], ali u ovom slucaju iz
definicije reduciranosti imamo da je b > 0,4 > 0, paje b=1. O

Teorem 4.6. Neka sud <0 in > 0 cijeli brojevi. Tada je n pravo reprezen-
tiran nekom binarnom kvadratnom formom s diskriminantom d ako i samo
ako kongruencija x*> = d (mod 4n) ima rjesenja.

Dokaz: Pretpostavimo da gornja kongruencija ima rjeSenja i da je z = b
rjesenje. Definirajmo ¢ s b2 —4nc = d i stavimo a = n. Sada forma f(x,y) =
ax? + bry + cy? ima diskriminantu d i f(1,0) = n, pa f pravo reprezentira
broj n.

Obratno, pretpostavimo da forma f ima diskriminantu d i da je n =
f(p,7) za neke p,r € Z, nzd(p,r) = 1. Tada postoje q,s € Z takvi da je
ps —rq = 1. Sada je f ekvivalentna s f’ koja je dobivena iz f pomocéu
matrice prijelaza ]; g) ipo (4.1) vrijedi: @’ = f(p,r) =n. Ali f1i f’ imaju
istu diskriminantu, pa je

b2 —dnd = d.

Dakle, kongruencija 22 = d (mod 4n) ima rjesenje z = b'. O

Primjer 4.4. DokaZimo da se prost broj p moze prikazati u obliku x2 + 512,
x,y € N ako i samo ako je p =1 ili 9 (mod 20).

Rjesenje: Nuzan i dovoljan uvjet da bi se p mogao prikazati nekom
kvadratnom formom s diskriminantom —20 je da kongruencija x? = —20
(mod 4p) ima rjeSenja. To znaéi da postoji z € Z takav da je 22 = —5
(mod p), tj. (?) =1

Iz Primjera 4.3 znamo da postoje totno dvije neekvivalentne forme s
diskriminantnom —20.

Ako je p = 22 + 52, onda je 22 = p (mod 5), tj. (g) =1.

Ako je p = 222422y +3y?, onda je 2p = (2x+y)%+5y2, pa je (2z+y)?

2p (mod 5), tj. (%p) = 1. No, (%’) = (%) (%) = —(%), pa je (% =—1.
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Dakle, trazeni brojevi p su oni za koje vrijedi (_75 =1i g) = 1. Kako
je (I—‘?) = (g), nasi uvjeti su ekvivalentni sa (g) =1i (%) =1,ti.p=1

ili4 (mod 5)ip=1 (mod 4), odakle je p=11ili 9 (mod 20).

Teorem 4.7. Prirodan broj n se moZe prikazati u obliku n = x> + 12,
x,y € Z ako i samo ako se u rastavu broja n na proste faktore svaki prosti
faktor p za koji je p =3 (mod 4) javlja s parnom potencijom.

Dokaz: Pretpostavimo da je n = 22 + 2, te da je n djeljiv s prostim
brojem p = 3 (mod 4). Tada je 22> = —y? (mod p). Ako p ne dijeli x i y,

onda odavde dobivamo da je (%) = 1, sto je kontradikcija. Stoga p dijeli

x iy, paje n djeljiv sa p®. Sada je (%)2 + (1%)2 = &, pa indukcijom slijedi
da se p u rastavu broja n javlja s parnom potencijom.

Da bismo dokazali obrat, dovoljno je dokazati da ako je n kvadratno
slobodan i svi neparni faktori p od n zadovoljavaju p = 1 (mod 4), onda
se n moze prikazati u obliku z? + y?. Zaista, ako je n = z? + y?, onda je
n-m? = (xm)? + (ym)2.

Promotrimo sada binarnu kvadratnu formu f(z,y) = 22 + y2. To je re-
ducirana forma s diskriminantom —4. U Primjeru 4.2 pokazali smo da je
h(—4) = 1. Stoga je to jedina reducirana forma s diskriminantom —4. Iz Te-
orema 4.6 slijedi da je n pravo reprezentiran formom 2% 4 2 ako i samo ako

kongruencija 22 = —4 (mod 4n) ima rjeSenja. Ova kongruencija je ekviva-

lentna sa 2z = —1 (mod n). Ako je n paran, faktor 2 ne stvara poteskode, jer
je kongruencija 22 = —1 (mod 2) rjesiva. Stoga neka su pi,...,pr neparni
prosti faktori od n. Po pretpostavci je p; = 1 (mod 4), pa kongruencija

22 = —1 (mod p;) ima rjesenje; neka je to rjeSenje z = z;. Po Kineskom
teoremu o ostacima, postoji cijeli broj z koji zadovoljava sustav

z=z (modp1),..., 2=z (mod pg).
Sada je 22 = 22 = —1 (mod p;) za svaki i, pa je 22 = —1 (mod n). O

Teorem 4.8. Cijeli broj n se moze prikazati u obliku x> — y? ako i samo
akon # 2 (mod 4).

Dokaz: Pretpostavimo da je n = 2 (mod 4), te da je n = 22 — y? =
(z —y)(x +y). Bududi je n paran, to je jedan od faktora x —y, x + y paran.
No, x +y = (z — y) + 2y, pa je i drugi faktor takoder paran. To znaci da je
n =0 (mod 4), pa smo dobili kontradikciju.

Neka je sada n # 2 (mod 4). Razlikujemo dva slucaja:

1) n=2k+1. Tadajen = (k+1)% — k2.

2) n =4k. Tadajen = (k+ 1) — (k — 1) O

Primjer 4.5. Neka je r(n) broj uredenih parova (x,y) cijelih brojeva takvih
da jenzd(x,y) = 1 i 2% +y? = n, te neka je N(n) broj rjesenja kongruencije
22 = —1 (mod n).
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a) Dokazati da je r(n) = 4N(n).

b) Neka je n = pra(p). Ako je a(2) =01l 1, te a(p) =0 za sve p =3
(mod 4), onda je r(n) = 272, gdje je t broj prostih faktora od n oblika 4k+1.
U protivnom je r(n) = 0.

c) Ako je p prost broj oblika 4k + 1, onda je prikaz broja p u obliku
22 + 92, 2,y € N jedinstven do na poredak pribrojnika.

Rjesenje: a) Neka je P(n) broj prikaza broja n u obliku 22 + 32, gdje
je nzd(z,y) = 1, x > 0, y > 0. Tada je r(n) = 4P(n). Pokazimo da je
P(n) = N(n). Neka je (x,y) par s gornjim svojstvom. Definirajmo z €
{0,1,...,n — 1} sa 2z = y (mod n). Tada iz 22> = —y? (mod n) slijedi
22 = —1 (mod n). Treba pokazati da je preslikavanje (x,%) + 2 bijekcija.

Pretpostavimo da (z1,y1) +— 2z 1 (z2,y2) — 2. Tada iz x1y22 = y1y2 =
roy12 (mod n) slijedi 21y = x2y; (mod n). No, 22 < n i y? < n, pa je
i <,y < n,te 0 < 22 < ny 0 < x9y; < n. To znadi da je
x1y2 = x2y1. Odavde slijedi x1 | xo, xo | 1, tj. ©1 = z2, pa je i y1 = Y2, Sto
dokazuje da je promatrano preslikavanje injekcija.

Neka je sada 22 = —1 (mod n). Definirajmo ¢ € Z sa (22)? — 4nc =
—4. Tada forma g(z,y) = nz? + 2zxy + cy? ima diskriminantu —4, pa je
ekvivalentna s f(z,y) = 22 +y2. Neka je g dobivena iz f matricom prijelaza
(ﬁ g) Tada je n = f(p,r) = p> + 1% te z = pg + rs. Bez smanjenja
opéenitosti mozemo pretpostaviti da je p > 0, » > 0. Bududi je

pz = p?q+prs=—r’q+ r(1+gr)=r (mod n),

vidimo da (p,r) — z, pa je nase preslikavanje surjekcija.

b) Po Kineskom teoremu o ostatcima je N(n) =[], N (p*®). Ocito je
N(2)=1iN(4)=0,paje N(2%) =0zaa > 2. Ako je p=3 (mod 4), onda
je N(p) = 0, pa je N(p*) = 0 za a > 1. Konacno, ako je p = 1 (mod 4),
onda je N(p) = 2, pa po Henselovoj lemi slijedi da je N(p%*) = 2 za sve
a > 1. Prema tome, ako je «(2) = 01li 1, te a(p) = 0 za sve p =3 (mod 4),
onda je N(n) = 2!, pa je r(n) = 2!+2,

c¢) Slijedi iz b), jer je r(p) = 8. &

Teorem 4.9 (Teorem o Ccetiri kvadrata (Lagrange)). Svaki prirodan
broj n moze se prikazati uw obliku sume kvadrata cetiri cijela broja, tj. u
oblikun = 2% + 9% + 22 +w?, x,y,z,w € Z.

Dokaz: Uocimo da vrijedi identitet
(2® + >+ 22+ wh)(a® + 0% + 2+ d?)
= (ax + by + cz + dw)* + (ay — br + dz — cw)? + (az — cx + bw — dy)*
+ (aw — dzx + cy — bz)?. (4.2)

2
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Stoga je tvrdnju teorema dovoljno provjeriti za proste brojeve. Jasno je da
je 2 = 12 + 12 + 02 + 0%, pa pretpostavimo da je p neparan prost broj.
Promotrimo brojeve

_1\2
0{1{2{...,(%) . (4.3)

Nikoja dva medu njima nisu kongruentna modulo p (vidi Teorem 3.1). Isto
vrijedi i za brojeve

—1—02,—1—12,—1—22,...,—1—(7%1)2. (4.4)
U (4.3) i (4.4) imamo ukupno p+ 1 brojeva. Po Dirichletovom principu, dva
medu njima daju isti ostatak pri dijeljenju sa p. To znac¢i da postoje cijeli
brojevi x i y takvi da je 22 = —1 — y? (mod p) i vrijedi 22 + 3% + 1 <
1+2-(8)? < p?. Dakle, dobili smo da je mp = 2* + y* + 1 za neki cijeli broj
0<m<np.

Neka je sada [ najmanji prirodan broj takav da je Ip = 2 +y? + 2% + w?
za neke x,y,z,w € Z. Tada je | < m < p. Nadalje, [ je neparan. Naime,
ako bi [ bio paran, onda bismo medu brojevima z, y, z, w imali parno mnogo
neparnih brojeva, pa bi mogli pretpostaviti da su brojevi x+vy, z —y, z +w,
z —w parni. Ali tada bi iz

1 T+ y\2 r—y\2 Z 4w\ 2 z—w\2
= (7)) + (557 + () + ()
dobili kontradikciju s minimalnoséu od I.
Da bismo dokazali teorem, moramo pokazati da je [ = 1. Stoga pretpos-
tavimo da je [ > 1 i pokuSajmo dobiti kontradikciju.
Neka su 2’,%/, 2/, w’ najmanji ostatci po apsolutnoj vrijednosti pri dije-
ljenju brojeva x,y, z,w s [, te neka je

n—= x/2 +y/2+z/2 +w12'

Tada je n =0 (mod [) i n > 0, jer bi inace [ dijelio p. Nadalje, buduéi je [
neparan, imamo da je n < 4 - (é)2 = [2. Stoga je n = kl za neki cijeli broj k
takav da je 0 < k < [.

Iz identiteta (4.2) slijedi da se broj (kl)(Ip) moze prikazati kao suma
kvadrata cetiri cijela broja, i Stovise, svaki od tih kvadrata djeljiv je sa
I2. Naime, budud da su /, v/, 2/, w’ kongruentni redom brojevima x, v, z, w
modulo [, svaki od Cetiri linearna izraza koji se pojavljuju u identitetu (4.2)
djeljiv je s [. Odavde slijedi da se broj kp moze prikazati kao suma cCetiri
kvadrata, no to je u kontradikciji s minimalnoséu od [. U

Metoda koju smo upotrijebili u posljednjem dijelu dokaza Teorema 4.9
naziva se Fermatova metoda beskonacnog spusta.

Legendre i Gauss su dokazali da se prirodan broj n moze prikazati kao
suma tri kvadrata ako i samo ako n nije oblika 47 (8k+7), j,k > 0. Nuznost,
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kao §to ¢emo pokazati u sljede¢em primjeru, slijedi iz ¢injenice da kvadrati
daju ostatke 0, 1 ili 4 pri dijeljenju sa 8, dok je dokaz dovoljnosti znatno tezi
i koristi teoriju ternarnih kvadratnih formi.

Primjer 4.6. Neka je n = 4™(8k+7), m,k > 0. Dokazimo da se n ne moze
prikazati u obliku x* + y*> + 2%, z,y, 2 € 7.

Rjesenje: Pretpostavimo da tvrdnja nije to¢na, te da je n najmanji pri-
rodni broj za kojeg tvrdnja ne vrijedi. Tada je

n=4"8k+7) =%+ y* + 22

Kvadrat neparnog broja (2a+1)? = 8- @ +1 daje ostatak 1 pri dijeljenju
s 8, dok kvadrat parnog broja (2a)? = 4a? daje ostatak 0 pri dijeljenju sa 4.
Ako medu brojevima z,y, z ima 1, 2 ili 3 neparna broja, onda je 2 +y? + 22
oblika 47 + 1, 41 + 2 ili 8/ + 3. No, n nema niti jedan od ovih oblika. Stoga

su x, ¥y, z svi parni, recimo: x = 2x1, y = 2y, z = 2z1. Sada je
n
7= AN 8k 4+ 7) = x? 4 P + 22,
pa smo dobili kontradikciju s minimalno$éu od n. O

Zadatak 4.3. Dokazite da se svaki prirodan broj n > 169 mozZe prikazati
kao suma kvadrata pet prirodnih brojeva.



Poglavlje 5

Aritmeticke funkcije

Podsjetimo se da za funkciju f : N — C kazemo da je multiplikativna ako
je f(1) =1, te ako je f(mn) = f(m)f(n) za nzd(m,n) = 1. Jedan primjer
multiplikativne funkcije je Eulerova funkcija.

Cesto uz multiplikativnu funkciju f vezemo funkciju g(n) = Zd‘n f(a).
Pokazimo da je g takoder multiplikativna. Ocito je g(1) = f(1) = 1. Neka je
nzd(m,n) = 1. Tada je

glmn) = >3 " fdd) =D f@)fd) =D f@ | | D f(d)

dim d'|n dim d'|n dlm d'|n
= g(m)g(n),
gdje smo najprije iskoristili da (zbog nzd(m,n) = 1) svaki djelitelj ¢ od
mn moZzemo na jedinstven nacin zapisati u obliku ¢ = dd' gdje d | m i
d' | n, zatim multiplikativnost funkcije f te zatim distributivnost mnozenja
u odnosu na zbrajanje (pravilo za mnozenje dvije zagrade).

Definicija 5.1. Mobiusova funkcija pu(n), n € N je definirana sa

1, akojen=1,
pu(n) = 0, ako n nije kvadratno slobodan
(=%, ako je n = pipa - - pr, gdje su p; razliciti prosti brojevi.

Funkcija g je multiplikativna. Zaista, prema definiciji je u(1) = (—=1)° =
1. Neka su m i n relativno prosti prirodni brojevi. Ako barem jedan od njih
nije kvadratno slobodan, onda je u(mn) = p(m)u(n) = 0, a ako su oba
kvadratno slobodni, recimom =py-...-p,,n =¢q1-...-qs, onda je u(mn) =

(=)™ = (=1)"(—=1)* = u(m)p(n). Stoga je i funkcija v(n) = > djn ()
takoder multiplikativna. To znaci da je v(1) = 1, dok je za n > 1
v(n) = vt pp*) = v(el) - v(p")
= (u(1) + p(pr) + p(pD) + ) - (1) + plpr) + p(pi) + )
=1-140+--)---1=-140+---)=0.

52
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Primjer 5.1. Neka je x > 1. DokaZimo da je anx ,u(n)HJ =1, te da je

n

‘ anx @ S L.
Rjesenje:
Sou) | =3 um) D 1= 3w = Y vim) = 1.
n<x n<x k, kn<x m<x n|m m<x

Prema upravo dokazanom je >, ., p(n) (z - {§}> = 1, pa imamo

o | S <1 [ Sum{TH <1+ X {7

1+ {2} +(|lz) = 1) 1=z

IN

IN

Primjer 5.2. Dokazimo da vrijedi
> uld) = |p(n)].
d?|n

Rjesengje: Svaki se prirodni broj n moze na jedinstven nacin zapisati u
obliku n = rs?, gdje je r kvadratno slobodan. Dakle, broj n je kvadratno
slobodan ako i samo ako je s = 1. Stoga je

u(n)] = v(s) = u(d).
d|

Buduéi da d | s ako i samo ako d? | n, tvrdnja je dokazana. &

Teorem 5.1 (Mobiusova formula inverzije). Neka je f : N — C proizvoljna
funkcija, te neka je F(n) =3y, f(d), n € N. Tada je

f) =Y wd)F(Z).
din

Obrnuto, ako je f(n) =3y, m(d)F () za svakin € N, onda je F(n) =

Dokaz: Imamo:

SO aAFS) = uld) Y f(d) =D (@)D )
dln dln

e &'|n e

= > fdw(5) = f).

d'|n
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Da bismo dokazali obrat, zapisimo jednakost f(n) = > g, p(d)F(3) u
obliku f(n) = 3, u(g)F(d'). Sada je

D@ =Y () =YY nHF(d) = Y F(d)() = Fn).
dn dln din d'|5 d'|n

O
Primijenimo li Teorem 5.1 na relaciju }_y,, ¢(d) = n (vidi Teorem 2.12),

dobivamo ;
n)=n Z # (5.1)
din

Definicija 5.2. Neka je n prirodan broj. S 7(n) éemo oznacavati broj pozi-
tivnih djelitelja broja n, a sa o(n) sumu svih pozitivnih djelitelja broja n.

Jasno je da vrijedi 7(n) = > 4, 1, o(n) = de d. Stoga su funkcije 7 i
o multiplikativne. Buduéi da je 7(p?) = j+ 1, 0(p/) =1 +p+p?> +---p' =

1 _ . C
a = L dobivamo sljede¢e formule za 7 i o
k
T(pft- H (a; + 1),
i=1
k a;+1
b;
o mt) = [ 17—~
- Pi—

Primjer 5.3. Za prirodan broj n kaZemo da je savrsen ako je o(n) = 2n,
tj. ako je n jednak sumi svojih pravih djelitelja. Npr. 6 i 28 su savrseni
brojevi. Nije poznato postoji li iti jedan neparan savrsen broj. Dokazimo da
je paran broj n savrsen ako i samo ako ima oblik 2°P~1(2P — 1), gdje su p i
2P — 1 prosti brojevi.

Rjesenje: Ako je n = 2P~1(2P — 1), gdje su p i 2P — 1 prosti, onda je

o(n) :1+2+...+2p*1+(2p_1)(1+2+...+2p71)
=20 14+ (2P —1)2 = (2P — 1) 2P = 2n.

Obrnuto, pretpostavimo da je o(n) = 2nin = 2% - m, gdje su k,m € N
i m neparan. Iz o(n) = o(2¥)o(m) = (287! — 1)a(m) = 2¥1m slijedi da
je o(m) = 2k im = (281 — 1)l za neki | € N. Ako je I > 1, onda je
o(m) > 1+ m+1 > 21 = g(m), sto je kontradikcija. Stoga je [ = 1 i
o(m) = m+ 1, §to povlaci da je m prost. No, ako je 2+ — 1 prost, onda je
k + 1 = p takoder prost, pa je n = 2P~1(2P —1). &

1z prethodnog primjera vidimo da je pitanje postoji li beskona¢no mnogo
parnih savrsenih brojeva izravno povezano s (otvorenim) pitanjem postoji li
beskona¢no mnogo Mersenneovih prostih brojeva, tj. prostih brojeva oblika
2P — 1.
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1
Zadatak 5.1. Izracunajte: Z 7

d|n

Primjer 5.4. Ispitajmo jesu li sljedece funkcije multiplikativne:
a) f(n) - Zd|n nzd(d,,u(d)),

b) gn) = ¥, n2d(d, 4+ 2).

Rjesenje:

2)

Pokazat ¢emo primjerom da funkcija f nije multiplikativna. Uoc¢imo
da je nzd(d, u(d)) jednako ili 1 (ako je d kvadratno slobodan) ili d (ako
d nije kvadratno slobodan). Dakle, ako je n kvadratno slobodan, onda
je f(n) = 7(n), a za tu funkciju znamo da je multiplikativna. Zato u
nasem primjeru barem jedan od brojeva m,n ne smije biti kvadratno
slobodan. Pa uzmimo m = 3, n = 4. Dobivamo f(3) = 1+ 1 = 2,
FA) =1+144=6, f12) =141+ 1+4+1+ 12 = 20. Bududi da
f(3)f(4) # f(3-4), funkcija f nije multiplikativna.

1, ako je d neparan,
2, ako je d paran.
Pokazimo da je funkcija h multiplikativna. O¢ito je h(1) = 1. Neka su
m,n relativno prosti. Tada je

Imamo h(d) = nzd(d,d + 2) = nzd(d,2) = {

1, ako j
h(mn) =4 & ako je mn neparan,
2, ako je mn paran,
dok je

1, ako su m i n neparni,
2, ako je jedan od brojeva m,n paran,

pmnn) = §

pa vidimo da je zaista h(m)h(n) = h(mn). Zaklju¢ujemo da je i funk-
cija g multiplikativna.

&

Iz definicije funkcija o i ¢ izravno slijedi da je o(n) > n i ¢(n) < n za
svaki n € N. U sljedecoj propoziciji izvest ¢emo gornju ogradu za o i donju
ogradu za ¢.

Propozicija 5.2.
1) o(n)<n(l+lnn) zan>2.
2) pn)>1-: zan>2.

Inn



Uvod u teoriju brojeva 56

Dokaz:
1) Imamo:

U(n):Zd:ZgSnZé<n-(1+/ln%dx) =n(l+1Inn).
dn

din d<n

2) TFunkcija f(n) = 2820 56 multiplikativna. Nadalje,

n?2
fphy = PP - 11
I ) B e )
pa je
1 °° 1 1-3 24 35 4-6 1
fn) =TI pz)—Hz( mz) 2:2 3-3 4-4 5.5 2
pln m=

Prema tome, o(n)p(n) > $n?. Iz 1) slijedi o(n) < 2nlnn za n > 2, odakle

je o(n) > i ‘5 Zan = 2 tvrdnja se provjerava direktno. O

Nejednakost iz Propozicije 5.2.2) mozemo iskoristiti i u rjeSsavanju jed-
nadzbi oblika ¢(n) = m. Primjerice iz nje slijedi da za sva rjesenja jednadzbe
p(n) = 12 vrijedi n < 270.

Cesto je od interesa ispitati asimptotsko ponasanje aritmetickih funkcija,
tj. ocijeniti sume oblika ), . f(n), gdje je z dovoljno velik realan broj. Mi
¢emo to uciniti za funkcije 7, o i . Pritom ¢emo rabiti sljede¢u oznaku:
f(z) = O(g(z)) ako postoje konstante C' > 01 x( takve da je |f(x)| < Cg(x)
za sve T > Xg.

Na primjer, buduéi da je |z| = = — {z}, a {z} je omedena funkcija,
mozemo pisati: |z] = x + O(1). Takoder, zbog

l2] 1 1 ]
—dt<S 2 <1 ~dt
[iasX g [ qa

tj. In|z] <3, - X <1+ Inz, mozemo pisati:

n<x n

Z% —Inz+O(1).

n<x
& 2
1 s
L 5.3.V"d':§ — =—.
ema rijeal Z n2 6

Dokaz: Pokazimo najprije da za svaki N € N vrijedi

iv:ctz nt  N(2N-1)
LB SNTT T T 3
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Iz de Moivreove formule slijedi da je
cosm¥ + isinmy = (cos ¥ + isin )™ = sin™ P(ctg J + i)™,
pa je
sin(2N + 1)9 = sin®?V 19 . F(ctg? ),
gdje je

Flz) = <2N1+ l)xN B (2N3+ 1>xN_1 b (—D)Y

Ako je ¥ = 53/, onda je F(ctg? ) = 0, pa vidimo da su ctg? s =
1,..., N upravo korijeni polinoma F. Po Vieteovim formulama je sada
i ceomm (5 NEN -1
R = 2N+ :
— 2N +1 ( | ) 3
Iz sind < 9 < tg slijedi ctg? < 19—12 < 1+ ctg?9). Uvrstimo li ovdje
=3 ]’\}11 i sumiramo, dobivamo
N
N(2N —1) (2N +1)? N(2N —1)
— < —— <N+ ———=.
3 Z n2m? + 3
n=1
Odavde je
72 2N?2-N <§: L _n?  2N?4oN
3 AN?+4AN+1 " “n? 3 AN?+4N+1°
=1 72
N — oo dobi — =—. O
pa za oo dobivamo Z 2 5

n=1
Propozicija 5.4.
1) > ,<,7(n)=xlnz+ O(x)
2) Zn;x o(n) = 1—127r2x2 +O(zlnx)
3) Yoneap(n) =2 -2* +Oxlna)

Dokaz:
1)
;;T(n) - ;;1:; ;1:; EJ :;(§+0(1))

=zlnz+ O(x)

2) Primijetimo da je
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Nadalje je

Sada je

. . . 2 .
Kona¢no je, po Lemi 5.3, > 77, d% = % . Napomenimo da se ova formula
moze takoder dobiti i iz razvoja u Fourierov red funkcije 22 na segmentu

[—m, 7]
,, COS T
SANE

Iz svega gore navedenoga slijedi

1z, 2

> o) =Y [53)2+03)] = [F2? + 0@ + O@na)
n<x d<z
= Ex 24 O(xInx).

3) Prema (5.1), imamo:

Soem) =d > pld)- L= uld)

n<x n<x d|n d<z m<

Veé smo vidjeli da je posljednja suma jednaka (%)2 + O(%). Nadalje je

wd)

Da bismo izracunali sumu )~ 3%, £57, pomnozimo je sa » ;2| 2. Dobivamo:
o0

<“$>(i$>:i$zwd>:zﬁ?:

d=1 d=1 m= dlm m=1

e . d
Prema tome, dobili smo da je Y 57, % = ﬂg, pa kona¢no imamo:

Z@(n) = Z [@(3)2 +O(§)] = %xQ + O(zlnx).

n<x <z
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Bududi da je Y, ., ¢(n) ~ Za?, >, . n ~ 33% rezultat iz Propozicije

5.4.3) moze se interpretirati i tako da kazemo da je vjerojatnost da su dva
nasumce izabrana cijela broja relativno prosta jednaka % ~ 0.6079.

Uoc¢imo da u Propoziciji 5.4 nedostaje razmatranje asimptotskog ponasanja
parcijalnih suma Mobiusove funkcije. Oznacimo s M(z) = > . pu(n). Poz-
nato je da vrijedi M (x) = o(x), tj. lim,_,oo M(x)/z = 0, no to je vrlo netrivi-
jalan rezultat koji je ekvivalentan Teoremu o prostim brojevima. Medutim,
¢ak ni on ne daje potpun odgovor o asimptotskom ponasanju funkcije M (z),
veé je za dobivanje takvog rezultata potrebno pretpostaviti da vrijedi Ri-
emannova slutnja, za koju je poznato da je ekvivalentna s ocjenom M (z) =
O(z'/?1%) za svaki £ > 0.

Zadatak 5.2. Fareyev niz F,, reda n je niz svih racionalnih brojeva %, gdje
su h ik cijeli brojevi takvi da je 0 < h < k <n i (h,k) = 1. Oznac¢imo sa

Sn broj elemenata u nizu F,. Pokazite da je Sy ~ 7% n?.

Pri ocjenjivanju sume ) |, . F(n) korisno je funkciju F' prikazati u obliku
F(n) = > 4, f(d). To se moze napraviti npr. pomo¢u Mébiusove formule
inverzije. Tada je

SEm) =33 fd) = F =Y fd) Y 1= )| 3]

n<x n<z d|n d<z mgg d<z
dm<zx
f(d)
—ay +O<Z \f(d)]).
d<z d<zx
Primjer 5.5. DokaZimo da vrijedi Z #(n) = % z+ O(lnx).
n<x " g

Rjesenje: Za F(n) = @ imamo f(n) %n), jer je 2l - Zd|n @
Sada je

2 ST g d% = O(1). Konaé¢no
e O( Suc, 1)) = O( Lye, 1) = O(ma). o

. L o(n) 72
Zadatak 5.3. Dokazite da vrijedi E — — 5" +O(Inz).
n

Imamo: Y5, 49 = 8 dok je ‘90 Pse

n<x

Sada ¢emo promotriti neke funkcije koje su povezane s distribucijom
prostih brojeva.
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Definicija 5.3. Za x > 0, s w(x) éemo oznacavati broj prostih brojeva p
takvih da je p < x. Von Mangoldtova funkcija A(n), n € N je definirana s
A(n) =Inp dko je n = p*, A(n) = 0 inace. Stavimo nadalje

P(x) = ZA(n), W (z) = Z:lnp7 T(x) = Zlnn.

n<x p<zx n<x

Osnovni rezultat o distribuciji prostih brojeva je Teorem o prostim bro-
jevima (PNT — Prime Number Theorem), koji kaze da je

x
71'(.7]) ~ m,

tj. limy oo % = 1. Ovu ¢injenicu je prvi naslutio Gauss, a dokazali su
je neovisno Hadamard i de la Vallée Poussin 1896. godine.
Jos bolja aproksimacija za funkciju 7(x) je tzv. logaritamsko-integralna

funkcija
|
li(z) = / — dt.
2 lnt

Prema L’Hospitalovu pravilu dobivamo da je

I
lim 1(x)

z—oo z/ In(z) =t

Stoga je PNT ekvivalentan s m(x) ~ li(z).
Mi ¢emo dokazati neSto slabiju tvrdnju koju je prvi dokazao CebiSev.
Naime pokazat ¢emo da postoje pozitivni realni brojevi a i b takvi da je

za dovoljno velike x.

Teorem 5.5.

Z A(d) =1Inn.

din

Dokaz: Neka je n = Hf;l p;t. Tada je Inn = Zle a; Inp;. No, pi || n,

pa pS | n ako i samo ako je e jedan od brojeva 1,2, ..., ;. Stoga je
k k
> eutnp =YY g = YA
i=1 =1 pf‘n d‘n

O

Propozicija 5.6. Za svaki realan broj x > 1 postoji realan broj «, |a| < 1,
tako da je T(x) =xlnz —z + alnez.
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Dokaz: Izvest éemo najprije donju ogradu za T'(z). Neka je N = |z].
Buduéi da je funkcija In rastuca, vrijedi f:il Inudu < Inn, pa dobivamo

N N n N T T
T(m):ZlnnZZ/ 1lmudu:/1 lmudu:/1 lnudu—/ In u du.
n=2 n=2"""

N
€T
Prvi integral je [ulnu — u]‘l =zlnz —x+ 1, a drugi je < Inz. Stoga je

Tx)>zlhr—xz+1—Inz>zlner—z—Inz.

U izvodu gornje ograde za T'(z) kre¢emo od nejednakosti f:“ Inwudu >
Inn. Odavde je

N-1 N1 i1 N
T(x):lnN—i—Zlnnglnx—i—Z/ lnuduzlnx—i—/ Inudu
n=1 n=1"Y" 1

T
< lnx—i—/ In u du,
1
pa je
T(x)<zlhzx—z+1+nhz=zhe—z+Inex.

O
Ako je zadan niz realnih brojeva v(d) takav da je v(d) = 0 za d > D,
onda Propoziciju 5.6 mozemo iskoristiti da bi ocijenili sumu
x
S A1), (52)
d<D
Zaista, ova suma je za x > D jednaka
~(d) 1(d)Ind
z(lnx —1) Z g ¢ Z — + alnex Z |v(d)],
d<D d<D d<D

gdje a zadovoljava || < 1. Da bi eliminirali prvi ¢lan, ograni¢it ¢emo se na

nizove za koje vrijedi
d
) % = 0. (5.3)

d<D
Neka je
N(y) = Y v@5]. (5.4)
d<D
Tada je
D
D ADTE) =D v Y lmn= Y ()Y Aw) =
d<D d=1 n<g dsl,gnz r|n
> ADAE) = YA 1= Y AMNC)
d,r,m r<z d<Tm< 7 r<z
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Uvrstimo li [4] =4 — {4} u (5.4), te uvazimo (5.3), dobivamo da je

N@y) ==Y v(@{5).

d<D

Bududi da je funkcija {4} periodi¢na s periodom d, zaklju¢ujemo da je funk-
cija N(y) periodi¢na s periodom ¢, gdje je ¢ najmanji zajednicki visekratnik
onih brojeva d za koje je v(d) # 0.

Mi ¢emo izabrati (d) tako da brojevi N(¥) budu blizu jedinice, sto ce
znaciti da je suma (5.2) bliska funkciji ().

Do sada smo dokazali

ZA(T)N(E) =—z Z %dlnd +alnex Z |v(d)], (5.5)

r
r<z d<D d<D

za x> D.

Teorem 5.7. Neka je ag = éln2+%ln3 ~ 0.7804, by = %ao ~ 1.1705. Ako
jea <agib> by, onda postoji realan broj xo (koji ovisi 0 a i b) takav da je

ar < P(x) < bx

za sve T > x.

Dokaz: 1zaberimo (1) = 1, v(2) = —1, v(3) = =2, v(6) = 1, te v(d) = 0
inace. Lako se provjeri da je sada (5.3) zadovoljeno. Nadalje, N(y) ima
period jednak 6, a iz (5.4) vidimo da je

0,za0<y<l1
l,zal<y<3
0,zad3<y<5H
1,za b <y <6.

N(y) =

Buduéi da je N(y) < 1 za sve y, lijeva strana od (5.5) je < ¢ (x). Stoga iz
(5.5) dobivamo ocjenu
Y(z) > apr — 5lnex

za x > 6. Stoga je ¥ (x) > ax za sve dovoljno velike z ako je a < ag.
Da bismo dobili gornju ogradu za v (z), uoc¢imo da je N(y) > 0 za sve
y, te da je N(y) = 1 za 1 < y < 3. Stoga je lijeva strana od (5.5) >

S s cnea Aln) = (x) — $(3). Dakle,

Y(z) — @Z)(g) < apxr +Hlnex

za x > 6. Direktnim uvrstavanjem vidi se da formula vrijedi i za 1 <z < 6.
Neka je 3% najveéa potencija od 3 koja je < z. Tada imamo

K K
Y(r) = Z [¢<;—k) - ?/)(%)} < Z(a(];_k +5lnex).

k=0 k=0
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Buduéi da je > 72 i,c =3iK= }ngj < Inz, zaklju¢ujemo da je
Y(z) < boz + 5(In ex)?

za x > 1. Stoga, ako je b > by, onda je ¥(z) < bz za sve dovoljno velike
x. ]

(z) + O(Vx).

(x) =
Dokaz: 1z definicije je 9(x) < ¢(x) za sve z. Dakle, moramo jo$ naéi
donju ogradu za razliku ¢ (x) — ¥(x).

:ZA Zlnp ZZlnp 219

Teorem 5.8. Za x > 1 vrijedi: 9

Imamo:

n<x k<m k p<\f
Stavimo K = Hﬁ—gj Ako je k > K, onda je {/x < 2, pa je 9(¥/z) = 0. Stoga
je
W) —d@) = Y dYe) < D w(Wa) = > O(Va)
2<k<K 2<k<K 2<k<K

po Teoremu 5.7. Konstanta u O ne ovisi o k, a ¢lanovi u sumi opadaju. Zato

je
(@) - 9(z) = O(a + K{/z) = O(z + /e Inz) = O(/a).

Teorem 5.9. Za x > 2 vrijedi:

r(z) = X&) +0(%).

Inx In“z

Dokaz: Pokazimo najprije da za x > 2 vrijedi

m(x) = Vi) + /: ) du. (5.6)

Inz uln’®u
Zaista,
T (u
/2 uh(n " / Zlnp “in- udu—Zlnp/ v iin"?udu =
p<u p<z
1 1 Y
:Zlnp(———> :ﬂ(.%')—ﬂ.
Inp Inzx Inz
p<z

Buduéi da je 0 < ¥(z) < ¢(z), iz Teorema 5.7 slijedi da je ¥(z) = O(x).
Zato je integral u (5.6) O(f; In~2 udu). Rastavimo podruéje integracije na
dva dijela: 2 < u < /z i vz < u < z. Na prvom dijelu, podintegralna
funkcija je omedena, pa je doprinos tog dijela O(y/z). Na drugom dijelu,
podintegralna funkcija je < ﬁ, pa je doprinos drugog dijela O(ﬁ) O



Uvod u teoriju brojeva 64

Teorem 5.10. Neka su brojevi ag i by kao u Teoremu 5.7. Ako je a < ag i
b > by, onda nejednakost

a% <7m(x) < b— (5.7)
vrigedi za sve dovoljno velike x.

Dokaz: Koriste¢i Teoreme 5.9, 5.8 i 5.7, imamo:

r(z) = 2&) +O(L> _ =) +O(i> < by— +O(i>.

lnz In?z/ Inz In?z Inz In?z

To daje gornju ogradu u (5.7) za dovoljno velike x ako je b > by. Sliéno se
dobiva

m(x) > aoi + O(i),

Inx In? x
sto daje donju ogradu u (5.7) za dovoljno velike x. O
- . o A(n)
Primjer 5.6. DokaZimo da vrijedi Z —— =Inz+0(1).
n
n<x

Rjesenje: Neka je T'(x) = >
Iz 3~ 4, A(d) = Inn slijedi:

T) = > S A :x2¥+o(ZA(d))

n<z dn d<z d<zx

= # + O((x)).

d<zx

Inn. Znamo da je T'(z) = zlnz + O(z).

n<x

A
Dijeljenjem sa x dobivamo Z (;d) =Inz+ O(1). &

d
d<z

Inp

Zadatak 5.4. DokaZite da je Z =Inz+ O(1).
p<z p
- 1
Riemannova zeta funkcija je definirana sa ((s) = Z —, gdjejes € C
n
n=1

i Res > 1 (da bi red bio konvergentan). Ovako definirana funkcija moze se
prosiriti do meromorfne funkcije na cijeloj kompleksnoj ravnini, koja jedini
pol (reda 1) ima u s = 1 i pripadni reziduum je jednak 1. To znaci da je
funkcija f(s) = (s — 1){(s) analiticka na C i f(1) = 1.
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U Lemi 5.3 smo pokazali da je ((2) = %. Osnovnu vezu izmedu Rieman-
nove zeta funkcije i prostih brojeva daje tzv. Eulerova produkina formula:

1\-1
C(S):H(1—1¥> .

p

Skicirajmo dokaz ove formule. Za N € N imamo:

H (1_1%)1: H(1+p_s+p_2s+"')zzlmm_8,

p<N p<N

gdje suma ide po svim m € N koji su djeljivi samo s prostim brojevima < N.
Bududi da

/
me S_Zn s Szn Res_>0
n<N n>N
za N — oo, dobivamo trazenu formulu.

Iz formule koja se koristi u prosirenju slijedi da funkcija ((s) ima o¢ite
nultocke u s = —2,—4, —06,... Poznato je da se sve ostale nultocke nalaze
unutar “kriticne pruge” 0 < Re(s) < 1. Znamenita Riemannova slutnja
(RH) glasi da sve nultocke funkcije ((s) u kriti¢noj pruzi leze na pravcu
Re(s) = 3.

Eulerova produktna formula pokazuje da analiticka svojstva funkcije ¢(s)
nose aritmeticku informaciju o prostim brojevima. Svaka informacija o funk-
ciji ¢ nam stoga daje neku informaciju o distribuciji prostih brojeva. Tako
¢injenica da ((s) nema nultocaka na pravcu Re(s) = 1 povlaci PNT, dok je
Riemannova slutnja ekvivalentna sa sljede¢om ocjenom

7(z) = li(z) + O(z'/%+%), Ve >0.

Preciznije, ova ocjena za konkretni ¢ je ekvivalentna s tvrdnjom da ((s)
nema nulto¢aka u poluravnini Re(s) > 1 +¢.

= 1
Zadatak 5.5. Dokazite da vrijedi Z &CL) = m .
n S

n=1



Poglavlje 6

Diofantske aproksimacije

Za dani realni broj a s {a} éemo oznacavati razlomljeni dio od «, tj. {a} =
a—|a], asa ||a| oznacavat ¢emo udaljenost od a do najblizeg cijelog broja,
tj. ||| = min({a},1 — {a}). O¢ito je 0 < {a} <1i0< |af < 1.

Jedno od glavnih pitanja u grani teorije brojeva koja se naziva diofantske
aproksimacije jest pitanje koliko se dobro zadani iracionalni broj moze aprok-
simirati s pomoc¢éu racionalnih brojeva. Dakle, pitamo se koliko mala moze
biti udaljenost iracionalnog broja « i racionalnog broja p/q, tj. broj |a — §|.
Pritom éemo tu razliku usporedivati s ¢, tj. za vece nazivnike oc¢ekujemo
bolje aproksimacije.

Sasvim jednostavno razmatranje dovodi nas do racionalnih aproksima-
cija koje zadovoljavaju |a— 2| < i. Zaista, podijelimo segment [|a|, o] +1]
na ¢ jednakih dijelova te pogledajmo koji je od brojeva |al, [a] + 1, | +

Ev
%, o)+ 3, ..., |a]+1 na brojevnom pravcu najblizi broju a.. Neka je to broj
la] + % = g. Tada vrijedi | — §| < ﬁ. Postavlja se pitanje koliko se ovaj

jednostavni rezultat moze poboljsati. Vazan korak u odgovoru na to pitanje
jest sljedeci teorem.

Teorem 6.1 (Dirichlet). Neka su o i Q realni brojevi i Q > 1. Tada postoje
cijeli brojevi p, q takvi da je 1 < ¢ < Q i ||ag|| = |ag — p| < %

Dokaz: Pretpostavimo najprije da je ) prirodan broj. Promotrimo slje-
de¢ih @ + 1 brojeva:

0,1,{a},{2a},....{(Q — 1)a}.

Svi ovi brojevi leze na segmentu [0, 1]. Podijelimo segment [0,1] na @ di-

sjunktnih podintervala duljine é:

1. .1 2. .23 Q-1
[076>7 [ava>v [ava>v R [T

Prema Dirichletovom principu, barem jedan podinterval sadrzi dva (ili vise)
od gornjih @ + 1 brojeva. Uo¢imo da broj {ra} ima oblik ra — s, r, s € Z,

1],

66
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a brojevi 0 i 1 se takoder mogu zapisati u tom obliku (uz r = 0). Dakle,
postoje cijeli brojevi r1,79,581,59 takvida je 0 <r; < Q,i=1,2, r1 #roi
da vrijedi

|(ria— s1) — (reac — s9)| < l

Q

Mozemo pretpostaviti da je r1 > ro. Stavimo: ¢ =11 — 79, p = s1 — So. Tada
jel<qg¢g<Qilag—p|l < é, ¢ime je tvrdnja teorema dokazana u slucaju
Qe N.

Pretpostavimo sada da @ nije prirodan broj. Neka je Q" = Q] + 1.
Prema prije dokazanom, postoje cijeli brojevi p,q takvi da je 1 < ¢ < @’
ilag—p| < & No sada je |ag — p| < é, al < g < @ povlaci da je
1<¢<|Q], odnosno 1 < g < Q. O

Korolar 6.2. Ako je a iracionalan broj, onda postoji beskonaéno mnogo
parova p,q relativno prostih cijelih brojeva takvih da je

1
‘a—g‘ <3 (6.1)

Dokaz: Tvrdnja Teorema 6.1 ocito vrijedi i ukoliko zahtijevamo da su p i
q relativno prosti. Dakle, za () > 1 postoje relativno prosti cijeli brojevi p, ¢
takvi da je |o — g] < & < q%. Buduéi da je « iracionalan, to je ag — p # 0.

Pretpostavimo da postoji samo kona¢no mnogo racionalnih brojeva g

koji zadovoljavaju (6.1). Neka su to brojevi Z—j, j = 1,...,n. Izaberimo
prirodan broj m tako da je % < |ag; — pj| za sve j =1,...,n. Primijenimo
sada Teorem 6.1 uz (Q = m, pa dobivamo racionalan broj g koji zadovoljava
(6.1) i za koji vrijedi |ag — p| < % Prema tome, g je razlicit od Z—i, ce Z—Z,
Sto je kontradikcija.

Napomena 6.1. Twvrdnja Korolara 6.2 ne vrijedi ukoliko je o racionalan.

Zaista, nek:ajea:%.Ak:ojeg#a, onda je
p_uw p_ug—vp _ 1
o= Bl =22 >,
q voq vq vq

pa (6.1) povlaci da je ¢ < v. To znaci da (6.1) mozZe biti zadovoljeno samo
za konacno parova p,q relativno prostih cijelih brojeva.

Neka je « proizvoljan realan broj. Stavimo: ag = |a]. Ako je ay # a,
onda zapisimo « u obliku o = a0+a%’ tako daje a1 > 1,1stavimo a1 = [aq].
Ako je a1 # aq, onda «q zapiSimo u obliku a1 = a1 + a%, tako da je ag > 1,
i stavimo ag = |ag]. Ovaj proces mozemo nastaviti u nedogled, ukoliko nije
an = oy, za neki n. Jasno je da ako je a,, = «,, za neki n, onda je « racionalan
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broj. Naime, tada je

1
o =ag+ 1 , (6.2)
@+ —————
az +
1
+ N
Gnp,
Ovo ¢emo krace zapisivati u obliku a = [ag, a1, ..., a,].
Pretpostavimo sada da je a, # «, za sve n. Definirajmo racionalne
brojeve Z—: sa
Pn
— = [ag,a1,...,an].
dn

Teorem 6.3. Brojevi py, q, zadovoljavaju rekurzije

Pn = GnPp—1+Pn—2, Do =G0, P1= aoa1 + 1;
dn = AnQn—1+qn—2, =1, q =a1.
Dokaz: Za n = 2 tvrdnja se provjerava direktno. Pretpostavimo da je
n > 2 i da tvrdnja vrijedi za n — 1. Definirajmo brojeve p’;, ¢} sa z—i =
lai,az,...,aj4+1]. Tada je

Pho1 = anPh_o+Ph 3 Gyt = Gny_o+ @3-

No,
: 1 Q1 aopi_q +qj_
&:ao—l-i:ao—i-il: j} i1
qj [al’--waj] Py Pj_1

Stoga je p; = aopg_l + q}_l, q; = p;-_l. Prema tome,

P = ao(anpy_g + Ph-z) + (@ndp_o + ap_3)
= an(aoPh_s + qn_2) + (@0Pyp_3 + @h_3) = anPn-1 + pn-2,
Gn = anPr_o + Phg = Andn-1 + gn-2.
O
Dogovorno uzimamo da je p_o =0, p_1 =1, g2 =1, ¢g_1 = 0. Lako se
provjerava da uz ovaj dogovor Teorem 6.3 vrijedi za sve n > 0.

n

Teorem 6.4. Za sve n > —1 vrijedi: gppn—1 — Pngn-1 = (—1)™.

Dokaz: Teorem dokazujemo indukcijom. Za n = —1 imamo: q_1p_o —
p_1q2=0-0—1-1=(—1)"!. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n — 1.
Tada je

qnPn—1 — Pndn—-1 = (anQn—l + Qn—2)pn—1 - (anpn—l +pn—2)Qn—1

= _(Qn—lpn—2 _pn—lqn—2) = _(_1)n—1 - (_1)71
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Korolar 6.5. Brojevi p,, © q, su relativno prosti.

Teorem 6.6.
1) p0<12<]2<...;
q0 q2 q4
2) p1>—>—>---,
q1 q3 g5

3) Ako jen paran, a m neparan, onda je & Bo < pm.

m

Dokaz: 1z Teorema 6.3 i 6.4 je

Pn—2 . & . pn72(ananl + Qn72) - (anpnfl +pn72)Qn72
Qn—2 dn gndn—2
-1 n—1
_ D" an (6.3)
qndn—2

Primijenimo li (6.3) za n paran, dobivamo Z” 2 < p" , a za n neparan dobi-

vamo £e=2 > o,
Preostaje dokazati tvrdnju 3). Neka je n < m. Bududi da je 2o < Em=1

qn — qm-—1"
dovoljno je dokazati da je Z:—j < Z:Z. No, zadnja nejednakost je tocna jer

je, po Teoremu 6.4, ¢yPm—1 — Pmdm—1 = (—1)™ = —1 < 0. Slu¢aj n > m se
dokazuje sasvim analogno. O

Teorem 6.7.
. Dn
Iim — =«
n—0oo Qn

Dokaz: Buduéi da je B2 < 2 < ... < BL to lim Pn postoji. Iz slicnog
w0 O Q1 n oo Gn
n paran

razloga postojii lim P Ali ova dva limesa su jednaka jer Je Pn-l _Pn

n — oo n—1 dn
n neparan

q(n—l)q izbog ¢, > n je limy o0 %

Iz deﬁmclJe brOJeva a1, Qa,... slijedi da je o = [ao,a1,.. Sans ],

gdje je 0 < - N . To znaé¢i da « lezi izmedu brojeva £z i 2o+l
n+1 nt1 P j o 1,

Teoremu 6.6, to znaci da je 22 < o < 22t 73 n paran i 222 < o < B2 zan
qn qn+1 dn+1 qn
neparan. Dakle, a = 9.

= 0. Neka je ¥ = lim,, 00 g—z.

. Prema

Sada mozemo zakljuciti da ako je « racionalan, onda je an = auy, za neki

n. Zaista, u protivnom bi, zbog toga $to « lezi izmedu Z Z ZII imali
1 1
‘Oé—& < p_n—f—l _& = <—2 (64.)
An gn+1 An dn+14n qn

za svaki n. To bi znacilo da postoji beskona¢no mnogo racionalnih brojeva
% takvih da je |a — §| < q%, §to je u suprotnosti s Napomenom 6.1.
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Definicija 6.1. Ako je ag cijeli broj, ai,...,a, prirodni brojevi, te ako
je a = [ag,aq,...,a,], onda ovaj izraz zovemo razvoj broja o u konaé¢ni
jednostavni verizni (neprekidni) razlomak; % = |ao,...,a;] je i-ta konver-
genta od «, a; je i-li parcijalni kvocijent od o, a o; = [a;, Git1,--..,an]
je i-ti potpuni kvocijent od «. Napomenimo da konacni razvoj racionalnog
broja nije jedinstven: ako je zadnji parcijalni kvocijent veci od 1, tada vrijedi
[ag, ... ,am] = [ag,...,am — 1,1].

Ako je « iracionalan broj, onda uvodimo oznaku lim |ag,aq,...,a,] =
n—oo
[ag,a1,a9,...]. Ako je a = |ag,a1,as9,...], onda ovaj izraz zovemo razvoj
od o u (beskonatni) jednostavni verizni razlomak; 2 = [ag, ..., a;] je i-ta
1
konvergenta od «, a; je i-ti parcijalni kvocijent, a o; = [a;, ajt1,...]| je i-ti

potpuni kvocijent od a.

Primjer 6.1. DokaZimo da nazivnici q, u konvergentama razvoja u jed-
nostavni verizni razlomak iracionalnog broja o zadovoljavaju mejednakost
qn > F,, gdje F,, oznacava n-ti Fibonaccijev broj.

Rjesenje: Najprije imamo da je g9 = 1 > Fpiqn = ap > 1 = FI.
Pretpostavimo da je ¢,—2 > F,—2 1 qp—1 > F,,—1. Tada je

Gn = OpGn—1+ qn—2 2 qn—-1+Gn2 > Fp_ 1+ F_o=F,.
%

Zadatak 6.1. Izracunajte prve éetiri konvergente Z—g, %, Z—i, Z—;’

broja m = 3.1415926 - - - u jednostavni verizni razlomak.

U TAZVOJU

Neka je IZ’ racionalan broj, nzd(b,¢) = 11 b > ¢ > 0. Primijenimo na
njega Euklidov algoritam:

b=cq +711, c=711q2+ T2, "+, Tji—1 = Tjqj41-
Tada je
QZQH-%:QH- ! = =[q1,q2,- -, qj11).
¢ =) q2 +

72

Primjer 6.2. Razvijmo broj % u jednostavni verizni razlomak.

Rjesenje:
47 =41-1+46
41 =6-6+5
6=5-1+1
5=1-5

Odavde je 7+ =[1,6,1,5], pa je 3t = [0,1,6,1,5]. o
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Zadatak 6.2. Razvijte u jednostavni verizni razlomak brojeve % 1 %.

Neka je « iracionalan broj. Prema formuli (6.4) svaka konvergenta od «
zadovoljava nejednakost |a — 2| < q%.

Teorem 6.8. Neka su Z2=L p—: dvije uzastopne konvergente od «. Tada

barem jedna od njih zadO{}gljava nejednakost

1
02 <L,
ql  2q
Dokaz: Brojevi a — Z—:, o — Z:—j imaju suprotni predznak, pa je
_ _ 1 1 1
‘a_&_’_‘a_pn 1‘:@_1771 1‘: <—2+T
An gn—1 dn dn—1 gnqn—1 2qn 2qn_1

(jer je 2ab < a® + b? za a # b; ako je ¢, = q,_1, tada je nuzno n = 1 i
go = 1 = 1; taj se slucaj provjerava direktno, inace je g, # ¢n—1). Prema
tome, vrijedi

1

1
< — ili (a

Qngl.

_ Pn-1
2qu dn—1

o — —

‘ Pn
an

<
O

Teorem 6.9 (Borel). Neka su Z"—_;, Z”—_i, Z—" tri uzastopne konvergente od
n— n— n

a. Tada barem jedna od njih zadovoljava nejednakost

P 1
a— = < .
‘ g V5¢?
Dokaz: Stavimo « = [ag, a1, ... ], o; = [a;,aiq1,...]1 8 = Z?—:f za i > 1.
Imamo « = [ag, a1, ..., a0y, ni1], pa je
Qn+1Pn + Pn—1 —1)"
It — Dy = Gy, - S0 1Pn TPl n:#_ (6.5)
Qn41Gn + qn-1 Qn41Gn + Gn-1
Stoga je
Pn 1
a——|= . 6.6
‘ ! qp(ant1 + Brt1) (6.6)

Da bi dovrsili dokaz, moramo pokazati da ne postoji prirodan broj n
takav dazat=mn—1,n,n + 1 vrijedi

Pretpostavimo da je (6.7) ispunjeno za i = n — 1,n. Tada iz

1 1 _ _
Op_1 = Qp—1 + —, - = In-1 = Qp_1+ In=3
Qi Bn dn—2 gn—2

=ap-1+ /Bn—l
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slijedi
1 1
— 4+ — =ap_1+ Ba1 < V5.

an B
Stoga je 1 = ay, - = < (V5 — Ba) (V5 — /3%)’ Sto je ekvivalentno sa 32 —

V56, + 1 < 0. Odavde slijedi da je £, > \/52_1, odnosno, buduéi da je 8,
racionalan, 3, > @

Ako bi (6.7) takoder bilo ispunjeno za i = n,n + 1, onda bi bilo 3,11 >
\/571, pa bi dobili da je

2
dn  Gn-2 1 2 \/5_1_

1<a, = = —Bn < — =1,
" dn—1 qn—1 5n+1 " \/5 —1 2
sto je kontradikcija. O
Primjer 6.3. Neka je o = [1,1,1,...]. Tada iz o = 1 + ﬁ =141
slijedi o> —a—1=0, pa iz o > 1 dobivamo o = @
Konvergente Z—Z zadovoljavaju rekurzije

Pn = Pn—1+Pn—2, Do = 17 p1 = 27
n = Qn—1+ qn-2, Qo = 17 q1 = 1.

Prema tome je p, = Fnyi2, ¢ = Fny1, gdje je (F),) niz Fibonaccijevih
brojeva.

Teorem 6.10. Pretpostavimo da o ima razvoj u verizni razlomak oblika

a=lag,a1,...,an,1,1,1,...].
Tada je lim,, o ¢ | — Z—: = %
Dokaz: Uz oznake iz dokaza Teorema 6.9, imamo:
‘ Dnl| 1
a——|=— .
An qn(an-i-l +/3n+1)
Ovdje je, za n dovoljno velik, o471 = [1,1,1,...] = @ i
1 In 1 1
= =ap+ g7 =+ ————F— =" = |G, An—1,-..,01
N T = (i n |
dn—3
= 1,1,...,1,0,]\[,...,@1].

n—N
Buduéi da su [1,1,...,1] i [1,1,...,1] susjedne konvergente od 5%&-1’ to se
-N

n—N-—1 n
—6n1+1 nalazi izmedu njih. Stoga je lim,, o B%ﬂ =[1,1,1,...]

tome,

= @ Prema

i lim
2 n—o00

\/5+1)—1:\/5—1

9 (an-‘rl + 671-1—1) = \/3

Jm B = (
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Teorem 6.11 (Legendre). Neka su p,q cijeli brojevi takvi da je ¢ > 1 i

1
o= 2| < .
ql  2¢?
Tada je % neka konvergenta od c.

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je o # g; inace je tvrdnja trivijalno
zadovoljena. Tada mozemo pisati o — g = 3—2, gdje je 0 < 9 < % ie ==+l
Neka je

p
- = [bOa bl) o )bnfl]
q

razvoj od % u jednostavni verizni razlomak, gdje je n izabran tako da
vrijedi (—1)""! = e. To uvijek mozemo postiéi jer je [ag,a1,...,am] =
[ao,al, ey — 1, 1].

Definirajmo w sa

WP _
o= Pn—1+ Pn 27 (68)
Wqn—1 + Gn—2
tako da je a = [bg, b1,...,by—1,w]. Sada je, po formuli (6.5),
el P 1 ( ) 1 (—1)nt
S Ea- == QAGpn—1 — Pn-1) = : )
q* q qn1 " n—1 WGn—1 + qn—2
pajed = W. Rjesavanjem ove relacije po w, dobivamo w = % — g:—j.

Odavde slijedi da je w > 2 — 1 = 1. Razvijmo w u (konacan ili beskonacan)
jednostavan verizni razlomak:

W = [bs b1y by - .
Buduéi da je w > 1, svi bj (j =n,n+1,...) su prirodni brojevi. Stoga je
@ = [bo, b, -+ bty by bt -]
razvoj u jednostavni verizni razlomak od « i

b ::pnfl

q dn—1

— [bOa bl) o )bnfl]

je konvergenta od «, Sto je i trebalo dokazati. U

Teorem 6.12 (Hurwitz). (i) Za svaki iracionalan broj o postoji beskonaéno
mnogo racionalnih brojeva g takvih da je

1
o -2 <

ql /B¢

(ii) Twrdnja (i) ne vrijedi ukoliko se \/5 zamijeni s bilo kojom konstan-
tom A > /5.
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Dokaz: Tvrdnja (i) slijedi direktno iz Teorema 6.9, dok tvrdnja (ii) slijedi
iz Teorema 6.10 i 6.11. Naime, ako iracionalan broj « ima oblik iz Teorema
P 1

6.10, onda se po Teoremu 6.11 sva rjeSenja nejednadzbe ‘a — E‘ < Az

gdje je A > /5, nalaze medu konvergentama od «, a po Teoremu 6.10 ovu
nejednadzbu zadovoljava samo konacno mnogo konvergenti od a. O

Teorem 6.13 (Zakon najboljih aproksimacija). Neka je a iracionalan broj,
te Z—g, Z—i, ... konvergente od o. Tada vrijedi:

(i) lago — pol > |agi — p1| > |aga — po| > -+

(it) Akojen >1141<q< qn, te ako je (p,q) # (Pn—1,n-1); (Pn,qn),
onda je lag — p| > [agn-1 — pn-1|.

Dokaz: Po formuli (6.5) je

1 1
Gy, — Pn| = < :
‘ " n’ On+1Gn + qn-1 Qn + Gn-1
1 1 1

QQn—1 — Pn—1| = > = )
’ " " ’ nGn—1+ gn—2 (an + 1)Qn71 + gn—2 qn—1 1+ qn

¢ime je dokazana tvrdnja (i).
Da bismo dokazali (ii), definirajmo brojeve u, v pomocéu jednadzbi

Wpn +VPp—1 = P,
HGn +Vqn—1 = q.

Matrica ovog sustava ima determinantu 41, pa su brojevi u, v cijeli brojevi.
Ako je v =0, onda je p = upn, ¢ = jqn, a to je nemogude jer je 0 < q < qy
i(p,q) # (Pn,qn). Ako je p =0, onda je p = vp,—1, ¢ = vq,—1. Buduéi da
je (p,q) # (Pn—1,4n-1), to je v = 2 i zato je

lag — p| > 2|lagn—1 — pn—1| > |gn—1 — Pn-1].

Akosu u # 0, v # 0, onda zbog 1 < g < ¢, ;41 v imaju suprotne predznake,
pa brojevi u(aqy, — pn) i v(gn—1 — pn—1) imaju iste predznake. Stoga je

|aq _p| = |:U’(O“In _pn)| + |V(CMQTL71 _pn71)|a

pa je, zbog pv # 0, [ag — p| > |agn—1 — pn—1l- U

Razlomke oblika Py _ w, r=1,2...,ap42 — 1, n > —1,
Adn,r Tqn+1 + Qn

nazivamo sekundarne konvergente veriznog razlomka [ag,aq,...]. Uo¢imo:

Pno _ Pn Pnany2 _ Pn+2
— = , s ==
Qn,O An Qn,an+2 gn+2
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Propozicija 6.14. Za n paran vrijedi

1 2
&<.”<pn,r<pn,r+ <.”<pn+ 7
qn An,r qn,r+1 qn+-2

dok za n neparan vrijedi

& > > p_n,r > p—"’TJrl > > p_”+2

qn dn,r qn,r+1 dn+2

Nadalje, za svaki n > —1 za koji su navedeni razlomci definirani vrijedi

Anr+1Pnyr — Pnr+19n,r = (_1)n+1. (69)

Dokaz: Dovoljno je dokazati relaciju (6.9). Imamo:

dn,r+1Pn,r — Pn,r+19n,r
= [(r + Dgnr1 + @] (rprs1 +pn) = [(7 + D)ppy1 + 2ol (r@ns1 + qn)
= gn+1Pn — Pn+19n = (_1)n+1'

O

Primjer 6.4. Reci cemo da je racionalan broj §, b > 0, dobra aproksimacija
1racionalnog broja o ako vrijeds

o= 2| =minfla—2| s 2y ez 0<y <o),
Y

a) Dokazimo da je svaka dobra aproksimacija od o ili konvergenta ili
sekundarna konvergenta od c.

b) Pokazimo primjerom da ne mora svaka sekundarna konvergenta biti
dobra aproksimacija.

Rjesenje: a) Neka je § dobra aproksimacija od a koja nije ni konver-

genta ni sekundarna konvergenta od «. Bez smanjenja opcenitosti mozemo

pretpostaviti da je § > a. Tada postoje uzastopne (obicne ili sekundarne)

konvergente 5 i % od « takve da je

P a
a<§<3<@ i P'Q-PQ =
Sada je
1 PP a P P 1
R~ Q' b Q Q QQ
Dakle, dobili smo dajeQ<bi‘a—g‘<‘a—% , Sto je kontradikcija.
b) Nekajea:[1,2,2,2,...].Tadajeﬁ:a+1,pajestogaa:\/§.
3 7 17 4 10 24

Konvergente od « su: 1
.... Medutim,

55 55 120 - - - » @ sekundarne konvergente: 3, =, 1=,
N g‘ ~ 0.0142, (\f _ 1—70( ~ 00144, pa 2 nije dobra

aproksimacija broja v/2. &
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Definicija 6.2. Za beskonacni verizni razlomak [ag,a1,a2,...] kaZemo da
je periodski ako postoje cijeli brojevi k > 0, m > 1 takvi da je anim = an
za sve n > k. U tom slucaju verizni razlomak pisemo u obliku

[a'07 at,...,0k—1, 0k, a’k+17 e 7ak+m71]7
gdje “crta” iznad brojeva a, . .., Gpym—1 2naci da se taj blok brojeva ponavlja
u nedogled.
Primjer 6.5. (i) Neka je 8 =[2,3,2,3,...] = [2,3]. Tada je f =2+ -1

3+
To daje kvadratnu jednadzbu za 3: 382 —63—2 = 0, pa zbog B > 0, dobivamo
da je B = 3+_§/ﬁ

(ii) Neka je sada o = [4,1,2,3]. Imamo:

1 29 + V15
a=4+——=4+ b__2+ .
1+ 3 B8+1 7

Ova dva primjera ilustriraju opéu situaciju.

Definicija 6.3. Za iracionalan broj a kaZemo da je kvadratna iracionalnost
ako je a korijen kvadratne jednadzbe s racionalnim koeficijentima.

Teorem 6.15 (Euler, Lagrange). Razvoj u jednostavni verizni razlomak re-
alnog broja « je periodski ako i samo ako je o kvadratna iracionalnost.

Dokaz: Neka je o = [bg,b1,...,bg_1,00,01,---,0m-1), te neka je f =
[@0, a1, -+, Gm—1], tj. neka je [3 ¢isto periodski dio od a. Iz
B = [CLO,CLl, o )amfla/ﬁ]

slijedi da je
6 _ ﬁpmfl + Pm—2
Bam—1+ Gm—2’

a to je kvadratna jednadzba za 8 ( s cjelobrojnim koeficijentima). Buduéi
da je [ iracionalan (jer mu je razvoj beskonacan), to je 5 kvadratna iraci-
onalnost.

Ako je k =0, onda je a = 3. Ako je k > 0, zapisimo o pomocu fS:

Bp+p
a = , 6.10
Ba+d (6.10)
gdje su g i % zadnje dvije konvergente od [by, b1, ...,bk_1]. Medutim, S
ima oblik “*C b pa iz (6.10) slijedi da i o ima isti oblik. Buduéi da « nije

racionalan, prvi dio teorema je dokazan.
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Dokazimo sada obrat. Neka je a kvadratna iracionalnost, tj. neka je
o= %‘/5, a,b,c € Z,b >0, c# 01 b nije potpun kvadrat. Mnoze¢i brojnik
i nazivnik od « sa |c|, dobivamo

ac + Vbc?
2

C

—ac + Vbc?
2 b

—C

o = U1 o =

u ovisnosti o tome je li ¢ pozitivan ili negativan. Stoga a mozemo zapisati u

obliku
So + \/a
to

gdje su d, so,tg € Z, to # 0, d nije potpun kvadrat i to|(d — s3).
Sada ¢emo opisati razvoj [ag,ai1,...] u jednostavni verizni razlomak
broja a. Neka je ag = «, te neka je

s; +Vd d—s?
a; = o), ;= ZT, Si+1 = ail; — S5 tig1 = TZH (6.11)
(] (]
Imamo:
aA_a‘_Siﬂ‘\/a—aiti_\/a—SiJrl_ d—5?+1 oty
o ti ti ti(Vd+siv1)  Vd+siq
B 1
ai-l—l’

pa je zaista a = [agp, a1, ... ].

Pokazimo sada matematickom indukcijom da su s;, ¢; cijeli brojevi takvi

da je t; # 0 i t;|(d — s?). To vrijedi za i = 0. Ako tvrdnja vrijedi za neki 4,
onda iz s;11 = a;t; — s; slijedi da je broj s;11 cijeli. Relacija

d—siy, _d—s}

tit1 = = i + 2a;8; — a?
li ti !

t;

pokazuje da je i t;41 cijeli broj. Nadalje, t;41 # 0, jer bi inace d = S?H bio
. d—s? e 1
potpun kvadrat. Konacno, iz t; = % slijedi da t;41|(d — SZZ_H).
Sa «} oznac¢imo konjugat od aj, tj. af = % Bududi da je konjugat

!
kvocijenta jednak kvocijentu konjugata, imamo: of = %. Odavde
A ndn— n—

je
= -te2(B gy
qn—1 N0y — Gn1
Kad n tezi u oo, % i Z::; teze prema g, a ap # «. Stoga izraz u

zagradi tezi prema 1, pa je zbog toga pozitivan za dovoljno velike n, recimo
za n > N. Sada je za n > N broj o/, negativan. No, a,, je pozitivan za
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n>1, pajea,—a, = 215_\,/18 > 0. Dakle, t,, > 0 zan > N. Nadalje, zan > N
imamo:

5% < 8% +ilpity, =d = |sp| < Vad,

dok iz a;, > 1 i upravo dokazanog slijedi
tn < sp+Vd < 2Vd.

Odavde slijedi da uredeni parovi (s,,t,) mogu poprimiti samo konacéno
mnogo vrijednosti, pa postoje prirodni brojevi j, k, j < k, takvi da je s; = sy,
tj = ti. Sada (6.11) povlaci da je a; = ay, pa je

o = [ao, cey A1, A5, Q5415 - - ,akfl],
Sto je i trebalo dokazati. O

Napomena 6.2. Uoc¢imo da, uz pretpostavku da je t; > 0, vrijedi

o {MJ _ {MJ

tz ti

Zaista, neka je LMJ = u. Tada je s; + [Vd]| = tiu +v, za 0 < v <

t; — 1. Zato je u < sﬂ;\/ﬁ < SinJH < u+1, paje L%J = u. Prema
tome, algoritam (6.11) zapravo radi samo s cijelim brojevima (i ne zahtijeva
preciznu aproksimaciju za v/d).

Primjer 6.6. Razvijmo broj /15 u jednostavni verizni razlomak.
Rjesenje: Imamo:

30:07 t0:17 a0:37

15 — 57 d 3+ V15
51:a0t0—80:3,t1:7ﬁ26’a1:L81+£IJJ:L +\; JJ:
to t1 6
1
SS9 = 3, t2=1, as = L73+ Ll\/—5JJ 26,
S3 — 3, t3 = 6
Dakle, (s1,t1) = (s3,t3), paje V15 =[3,1,6]. o

Zadatak 6.3. Razvijte u jednostavni verizni razlomak brojeve /23 i %

Primjer 6.7. Neka je d > 2 prirodan broj. Dokazimo da vrijedi:

2 —d=[d—1,2,2d - 2.
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Rjesenje: Imamo:

80:0, tozl, aozd—l,
d? —d—(d—1)?

s1=d—1, t1 = 7 =d—1,
0 — Ld—1+L\/mu _ Ld_1+d_1J _9,
d—1 d—1
sy =d—1, ty=1, ay = Ld_“ﬂl‘/m” —2d -2,
s3=d—-1, tg=d—1.
Dakle, (s1,t1) = (s3,t3), paje Vd2 —d = [d —1,2,2d — 2]. &

Teorem 6.16. Kvadratna iracionalnost o ima cisto periodski razvoj u jed-
nostavni verizni razlomak ako i samo ako jea > 1, te —1 < o/ < 0, gdje je o
konjugat od cv. (Za takvu kvadratnu iracionalnost kazemo da je reducirana.)

Dokaz: Neka je a > 11 —1 < o’ < 0. Stavimo «ag = «, te definirajmo «;

rekurzivno sa %ﬂ = a; — a;. Tada je
T

1

/
= qQ; — a. 6.12
04;4.1 az a; ( )

Sada je a; > 1 za sve i > 0 (¢ak i za i = 0 zbog o > 1). Zbog toga,

ako je o/, < 0, onda je a% < —1, odnosno —1 < aj,; < 0. Buduéi da je
i1
—1 < af < 0, indukcijom slijedi da je —1 < o} < 0 za sve ¢ > 0. Sada iz

(6.12) slijedi

1 . 1
0<——F——0a; <1, tj. a;=|—— .
Qi1 ®Xit1

Iz Teorema 6.15 slijedi da postoje prirodni brojevi takvi da je j < ki
a; = ay. Sada je oz;. = aj, te

: { : J
aj1=|——|=|—-—F1|=ar1,
aS» o,

1
Qj—1 = Qj—1+— =01+ — = Q1.
&7} (677

Dakle, a;j = o, povlaci da je oj_1 = 1. Primijenimo li ovu implikaciju j
puta, dobivamo oy = ay—j, tj. a = [@, a1, ., Gr—j—1]-

Obrnuto, pretpostavimo da je razvoj od « ¢isto periodski,

a = [a07a17 cee 70/71—1]7
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ap,ai, . ..,an—1 € N (zbog ag = a,). Imamo: a > ay > 1. Takoder je
aPp—1 +pn72
a=lag,...,ap_1,0] = —/———=——=,
aQn—1 + Gn—2

Prema tome, o zadovoljava jednadzbu

f(z) = 332an1 + 2(gn—2 — pn—1) — Pn—2 = 0.

Ova kvadratna jednadzba ima dva korijena, o i /. Bududi da je a > 1,
dovoljno je provjeriti da f(z) ima korijen izmedu —1 i 0. To éemo provjeriti
tako da pokazemo da f(—1) i f(0) imaju razlicite predznake. Najprije je
f(0) = —pp—2 < 0, a potom

f(_l) =qn-1—Gn-2+Pn-1—Pn—2>0.

Definicija 6.4. Kompleksan broj o zove se algebarski broj ako postoji poli-
nom f(x) s racionalnim koeficijentima, razlicit od nulpolinoma, takav da je
f(a) = 0. Kompleksan broj se zove transcendentan ako nije algebarski.

Teorem 6.17. Neka je « algebarski broj. Tada postoji jedinstveni ireducibil-
ni normirani polinom g(x) s racionalnim koeficijentima takav da je g(a) = 0.
Nadalje, svaki polinom nad Q kojeg a ponistava djeljiv je sa g(x).

Dokaz: Neka je G(x) polinom nad Q najmanjeg stupnja kojeg « ponista-
va. Ako je vodedi koeficijent od G(z) jednak ¢, definirajmo g(z) = 1G(x).
Tada je g(a) = 01 g je normiran. Pokazimo da je g ireducibilan. U protivnom
bi bilo g(z) = hi(x)he(x), pa bismo imali hy(a) = 0 ili he(a) = 0, protivno
pretpostavci o minimalnosti stupnja od G(x).

Neka je sada f(x) bilo koji polinom nad @ sa svojstvom da je f(a) = 0.
Podijelimo polinom f(x) sa g(z). Dobivamo f(z) = g(x)q(x) + r(x), gdje je
degr < degg. No, r(a) = 0, pa zbog minimalnosti stupnja od G(z), mora
biti r(z) nulpolinom. Dakle, f(x) je djeljiv s g(z).

Konacno, pokazimo jedinstvenost od g(x). Neka je gi(x) ireducibilan
normiran polinom nad Q takav da je gi(«) = 0. Tada, prema upravo doka-
zanom, postoji polinom ¢(z) takav da je g1 (z) = g(x)q(x). No, ireducibilnost
od gi1(z) povlaci da je ¢(x) konstanta. U stvari, ¢(x) = 1, buduéi su g(z) i
g1 (z) normirani. O

Definicija 6.5. Minimalni polinom algebarskog broja a je polinom g(x)
opisan u Teoremu 6.17. Stupanj algebarskog broja je stupanj njegovog mini-
malnog polinoma.
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Teorem 6.18 (Liouville). Neka je o realan algebarski broj stupnja d. Tada
postoji konstanta c(a) > 0 tako da vrijedi

a-2| > <)

za sve racionalne brojeve £ 7’ gdje je g >0 L 7& Q.

Dokaz: Neka je g(x) minimalni polinom od «. Odaberimo prirodan broj
m tako da polinom P(z) = m - g(x) ima cjelobrojne koeficijente.

Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je | — 2| < 1 (inace
mozemo staviti ¢(a) = 1). Razvijemo li P(x) u Taylorov red oko «, dobi-
vamo:

d
p i pl) 1 p
b_ — . Ja-Z 6.13
(Zq JaPO@] < o la=tl (613)
gdje je c(0) = s <oy
Bududéi da je pohnom P(x) ireducibilan to je P(E) # 0. Stoga je broj
d|P( )| prirodan, pa je |P( )| > _a- Usporedimo li ovo sa (6.13), dobivamo

tvrdnJu teorema. U

Primjer 6.8. Broja =) -

—n! -
ne1 27" je transcendentan.

Zaista, ako stavimo ¢(k) = 2", p(k) = 2V Zn 127" onda je

‘a_z%‘: Z 91l 9= (k+1)! 4 o= (k+D)!=1 4 o=(k+1)1=2 |
n=k+1
2
9ok _ =
[a(k)]F+

Odavde slijedi da za svaki prirodan broj d i svaki ¢ > 0 postoji kg € N takav
da za sve k > kg vrijedi

‘a _ pk) ‘ ¢

q(k) | la(k)]¢
Po Liouvilleovom teoremu, o ne moze biti algebarski broj stupnja d za niti
jedan d, pa je stoga « transcendentan. &

P 1

Zadatak 6.4. Dokazite da za sve p,q € N vrijedi —‘ > —.
2 ql 4¢?




Poglavlje 7

Diofantske jednadzbe

Teorem 7.1. Neka su a,b,c cijeli brojevi, pri cemu a i b nisu oba jednaka
nuli, i neka je d = nzd(a,b). Ako d 1 c, onda jednadzba

ar +by =c (7.1)

nema cjelobrojnih riesenja. Ako d | ¢, onda jednadzba (7.1) ima beskonacno
mnogo cjelobrojnih rjesenja. Ako je (x1,y1) jedno rjesenje, onda su sva
rjesenja dana sax:xl—i—g-t, y=y1—g-t, gdje jet € Z.

Dokaz: Ako (7.1) ima rjesenja, onda ocito d | c. Pretpostavimo sada da
d | ¢ i promotrimo kongruenciju

ar =c¢ (mod b). (7.2)

Po Teoremu 2.6 ova kongruencija ima rjeSenja i ako je x; neko rjesenje,
onda su sva rjeSenja od (7.2) dana sa z = z1 + g -k (mod b), gdje je k =
0,1,...,d — 1. Stoga su sva rjesenja od (7.1) dana sa x = x; + 3 t,t €Z.
Uvrstimo li ovo u (7.1), dobivamo by = ¢ — azq — %b -t =by; — %b -t, pa je
y=y1—g-t O

Primjer 7.1. Nadimo sva rjesenja jednadzbe 117x + 17y = 5 wu cijelim
brojevima.

Rjesenje: Buduéi da je nzd(117,17) = 1, jednadzba ima rjesenja. Da
bismo nasli jedno rjesenje, primijenimo Euklidov algoritam na brojeve 117 i
17:

117=17-6+15

17=15-142
15=2-7T+1
2=1-2.

Imamo:

82
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i -1 0 1 3
¢ 6 1 7
zi] 1 0 1 -1 8
v| 0 I —6 7 —-55

Dakle, jedno rjesenje jednadzbe 117z + 17y = 1 je (z0,y0) = (8, —55). Stoga
je jedno rjesenje jednadzbe 117z + 17y = 5, (z1,y1) = (5-8,—=5:55) =
(40, —275), pa su sva rjesenja te jednadzbe u cijelim brojevima dana s

(z,y) = (40 + 17t, =275 — 117t), t € Z.

¢
Teorem 7.2. Neka je n > 2 i neka su ai,aso,...,a, cijeli brojevi razliciti
od nule. Tada linearna diofantska jednadzba

a1T1 + asTo + -+ apT, = C (7.3)

ima rjesenja ako i samo ako (ay,az,...,ay)|c. Nadalje, ako jednadzba (7.3)
1ma barem jedno rjeSenje, onda ih ima beskonacno mnogo.

Dokaz: Postojanje rjeSenja od (7.3) ocito povlaci da nzd(ay,as, ..., a,) |

c. Dokazat ¢emo matematickom indukcijom da ako (a1,aq,...,a,) | ¢, onda

(7.3) ima beskona¢no mnogo rjesenja. Za n = 2 tvrdnja vrijedi po Teoremu
7.1, pa pretpostavimo da vrijedi za jednadzbe s n — 1 varijabli. Neka je
d = nzd(a,—1, a,). Po pretpostavci, jednadzba a1z + -+ - + ap—2Ty—o+dy =
¢ ima beskona¢no mnogo rjesenja (z1,...,%,—2,y). Za svako rjeSenje ove
jednadzbe, promotrimo jednadzbu

Ap—1Tp—1 + AnTy = dy

Zbog nzd(an—1,a,) | dy slijedi da ova jednadzba ima beskonaéno mnogo
rjeSenja (z,—1,xy,). Na taj nacin smo dobili beskonaéno mnogo rjesenja
(1,...,zy,) jednadzbe (7.3). O

Primjer 7.2. Nadimo sva rjesenja u cijelim brojevima linearne diofantske
jednadzbe
3xr — 6y + 5z = 4. (7.4)

Rjesenje: Prema Teoremu 7.2 jednadzba ima rjesenja jer nzd(3,6,5) = 1
dijeli 4. Stavimo
—6y + 5z =s (7.5)

te promotrimo jednadzbu
3r+s=4. (7.6)
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To je linearna diofantska jednadzba s dvije nepoznanice, ¢ije je jedno rjeSenje
ocito (z,s) = (1,1), pa su prema Teoremu 7.1 sva rjesenja od (7.6) dana sa
x=1+t s=1-3t t € Z. Jednadzba (7.5) sada postaje

—6y + 5z =1 — 3t (7.7)

Ocito je yo = zp = —1 + 3t jedno rjesenje jednadzbe (7.7) (opéenito bismo
partikularno rjesenje trazili u obliku yo = ag + a1t, z9 = bo + bit), pa
dobivamo da su sva rjeSenja (z,y, z) polazne jednadzbe (7.4) dana sa

r=1+t, y=—-1+4+3t+5u, z=-14+3t+6u, t,ueclZ.

&

Definicija 7.1. Uredenu trojku prirodnih brojeva (z,y,z) zovemo Pitago-
rina trojka ako su x,y katete, a z hipotenuza nekog pravokutnog trokuta,
tj. ako vrijeds
2 2.2
¥yt = 2% (7.8)

Ako su x,y, z relativno prosti, onda kaZemo da je (x,y,z) primitivna Pita-
gorina trojka. (Takav trokut zovemo (primitivni) Pitagorin trokut.)

Uoc¢imo najprije da je u svakoj primitivnoj Pitagorinoj trojki toéno jedan
od brojeva x,y neparan. Zaista, ako bi x i y bili parni, onda trojka ne bi
bila primitivna, a ako bi # i y bili neparni, onda bi iz 22 + y? = 2 (mod 4)
i 22 =0 (mod 4) dobili kontradikciju.

Teorem 7.3. Sve primitivne Pitagorine trojke (x,y, z) u kojima je y paran,
dane su formulama

r=m?—n> y=2mn, z=m?+n? (7.9)

gdje je m >n i m,n su relativno prosti prirodni brojevi razlicite parnosti.

Dokaz: Jednadzbu (7.8) mozemo pisati u obliku y? = (z + 2)(z — ).
Neka je y = 2¢. Brojevi z + x i z — x su parni, pa postoje prirodni brojevi a
ibtakvi da je z +x = 2a, z — x = 2b. Sada je

¢ = ab.
1z z = a+b, x = a—0, zakljucujemo da je nzd(a,b) = 1, pa postoje m,n € N,
nzd(m,n) = 1, takvi da je a = m?, b = n?. Odavde je

x:mz—nz, z:m2+n2, Yy = 2mn.

Brojevi m i n moraju biti razli¢ite parnosti jer je broj x = m? —n? neparan.
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Lako se provjeri da brojevi z,y, z definirani sa (7.9) zadovoljavaju (7.8).
Zaista,

(m? —n?)% 4+ (2mn)? = m* +2m?n? + n* = (m? + n?)%

Treba jos provjeriti da su x,y, z relativno prosti. Dovoljno je pokazati da
je nzd(x,z) = 1, jer bi svaki zajednicki djelitelj od = i z tada dijelio i
y? = 2% — 2. Pretpostavimo da je (z,z) = d > 1. Tada je d neparan,
d|(m? 4+ n?) + (m? —n?) = 2m? i d|(m? +n?) — (m? — n?) = 2n%. No, ovo je
u kontradikciji s pretpostavkom da su m i n, pa stoga i m? i n?, relativno
prosti. ]

Iz Teorema 7.3 slijedi da su sve Pitagorine trojke dane identitetom:
[d(m? — n?))? + (2dmn)? = [d(m?* + n?)]% (7.10)

Primjer 7.3. Nadimo sve Pitagorine trokute u kojima je jedna stranica
jednaka a) 39, b) 1999.

Rjesenge: a) Sve Pitagorine trojke su dane identitetom (7.10). U ovom
slu¢aju imamo tri moguénosti: d =1, d =3, d = 13.

Ako je d = 1, onda je m? +n? # 39, pa mora biti m? —n? = (m—n)(m+
n)=39. Odavde jem —n=1, m+n=39ilim—n =3, m+n =13, sto
povlaci da je m = 20, n = 19 ili m = 8, n = 5. Tako dobivamo Pitagorine
trojke (39,760, 761) i (39,80, 89).

Ako je d = 3, onda je m? —n? = 13 ili m? + n? = 13, §to povladi da je
m ="7,n=61li m = 3, n = 2. Dobivene trojke su (39, 252, 255) i (15, 36, 39).

Ako je d = 13, onda je m? — n? = 3. Odavde je m = 2, n = 1, §to daje
trojku (39,52, 65).

b) Sada je d = 1, pa iz m? — n? = 1999 slijedi m = 1000, n = 999, te je
jedina trojka (1999, 1998000, 1998001). &

Zadatak 7.1. Nadite sve Pitagorine trokute kojima je jedna stranica jed-
naka a) 34, ) 2001.

Zadatak 7.2. Nadite sve primitivne Pitagorine trokute cije sve tri stranice
leze izmedu 2000 ¢ 3000.

Teorem 7.4. Jednadiba z* + y* = 2% nema rjesenja u prirodnim broje-

vima. Drugim rije¢ima, ne postoji pravokutni trokut kojem su duljine kateta
kvadrati prirodnih brojeva.

Dokaz: Pretpostavimo da takav trokut postoji i izaberimo medu svim
takvim trokutima onaj s najmanjom hipotenuzom. Tako dobivamo Pitago-
rinu trojku (22,42, z). Pokazimo da su z i y relativno prosti. U protivhom bi
bilox =a-d,y=0b-d, d > 1. Tada bi iz 22 = d*(a* + b?) slijedilo da postoji
c € N takav da je z = d? - ¢, te bismo dobili Pitagorinu trojku (a?,b?,¢c) s
hipotenuzom manjom od z, sto je kontradikcija.
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Dakle, (22,2, 2) je primitivna Pitagorina trojka, pa po Teoremu 7.3 (ako
odaberemo da je y paran) postoje relativno prosti prirodni brojevi razli¢ite
parnosti m i n tako da vrijedi

z? :m2—n2, y2 = 2mn, z=m?+n’
Iz 22 +n? = m? slijedi da je n paran, a m neparan. Stavimo: n = 2k, y = 2t,
pa dobivamo
t? = mk.

Buduéi da je (m, k) = 1, odavde slijedi da postoje prirodni brojevi r i s takvi
da je m = r? i k = s2. Buduéi da je (z,n,m) primitivna Pitagorina trojka,
po Teoremu 7.3 postoje u, v takvi da je nzd(u,v) = 1, n = 2uv, m = u?+v°.
Sada iz n = 2s? slijedi da je s> = uv, pa postoje a,b € N takvi da je u = a?,
v = b%. Prema tome, a* + b* = 72, pa je (a?,b% 1) Pitagorina trojka za
¢iju hipotenuzu vrijedi: 7 < 72 = m < m? + n? = 2, §to je u suprotnosti s
minimalnoséu od z. ]

Napomena 7.1. Iz Teorema 7.4 slijedi da jednadiba z* + y* = 2* nema

rjesenja u prirodnim brojevima. Ovo je specijalni slucaj tzv. Velikog Ferma-
tovog teorema koji kaZe da jednadzba x™+y" = 2" nema rjesenja u prirodnim
brojevima za n > 3. Ovaj teorem dokazao je Andrew Wiles; konacni dokaz,
uz vazan doprinos Richarda Taylora u jednom dijelu, objavijen je 1995. go-
dine.

Propozicija 7.5. Ne postoji Pitagorin trokut u kome su hipotenuza i jedna
kateta kvadrati prirodnih brojeva.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno i neka je (z,y,z) Pitagorina trojka s
najmanjom hipotenuzom koja ima zadano svojstvo. Jasno je da je trojka
(7,1, z) primitivna. Neka je x = a2, z = 2.

Ako je y paran, onda postoje m,n € N takvi da je

a>=x=m*—-n?% y=2mn, =z=m>+n’
Odavde je (ac)? = m*—n?, pa je u Pitagorinoj trojki (n?, ac, m?) hipotenuza
m? < z, te smo dobili kontradikciju.
Prema tome, y mora biti neparan, §to znadi da je a paran. Iz y? =
A —at = (- a?)(c? + a?), slijedi da postoje prirodni brojevi r, s takvi da
je

Odavde je 2¢* = r? + s%, odnosno ¢? = ()2 4 (55)2. Dakle, postoje
m,n € N takvi da je

str 9 9 STFT
=m°—n
2 )




Uvod u teoriju brojeva 87

paje 2a% = s — 12 = 8mn(m —n)(m + n). Buduéi su m i n relativno prosti
brojevi razli¢ite parnosti, brojevi m, n, m—n i m+mn su u parovima relativno

prosti. Stoga postoje k,l,p,q € N takvi da je
m=k, n=012 m-n=p% m+n=d¢.

Odavde je k* — I* = (pq)?, pa smo dobili Pitagorinu trojku (12, pq,k?) s
hipotenuzom k? = m < m? +n? = ¢ < ¢® = z, §to je kontradikcija. O

Korolar 7.6. Ne postoji Pitagorin trokut ¢ija je povrsina potpun kvadrat.

Dokaz: Pretpostavimo da takav trokut (z,y, z) postoji. Tada je
2?2 +y?=22 1 zy=2P

Po pretpostavci, postoji u € N takav da je P = u?, odnosno 2zy = (2u)?.
Sada je

24 (2u) = (r+y)?, 22— (20)? = (2 -y)*
Odavde dobivamo: z* = (2u)* + (22 — y?)2. Dakle, dobili smo Pitagorin
trokut ¢ija je hipotenuza 22, a jedna kateta (2u)?, §to je u suprotnosti s
Propozicijom 7.5. U

Primjer 7.4. Nadimo sva rjeienja diofantske jednadibe x> + 5y* = 22 uz

uvjet (z,y,z) = 1.

Rjesenje: Imamo:
5y = (z — x)(z + ). (7.11)

Pretpostavimo najprije da je y paran. Tada su x i z neparni. Iz (7.11)
slijedi

5_(9)2:z—x.z+x.

2 2 2

Brojevi =5+ i 2‘2”” su relativno prosti, pa postoje m,n € N takvi da je
z+tx zFx
:5m2, S :nQ, Y =mn
2 2 2

Odavde je z = £(5m? — n?), y = 2mn, z = 5m? + n?, gdje su m,n € N,
(m,n) = 1.

Neka je sada y neparan. Tada je x paran i z neparan. Iz (7.11) slijedi da
postoje a,b € N takvi da je

z+x=>5d% zFax=107 y = ab.
Brojevi a i b su neparni, pa mozemo staviti da je b —a = 2¢, ¢ € Z. Tada je
T = :t(2a2 —2ac—202), y:a2+2ac, z:3a2+2ac+202,

gdjejeae N, ceZia+2c>0. &
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Definicija 7.2. Diofantska jednadzba
2t —dy* =1, (7.12)

gdje je d € N i d nije potpun kvadrat, zove se Pellova jednadzba. JednadzZbu
oblika

z? —dy* = N, (7.13)
gdje je d kao gore i« N € Z, zovemo pelovska jednadzba.

Jednadzba je dobila ime prema engleskom matematicaru Johnu Pellu, ko-
jem je Euler, po svemu sudeéi pogresno, pripisao zasluge za njezino rjeSavanje.
Neke pojedina¢ne jednadzbe ovog tipa nalaze se u tekstovima starogrckih
matematic¢ara (Arhimed, Diofant), no prvi su ih sustavno proucavali srednjo-
vjekovni indijski matematicari (Brahmagupta). Od europskih matematicara,
metode za rjeSavanje Pellovih jednadzbi dali su Brouncker, Fermat, Fuler i
Lagrange, koji je prvi dao i striktan dokaz korektnosti predlozene metode.

Ako je d cijeli broj takav da je d < 0 ili je d potpun kvadrat, onda
o¢ito jednadzbe (7.12) i (7.13) imaju konaéno mnogo rjesenja (u slucaju
jednadzbe (7.12) to su samo trivijalna rjesenja z = +1, y = 0). Koristedi
razvoj u verizni razlomak broja v/d pokazat ¢emo da Pellova jednadzba
uvijek ima beskona¢no mnogo rjesenja.

Jedan relativno efikasan algoritam za nalazenje fundamentalog rjeSenja
dobit ¢emo iz veze Pellovih jednadzbi s diofantskim aproksimacijama, te
preko njih s veriznim razlomcima. Naime, svako netrivijalno rjesenje jed-
nadzbe 2?2 — dy?> = 1 inducira jako dobru racionalnu aproksimaciju iraci-
onalnog broja V/d. Zaista,

1 1
ylz +yvd|  2v/dy?

Teorem 7.7. Ako prirodan broj d nije potpun kvadrat, onda razvoj u jed-
nostavni verizni razlomak od \/d ima oblik

Vi ®

; (7.14)

Vd = [ag, a1, as, . .-, ar_1, 2ag),
gdje je ag = |Vd|, a ay,...,ar_1 su centralno simetricni, tj. a; = a,_1,
as = ar_o, ... . Nadalje, u (6.11) uz ag = Vd, ty = 1, so = 0, imamo

t; # —1, tet; = 1 ako i samo ako r|i (ovdje r oznacava duljinu najmanjeg
perioda u razvoju od \/d).

Dokaz: Promotrimo broj 8 = v/d+ |/d]. O¢ito je broj B reduciran jer je
B>1i-1<p =+d+|Vd| <0, papo Teoremu 6.16 ima ¢isto periodican
razvoj

Vd+ |Vd] = [bo, b1, br_1] = [bo, b1, -, br_1, o). (7.15)
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Razvoji od i v/d se razlikuju samo u prvom ¢lanu, tj. b; = a; za i > 1.
Uocimo da je by = |vVd + |Vd]] = 2[Vd]. Sada je

Vd = —|Vd] + 8= —|Vd| + [2[Vd],bi, .. br_1, b]
= [|Vd],b1, ..., br_1, bo]

= [ao,al, ey Qp—1, 20,0].

Da bismo dokazali centralnu simetri¢nost, uo¢imo da je 5 = by + %, gdje je

B = (VA |Vd) ' = —= = —= = (sbog (6.12)) = [bH,_,L] — ..

'8/ —'8_7/" r—1
1
= [b’r'fl)bT72)~ .. )bO)_E] = [bel)bT*Qa s abO]'

Dakle, = [bg,by—1,br—2,...,bo]. Usporedimo li ovo s (7.15), dobivamo:
by =b_1,b=0br_o, ... .

Buduéi da je r duljina najmanjeg perioda, imamo da je 3; = [ ako i
samo ako 7 | i. Ako sada primijenimo algoritam (6.11) na 8y = v/d + [Vd|,
to =1, so = [V/d], onda za sve j > 0 imamo:

LT—'—\/E:ﬁjr:ﬁo:iso—'—\/a:L\/EJ"'\/E’

tir to
odnosno
Sjr — tjr b/EJ = (tjr - 1)\/87
pajetj. =1 jer je V/d iracionalan. Nadalje, t; # 1 za sve ostale vrijednosti od
i. Zaista, t; = 1 povlaci 3; = s;++v/d. Medutim, §; ima ¢isto periodski razvoj,
pa je, po Teoremu 6.16, —1 < s; — v/d < 0. Odavde je vVd — 1 < s; < V/d, tj.
s; = [Vd], pa je B; = B, sto povlaci da r | i.
Neka je sada t; = —1. Onda je 8; = —s; — V/d, pa Teorem 6.16 povlaci
daje —si—Vd>11i-1< —s;4+d <0, pajevVd<s; <—vVd—1,&to je

o¢ito nemoguce. O

Teorem 7.8.
p2 —dg? = (—1)"t,11, za sven > —1.
Dokaz: 1z (6.11) imamo:

Vd = ag = Ont1Pn + Pn—1 _ (Snt1 + VA)Pn + tnp1Pn1
Qnt1qn + qn—-1 (Sn+1 + \/E)qn + tn+1qn—1

Buduéi da je v/d iracionalan, odavde slijedi
Sn4+1Gn + tnt1qn—1 — Pn = 0, Sn+1Pn + tnt1Pn—1 — dgn = 0.
Eliminirajuéi s,,1, dobivamo

P2 — dqz = (PnGn-1 — Pn—1qn)tnt1 = (=1)" Htpi1.
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Teorem 7.9. Neka je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat, te neka su
Z—Z konvergente u razvoju od /d. Neka je N cijeli broj, IN| < Vd. Tada
svako pozitivno rjesenje x = u, y = v jednadibe x*> — dy*> = N, takvo da je
nzd(u,v) = 1, zadovoljava u = p,, v = q, za nekin € N.

Dokaz: Neka su E i M prirodni brojevi takvi da je (E, M) = 11i E? —
oM? = o, gdje je Vo iracionalan i 0 < o < ,/p. Ovdje su ¢ i o realni brojevi,

ne nuzno cijeli. Tada je % —o= WM@ pa je

N{ B 1 - 1
= = .
E+Mo)  M(zEz+1) ~2M?

)
0<M—\/§<M(

Po Teoremu 6.11, % je konvergenta u razvoju od /0.

Ako je N > 0, uzmimo ¢ = N, o = d, E = u, M = v, pa dobivamo
tvrdnju teorema u ovom slucaju.

Ako je N < 0, onda je v? —§u2 = —%, pa mozemo uzeti o = —%, 0= é,
E = v, M = u. Dobivamo da je ¢ konvergenta u razvoju od %. No, ako je

+ n-ta konvergenta od ﬁ, onda je ¥ (n — 1)-va konvergenta od Vd, pa je
teorem dokazan i u ovom slucaju. U

Iz Teorema 7.7, 7.8 i 7.9 neposredno slijedi

Teorem 7.10. Sva rjesenja u prirodnim brojevima jednadzbi x* — dy? = +1

nalaze se medu x = py, Yy = qn, gdje su Z—: konvergente u razvoju od /d.
Neka je r duljina perioda u razvoju od \/d.

Ako je r paran, onda jednadiba x*> — dy?> = —1 nema rjesenja, a sva
rjesenja od x* — dy?> = 1 su dana sa T = Ppr—1, Y = Qnr—1 264 n € N.
Posebno, fundamentalno rjesenje je (pr—1,qr—1).

Ako je r neparan, onda su sva rjesenja jednadzbe x* —dy?> = —1 dana sa

T = Ppr—1, Y = Qnr—1 2a n neparan, dok su sva rjeienja jednadzbe x> — dy® =
1 dana sa © = ppr_1, Y = qur—1 2an paran. Posebno, fundamentalno rjesenje
od 2? — dy* =1 je (p2r—1.qar—1).

Teorem 7.11. Ako je (x1,y1) najmange rjesenje u prirodnim brojevima jed-
nadzbe 2% — dy? = 1, onda su sva rjesenja ove jednadzbe dana sa (xn,y,) za
n € N, gdje su x, iy, prirodni brojevi definirani sa

Tn + ynVd = (z1 + 1 Vad)". (7.16)
Dokaz: 1z (7.16) slijedi 2, — y,vVd = (z1 — y1V/d)", pa je
wp — dyn = (2 — dyi)" = 1,

sto znaci da su (z,,,y,) zaista rjesenja.
Pretpostavimo sada da je (s,t) rjesenje koje se ne nalazi u familiji

{(#n,yn) : n € N}.
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Bududi da je z1 + y1vV/d > 11 s+ tv/d > 1, to postoji m € N takav da je
(@1 + 1 Vd)™ < s+ 1Vd < (21 +yVd)" (7.17)
Pomnozimo i (7.17) sa (21 — y1v/d)™, dobivamo
1< (s+tVd)(z1 —yiVd)™ < 21 + 1 Vd.

Definirajmo a,b € Z s a+bvd = (s +t/d)(z1 — y1v/d)™. Imamo: a® — db*> =
(82 —dt?)(2? — dy?)™ = 1. 1z a + bV/d > 1 slijedi 0 < a — bV/d < 1, pa je

2a = (a+bVd) + (a — bVd) > 0,
20Vd = (a+ bVd) — (a — bVd) > 0.

Stoga je (a,b) rjeSenje u prirodnim brojevima jednadzbe 2% — dy? = 1 i
a+bVd < z1 + y1Vd, §to je kontradikcija. O

Teorem 7.12. Neka je (xy,yn), n € N niz svih rjesenja Pellove jednadzbe
22 —dy? = 1 u prirodnim brojevima, zapisan u rastu¢em redosljedu. Uzmimo
da je (xo,y0) = (1,0). Tada vrijedi:

Tpt2 = 201%n41 — Tny Y2 = 281Ynt1 — Yn, 1 =0
Dokaz: Vrijedi: z,, + y,Vd = (x1 + y1v/d)". Odavde je

(Tpy1 + yn+1\/a)(331 + U1 \/ﬁ) = Tpi2 + Yni2Vd,
(Tp41 + yn+1\/3)(901 - y1\/&) = Tp+ yn\/E-

Sada imamo:
Tpi2 = T1Tnp41 + dY1Ynta,
Tp = T1Tpt1 — AY1Yni1,
odakle zbrajanjem dobivamo x,s = 2x12,11 — 5. Analogno je
Yn+2 = T1Yn4+1 + Y1Tn41,
Yn = T1Yn+1 — Y1Tn+1,
pa ponovo zbrajanjem dobivamo yn4+2 = 2T1Yn+1 — Yn- U

Primjer 7.5. Nadimo sva rjesenja jednadzbi x> —15y% = —1 i 2?—15y% =1,
za koja vrigedi 1 < x < 1000.

Rjesenje: Prema Primjeru 6.6 je v/15 = [3,1,6]. Dakle, period r = 2
je paran, pa jednadzba z? — 15y> = —1 nema rjesenja. Najmanje rjesenje
jednadzbe 2% — 1592 = 1 je ocito (z1,y1) = (4,1). Dalje imamo: zy =
8-4—1=231,y,=8; 23 =8-31—4 = 244, y3 = 63, dok je ve¢ x4 > 1000. &
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Primjer 7.6. Nadimo najmanja rjesenja jednadzbi x*> — 29y> = —1 i x> —

29y? = 1 w prirodnim brojevima (ako postoje).
Rjesenje: Razvijanjem u verizni razlomak dobiva se
V29 = [5,2,1, 1, 2, 10].

To znaci da je period r = 5 neparan, pa je najmanje rjedenje od z? —29y? =
—1 dano sa (p4, q4), a najmanje rjesenje od 22 — 29y* = 1 sa (pg, qo)-

n|—-1 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
an, 5 2 1 1 2 10 2 1 1 2
Dn 1 5 11 16 27 70 727 1524 2251 3775 9801
an 12 3 5 13 135 283 418 701 1820

Dakle, (p4,q4) = (70,13), (p9, q9) = (9801, 1820).
Uocimo da je (70 + 13v/29)% = 9801 + 1820v/29. &

Zadatak 7.3. Nadite najmanja rjesenja u prirodnim brojevima jednadzbi
2? —13y° =41, 2% — 14y =41, 2% - 31y = +1.

Primjer 7.7. Neka je p prost broj i p = 1 (mod 4). Dokazimo da tada
jednadzba x> — py? = —1 ima rjesenja.

Rjesenje: Neka je (x1,y1) najmanje rjeSenje jednadibe x? — py? = 1.
Tada je x1 neparan, a y; paran. Iz

r1—1 xp+1 (£>2
2 2 P75

i (mlT_l, ’“TH) =1 slijedi da postoje u,v € N takvi da je

r1£1 2 r1F1 2 Y1
:pu’ —:'[}7 — = Uuv.
2 2 2

Odavde je v? — pu? = F1. Ne moze vrijediti v> — pu? = 1, jer bi tada (v, u)
bilo pozitivno rjesenje jednadzbe 22 — py? =1su < y1, paiv < x1, §to je
u suprotnosti s minimalnogéu od (x1,%1). Stoga vrijedi v? — pu? = —1.

Zadatak 7.4. Dokazite da za proizvoljni k € 7 jednadzba x* — (k* — 1)y? =
—1 nema rjesenja u cijelim brojevima x 1 y.
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Definicija 7.3. Elipticka krivulja E nad Q je skup svih tocaka (z,y) € Q2
koje zadovoljavaju jednadzZbu

y? = f(x) = 2%+ az® + bz + ¢,

gdje su a,b,c € Q i polinom f(x) nema viSestrukih korijena, zajedno s
“tockom u beskonacnosti” koju éemo oznacavati s O. Slicno se, uz odgova-
rajuce prilagodbe u karakteristikama 2 i 3, definira pojam elipticke krivulje
nad proizvoljnim poljem K..

Polinom f(x) moze imati 1 ili 3 realna korijena. U ovisnosti o tome, graf
funkcije y? = f(x) ima jednu ili dvije komponente.

Definirat ¢emo operaciju zbrajanja na E. Neka su P,Q) € E. Povucimo
pravac kroz tocke P i Q. On sijece krivulju 2 = f(z) u tri tocke. Treéu tocku
oznac¢imo sa P x (). Bududi su koordinate tocke P i () racionalne, to su i
koordinate tocke P x () racionalne. Konacno, neka je P + () osnosimetricna
tocka tocki P % ) s obzirom na os x. Ako je P = @), onda umjesto sekante
povla¢imo tangentu kroz tocku P. Po definiciji stavljamo da je P+ O = P
za svaki P € F.

Moze se pokazati da je F uz ovako definiranu operaciju zbrajanja abelova
grupa. Ocito je O neutralni element, dok je — P osnosimetri¢na tocka tocki P
u odnosu na os x. Najteze je provjeriti asocijativnost. To se moze napraviti
koristenjem eksplicitnih formula za zbrajanje, koje ¢emo sada navesti.

Ako je P = (71,%1), Q@ = (72,¥2), gdje je 1 # x2, onda je

— N2
(P +Q) = (%) —a— ) — T2,

x} — 2bx? — 8cxy + b? — dac
4yt '

x(2P) =

Vazna Cinjenica o eliptickim krivuljama nad Q je Mordell- Weilov teorem
koji kaze da je grupa E konac¢no generirana. To znac¢i da postoji konacno
mnogo tocaka P, ..., P, sa svojstvom da se sve tocke na E mogu dobiti iz
njih metodom sekante i tangente. Preciznije, svaka tocka P € E ima oblik
P=mP+- --m,P,, m; €Z.

Drugi vazan rezultat je Siegelov teorem, koji kaze da je broj cjelobroj-
nih tocaka na eliptickoj krivulji konac¢an. Opcenito je problem nalazenja
svih cjelobrojnih tocaka na eliptickoj krivulji vrlo tezak. Medutim u nekim
specijalnim slucajevima moguce ga je rijesiti prilicno jednostavno.

Primjer 7.8. Dokazati da jednadzba y* = x3+7 nema cjelobrojnih rjesenja.

Rjesenje: Buduéidaje y? = 0,1 (mod 4), slijedi da je z neparan. Stovise,
x =1 (mod 4). Prikazimo danu jednadzbu u obliku

v+ 1=(z+2)(z% -2z +4).



94

Uvod u teoriju brojeva

Prema Teoremu 2.14, svi prosti faktori od y? 4+ 1 su oblika 4k + 1. Iz y? =
23 +7 > 0 slijedi > —1. Buduéi da je z = 1 (mod 4), zapravo je z > 1,
paje x +2 > 0. Prema tome, desna strana jednadzbe ima faktor z 4+ 2 koji
je pozitivan i = 3 (mod 4). Dakle, dana jednadzba nema rjesenja. &



Poglavlje 8

Kvadratna polja

Definicija 8.1. Algebarski broj z je algebarski cijeli broj ako njegov mini-
malni polinom nad Q ima cjelobrojne koeficijente.

Propozicija 8.1. Medu racionalnim brojevima jedini algebarski cijeli bro-
jevi su upravo cijeli brojevi.
Dokaz: Svaki m € 7Z je algebarski cijeli broj jer ponistava polinom f(z) =
m

x —m. S druge strane, ako je i algebarski cijeli broj, onda mozemo pret-
postaviti da je (m,q) = 1, pa imamo

m\ " m\ n—1
<—> +a1<—> +--+a, =0,
q q

m" 4 ayqgm™ 4+ -+ a,q" = 0.
Dakle, ¢|m", pa je ¢ = £1, $to znaci da je % e 7. O

Definicija 8.2. Neka je d kvadratno slobodan cijeli broj i d # 1. Kvadratno
polje Q(\/E) je skup svih brojeva oblika u + wd, u,v € Q, uz uobicajene
operacije zbrajanja i mnoZenja kompleksnih brojeva.

Lako se provjeri da je Q(v/d) stvarno polje. Na primjer, (u + vvd)™" =
U—U\/E

u2—dv? "’

Za svaki element o = u + vVd € Q(v/d) definira se norma od a kao
N(a) = u? — dv?. Dakle, N(a) = a@, gdje je @ = u — vV/d konjugat od
a. Specijalno, polje Q(y/—1) se zove polje Gaussovih brojeva i uobicajeno
je njegove elemente oznacavati u obliku u + év. U ovom slucaju je N(a) =
u? + 2.

Teorem 8.2. Ako je d = 2 ili 3 (mod 4), onda su algebarski cijeli brojevi
u Q(v/d) svi brojevi oblika u + vvd, u,v € Z. Ako je d =1 (mod 4), onda
su algebarski cijeli brojevi u Q(\/d) svi brojevi oblika s + t - H—ﬂ, s,t €
Z. Drugim rijecima, algebarski cijeli brojevi u Q(\/E) su svi brojevi oblika
u+vVd, u,v € Z, te ako je d =1 (mod 4), jos i brojevi oblika %ﬂ, U, v
neparni.

95
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Dokaz: Ako je a = u+vV/d ¢ Q, onda je njegov minimalni polinom nad
Q jednak

(x —a)(z —a) = 2> —ax +c,

gdje je a = 2u i c= N(a)=u? — dv?. Bududi da je a algebarski cijeli broj,
taj polinom ima cjelobrojne koeficijente, pa su a i ¢ cijeli brojevi. Imamo
db? = a® — 4c i buduéi je d kvadratno slobodan, vidimo da je i b € Z.

Neka je sada d = 2 ili 3 (mod 4). Iz a®> = b?d (mod 4), a®> = 0 ili 1
(mod 4), b%d = 0, 2 ili 3 (mod 4), slijedi da su a i b parni brojevi, pa su
u,v € 7.

Ako je d = 1 (mod 4), onda iz a® = b? (mod 4) slijedi da su a i b iste

1

parnosti. Stoga je broj u — v = 5(a — b) cijeli. Stavimo: s = u — v, t = 2v.

Tada je s,t € Z i u+vVd = s+t 1542, O

Definicija 8.3. Jedinica (ili invertibilni element) u Q(v/d) je algebarski
cigeli broj € sa svojstvom da je % takoder algebarski cijeli broj.

Teorem 8.3.

1) N(ap)=N(a)N(B)

2) N(a)=0<=a=0

3)  Ako je o algebarski cijeli broj u Q(v/d), onda je N(a) € Z.

4) Neka je v algebarski cijeli broj v Q(v/d). Tada je ~ jedinica ako i
samo ako je N(v) = £1.

Dokaz: 1) Neka je o = u + vV/d, B = s+ t\/d. Tada je

af = (us + vtd 4 (ut 4 vs)Vd) = us + vtd — (ut + vs)Vd
= (u—ovVd)(s—tVd)=a-pB.

Prema tome,

N(aB) = afaf = afap = (aa)(8B) = N(a)N(B).

2) Akojea=0,ondajea=01iN(a)=0. Ako je N(a) = 0, onda je
aa=0,pajea=0iia=0. No, @ =0 povlaci a« = 0.

3) Dokazano u dokazu Teorema 8.2.

4) Ako je v jedinica, onda je N(’y)N(%) = N(1) =1, pa bududi su N(v)

i N(%) cijeli brojevi, slijedi da je N(vy) = 1.
Obratno, ako je N(v) = £1, onda je vy = 1, pa je % = +7 algebarski
cijeli broj, sto znac¢i da je v jedinica. O

Za kvadratno polje Q(\/E) kazemo da je realno ako je d > 0, a imaginarno
ako je d < 0.

Teorem 8.4. Neka je d negativan kvadratno slobodan cijeli broj. Kvadratno

polje Q(\/E) ma jedinice £1 ¢ to su jedine jedinice osim u slucajevima d =
. . . . 1+/=3

—1id = =3. Jedinice u Q(i) su £1, +i, a v Q(v—=3) su £1, —5—,

—1+v/-3

—.
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Dokaz: Prema Teoremu 8.3.4), moramo pronaci sve algebarske cijele bro-
jeve a takve da je N(a) = £1. Ako je d = 2ili 3 (mod 4), onda « ima oblik
a =z +yVd, z,y € Z, pa treba rijesiti jednadzbu 22 — dy? = +1. Buduéi

da je d negativan, to slucaj 2 — dy> = —1 otpada. Ako je d < —2, onda
je 2 — dy® > 2y?, pa je jedino rjesenje y = 0, x = +1, otkuda je o = +1.
Ako je d = —1, onda imamo jednadzbu z2 + y? = 1 &ja su rjeSenja z = £1,

y=0izx=0,y==1,tj. a = 1, £1.

Ako je d = 1 (mod 4), onda « ima oblik z + y - 1+2\/&7 pa je N(a) =
(x+ %)2 - idyQ. Ponovo, zbog d < 0, jednadzba N(a) = —1 nema rjesenja.
Ako je d < =7, onda je (z+ %)% — %dy2 > %yz, pa iz N(«a) =1 slijedi y = 0,
r =+1, tj. « = £1. Ako je d = —3, onda imamo jednadzbu

y>2 3 9
= -y =1 8.1
(e+5) + 397 =1, (8.1)
odnosno z% + zy + y? = 1. Iz (8.1) slijedi |y| < 1. Ako je y = 0, onda je
r = +1, pajea = +1. Ako je y = 1, onda je x = 0 ili x = —1, pa je
a:HT\/__‘gilia:_1%\/__3,akojey:—l,ondajex:Oilix:—l,paje
o= 7_1_2*/?3 ili o = —1_\2/?3. O

Teorem 8.5. U svakom realnom kvadratnom polju postoji beskonacno mno-
go jedinica.

Dokaz: Brojevi a@ = x + yVd, =,y € Z, su algebarski cijeli brojevi u
Q(v/d) s normom N(a) = 2% — dy?. Ako je 22 —dy? = 1, onda je a jedinica.
No, jednadzba 22 —dy? = 1 je Pellova jednadzba i ona, za kvadratno slobodan
broj d > 1, ima beskonatno mnogo rjesenja. U

Definicija 8.4. Za algebarske cijele brojeve «, [ kazemo da « dijeli B i
pisemo «|f ako postoji algebarski cijeli broj v takav da je B = avy. Prema
tome, jedinice su upravo djelitelji broja 1. KaZemo da su « i 8 pridruzeni
(asocirani) ako je o/ jedinica.

Algebarski cijeli broj a # 0 koji nije jedinica u Q(\/E) zove se ireducibilan
ako je djeljiv samo s jedinicama i sebi pridruZenim brojevima. To je slicno
kao u Q, jedino smo tamo trazZili da je prost broj pozitivan, a ovdje ako je m
wreducibilan 1 € jedinica, onda je i em ireducibilan.

Teorem 8.6. Ako je norma algebarskog cijelog broja o u Q(\/E) jednaka
+p, gdje je p prost broj, onda je o ireducibilan.

Dokaz: Pretpostavimo da je a = v, gdje su 81 v cijeli u Q(v/d). Po
teoremu 8.3.1), N(a) = N(B)N(vy) = £p. Buduéi su N(5) i N(vy) cijeli
brojevi, jedan od njih mora biti jednak +1. Prema tome, jedan od brojeva
B, 7 je jedinica, a drugi je pridruzen a. O

Teorem 8.7. Svaki algebarski cijeli broj o u Q(\/d), koji nije 0 ni jedinica,
moze se prikazati kao produkt ireducibilnih elemenata u Q(\/E)
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Dokaz: Ako « nije ireducibilan, onda se moze rastaviti na produkt 57,
gdje B i v nisu jedinice. Nastavljajuéi ovaj postupak, faktoriziramo i y
ako nisu ireducibilni. Ovaj proces faktorizacije mora zavrsiti buduéi bismo
inac¢e dobili da « ima oblik 818 - - - B,, gdje je n po volji velik, a niti jedan
od 3; nije jedinica. To bi povlacilo da je

IN(e)] =[] IV =27,

j=1
jer je [N (p;)| prirodan broj ve¢i od 1. No, to je ocito kontradikcija. O

Tako smo pokazali da faktorizacija na ireducibilne faktore u Q(v/d) uvijek
postoji, ona ne mora biti jedinstvena.

Primjer 8.1. Promotrimo broj 10 i njegove dvije faktorizacije u Q(+/—6):

10=2-5=(2+v-6)(2 - V—6).

Brojevi 2, 5, 24++/—6, 2—+/—6 su ireducibilni u Q(v/—6). Zaista, primjetimo
nagprije da ako algebarski cijeli broj o u Q(v/—6) nije 0 ni jedinica, onda
je N(a) = N(a +by/—=6) = a®> + 6b> > 4 i N(a) # 5. Ako je sada 2 = af3,
onda iz N(a)N(B) = 4 slijedi da je N(a) = £1 ili N(B) = £1. Analogno,
ako je 5 = af, onda iz N(a)N(B) = 25 slijedi N(a) = £1 ili N(5) = +1.
Konacno, ako je 2 ++/—6 = af, onda iz N(a)N(8) = 10 ponovo slijedi
N(a) = +1 ili N(8) = +1.

Prema tome, broj 10 nema jedinstvenu faktorizaciju na ireducibilne ele-

mente u Q(y/—6). &

Vazno pitanje je za koje vrijednosti od d, Q(v/d) ima svojstvo jedinstvene
faktorizacije. Vidjet ¢emo da je to pitanje u vezi s Euklidovim algoritmom.

Definicija 8.5. KazZemo da kvadratno polje Q(\/E) 1ma svojstvo jedinstvene
faktorizacije ako se svaki algebarski cijeli broj v Q(v/d), koji nije 0 ni jedi-
nica, moze jednoznacno faktorizirati na ireducibilne elemente, do na poredak
faktora i zamjenu faktora pridruZenim elementima.

Za kvadratno polje kaZemo da je normno-euklidsko ako algebarski cijeli
brojevi u Q(\/E) zadovoljavaju Fuklidov algoritam, tj. ako za «, B cijele u
Q(Vd), B # 0, postoje algebarski cijeli brojevi v i § u Q(v/d) takvi da je
a=py+0 1 |N@)| <IN(B)

Teorem 8.8. Svako normmno-euklidsko kvadratno polje ima svojstvo jedins-
tvene faktorizacije.

Dokaz: Pokazimo najprije da ako su a i § algebarski cijeli brojevi u
Q(v/d) koji nemaju zajednickih djelitelja osim jedinica, onda postoje alge-
barski cijeli brojevi A, po u Q(v/d) takvi da je

aXo + Buo = 1.
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Neka je S skup svih brojeva oblika aX 4+ Bu kad A\ i o prolaze skupom svih
algebarskih cijelih brojeva u Q(v/d). Brojevi [N (a) + Bu)| su nenegativni
cijeli brojevi, pa izaberimo element ¢ = a\; + Su1 skupa S takav da |N(e)|
poprima najmanju pozitivnu vrijednost medu brojevima | N (a\+ Su)|. Pri-
mjenom Euklidovog algoritma na brojeve « i € dobivamo

a=ey+6, |N@)| <|NE).

Tada je 6 = a — y(aA; + Bu1) = a(l —yA1) + B(—yu1) € S. Po izboru od
imamo da je N(6) = 0, tj. § = 0. Dakle, a = e i €|av. Sli¢no se pokazuje da
e|B, pa je € jedinica. Sada je i e~! jedinica i imamo:

l=cte=cYar + Bur) = ale™ A\ + B(e 1) = ag + Buo.

Dokazimo sada da ako je 7 ireducibilan u Q(v/d) i ako 7|af, onda 7| ili
7|B. Zaista, ako 7 1 v, onda 7 i a nemaju zajednickih djelitelja osim jedinica,
pa postoje algebarski cijeli brojevi Ag i g takvi da je wAg + apo = 1. Tada
je B = mBXo+ aBuo, pa 7|5. Odavde indukcijom slijedi da ako 7|(a; - - - o),
onda 7 dijeli neki a;.

Dalje je dokaz identican dokazu Teorema 1.11. U

Poznato je da postoji toéno 21 normno-euklidsko polje Q(v/d) (Chatland
i Davenport (1950)):

d=-11,-7,-3,-2,-1,2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29, 33, 37,41, 57, 73.

To nisu sva polja s jedinstvenom faktorizacijom. Baker i Stark su 1966. poka-
zali da ako je d < 0, onda je d = —1,—2,—-3,—-7,—11,—19, —43, —67, —163
(usporedite ovu listu s listom negativnih diskriminanti d za koje je broj klasa
h(d) = 1). Hipoteza je da za d > 0 postoji beskonaéno mnogo kvadratnih
polja sa svojstvom jedinstvene faktorizacije.

Teorem 8.9. Kvadratna polja Q(\/E) zad=-11,-7,-3,-2,—1,2,3,5 su
normno-euklidska.

Dokaz: Neka su «, 3 algebarski cijeli brojevi u Q(v/d) i 8 # 0. Tada je
% = u+vVd, u,v € Q. Odaberimo z,y € Z koji su najblizi u i v, tj.

Do | —

1

Oznacimo: « + yvVd = v, a — By = 8. Brojevi v i 4 su cijeli u Q(v/d) i
N() = N(a— B7) = N(ﬁ)N(% — %) = N(B)N((u— ) + (v — y)Vd)
= N(®)l(u—2)* —d(v —y)?),
pa je
INO)| = IN(B)| - |(u— )? = d(v — y)?|. (8.2)
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Ako je d > 0, onda je —% <(u—z)2—dv—y)?< i, a ako je d < 0, onda je
0<(u—2)?—dv—y)?< i + i —d). Prema tome, ako je d = 2,3, -1, -2,
onda iz (8.2) dobivamo [N (9)| < |N(5)], pa je za te vrijednosti od d polje
Q(v/d) normno-euklidsko.

Za d = —11,—7,—3,5 postupamo malo drugacije. Uotimo da je u svim
ovim slucajevima d = 1 (mod 4). Neka su u i v definirani kao prije. Iza-
berimo y € Z najblizi broju 2v i stavimo s = v — %y Tada je |s| < i.
Nadalje, izaberimo x € Z najblizi broju u — %y i stavimo r = u — x — %y.
Tada je |r| < 5. Oznacimo: x + y - 1+‘/_ =, a— By =0. Sadaje N( ) =
N(B)(r? — ds? ) Bududi da je |d| < 11 imamo [r? —ds?| < 1 +11- - <1
pa je [N(0)| < |[N(B)|, sto je i trebalo dokazati. O

Teorem 8.10. Neka Q(\/E) ima svojstvo jedinstvene faktorizacije. Tada
svakom ireducibilnom elementu ™ u @(\/E) odgovara toéno jedan prost pri-
rodan broj p takav da T|p.

Dokaz: Treducibilan element 7 dijeli cijeli broj N(m), pa prema tome
postoje prirodni brojevi koji su djeljivi sa 7. Neka je p najmanji takav broj.
Dokazimo da je p prost. U protivnom bi bilo p = nins s 1 < ny,ne < p.
Buduéi da 7|p, usporedbom faktorizacija od p i ning u prstenu sa svojstvom
jedinstvene faktorizacije slijedi da 7 dijeli nq ili ng, Sto je kontradikcija.

Pretpostavimo da 7 dijeli jos neki prost prirodan broj q. Tada je (p,q) =
1, pa postoje cijeli brojevi x,y takvi da je px 4+ qy = 1. Odavde slijedi da
7|1, sto je kontradikcija. Prema tome, prost broj p je jedinstven. O

Teorem 8.11. Ireducibilni elementi u prstenu cijelih elemenata polja Q(37),
tj. u Z[i], su: racionalni prosti brojevi oblika p = 4k + 3, faktori 7, @ iz
faktorizacije p = wr' racionalnih prostih brojeva oblika p = 4k + 1, broj
1 +1, te elementi pridruZeni gore navedenima.

Dokaz: Neka je p prost prirodan broj. Ako je p djeljiv s nekim ireduci-
bilnim elementom 7 u Q(i), onda iz p = 7\ slijedi N(7)N()\) = p?. Sada
imamo dvije moguénosti: ili je N(A) = 1, §to znac¢i da je p ireducibilan u
Q(4), ili je N(X) = p, sto povlaci da je N(w) = p, pa je p = wA produkt dva
ireducibilna elementa u Q(%).

Ako je p =3 (mod 4), onda ne moze biti N(7) = N(a+bi) = a®+b* = p.
Stoga je p ireducibilan u Q(7).

Ako je p = 1 (mod 4), onda postoje prirodni brojevi a,b takvi da je
p = a®+b* = (a+bi)(a—bi), te su u skladu s prijasnjom diskusijom brojevi
a+ bi i a — bi ireducibilni u Q(7).

Za broj 2 imamo: 2 = (1 +14)(1 — ). Brojevi 1+, 1 — i su ireducibilni u
Q(4), a k tome su i pridruzeni, ¢ime je dokaz dovrsen. ]

Primjer 8.2. Naéi sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe y? = 3 — 11.
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Rjesenge: 1z Teorema 8.9 i 8.8 slijedi da Q(y/—11) ima svojstvo jedins-
tvene faktorizacije. Jedinice u Q(v/—11) su +1. Promotrimo faktorizaciju
y?+11 = (y++/—11)(y — v/—11). Najprije primijetimo da x mora biti nepa-
ran, jer bi za paran z iz jednadzbe modulo 8 slijedilo y?> =5 (mod 8). Tada
je y paran. Svaki zajednicki djelitelj faktora y ++/—11 1y — /—11 dijeli 2y
i 2¢/—11. Njegova norma zato moze imati samo proste djelitelje 2 i 11. No
2t x, a iz 11|z bi slijedilo i 11|y, $to nakon dijeljenja jednadzbe s 11 daje
kontradikciju modulo 11. Dakle, faktori su relativno prosti. Stoga iz

(y+V-11)(y - vV-11) = 2°
slijedi da postoji algebarski cijeli broj w € Q(y/—11) takav da je
y+v—-11= +3.

Buduéi da je —w?® = (—w)3, predznak — mozemo izostaviti. Dakle,

b b b
y+V=ll=w’, w=a+ (1+V=11) = (a+7)+5V-1L

Izjednacavanjem koeficijenata uz /—11, dobivamo:

by, b b,
1= 22211 (=

odnosno
b(3a® + 3ab — 2b%) = 2.

Odavde je b = £1 ili £2, pa je (a,b) = (0,-1),(1,-1),(1,2),(—3,2). Sada

iz
A b\ (b)
v=(o+3) -5(o+3) ()
dobivamo y = +4, +58. Bududi da je
A b\>
= N(w) = - 11 (=
SRR CHE O

dobivamo sva rjesenja

(z,y) = (3,£4), (15, £58).
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