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Tema knjige

De�nicija

Diofantova m-torka je skup {x1, . . . , xm} cijelih brojeva takvih da je

xixj + 1 potpun kvadrat za sve 1 ≤ i < j ≤ m.

Ukoliko je dopu²teno da su xi -evi racionlani brojevi, taj se skup

zove racionalna Diofantova m-torka.

Ova knjiga daje sveobuhvatan pregled glavnih rezultata i problema

vezanih uz Diofantove m-torke, te istraºuje njihove veze s elipti£kim

krivuljama.

Diofantove m-torke, njihove generalizacije, te veze s elipti£kim

krivuljama su teme s kojima se akademik Dujella bavio cijelu

karijeru, te postigao zna£ajne rezultate.

Teorem (Dujella, 2004)

Ne postoji Diofantova ²estorka, te ne postoji beskona£no mnogo

Diofantovih petorki.
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Pregled knjige

Knjiga ima 5 poglavlja.

1. U Poglavlju 1 predstavljeni su doprinosi Diofanta, Fermata i

Eulera na ovu temu, koji su posluºili kao motivacija za daljnja

istraºivanja.

Iskazane su glavne de�nicije, rezultati i otvoreni problemi o

kojima ¢e se raspravljati u knjizi.

2. U Poglavlju 2 obra�eni su su preduvjeti o elipti£kim krivuljama

nad Q, koji su potrebni kasnije u knjizi.

Daje se pregled mogu¢ih torzijskih grupa elipti£kih krivulja nad

Q s posebnim naglaskom na grupe koje se mogu pojaviti za

krivulje inducirane Diofantovim trojkama.
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Pregled knjige

3. Poglavlje 3 predstavlja sredi²nji dio knjige. U njemu su uvedene

elipti£ke krivulje inducirane Diofantovim trojakama i

obja²njena su njihova svojstva i primjene.

Jedna od glavnih primjena odnosi se na konstrukciju

beskona£nih familija racionalnih Diofantovih ²estorki, ²to je bio

otvoreni problem jo² od doba kada je Euler prona²ao familije

takvih petorki. Prikazane su £etiri poznate razli£ite konstrukcije

takvih familija, koje sve na neki na£in koriste elipti£ke krivulje.

Druga vaºna primjena elipti£kih krivulja induciranih

Diofantovim trojkama odnosi se na konstrukciju elipti£kih

krivulja visokog ranga s odre�enim torzijskim grupama.

Detaljno su opisane konstrukcije nekih rekordnih krivulja nad

Q(t) i Q, a opisane su i druge veze izme�u Diofantovih

m-torki i elipti£kih krivulja.
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Pregled knjige

4. U Poglavlju 4 prvo su opisane op¢e metode za pronalaºenje

cjelobrojnih to£aka na elipti£kim krivuljama. Ove metode su

potom primijenjene na problem pronalaºenja svih cjelobrojnih

to£aka na elipti£kim krivuljama induciranim Diofantovim

trojkama.

Predstavljen je dokaz gornje granice za veli£inu Diofantovih

m-torki i ukratko su opisani glavni koraci u rezultatima koji

vode do dokaza o nepostojanju Diofantovih petorki.

5. U Poglavlju 5 izneseni su detalji o generalizacijama

Diofantovih m-torki, naime onoj u kojoj je uvjet da je ab + 1

kvadrat zamijenjen uvjetom da je ab + n bude kvadrat za neki

�ksni cijeli ili racionalni broj n.

Prou£ava se problem postojanja cjelobrojnih D(n)-£etvorki i
racionalnih D(n)-petorki. Pokazuje se da je ovaj problem

povezan s distribucijom rangova u familijama kvadratnih

zakreta odre�enih elipti£kih krivulja.
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Elipti£ke krivulje

Fokus ove prezentacije ¢e biti na elipti£kim krivuljama i njihovim

vezama s Diofantovim m-torkama.

Elipti£ka krivulja je glatka projektivna krivulja genusa 1 sa

speci�ciranom to£kom O.

Elipti£ka krivulja nad Q ima a�n model

E : y2 = x3 + ax + b

za koji vrijedi ∆(E ) = −16(4a3 + 27b2) ̸= 0.

Speci�cirana to£ka O postaje "to£ka u beskona£nosti".

Dakle, E (Q) je

E (Q) = {(x , y) ∈ Q2|y2 = x3 + ax + b} ∪ {∞}.
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E (R)
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Grupovni zakon

Uvodimo operaciju zbrajanja na skupu to£aka na elipti£koj krivulji:

P +Q + R = 0 ako su P,Q,R kolinearni. To£ka u beskona£nosti je

0.

p3 + p4 + 0 = 0 =⇒ p3 = −p4. p1 + p2 + p3 = 0 =⇒ p1 + p2 = p4.
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Mordell-Weilov teorem

S ovom operacijom E (Q) postaje grupa.

Teorem (Mordell-Weilov)

Neka je E elipti£ka krivulja nad Q. Tada je E (Q) kona£no

generirana Abelova grupa. Drugim rje£ima

E (Q) ≃ T ⊕ Zr ,

gdje je T podgrupa elemenata kona£nog reda - torzija, dok je

r ≥ 0, rang elipti£ke krivulje.
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E (Q)

E1(Q) ≃ Z/2Z⊕ Z/2Z E2(Q) ≃ Z.
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E (Q)tors

Teorem (Mazurov torzijski teorem, 1977)

Neka je E/Q elipti£ka krivulja. Tada je

E (Q)tors ≃

{
Z/nZ, n = 1, . . . , 10, 12,

Z/2Z× Z/2mZ, m = 1, . . . , 4.

Neka je a, b, c Diofantova trojka. Tada kaºemo da je elipti£ka

krivulja

y2 = (ax + 1)(bx + 1)(cx + 1)

inducirana Diofantovom trojkom a, b, c .

Elipti£ke krivulje inducirane Diofantovim trojkama mogu imati

torziju Z/2Z× Z/2nZ za n = 1, 2, 3, 4.

Zanimljivo je da su sve elipti£ke krivulje s najve¢om torzijom

Z/2Z× Z/8Z inducirane Diofantovim trojkama.
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Rangovi elipti£kih krivulja

Jedno od najve¢ih otvorenih pitanja u teoriji brojeva je koliko velik

moºe biti rang elipti£kih kirvulja i je li taj broj uop¢e ograni£en.

Pogledajmo povijest najve¢ih poznatih rangova elipti£kih krivulja.
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Rangovi elipti£kih krivulja

Ove godine je (nakon 18 godina) oboren rekord, te je prona�ena

krivulja ranga 29.
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Rangovi elipti£kih krivulja sa zadanom torzijom

Moºemo se isto promatrati rekordne rangove, ako promatramo

samo elipti£ke krivulje sa zadanom torzijskom grupom.
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Rangovi elipti£kih krivulja

U ovoj "kategoriji" akademik Dujella drºi brojne rekorde, koji su

postignuti upravo promatranjem elipti£kih krivulja induciranih

Diofantovim trojkama.
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Rangovi elipti£kih krivulja

Spomenimo i za kraj da su ove slike uzete s web stranice akademika

Dujelle, koja je postala svjetska referentna to£ka za rekorde

rangova elipti£kih krivulja.

Svakome zainteresiranom za konstrukciju elipti£kih krivulja s

velikim rangom ¢e knjiga Diophantine m-tuples and elliptic curves

biti prva i najvaºnija referenca.
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