Aktuarska matematika
I1

Uputa: formule vrijede samo uz odgova-
rajuce uvjete na razdiobe, funkcije odn.
parametre koji se u njima spominju.

Modeli teorije rizika

Osnovni model

* Zahtjevi stizu u vremenima 0 <
T1<T)<T3 <.

+ Steta koja stize u vremenu T; ima
iznos X;. Niz (X;);eN je n.j.d.
* Procesi (T;)jeN 1 (Xj)ieN Su neza-
visni.
Funkcija izvodnica momenata sl.var. X

mx(s) = Ee’X

Momenti sl.var. X

EX" = "dF —ﬂ 0
= | x"dF () = om0,

EIX|" = njx"_IP(|X| > x)dx
Ocekivanje i varijanca uvjetovanjem
ES = E(E(S|X))
varS = E(var(S|X)) + var(E(S|X))
Mijesanje razdioba
n
P =) i)
Proces obnavljanja definiramo kao
N(t)=card{ie N: T; <t},t >0,
za n.j.d. sl. varijable (W;) te
To=0,T,=T,1+W,, neN.

(N(#)) je homogeni Poissonov proces,
ako Wi ~Exp(A)

CGT za proces obnavljanja za t — oo,
A=1/EW;q, varWj < oo

_ N A o)
varWy t/(EWp)3

Pareto razdioba

F(t):(%)a, t>0

Ocekivanje i varijanca Par(a, k)

axK

EX = ,varX =

a-1 (a-1)%(a-2)
Gama razdioba
B a1
f(t) = @ta_ exp(—ﬁt), > 0,

Ocekivanje i varijanca X ~ I'(a, )

o o
EX=—, i varX = —.
B B?

Lognormalna razdioba X ~ LN(y,02)
Ocekivanje i varijanca
EX = el*9°/2 yarX = (e"2 - 1)62’”‘72
Weibullova razdioba
E(t)=e ", t>0.

Ocekivani manjak (expected shortfall)
Za EY < oo, Y ~ F definiramo

y > ep(u) = E(Y —ylY >p)

CGT za proces ukupnih Steta za t — oo,
varW; < oo ivarX; < oo

S(t)—ES(t) iN(O 1
varS(t) ’

Teorija nesolventnosti

Proces rizika (risk process)
R(t)=u+ct-S(t),

Vjerojatnost propasti

W(u)= P(%r;(f)R(t) <0)
Koeficijent prilagodbe & > 0 zadovolja-
va

mx_cw (&) = EetX~W) =1
Za W ~ Exp(A) posebno
Amx (&)= A+c&

Akoc=(1+6)Auy, py = EXy, tada

mx(&)=1+(1+0)mé

Bayesovska statistika
Bayesova formula

f(O1x) = £(0)f (x16)/f (x)

Procjenitelj teorijom povjerenja za fak-
tor povjerenja z je

2. X+(1-2)-p

Empirijska Bayesovska teorija povje-

renja
Procjena za m(0) je obliku

zX + (1 —2)E[m(0)]
gdje
n
z= .
n+ E[s2(0)]/var(m(0))
m(0) = E(X;|0) i s%(6) = var(X;|0).

Sustav bonusa

Stacionarna razdbioba Markovljevog lan-
ca s matricom prijelaza P zadovoljava
7T =T7P
Vjerojatnost prijave Stete
P(nezgoda )P(X > ¢, | nezgoda ),

gdje je ¢, usteda premija osiguranika un-
utar njegovog vremenskog horizonta.

Analiza razvojnih trokuta

Za razvojne faktora f (i) i zavr$nu godina
razvoja Steta k, definiramo

8(7)=f(j+1)---f(k)

Bruto faktor = udio kumulativne Stete
do razvojne godine j u krajnjoj Steti:

1

g(j)

Udio jo$ nerazvijenih $teta u krajnim Ste-
tama za godinu j:

L

8(7)
Metode (sa ili bez prilagodbe za in-
flaciju): a) razvojnih faktora, b) pros-
je¢nog troska po Steti, ¢) Bornhuetter-
Fergusonova...

Generalizirani linearni mo-

deli

Eksponencijalne familije Gustoce su ob-

lika

v0-b(0)
a(e)

gdje je b’ invertibilna na svojoj domeni,

0 prirodni parametar, ¢ parametar di-

sperzije ili skaliranja.

f(®:0,9) =exp +c(v,9)

u=E[Y]=b'(0); O= b'_l(y). Neki kvantili
razdiobaF u
N(0,1) 0.90
var(Y) = a(p)b”(0) = al@)V () N@O.1) 095
N(0,1) 0.975
. N(0,1) 0.99
Komponente GLM-a: eksponencijalna
familija, koeficijenti g; i funkcija veze x2(1) 0.90
g. Povezani su dijagramom x2(1) 0.95
x2(1) 0.975
x2(1) 0.99
h b’
(Xi) = 1i = P1xi 1+ +Prxiy > Of v pi x>(2) 0.90
x2(2) 0.95
x2(2) 0.975
Funkcija veze je ¢ = h™! o b’"!. Ona K22 0.99

je kanonska ako izaberemo g = b’"l.
Za dane kovarijate x; i p; vrijedi
EY; =g (B1xi,1 + -+ rir)

Test restringiranog modela (s g pa-
rametara) u odn. na veéi model (s p
parametara):

> Koriste¢i MLE procjenimo parametre
u oba modela modela

> Nadjemo  maksimalnu log-
vjerodostojnost u veem i restringiranom
modelu, fM odn. le

> Racunamo log-likelihood ratio stati-
stics (statistiku omjera vjerodostojnosti)

2(Ip = o).

Ako je ona iznad kriti¢ne vrijednosti za
izabrani nivo znacajnosti i razdiobu x?
sa p — g stupnjeva slobode odbacujemo
Hj. Testna statistika preko razlike devi-
janci

2(Iv —lo) = d, —dm

Devijanca modela M, u odn. na zasiceni
model

dy = 2(Ip ~Iyr)

gdie je [Ir  maksimalna log-
vjerodostojnost u zasi¢enom modelu.



