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PoNovIMO: ELIPTICKI OPERATORI U DIVERGENCIJSKOJ FORMI

Elipticki operator u divergencijskoj formi (kompleksni i ne-glatki)
pridruzen A je formalno definiran:

Luf = — div(AVf),
t. ;

(Laf)(x) := = > 3i(ai(x)9f (x))

ij=1

Ovo je klasicno smisleno samo ako su koeficijenti od A glatki.
Opcenito je od interesa slucaj kada su oni samo izmjerivi.

Gledat ¢éemo operatorsku polugrupu na L*(R?) generiranu s —L:

T# = exp(—tLy).
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PONOVIMO: p-ELIPTIENOST

Carbonaro i Dragicevi¢ (2016) definirali su da je A p-elipticka za
p € [1, c0] ako vrijedi:
A,(A) := essinf min Re <A(x)§, £+ ‘1 - 3@ > 0.
xeRd EG(Cd p Cd
1€l=1
Za2 < p1 < pa2 < oo vrijedi

A(A) = A2(A) 2 Aﬁl (A) 2 APZ (A)
i imamo inkluzije

elipticke | ] 2-elipticke p1-€liptiCke 5 p2-eliptiCke
matrice [ matrice matrice - matrice
5 matrice koje su p-elipticke | | realne elipticke
- zasvakil < p < oo _ matrice '

U
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ORLICZEVI PROSTORI

Njihova ideja je poopciti koncept LY norme.

Motivacija su uglavnom funkcijski prostori “blizu” L' ili L>, ali i (kao
ovdje) “finija skala” funkcijskih prostora izmedu L* i L*.

®: [0,00) — [0,00) je Youngova funkcija ako vrijedi

® je konveksna, ®(0) =0, lim @(s) _ 0. lim e6) _
s—0+ S s—o00 8
Konjugirana Youngova funkcija je ¥: [0, c0) — [0, 0o),
t
U(t):= sup (st—@(s)) = / (@’)—1(;») dr.
0

s€(0,00)

Youngova nejednakost:

st < @(s) + V() zasvakes,t € [0,00).
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ORLICZEVI PROSTORI

Luksemburska norma || - || o definirana je za (klase g.s. jednakih)
izmijerivih funkcija f: R — C kao

Iflle := inf{a € (0, c0) : /

R4

o (£ <1},

«
Time dolazimo i do Orliczevog prostora L® (R?).
Za neku konacénu konstantu K uvjet
®(2s) < K®(s) zasvakis € [0, c0)
garantira da je

- lla ~ I llw

LCD(Rd)* o L‘I/(Rd)
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NASE DODATNE PRETPOSTAVKE

Mi dodatno pretpostavljamo (da su ® i ¥ “poput” potencija):

Dokaz

e & i U sumedusobno konjugirane Youngove funkcije,
e ®iWsuC'nal0,00)iC*na (0,00,
o ®"(s),¥"(s) > 0 za svaki s € (0, o),

. : ol
e &' je strogo konveksna na (0,00) i lim s) =0,
s—0t S

s’ (s) - s®’(s)
S Sup
s€(0.00) D(s)  se,00) P'(5)
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NASE DODATNE PRETPOSTAVKE

Posljedicno:

@’ i ¥’ su medusobno inverzne rastucée bijekcije na [0, co).

Zadnja tri uvjeta su ekvivalentna s:

) o W(s)
e U’ je strogo konkavna na (0,c0) i lim ——= = oo,
s—0t S

\I//

e in s¥'(s) > 1,
s€(0,00) \II(S)
‘1/” \I]/l
e 0 < inf S /(S) < sup > /(S> <1.
s€(0,00) W'(S) ~ se0,00) P'(5)

Posljedi¢no:
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PRIMJERI

Primjer 1. Lebesgueovi prostori L.

D(s) s U(s) s zap € (2,00), g € (1,2) ! 4 ! 1
==, = — ,0Q0), s &)y T - =1
p q P 7 P 9
- lle ~ 0l A e~ Il

Primjer 2. Zygmundovi prostori L" log L.

®(s) =s"log(s+e) zare (2,00).
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PRIMJERI

Primjer 3. Superpozicija potencija s eksponentima iz (2, co).
O(s)=s"+s" za2<r<p< oo
B(s) = [ ' du(t)
za pozitivhu Borelovu mjeru 1 s kompaktnim nosaéem u (2, oo).
Primjer 4. Superpozicija potencija s eksponentima iz (1,2).
Us)=sT+s" zal<g<r<2.

W(s) = /sf dp(t)

za pozitivnu Borelovu mjeru p s kompaktnim nosaéem u (1,2).
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PONOVIMO: BILINEARNO ULAGANJE ZA ELIPTICKE OPERATORE

U daljnjem pretpostavljamo da su A, B: R — C?*? eliptike matri¢ne
funkcije s L™ koeficijentima.

Teorem [Carbonaro i Dragi¢evi¢ (2016)]. Ako su A, B: R? — C4*4

p-elipticke, tada vrijedi ocjena

/ / |(VTAF) ()] [(VTEg) ()] dx dt < 20C, (A, B) [l

Pritom je
max{A(A), A(B)}

min{A,(A), A, (B)} min{A(A), A(B)}

Cy(A,B) :=
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STO BI BILA ®-ELIPTIENOST?

Za Youngovu funkciju ® ima smisla definirati:

s®"(s) — ®/(s)

Aq;.(A) := essinf inf Re <A(X)£, £+ mg>cd

x€R? geC?, |¢|=1
s€(0,00)

U posebnom slucaju ®(s) = s” /p izraz postaje A,(A).
Ipak, kod nas je naprosto

Ag(A) = Ay(A)
zap € [2,00] t.d. je

5 (5) — B
sup = . ilay
s€(0,00) s® (S) + @
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VEZA S NEDAVNOM LITERATUROM

Cialdea i Maz’ya (2021) uveli su pojam izvijesne ®-disipativnosti, kao
pokusaj u smjeru karakterizacije L®-kontraktivnosti.

Uz dodatnu pretpostavku da je Im A simetri¢na potom su pokazali da
je taj koncept ekvivalentan s uvjetom

'(s)D" (s)
S

2(5) ~ 21 im A(w)e, €| < 2 )" (Re A€, €12

za svaki s € (0,00), g.. x € R? i svaki ¢ € R,

U posebnom slucaju ®(s) = s?/p taj uvjet postaje njihova prethodno
spomenuta karakterizacija L”-disipativnosti, tj. L”-kontraktivnosti.
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BILINEARNO ULAGANJE U ORLICZEVIM PROSTORIMA

U daljnjem pretpostavljamo da ® i ¥ zadovoljavaju sve pretpostavke
iz prethodnog odjelika te da je

+ 1.

. s®’(s)
= up
P ome @)

Teorem [K. i Skreb (2021)]. Ako su A, B: R? — C**? p-elipticke, tada
vrijedi ocjena

/OOO/Rd [(VTA) (x)] [((VTEg)(x)| dx dt < 40 C,(A, B) D(®,9) |f[la gl w-

Pritom je C,(A, B) ista kao ranije te

My /it M —1\1/2
e e =
uz
/ " 17
Mo s®’(s) . ¢ s (s), v s®”(s)

= sup , m:= in up .
se(0,00) 2(5) s€(0,00) D/(s) se(0,00) P(s)
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PONOVIMO: GENERALIZIRANI HESSIJAN

Definiramo generalizirani Hessijan funkcije X: C> — R obzirom na
matrice A, B € M;(C), u oznaci

HY [(u,0); (¢,n)],

kao skalarni produkt vektora

Re ¢
(Hess(X; (u,v)) ® Iy :;i € (RY*
Imn
| ReA —ImA 0 0 Re¢
T s g [ <

0 0 ImB ReB Imn
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MANJE-VISE PONOVIMO: SKICA DOKAZA

Neka je X: C? — [0, ) zasad nepoznata funkcija.
Za R > 0 ozna€imo g (x) := 1(x/R) i definirajmo

Er(t) == [ or(x) X((Tf) (), (TFg)(x)) dx

R4

S jedne strane:

Er(0) — Er(T) /wk ) X(f(x),8(x)) dx
NM/ r(x) (S(f()]) + T(g(x)]) dx.

S druge strane:

/SR / wR(> LX((TVf) (), (TPg) (x)) dx ot
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MANJE-VISE PONOVIMO: SKICA DOKAZA

Nastavak:

7/ E (1) dt

/ / W (x) HAOBO [(TAF) (x), (TPg) ()5 (VTLF) (), (VTPg) (x))] drclt + R »

Zanaw [ /R () (VTN ()] [(VT) ()] dxdt + R,

pri ¢emu je
Rar=2Re [ ((00%) (1)), (19) () (Vo) (3, AT o

+ (2:%) ((T) (x), (TP) (%)) <(V¢R)(x)7B(x)(VTFg)(x)>Cd) dxdt.
Zelimo

lim Rr- =0.

R—o0
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MANJE-VISE PONOVIMO: SKICA DOKAZA

Imamo
//wR xX) (VT ()| |(VTP8) (x)| dx dt + R,

Sunw [ il )+ W (D) d.
Pustanjem R — oo dobivamo
[ [Tl Tiomldet sanow [ erwber [ wiswher
Konacno, pustanjem = — co pa “homogenizacijom”
f—=aof, g—=g/la
slijedi

//;w 0| |(VTP9)(x)| dxdt Sa.0.0 Ifllaliglv-
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SVOJSTVA TRAZENE BELLMANOVE FUNKCIJE

Dokaz je “gotov” ako postoji funkcija X: C? — [0, o) sa sljede¢im
svojstvima (tzv. Bellmanova funkcija za taj dokaz):

e X je klase C' na C2 = R* i “po dijelovima” klase C? s lokalno
integrabilnim drugim parcijalnim derivacijama;

o X(u,0) <o.p ®(|u) + ¥(|o));
o HADE® (4 0): (¢,m)] Zaw [CIIn];

* [0aX(u,0)| < max{®'(|u]), [o]},
|05 (1, 0)| < W(J0]),
pri Cemu je 9: = (0x +i0y)/2.
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PoONOVIMO: N—T BELLMANOVA FUNKCIJA

Bellmanova funkcija Nazarova i Treila je ono Sto trebamo u
specijalnom slucaju

2 2

Zlul + (2 = 1)jol? zalup > ol
X(u,v):=uff +ov|T+5< P q
ol za |uf < Jolt,

za pogodni § > 0.
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POSTOJANJE TRAZENE BELLMANOVE FUNKCIJE

Mozemo X definirati formulom

lu] &7
(1+5)(<I>(|u|)+\1/(|y|))+5‘u|2/ ®'(s)ds

7— zalo] < &'(Jul),
X(u,v) == L ds U s
(Ju)) + (o) + 3 | g za fo| > ' (Jul),
za pogodni § > 0.
Dobar izbor je
5= Ml o [Be(A) Ap(B) A)Ap(B)

8A(A)’ 4A(B)’ 100maX{A A)2, A(B) 2}}
Provjera svojstava je mukotrpna.
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