
1 Ponavljanje linearne algebre

1.1 Vektorski prostori

Zadatak 1. U R5 su dani vektori: a1 “ p1, 2, 3, 4, 5q, a2 “ p1,´1, 1,´1, 1q, a3 “ p2,´1, 3, 1,´1q,
b1 “ p1, 0, 0,´6, 24q, b2 “ p0, 1, 0,´1, 10q, b3 “ p0, 0, 1, 4,´13q. Dokažite da vrijedi rta1, a2, a3us “
rtb1, b2, b3us.

Zadatak 2. Neka je V konačno-dimenzionalan vektorski prostor, L ď V , L ‰ V . Dokažite da postoji
baza od V čiji niti jedan element ne leži u L.

Zadatak 3. Neka je V konačno-dimenzionalan vektorski prostor i neka su L, M ď V . Dokažite: Postoji
zajednički direktni komplement od L i M ako i samo ako vrijedi dimL “ dimM .

Definicija. Neka je V vektorski prostor nad poljem K, L ď V . Na V zadajemo relaciju ekvivalencije

„ : za x, y P V , x „ y
def
ô x ´ y P L. Klasa ekvivalencije koja sadrži x je x “ tx` z : z P Lu.

Skup svih klasa ekvivalencije (kvocijentni skup) označavamo V {L. Za x, y P V , α P K definiramo:
px`Lq ` py`Lq :“ px` yq `L i αpx`Lq :“ αx`L. Uz gornje operacije V {L je vektorski prostor nad
poljem K kojeg nazivamo kvocijentni prostor prostora V po potprostoru L.

Napomena. Ako je te1, . . . , emu baza nekog direktnog komplementa potprostora L u V , onda je
te1 ` L, . . . , em ` Lu baza za V {L. Specijalno, ako je V konačno-dimenzionalan, onda vrijedi dimV {L “
dimV ´ dimL.

Zadatak 4. Neka je V “ R4 (nad R) i neka je potprostor L ď V razapet vektorima: a1 “ p1,´1, 0, 0q, a2 “
p0, 1,´1, 0q, a3 “ p0, 0, 1,´1q, a4 “ p1, 0, 0,´1q. Odredite dimV {L i nad̄ite neku bazu od V {L.

Rješenje: dimL “ 3, baza tp1, 0, 0, 0q ` Lu.

Zadatak 5. l8 “ skup svih ograničenih nizova u R, c “ skup svih konvergentnih nizova u R, c0 “ skup
svih konvergentnih nizova u R s limesom 0. Dokažite:

(a) l8 je potprostor realnog vektorskog prostora RN svih nizova realnih brojeva.

(b) Skup txλ “ p1, λ, λ
2, . . . , λn, . . .q ; λ P Ru je linearno nezavisan u RN.

(c) c je potprostor od l8 (pa onda i od RN).

(d) c0 je potprostor od c (pa onda i od l8 i od RN).

(e) dim c{c0 “ 1 (Kažemo da c0 ima kodimeziju 1 u c.)

(f) Skup A svih aritmetičkih nizova realnih brojeva je potprostor od RN. Nad̄ite mu bazu i dimenziju.

1.2 Dualni prostor

Neka je V vektorski prostor nad poljem K. Koristimo oznaku V ˚ :“ LpV,Kq “ vektorski prostor
(nad K) svih linearnih operatora sa V u K (tzv. linearnih funkcionala na V ).



Neka je te1, . . . , enu baza vektorskog prostora V . Baza te˚1 , . . . , e
˚
nu od V ˚ definirana sa

e˚i pejq “ δij “

"

1 , za j “ i
0 , za j ‰ i

i, j P t1, 2, . . . , nu

zove se dualna baza prostora V ˚ za bazu te1, . . . , enu prostora V . Evidentno je dimV ˚ “ dimV .

Ako je te1, . . . , enu baza vektorskog prostora V , a g P V ˚ neki funkcional, onda vrijednosti gpe1q, . . . , gpenq
u potpunosti odred̄uju funkcional g. Tada matrični prikaz operatora g u bazi te1, . . . , enu izgleda ovako:
pgpe1q, . . . , gpenqq i to je element od Kn.

Zadatak 1.

(a) Pokažite da su stupci matrice
´

1 2 1
1 1 2
3 1 1

¯

“ pe11, e
1
2, e

1
3q “ E 1 baza u R3.

(b) Funkcional g P pR3q˚ je u bazi E 1 zadan matricom p2, 1, 1q. Nad̄ite matricu od g u kanonskoj bazi.

(c) Nad̄ite dualnu bazu baze te11, e
1
2, e

1
3u.

(d) Nad̄ite koordinate vektora x “
´

2
1
2

¯

u bazi E 1.

Rješenja: (b)
´

1
7
, 1
7
, 4
7

¯

, (c) e1˚1 px1, x2, x3q “ ´
1
7
x1 ´

1
7
x2 `

3
7
x3, e

1˚
2 px1, x2, x3q “

5
7
x1 ´

2
7
x2 ´

1
7
x3,

e1˚3 px1, x2, x3q “ ´
2
7
x1 `

5
7
x2 ´

1
7
x3, (d)

´

3
7
, 6
7
,´ 1

7

¯

.

Svaki vektorski prostor W ď V se može zadati kao linearna ljuska nekih vektora iz V , no može se
zadati i kao skup rješenja homogenog sustava jednadžbi. Naime, ako je tv1, . . . , vpu baza vektorskog
prostora W ď V , možemo je nadopuniti do baze tv1, . . . , vp, vp`1, . . . , vnu vektorskog prostora V . Toj
bazi pridružimo dualnu bazu

 

v˚1 , . . . , v
˚
p , v

˚
p`1, . . . , v

˚
n

(

, v˚i pvjq “ δij.

W “ tα1v1 ` . . .` αpvp | α1, . . . , αp P Ku “
 

x P V | v˚p`1pxq “ . . . “ v˚npxq “ 0
(

Zadatak 2. NapǐsiteW “ rta1, a2us, gdje je a1 “
´

1
1
0

¯

, a2 “
´

0
1
1

¯

, kao skup rješenjaW “ tx P R3 | fpxq “ 0u .

Rješenje: W “

!

x P R3 | x1 ´ x2 ` x3 “ 0
)

.

Zadatak 3. Neka je W “ rta1, a2, a3us Ď R3, gdje je a1 “

ˆ

1
´1
1
2

˙

, a2 “

ˆ

1
´1
1
2

˙

`

ˆ

0
0
2
1

˙

, a3 “

ˆ

1
´1
1
2

˙

´

ˆ

0
0
2
1

˙

. Napǐsite W kao skup rješenja homogenog sustava jednadžbi.

Rješenje: W “

!

x P R4 | x1 ` x2 “ 0, ´ 3
2
x2 ´

1
2
x3 ` x4 “ 0

)

.

Zadatak 4. Neka je dimV “ n ě 3 i neka su f1, f2, f3 P V
˚ linearno nezavisni. Kolika je dimenzija

vektorskog prostora W “ tx P V | f1pxq “ f2pxq “ f3pxq “ 0u?
Rješenje: dimW “ n ´ 3.

Definicija. Neka je V n-dimenzionalni vektorski prostor, W ď V . Tada skup

WK
“ tf P V ˚ | fpxq “ 0, @x P W u

zovemo anihilator potprostora W .
Anihilator je vektorski prostor i vrijedi dimW ` dimWK “ n.



Zadatak 5. Dokažite pWKqK – W .

Napomena. Ako je V vektorski prostor, S Ď V ˚, tada sa S0 ili SK označavamo skup

SK :“ tv P V | p@f P Sq pfpvq “ 0q u Ď V

i zovemo ga anihilator skupa S.
Uočite da uz takvu definiciju u prethodnom zadatku vrijedi baš jednakost pWKqK “ W . Zapravo je

svejedno definiramo li SK na gornji način ili kao

SK “ tg P V ˚˚ | p@f P Sq pgpfq “ 0q u

jer je konačno-dimenzionalan vektorski prostor prirodno izomorfan svom drugom dualu.

Definicija. Neka je A P LpV q. Definiramo preslikavanje A1 : W ˚ Ñ V ˚ s A1pgq “ g ˝ A.

Zadatak 6. A1 je linearan operator.

Zadatak 7. pABq1 “ B1A1, za B : V Ñ W , A : W Ñ U .

Neka su V , W konačno-dimenzionalni vektorski prostori nad istim poljem K, peq “ pe1, . . . , enq baza
prostora V , pfq “ pf1, . . . , fmq baza prostora W i Aej “

řm
i“1 αijfi za j “ 1, . . . , n. Matricu

Apf, eq :“

«

Ae1, . . . , Aen

ff

f1
¨
¨
¨
fm

zovemo matrični prikaz operatora A u paru baza peq, pfq.

pAxqpfq “ Apf, eq ¨ xpeq

Neka je V konačno-dimenzionalan vektorski prostor, peq “ pe1, . . . , enq i pe1q “ pe11, . . . , e
1
nq baze pros-

tora V , e1j “
řn
i“1 βijei za j “ 1, . . . , n. Matricu

S “

«

e11, . . . , e
1
n

ff

e1
¨
¨
¨
en

“

»

—

–

β11 ¨ ¨ ¨ β1n
...

...
βn1 ¨ ¨ ¨ βnn

fi

ffi

fl

zovemo matrica prijelaza iz baze peq u bazu pe1q. Zapravo, S “ IV pe, e
1q.

Neka su V , W konačno-dimenzionalni vektorski prostori nad istim poljem K, peq, pe1q baze od V , pfq,
pf 1q baze od W , S matrica prijelaza iz peq u pe1q, T matrica prijelaza iz pfq u pf 1q. Za A P LpV,W q
vrijedi

Apf 1, e1q “ T´1 ¨ Apf, eq ¨ S.

Za vektor x P V vrijedi
xpe1q “ S´1 ¨ xpeq.



Napomena. Neka su V , W konačno-dimenzionalni vektorski prostori nad istim poljem K, peq baza za
V , , pe˚q njoj dualna baza za V ˚, pfq baza za W , , pf˚q njoj dualna baza za W ˚. Za svaki A P LpV,W q
vrijedi A1pe˚, f˚q “ Apf, eq τ . Stoga je rpA˚q “ rpAq.

Rang linearnog operatora A P LpV,W q jednak je rangu njegove matrice Apf, eq u bilo kojem paru
baza peq, pfq vektorskih prostora V , W .

Zadatak 8. A P LpR4q ima u kanonskoj bazi peq matricu

Apeq “

»

—

—

–

1 2 0 1
3 0 ´1 2
2 5 3 1
1 2 1 3

fi

ffi

ffi

fl

.

Definirajmo: e11 :“ e1, e
1
2 :“ e1 ` e2, e

1
3 :“ e1 ` e2 ` e3, e

1
4 :“ e1 ` e2 ` e3 ` e4,

e21 :“ e1, e
2
2 :“ e2, e

2
3 :“ e4, e

2
4 :“ e3.

(a) Pokažite da su pe1q “ pe11, e
1
2, e

1
3, e

1
4q i pe2q “ pe21, e

2
2, e

2
3, e

2
4q baze od R4.

(b) Za vektor x “

ˆ

1
´1
2
´1

˙

odredite Ax u kanonskoj bazi i u bazama pe1q i pe2q.

(c) Nad̄ite Ape1q i Ape2q.

(d) Ako vektor y P R4 u bazi pe1q ima matricu ypeq “

ˆ

´1
´3
6
´8

˙

, nad̄ite Ay u bazama peq, pe1q, pe2q.

Rješenja: (b) pAxqpeq “

«

´2
´1
2
´2

ff

, pAxqpe1q “

«

´1
´3
4
´2

ff

, pAxqpe2q “

«

´2
´1
´2
2

ff

, (c) Ape1q “

«

´2 0 1 0
1 ´4 ´8 ´7
1 4 6 4
1 3 4 7

ff

,

Ape2q “

«

1 2 1 0
3 0 2 ´1
1 2 3 1
2 5 1 3

ff

, (d) pAyqpeq “

»

–

´24
´32
´51
´42

fi

fl, pAyqpe1q “

«

8
19
´9
´42

ff

, pAyqpe2q “

»

–

´24
´32
´42
´51

fi

fl.

1.3 Spektar, svojstveni polinom i minimalni polinom

Neka je V konačno-dimenzionalan vektorski prostor nad poljem K, A P LpV q.

Svojstvena vrijednost operatora A je svaki λ P K takav da postoji v P V z t0u za koji vrijedi Av “ λv.
Skup svih svojstvenih vrijednosti operatora A nazivamo spektar operatora A i označavamo σpAq. Dakle,

σpAq :“ tλ P K | KerpA´ λIq ‰ t0uu “ tλ P K | A´ λI je singularanu “ tλ P K | detpA´ λIq “ 0u .

Za λ0 P σpAq pǐsemo
Vλ0 :“ tv P V | Av “ λ0vu “ Ker pA´ λ0Iq ď V

i zovemo ga svojstveni potprostor operatora A pridružen svojstvenoj vrijednosti λ0. Njegovu dimenziju,
tj. dpA´ λ0Iq zovemo geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti λ0.

Karakteristični polinom operatora A je

kApλq :“ detpA´ λIq,

kApλq “ p´1qnλn ` p´1qn´1trpAqλn´1 ` . . .` detA.

Evidentno, λ0 P σpAq ô kApλ0q “ 0.



Algebarska kratnost svojstvene vrijednosti λ0 P σpAq operatora A je k P N takav da je kApλq “
pλ ´ λ0q

k ¨ ppλq za neki polinom ppλq P K rλs, ppλ0q ‰ 0. Geometrijska kratnost je manja ili jednaka od
algebarske kratnosti, 1 ď gλ0 ď aλ0 .

Zadatak 1. Linearni operator A P LpV q u nekoj bazi peq od V zadan je matricom

Apeq “

»

–

1 1 ´1
´1 3 ´1
´1 2 0

fi

fl .

Nad̄ite svojstvene vrijednosti od A te njihove algebarske i geometrijske kratnosti.
Rješenje: σpAq “ t1, 2u; algebarska kratnost od 1 je 2, od 2 je 1; geometrijska kratnost od 2 je 1, od 1 je 1.

Hamilton-Cayleyev teorem. kApAq “ 0.

Definicija. Minimalni polinom operatora A je normirani polinom µA P K rλs najnižeg stupnja za koji
vrijedi µApAq “ 0.

Napomena. Za polinom p P K rλs vrijedi: ppAq “ 0 ô µA | p.

Teorem. Neka je V konačno-dimenzionalan vektorski prostor nad poljem K i A P LpV q. Minimalni
polinom µA i karakteristični polinom kA imaju iste ireducibilne normirane faktore.

Postupak za pronalaženje minimalnog polinoma. [Kurepa, str. 79.-83.]
Formiramo matrice

I A A2 . . . Ak . . .
A11 A12 . . . A1k . . .

A22 . . . A2k . . .
...

Akk . . .

na sljedeći način:
A11 “ A´ β11I, A12 “ A2 ´ β12I, . . . , A1k “ Ak ´ β1kI, . . .
Ak`1,j “ Akj ´ βk`1,jAkk, j “ k ` 1, . . .
β1k biramo tako da matrica A1k ima nulu na mjestu p1, 1q.
βk`1,j biramo tako da matrica Ak`1,j na mjestu pik, jkq ima nulu, pri čemu je pik, jkq neko mjesto na

kojem matrica Akk ima element različit od nule (ako takav postoji).
Postupak završavamo kada za neki m P N dobijemo Amm “ 0.

Zadatak 2. Za operator A P LpR3q zadan matricom

A “

»

–

1 2 3
´2 0 1
1 2 ´1

fi

fl

nad̄ite minimalni polinom µA.
Rješenje: µApλq “ λ3 ´ 2λ ` 16.



Zadatak 3. Odredite minimalni polinom operatora A P LpC3q zadanog na kanonskoj bazi peq od C3

matričnim prikazom

Apeq “

¨

˝

´3 1 0
´2 1 1
4 ´2 ´1

˛

‚.

Je li operator A dijagonalizabilan?
Rješenje: µApλq “ pλ ` 1q3, operator A nije dijagonalizabilan.

Zadatak 4. Neka je V kompleksan n-dimenzionalan vektorski prostor, n ą 1 i neka je A P LpV q takav
da vrijedi rpAq “ 1, trpAq ` detpAq “ n. Nad̄ite kA i µA.

Rješenje: kApλq “ p´1qnλn´1pλ ´ nq, µApλq “ λpλ ´ nq.

Napomena. Element A P LpV q je regularan ako i samo ako je slobodni član ´µm pripadnog minimal-
nog polinoma

µpλq “ λm ´ µ1λ
m´1

´ . . .´ µm´1λ´ µm

različit od nule. U tom slučaju je

A´1 “
1

µm

`

Am´1 ´ µ1A
m´2

´ . . .´ µm´1I
˘

.

Zadatak 5. Operator A je dan matricom

A “

¨

˚

˚

˝

1 a 1 0
1 ´1 0 1
0 0 1 0
1 b 0 1

˛

‹

‹

‚

.

Odredite parametre a i b ako je poznato da je A singularna matrica čije svojstvene vrijednosti imaju
algebarsku kratnost 2.

Rješenje: a “ 0, b “ ´1.

Zadataka 6. Neka je A linearan operator sa spektrom t´4,´1, 4, 6u. Odredite sve λ P Z takve da je
operator A2 ´ λ2I singularan.

Rješenje:λ P t´6,´4,´1, 1, 4, 6u

Zadatak 7. Neka je A P LpC4q (nad poljem C) zadan matricom (u nekoj bazi pfq)

Apfq “

¨

˚

˚

˝

3 ´1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 ´3
4 ´1 3 ´1

˛

‹

‹

‚

.

Odredite minimalni polinom od A, zatim odredite karakteristični polinom od A i ispitajte je li operator
A dijagonalizabilan. Nadalje, izračunajte A2008 ´ 4A2007 ` 4A2006 ` I.

Rješenje: µApλq “ pλ ´ 2q2, kApλq “ pλ ´ 2q4, A nije dijagonalizabilan, A2008 ´ 4A2007 ` 4A2006 ` I “ I.
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