GLATKE | RIEMANNOVE MNOGOSTRUKOSTI

Zeljka Milin-Sipu§, Pavle Pand¥ié¢ i Juraj Siftar

Drugi dio standardnog poslijediplomskog kolegija Geometrija i
topologija. Izvodi se u ljetnom semestru (30 sati predavanja).



Motivacija

Tangencijalni vektori omogucuju bez-koordinatnu interpretaciju
derivacije krivulje, tangencijalni kovektori omogucuju
bez-koordinatnu interpretaciju derivacije realne funkcije na
mnogostrukosti.



Motivacija

Tangencijalni vektori omogucuju bez-koordinatnu interpretaciju
derivacije krivulje, tangencijalni kovektori omogucuju
bez-koordinatnu interpretaciju derivacije realne funkcije na
mnogostrukosti.

Integracija. Kovektori vode do diferencijalnih formi, a one se mogu
Integrirati po izvjesnim podmnogostrukostima.



Dualni vektorski prostor

Neka je V (realni) vektorski prostor, dimV < oo, V* dualni prostor
od V, tj. prostor svih linearnih funkcionala na V

V¥ ={f:V — R| f linearan}.



Dualni vektorski prostor

Neka je V (realni) vektorski prostor, dimV < oo, V* dualni prostor
od V, tj. prostor svih linearnih funkcionala na V

V¥ ={f:V — R| f linearan}.

V* je vektorski prostor uz uobicajene operacije zbrajanja funkcija i
mnoZenja funkcija skalarom. Njegove elemente zovemo kovektori.
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Dualni vektorski prostor

J

Dualna baza za V*: neka je (e1,...,€e,) baza za V.

Definiramo kovektore (e;, ..., e;) djelovanjem na bazi

/

e; () = 0jj.

Kovektori (e, ..., e}) ¢ine bazu od V* koju nazivamo dualnom
bazom baze (e1,...,e,).

Odatle slijedi dimV* =dimV < oc.

Pigemo ef = ¢'.
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Neka je (e1,...,e,) standardna baza za R".



Primjer

Neka je (e1,...,e,) standardna baza za R".
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Primjer

Neka je (e1,...,e,) standardna baza za R".

Oznat¢imo sa (€, ..., €") dualnu bazu (standardna baza za V*).

J

Za vektor ve R", v =) . v'e;, vrijedi

e(v) =V



Matri&ni prikaz kovektora (= linearnih operatora : V — R) je
(1, n) matrica (matrica redak).



Matri&ni prikaz kovektora (= linearnih operatora : V — R) je
(1, n) matrica (matrica redak).

Pisemo
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é(X) =X/,

Ako je w € V* po volji odabrani kovektor, w = >_jwj€, tada je
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Opcenito, ako je V' vektorski prostor, (e;) baza za V, (€¢) dualna
baza, X € V, X = ). X'e;, tada je

é(X) =X/,

Ako je w € V* po volji odabrani kovektor, w = - w;é, tada je

wj = w(ej).

Odavde _
w(X) =) wiX/.
j



Neka su V', W vektorski prostori, A: V — W linearni operator.
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Neka su V', W vektorski prostori, A: V — W linearni operator.

Definiramo preslikavanje
AW — V"

A*(w)(X) = w(AX), we W*, XeV.

Preslikavanje A* je linearni operator kojeg nazivamo dualni
(transponirani) operator.



Dualni operator ima sljedeca svojstva:



Dualni operator ima sljedeca svojstva:

1. (Ao B)* = B*o A"



Dualni operator ima sljedeca svojstva:
1. (Ao B)* = B* o A*

2. (ldy)* : V* — V* je identiteta na V*.



Drugi dual V** := (V*)* 2 V, itd.



Drugi dual V** := (V*)* 2 V, itd.

Postoji prirodni izomorfizam vektorskih prostora V i V**: vektoru
X € V pridruZen je linearni funkcional £(X) : V* — R
(&£(X) € V**) definiran sa

E(X)(w) =w(X), we V™



Propozicija
Ako je dmV < oo, tada je preslikavanje & : V — V** izomorfizam.



Propozicija
Ako je dmV < oo, tada je preslikavanje & : V — V** izomorfizam.

Definiramo sparivanje vektora i kovektora: (w, X) = w(X) ili
&(X)(w) (simetri¢na notacija).
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Tangencijalni kovektori na mnogostrukosti

Neka je M glatka mnogostrukost, T,M tangencijalni prostor u
pe M.

Kotangencijalni prostor u p € M je

ToM = (T,M)".

Elementi od T M nazivaju se tangencijalni kovektori u p.



Koordinatni prikaz tangencijalnih kovektora
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Neka je (U, (x')) koordinatna karta na M, (?Lo) standardna
X
baza za tangencijalni prostor.
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Koordinatni prikaz tangencijalnih kovektora

: : . 0
Neka je (U, (x')) koordinatna karta na M, (?Lo) standardna
X
baza za tangencijalni prostor.

Oznatimo dualnu bazu (\'|,).
Zawe TiM, w=3,wiX|, vrijedi

0
).

wi = w(



Promjena koordinata

Neka su (%/) druge lokalne koordinate oko toZke p, (\|,) dualna

baza za (852" p).



Promjena koordinata

Neka su (%/) druge lokalne koordinate oko toZke p, (\|,) dualna

baza za (852" p).

Odredimo koordinate kovektora w s obzirom na obje baze.



Za tangencijalne vektore vrijedi (lan¢ano pravilo)

a| - aszf()al
Ox1 P~ 2 Gy P gzl

J

(1)



Za tangencijalne vektore vrijedi (lan¢ano pravilo)

a| - aszf()al
Ox1 P~ 2 Gy P gzl

J

Za kovektor w vrijedi

W= Zw,-/\f\p = Z&jj\j|p.
i J

(1)



Za tangencijalne vektore vrijedi (lan¢ano pravilo)

0 ox! 0
8X,'|P _ : 8X’(p)8;@'|p (]‘)

J

Za kovektor w vrijedi

W= Zw,-/\f\p = Z&jj\j|p.
i J

Slijedi da je

ox! 0 @

s =wlzale) = 2w (5P gl ) = 3 55015
J J



Transformacija koordinata tangencijalnih vektora

ox!

%oy X
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(p)X'




Transformacija koordinata tangencijalnih vektora

ox!

X = _
I_ ox!

(p)X'

Transformacija koordinata tangencijalnih kovektora

ox
“re , ax"(p)wj
J




Transformacija (1) direktno slijedi iz lan¢anog pravila, te se smatra
fundamentalnom.
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Uocimo transformacije (2) i (3).

Tangencijalne kovektore nazivamo kovarijantnima jer se njihove
komponente transformiraju na isti nacin kao u transformaciji (1)
(mnoZenjem Jacobijeve matrice s “novim koordinatama” da bi se
dobilo “stare koordinate™).



Transformacija (1) direktno slijedi iz lananog pravila, te se smatra
fundamentalnom.
Uocimo transformacije (2) i (3).

Tangencijalne kovektore nazivamo kovarijantnima jer se njihove
komponente transformiraju na isti nacin kao u transformaciji (1)
(mnoZenjem Jacobijeve matrice s “novim koordinatama” da bi se
dobilo “stare koordinate™).

Tangencijalne vektore nazivamo kontravarijantnima.



Kotangencijalni svezanj kao glatka mnogostrukost |
vektorski svezanj

Disjunktna unija
T"M = H TM
peEM

naziva se kotangencijalni sveZanj od M.



Kotangencijalni svezanj kao glatka mnogostrukost |
vektorski svezanj

Disjunktna unija
T"M = H TM
peEM

naziva se kotangencijalni sveZanj od M.

Prirodna projekcija m: T*M — M preslikava w € T;M u p € M.



Kotangencijalni svezanj kao glatka mnogostrukost |
vektorski svezanj

Disjunktna unija
T"M = H TM
peEM

naziva se kotangencijalni sveZanj od M.

Prirodna projekcija m: T*M — M preslikava w € T;M u p € M.

Za glatke lokalne koordinate (U, (x')), baza od T*M dualna bazi
(% p) je (Np).



Kotangencijalni svezanj kao glatka mnogostrukost |
vektorski svezanj

Disjunktna unija
T"M = H TM
peEM

naziva se kotangencijalni sveZanj od M.
Prirodna projekcija m: T*M — M preslikava w € T;M u p € M.

Za glatke lokalne koordinate (U, (x')), baza od T*M dualna bazi
(% p) je (Np).

Definirana su preslikavanja \!, ..., A" U — T*M koja se nazivaju

koordinatna kovektorska polja.



Propozicija

Neka je M glatka mnogostrukost, T*M kotangencijalni sveZanj od
M.



Propozicija
Neka je M glatka mnogostrukost, T*M kotangencijalni sveZanj od
M.

Uz standardnu projekciju i prirodnu strukturu vektorskog prostora
na svakom vlaknu, T*M ima jedinstvenu strukturu glatke
mnogostrukosti uz koju postaje vektorski svezanj nad M za koji su
sva koordinatna kovektorska polja glatki lokalni prerezi.



Dokaz

Neka je (U, ¢) glatka koordinatna karta na M,
o(p) = ((p), ... x"(p).



Dokaz

Neka je (U, ¢) glatka koordinatna karta na M,
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G (U) — R



Dokaz

Neka je (U, ¢) glatka koordinatna karta na M,
o(p) = ((p), ... x"(p).

Koordinatnu kartu na T*M definiramo kao (7~ 1(U), ), gdje je
G (U) — R

Te se koordinate nazivaju standardnim lokalnim koordinatama na
T*M.



Dokaz-nastavak

Funkcija prijelaza: Neka su (U, o) i (V,¢) dvije glatke karte za M,
(ﬂ-_l(U)a(;é)! ('N_l(\/)?ep) odgovarajuce karte od T*M.



Dokaz-nastavak

Funkcija prijelaza: Neka su (U, o) i (V,¢) dvije glatke karte za M,
(’?T_l(U)aS»B): (7?_1(\/)?7,/)) odgovarajuce karte od T*M.

Tada je

glatko preslikavanje.



Dokaz-nastavak

Lokalna trivijalizacija: ¢ : 7=1(U) — U x R”"

CD(Z w,-)\f\p) = (p, (w1,...,wn)).



Dokaz-nastavak

Preslikavanje @ je ocito linearno na vlaknima i vrijedi m; o ® = .



Dokaz-nastavak

Preslikavanje @ je ocito linearno na vlaknima i vrijedi m; o ® = .

Uocimo da je kompozicija
Y U) = U x R" = p(U) x R”

jednaka koordinatnom preslikavanju @.



Definicija
Prerez sveZnja T*M naziva se kovektorskim poljem ili
diferencijalnom 1-formom.



Definicija
Prerez sveZnja T*M naziva se kovektorskim poljem ili
diferencijalnom 1-formom.

Neka je w kovektorsko polje. Pisemo wp, = w(p).



U lokalnim koordinatama na U C M, kovektorsko polje w ima
prikaz preko koordinatnih kovektorskih polja (') kao

w = E Wi,
;.

gdje su w; : U — R koordinatne (komponentne) funkcije.



U lokalnim koordinatama na U C M, kovektorsko polje w ima
prikaz preko koordinatnih kovektorskih polja (') kao

w = E Wi,
;.

gdje su w; : U — R koordinatne (komponentne) funkcije.

() =wp (le)

Za njih vrijedi



Propozicija (Kriterij za glatka kovektorska polja)
Neka je M glatka mnogostrukost, w : M — T*M kovektorsko
polje.
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polje.

1. Akojew =), wi\' u nekoj glatkoj koordinatnoj karti od M,
tada je w glatko polje ako i samo ako su njegove koordinatne
funkcije w; glatke.



Propozicija (Kriterij za glatka kovektorska polja)
Neka je M glatka mnogostrukost, w : M — T*M kovektorsko
polje.

1. Akojew =), wi\' u nekoj glatkoj koordinatnoj karti od M,
tada je w glatko polje ako i samo ako su njegove koordinatne
funkcije w; glatke.

2. w Je glatko ako | samo ako je za svako glatko vektorsko polje
X na otvorenom podskupu U C M, funkcija (w, X) definirana
sa

(w, X)(p) = (wp, Xp) = wp(Xp)
glatka.



Lokalni koreper je uredjena n-torka (el ..., €") kovektorskih polja

/ !

definiranih na nekom otvorenom podskupu U C M takvih da (€'|,)
¢ine bazu za T;‘M, p e M.



Lokalni koreper je uredjena n-torka (el,...,€") kovektorskih polja
definiranih na nekom otvorenom podskupu U C M takvih da (€'|,)

¢ine bazu za T;‘M, p e M.

Ako je U = M, tada govorimo o globalnom koreperu.



Ako je (E;) lokalni reper za TM nad U, tada je jedinstveno
odredjen lokalni koreper (€¢') koji zadovoljava

é () = ol.



Ako je (E;) lokalni reper za TM nad U, tada je jedinstveno
odredjen lokalni koreper (€¢') koji zadovoljava

é () = ol.

Taj se koreper naziva dualnim koreperom danog repera.



Ako je (E;) lokalni reper za TM nad U, tada je jedinstveno
odredjen lokalni koreper (€¢') koji zadovoljava

é () = ol.

Taj se koreper naziva dualnim koreperom danog repera.

Dualni koreper je glatki koreper, ako je (E;) glatki reper (slijedi iz
drugog dijela propozicije).



Primjerice, u danoj koordinatnoj karti, koordinatna kovektorska
polja (\') &ine glatki lokalni koreper, koji nazivamo standardnim
koreperom.



Primjerice, u danoj koordinatnoj karti, koordinatna kovektorska
polja (\') &ine glatki lokalni koreper, koji nazivamo standardnim
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Oznadimo sa 7*M skup svih glatkih kovektorskih polja na M.



Primjerice, u danoj koordinatnoj karti, koordinatna kovektorska
polja (\') &ine glatki lokalni koreper, koji nazivamo standardnim
koreperom.

Oznadimo sa 7*M skup svih glatkih kovektorskih polja na M.

Uz uobicajene operacije, 7*M je realan vektorski prostor.



Kovektorska polja mozemo i mnoziti glatkim realnim funkcijama:
za f € C*®(M) i w € T*M kovektorsko polje fw definirano je s

(fw)p = f(p)wp.



Kovektorska polja mozemo i mnoziti glatkim realnim funkcijama:
za f € C*®(M) i w € T*M kovektorsko polje fw definirano je s

(fw)p = f(p)wp.

Time 7*M postaje modul nad C*°(M).



Diferencijal funkcije

Primjer. Neka je f : R> = R, f(x,y) = x°.
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Diferencijal funkcije

Primjer. Neka je f : R> = R, f(x,y) = x°.

Definiramo vektorsko polje

of 0 :2X3

X =gradf = ,_ Ox' Ox! Ox

Ovakva definicija gradijenta nije neovisna o koordinatama, u
polarnim koordinatama (r, ¢) na R?, X nije jednako

of 0 N of 0
ordr  dpdyp’




Diferencijal funkcije

Primjer. Neka je f : R> = R, f(x,y) = x°.

Definiramo vektorsko polje

of 0 :2X3

,_ Ox' Ox' Ox’

X =gradf =

Ovakva definicija gradijenta nije neovisna o koordinatama, u
polarnim koordinatama (r, ¢) na R?, X nije jednako

of 0 N of 0
ordr  dpdyp’

Zadatak: izrazite X u polarnim koordinatama.



Diferencijal funkcije

Definicija
Neka je f glatka realna funkcija na glatkoj mnogostrukosti M.



Diferencijal funkcije

Definicija
Neka je f glatka realna funkcija na glatkoj mnogostrukosti M.

Kovektorsko polje df definirano s
dfp(Xp) = Xp(f), Xp € TpoM

naziva se diferencijalom funkcije f.



Diferencijal funkcije

Definicija
Neka je f glatka realna funkcija na glatkoj mnogostrukosti M.

Kovektorsko polje df definirano s
dfp(Xp) = Xp(f), Xp € TpoM

naziva se diferencijalom funkcije f.

Propozicija
Diferencijal glatke funkcije je glatko kovektorsko polje.



Dokaz. Ocito df,(X),) ovisi linearno o X,.



Dokaz. Ocito df,(X),) ovisi linearno o X,.

Nadalje, koriste¢i Propoziciju 1.4 zaklju¢ujemo da je df glatko

polje, jer je funkcija
(df, X) = Xf

glatka.



Koordinatni prikaz diferencijala funkcije

Neka su (U, (x')) glatke koordinate na M, (\') koordinatni
koreper.



Koordinatni prikaz diferencijala funkcije

Neka su (U, (x')) glatke koordinate na M, (\') koordinatni
koreper.

Tada je
df, = ZA N,
gdje su A; : U — R funkcije za koje vrijedi

0 of
8X" | ) 8X" ‘Pf ax,' (P)

Ai(p) = dfy(



Koordinatni prikaz diferencijala funkcije

Neka su (U, (x')) glatke koordinate na M, (\') koordinatni
koreper.

Tada je
df, = ZA N,
gdje su A; : U — R funkcije za koje vrijedi

0 of
8X" | ) 8X" ‘Pf ax,' (P)

Ai(p) = dfy(

Dakle je



Vidimo da su koordinatne funkcije od df s obzirom na po volji
odabranu koordinatnu kartu parcijalne derivacije od f s obzirom na
koordinate.



Vidimo da su koordinatne funkcije od df s obzirom na po volji

odabranu koordinatnu kartu parcijalne derivacije od f s obzirom na
koordinate.

/bog toga, df smatramo analogonom klasi¢nog gradijenta.



Koordinatni prikaz diferencijala funkcije x/

Primijenimo prethodno na koordinatne funkcije x’,

X(xt,....x")=x/, j=1,...,n.



Koordinatni prikaz diferencijala funkcije x/

Primijenimo prethodno na koordinatne funkcije x’,
X(xt,....x")=x/, j=1,...,n.

Dobivamo '
d< : U —=R

. O/ ; .
dxj‘p = %(P))\ |p = /\J|p‘
-



Zakljutak: Koordinatni koreper je (dx’).



Zakljutak: Koordinatni koreper je (dx’).

Prema tome

of

df, = o

(P)dxqp




Zakljutak: Koordinatni koreper je (dx’).

Prema tome

of ;
dfp - : aX,‘ (p)dx |P
odnosno o
df = —.dXi.

Ox!

i



Primjer

Diferencijal funkcije f(x,y) : R? = R, f(x,y) = x?y cosx dan je s

df = (2xy cos x — x2y sin x)dx + x? cos xdy .



Propozicija (Svojstva diferencijala)
Neka je M glatka mnogostrukost, f,g € C*°(M). Tada je
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1. d(af + bg) = adf + bdg, a,beR
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Neka je M glatka mnogostrukost, f,g € C*°(M). Tada je

1. d(af + bg) = adf + bdg, a,beR
2. d(fg) = fdg + g df



Propozicija (Svojstva diferencijala)
Neka je M glatka mnogostrukost, f,g € C*°(M). Tada je

1. d(af + bg) = adf + bdg, a,beR
2. d(fg) = fdg + g df

3. d(f/g) =(gdf —fdg)/g*, g#0



Propozicija (Svojstva diferencijala)
Neka je M glatka mnogostrukost, f,g € C*°(M). Tada je

1. d(af + bg) = adf + bdg, a,beR
2. d(fg) = fdg + g df
flg)=(gdf —fdg)/g?, g #0

4. d(hof)= (W of)df, gdiejeh:J—R,ImfCJ



Propozicija (Svojstva diferencijala)
Neka je M glatka mnogostrukost, f,g € C*°(M). Tada je

1.
2.

d(af + bg) = adf + bdg, a, b€ R
d(fg) = f dg + g df

d(f/g) = (g df — fdg)/g* g#0

d(hof)= (W of)df, gdiejeh:J—R,ImfCJ

Ako je f konstantna funkcija, tada je df = 0.



Propozicija
Neka je M glatka mnogostrukost, f € C*°(M).



Propozicija
Neka je M glatka mnogostrukost, f € C*°(M).

Tada je df = 0 ako i samo ako je f konstantna na svakoj
komponenti povezanosti od M.



Propozicija
Neka je M glatka mnogostrukost, f € C*°(M).

Tada je df = 0 ako i samo ako je f konstantna na svakoj
komponenti povezanosti od M.

Interpretacija. Linearni funkcional df, je najbolja aproksimacija
od Af oko p, gdje je Af =f(p+v)— f(p).



Propozicija
Neka je M glatka mnogostrukost, f € C*°(M).

Tada je df = 0 ako i samo ako je f konstantna na svakoj
komponenti povezanosti od M.

Interpretacija. Linearni funkcional df, je najbolja aproksimacija
od Af oko p, gdje je Af =f(p+v)— f(p).

Zaista,

OF = Of
Af = - W(P)V = : %(p)dx p(v) = dfp(v).

!



Propozicija

Neka je M glatka mnogostrukost, ¢ : | — M glatka krivulja,
feC>®M).



Propozicija

Neka je M glatka mnogostrukost, ¢ : | — M glatka krivulja,
feC>®M).

Derivacija glatke funkcije f oc: | — R je dana s

(foc)(t) = dfe(r)(c'(2)).



Propozicija

Neka je M glatka mnogostrukost, ¢ : | — M glatka krivulja,
feC>®M).

Derivacija glatke funkcije f oc: | — R je dana s

(foc)(t) = dfe(r)(c'(2)).

Dokaz.

d

() (€/(10)) = ¢/(10)F = (cs S ]a)F = < lu(F0.€) = (F o c) (1)

[



Napomena

Za f : M — R definirali smo linearna preslikavanja

fo : TpM — Tf(p)R

df,: T,M — R.



Napomena

Za f : M — R definirali smo linearna preslikavanja

fo : TpM — Tf(p)R

df : T,M — R.

Njihovi matri¢ni prikazi u standardnim bazama su matrice retci
parcijalnih derivacija funkcije f.



Povlak
Neka je F : M — N glatko preslikavanje, i neka je za p € M

Fi: TPM — TF(p)N

push-forward preslikavanja F.
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Povlak
Neka je F : M — N glatko preslikavanje, i neka je za p € M

Fi: TpM — TF(p)N

push-forward preslikavanja F.

Povlak (pullback) je dualno preslikavanje

Pisemo

Djelovanje: w € T;_'i(p)N, XeT,M

(F*w)(X) = w(FX).



Pokazat ¢emo da je povlak glatkog kovektorskog polja ponovno
glatko kovektorsko polje.



Pokazat ¢emo da je povlak glatkog kovektorskog polja ponovno
glatko kovektorsko polje.

Neka je G : M — N glatko preslikavanje, w glatko kovektorsko
polje na \V.



Pokazat ¢emo da je povlak glatkog kovektorskog polja ponovno
glatko kovektorsko polje.

Neka je G : M — N glatko preslikavanje, w glatko kovektorsko
polje na \V.

Definiramo G*w na M kao

(6"w)p = G (we(p):



Pokazat ¢emo da je povlak glatkog kovektorskog polja ponovno
glatko kovektorsko polje.

Neka je G : M — N glatko preslikavanje, w glatko kovektorsko
polje na \V.

Definiramo G*w na M kao

(6"w)p = G (we(p):

Uocimo da je, za razliku od push-outa vektorskih polja, povlak
kovektorskog polja uvijek dobro definiran.



Pokazat ¢emo da je povlak glatkog kovektorskog polja ponovno
glatko kovektorsko polje.

Neka je G : M — N glatko preslikavanje, w glatko kovektorsko
polje na \V.

Definiramo G*w na M kao

(6"w)p = G (we(p):

Uocimo da je, za razliku od push-outa vektorskih polja, povlak
kovektorskog polja uvijek dobro definiran.

Treba dokazati da je na taj nadin definirano glatko kovektorsko
polje (Propozicija 1.11).



Lema
Neka je G : M — N glatko preslikavanje, f € C>*(N), w € T*(N).



Lema
Neka je G : M — N glatko preslikavanje, f € C>*(N), w € T*(N).

Tada je
G*df = d(f o G),

G*(fw) = (f o G)G w.
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G*(fw) = (f o G)G w.

(Definiramo G*(f) =f o G.)



Lema
Neka je G : M — N glatko preslikavanje, f € C>*(N), w € T*(N).

Tada je
G*df = d(f o G),

G*(fw) = (f o G)G w.
(Definiramo G*(f) =f o G.)

Propozicija
Neka je G : M — N glatko preslikavanje, w € T*(N).



Lema
Neka je G : M — N glatko preslikavanje, f € C>*(N), w € T*(N).

Tada je
G*df = d(f o G),

G*(fw) = (f o G)G w.

(Definiramo G*(f) =f o G.)

Propozicija
Neka je G : M — N glatko preslikavanje, w € T*(N).

Tada je G*w glatko kovektorsko polje na M.



Dokaz. Neka je p € M, (x') glatke koordinate u okolini p, (y')
glatke koordinate u okolini G(p).



Dokaz. Neka je p € M, (x') glatke koordinate u okolini p, (y')
glatke koordinate u okolini G(p).

Koordinatni zapis kovektorskog polja w je

w = ijdyj.
T



Dokaz. Neka je p € M, (x') glatke koordinate u okolini p, (y')
glatke koordinate u okolini G(p).

Koordinatni zapis kovektorskog polja w je

w = ijdyj.
T

Koriste¢i lemu dvaput, dobivamo

G'w = G*(Z widy!) = Z(wjo G)G*dy = Z(wjo G)d(y’ o G).

J J

Odavde slijedi tvrdnja. ]



Racunanje povlaka u koordinatama

G*w = Z G*(wjdy’) = Z(Wjo G)d(y/ o G) = Z(Wj 0 G)d(G’),

J

gdje je G’ j-ta koordinatna funkcija od G u danim koordinatama.



Racunanje povlaka u koordinatama

J J

G*w = Z G*(wjdy’) = Z(Wjo G)d(y/ o G) = Z(Wj 0 G)d(G’),

gdje je G’ j-ta koordinatna funkcija od G u danim koordinatama.

Primjer. G : R® = R? G(x,y,z) = (x°y,ysinz) = (u,v),
w € T*(R?)
w = udv + vdu.



Racunanje povlaka u koordinatama

G*w = Z G*(wjdy’) = Z(Wjo G)d(y/ o G) = Z(Wj 0 G)d(G’),

J

gdje je G’ j-ta koordinatna funkcija od G u danim koordinatama.

Primjer. G : R® = R? G(x,y,z) = (x°y,ysinz) = (u,v),
w € T*(R?)
w = udv + vdu.
Povlak od w po G dan je sa
G'w=(uoG)d(voG)+ (voG)d(uoG)

— 2xy? sin zdx + 2x°y sin zdy + x°y? cos zdz.



Linijski integral

Primjer. Linijski integral kovektorskog polja w na [a, b] C R.



Linijski integral

Primjer. Linijski integral kovektorskog polja w na [a, b] C R.

Neka je w = f(t)dt, t standardna koordinata na R, f : [a,b] = R
glatka funkcija.



Linijski integral

Primjer. Linijski integral kovektorskog polja w na [a, b] C R.

Neka je w = f(t)dt, t standardna koordinata na R, f : [a,b] = R

glatka funkcija.
b
/ w—/ f(t)dt.
[a,b] a
Propozicija

Neka je w glatko kovektorsko polje na [a, b]| C R, ¢ : [c,d] — [a, b]
rastuéi difeomorfizam.

Definiramo



Linijski integral

Primjer. Linijski integral kovektorskog polja w na [a, b] C R.

Neka je w = f(t)dt, t standardna koordinata na R, f : [a,b] = R

glatka funkcija.
b
/ w—/ f(t)dt.
[a,b] a
Propozicija

Neka je w glatko kovektorsko polje na [a, b]| C R, ¢ : [c,d] — [a, b]

rastuéi difeomorfizam.
/ 0w = / w.
[c,d] [a,b]

Definiramo

Tada je



Dokaz. Neka je s standardna koordinata na [c, d], tada je
koordinatni prikaz povlaka ¢*w jednak (¢*w)s = f(@(s))¢'(s).



Dokaz. Neka je s standardna koordinata na [c, d], tada je
koordinatni prikaz povlaka ¢*w jednak (¢*w)s = f(@(s))¢'(s).

Sada iskoristimo formulu za zamjenu varijabli u obi¢nom integralu.
]



Neka je ¢ : [a, b] — M glatka krivulja (smooth curve segment —
ima glatko prosirenje na otvoren interval koji sadrZi [a, b]), w
glatko kovektorsko polje na glatkoj mnogostrukosti M.



Neka je ¢ : [a, b] — M glatka krivulja (smooth curve segment —
ima glatko prosirenje na otvoren interval koji sadrZi [a, b]), w
glatko kovektorsko polje na glatkoj mnogostrukosti M.

Linijski integral od w duZ c je realan broj

/w —/ crw.
c [a,b]



Propozicija
Neka je c : [a, b] — M (po dijelovima) glatka krivulja.



Propozicija
Neka je c : [a, b] — M (po dijelovima) glatka krivulja.

[o= [ wuorcena

Tada je



Primjer. Neka je M = R?\ {0},

xdy — ydx
x2 4y

w:



Primjer. Neka je M = R?\ {0},

xdy — ydx
X2 + y2 ’

w:

Neka je ¢ : [0,27] — M krivulja

c(t) = (cos t,sin t).



Primjer. Neka je M = R?\ {0},

xdy — ydx
X2 + y2 ’

w:

Neka je ¢ : [0,27] — M krivulja

c(t) = (cos t,sin t).

Tada je

cos t(cos tdt) — sin t(— sin tdt 2w
[um [ ettt snsne) [y o
Jc J[0,27] sin“t+cos<t Jo




Teorem (Fundamentalni teorem za linijske integrale)

Neka je M glatka mnogostrukost, f : M — R glatka funkcija,
c : [a, b] = M (po dijelovima) glatka krivulja.



Teorem (Fundamentalni teorem za linijske integrale)

Neka je M glatka mnogostrukost, f : M — R glatka funkcija,
c : [a, b] = M (po dijelovima) glatka krivulja.

Tada je

/df = f(c(b)) — f(c(a)).

C



Definicija
Glatko kovektorsko polje w je egzaktno na M ako postoji funkcija
f e C°(M) takva da je w = df.



Definicija
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f e C°(M) takva da je w = df.

Funkcija f naziva se potencijalom od w.



Definicija
Glatko kovektorsko polje w je egzaktno na M ako postoji funkcija
f e C°(M) takva da je w = df.

Funkcija f naziva se potencijalom od w.

Glatko kovektorsko polje w je konzervativno ako je linijski integral
od w po bilo kojoj zatvorenoj po dijelovima glatkoj krivulji jednak 0.



Teorem
Glatko kovektorsko polje je konzervativno ako i samo ako je
egzaktno.



Teorem
Glatko kovektorsko polje je konzervativno ako i samo ako je
egzaktno.

Primjer. Kovektorsko polje na M = R?\ {0}

~ xdy — ydx
o x2 + y2

nije egzaktno jer nije konzervativno.



Neka je f potencijal kovektorskog polja w (dakle, w je egzaktno),
(U, (x")) koordinatna karta na M.



Neka je f potencijal kovektorskog polja w (dakle, w je egzaktno),
(U, (x")) koordinatna karta na M.

Za glatku funkciju f vrijedi

0*f B 0°f
Ox'Ox)  OxiOx'’




Neka je f potencijal kovektorskog polja w (dakle, w je egzaktno),
(U, (x")) koordinatna karta na M.

Za glatku funkciju f vrijedi

0*f B 0°f
Ox'Ox)  OxiOx'’

: of
Ako pisemo w = > . wjdx’, tada uvjet w = df povlali w; = pwt te
X
iz prethodnog slijedi
8wj . 8(,0,' (4)
Ox Oxd’




Definicija
Glatko kovektorsko polje w je zatvoreno na M ako komponente od
w u svakoj glatkoj karti zadovoljavaju (4).



Definicija
Glatko kovektorsko polje w je zatvoreno na M ako komponente od
w u svakoj glatkoj karti zadovoljavaju (4).

Lema
Svako egzaktno kovektorsko polje je zatvoreno.



Uocimo: Uvjet (4) nije potrebno provjeriti u svakoj koordinatnoj
karti, nego za familiju karata koje pokrivaju M:



Uocimo: Uvjet (4) nije potrebno provjeriti u svakoj koordinatnoj
karti, nego za familiju karata koje pokrivaju M:

Propozicija
Neka je w glatko kovektorsko polje. Ako w zadovoljava (4) u nekoj
koordinatnoj karti oko svake tocke, tada je w zatvoreno polje.



Uocimo: Uvjet (4) nije potrebno provjeriti u svakoj koordinatnoj
karti, nego za familiju karata koje pokrivaju M:

Propozicija
Neka je w glatko kovektorsko polje. Ako w zadovoljava (4) u nekoj
koordinatnoj karti oko svake tocke, tada je w zatvoreno polje.

Propozicija
Neka je G : M — N lokalni difeomoerfizam.



Uocimo: Uvjet (4) nije potrebno provjeriti u svakoj koordinatnoj
karti, nego za familiju karata koje pokrivaju M:

Propozicija
Neka je w glatko kovektorsko polje. Ako w zadovoljava (4) u nekoj
koordinatnoj karti oko svake tocke, tada je w zatvoreno polje.

Propozicija
Neka je G : M — N lokalni difeomoerfizam.
Tada povlak G* : T*(N) — T*(M) preslikava zatvorena

kovektorska polja u zatvorena kovektorska polja, egzaktna
kovektorska polja u egzaktna kovektorska polja.



Primjer. Kovektorsko polje
w = y cos xydx + x cos xydy

je zatvoreno. Ono je $tovise egzaktno, jer w = d(sin xy).



Primjer. Kovektorsko polje
w = y cos xydx + x cos xydy

je zatvoreno. Ono je $tovise egzaktno, jer w = d(sin xy).

Kovektorsko polje
W = X COS xydx + y cos xydy

nije zatvoreno, pa nije ni egzaktno.



Za podskup U C R" kaZemo da je zvjezdast, ako postoji tocka
c € U takva da je za svaku to¢ku x € U duZina od ¢ do x cijela
sadrZzana u U,



Za podskup U C R" kaZemo da je zvjezdast, ako postoji tocka
c € U takva da je za svaku to¢ku x € U duZina od ¢ do x cijela
sadrZzana u U,

Primjer. Pokazali smo da je kovektorsko polje

~ xdy — ydx
X2 + y2

zatvoreno, ali da nije egzaktno na R?\ {0}.



Za podskup U C R" kaZemo da je zvjezdast, ako postoji tocka
c € U takva da je za svaku to¢ku x € U duZina od ¢ do x cijela
sadrZzana u U,

Primjer. Pokazali smo da je kovektorsko polje

~ xdy — ydx
X2 + y2

zatvoreno, ali da nije egzaktno na R?\ {0}.
Ako se restringiramo na desnu poluravninu

U= {(x,y) € R?: x > 0}, tada vrijedi

W= d(a,rctgz).
X



Propozicija
Ako je U zvjezdasti otvoren podskup od R", tada je svako
zatvoreno kovektorsko polje na U egzaktno.



Propozicija
Ako je U zvjezdasti otvoren podskup od R", tada je svako
zatvoreno kovektorsko polje na U egzaktno.

Korolar

Neka je w zatvoreno kovektorsko polje na glatkoj mnogostrukosti
M.



Propozicija
Ako je U zvjezdasti otvoren podskup od R", tada je svako
zatvoreno kovektorsko polje na U egzaktno.

Korolar

Neka je w zatvoreno kovektorsko polje na glatkoj mnogostrukosti
M.

Tada za svaki p € M postoji okolina na kojoj je w egzaktno.



Napomena. Uolimo da &injenica je li zadano zatvoreno
kovektorsko polje egzaktno, ovisi o obliku podrucja na kojem je
polje zadano.



Napomena. Uolimo da &injenica je li zadano zatvoreno
kovektorsko polje egzaktno, ovisi o obliku podrucja na kojem je
polje zadano.

De Rhamova kohomologija povezuje glatku strukturu
mnogostrukosti i1 njenu topologiju.



Napomena. Uolimo da &injenica je li zadano zatvoreno
kovektorsko polje egzaktno, ovisi o obliku podrucja na kojem je
polje zadano.

De Rhamova kohomologija povezuje glatku strukturu
mnogostrukosti i1 njenu topologiju.

Kovektorsko polje = 1—(diferencijalna) forma. Definirat ¢emo
k—(diferencijalne) forme (LAX(M)) i diferencijalni operator
d: AK(M) — A1 (M) koji zadovoljava d(dw) = 0.



Napomena. Uolimo da &injenica je li zadano zatvoreno
kovektorsko polje egzaktno, ovisi o obliku podrucja na kojem je
polje zadano.

De Rhamova kohomologija povezuje glatku strukturu
mnogostrukosti i1 njenu topologiju.

Kovektorsko polje = 1—(diferencijalna) forma. Definirat ¢emo
k—(diferencijalne) forme (LAX(M)) i diferencijalni operator
d: AK(M) — A1 (M) koji zadovoljava d(dw) = 0.

Nuzan uvjet da bi glatka k-forma w bila jednaka dn, za neku
(k — 1)—formu n, glasi dw = 0.



Kako je d : AX(M) — AKT1(M) linearni operator, definiramo
potprostore

ZP(M) = Ker(d : AP(M) — APTH(M))

BP(M) = Im(d : AP"H(M) — AP(M)).
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potprostore
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BP(M) = Im(d : AP"H(M) — AP(M)).

Prostor ZP(M) je prostor zatvorenih p-formi na M, BP(M)
egzaktnih.



Kako je d : AX(M) — AKT1(M) linearni operator, definiramo
potprostore

ZP(M) = Ker(d : AP(M) — APTH(M))

BP(M) = Im(d : AP"H(M) — AP(M)).

Prostor ZP(M) je prostor zatvorenih p-formi na M, BP(M)
egzaktnih.
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Kako je d : AX(M) — AKT1(M) linearni operator, definiramo
potprostore

ZP(M) = Ker(d : AP(M) — APTH(M))

BP(M) = Im(d : AP"H(M) — AP(M)).

Prostor ZP(M) je prostor zatvorenih p-formi na M, BP(M)
egzaktnih.

Vrijedi BP(M) C ZP(M).

p-ta grupa de Rhamove kohomologije je kvocijentni vektorski
prostor
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