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~Matematicar, kao slikar ili pjesnik, stvara uzorke.
Ako su njegovi uzorci postojaniji, to je zato Sto su
stvoreni idejama”

G. H. Hardy
A Mathematician’s Apology

Mnogi kazu da je jako tesko opisati sto se dogada dok rjesavamo probleme i da je zato
nemoguce dati upute i napisati knjigu o tome. Ipak, pred vama je tekst u kojem se nastoji
analizirati osobno razmisljanje pri rjeSavanju matematickih zadataka i prezentirati sto se
dogada u tom procesu. Za razliku od klasi¢nih zbirki, rjeSenja u ovoj knjizi nisu pisana u
svojoj finalnoj skrac¢enoj formi, vec je svako rjesenje putovanje u kojem se pitamo kako i
zasto.

Rjesavanje matematickih zadataka pruza veliko zadovoljstvo nekim ucenicima, iako mno-
gima zadaje glavobolje. Cilj ove knjige je na prijateljski nacin pribliziti rjeSavanje problema
i matematicki nac¢in razmisljanja Citateljima razlicitih interesa i ambicija. Kroz mnostvo za-
dataka i rjesenja Zelimo pomo¢i svima koji imaju interesa za dodatni rad i uzitak uz mate-
maticke probleme. Veéina problema u ovoj knjizi je preuzeta s raznih natjecanja te se knjigu
moze koristiti kao pripremu za natjecanja, ali nastojanje autora je bilo napisati tekst koji se
moze koristiti mnogo Sire — kao promociju zanimljive strane matematike koja nerijetko
nedostaje u redovnom skolskom programu.

Ovaj tekst se prvi put objavljuje u doba ucenja na daljinu i izazova koji pred sve donosi epi-
demioloska kriza, a podudara se i s uvodenjem kurikulne reforme u kojoj se veliki naglasak
stavlja na rjesavanje problema uz vrlo ogranic¢ene materijale koji bi podrzali problemsku
nastavu. Stoga knjiga moze koristiti nastavnicima u pripremi dodatne i redovne nastave, kao
udzbenik o rjesavanju problema za buduée nastavnike, te svim ucenicima koji samostalno
zele istrazivati matematicke probleme.

Knjiga je pisana kroz dulji niz godina, a problemi koje se obraduje odabrani su na teme-
lju dugogodisnjeg iskustva iz perspektive natjecatelja, mentora i sastavljaca ispita za razne
razine natjecanja. To iskustvo kazuje da je ovakva knjiga potrebna iz vise razloga. Postoji
znacajan broj natjecatelja, mentora i raznih drugih ljudi zainteresiranih za dodatne materija-
le iz matematike, te takvima nedostaje kvalitetne literature koja bi im pomogla u sustavnom
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radu. Zbog raznih razloga, natjecatelji se pripremaju samostalno pri ¢emu nisu sigurni na
koji nacin se efikasno pripremati i koje materijale koristiti. Istina je da postoji poprilicna
literatura za pripremu za medunarodna natjecanja koja je dostupna na engleskom jeziku,
ali rijetki su naslovi prevedeni na hrvatski. Jos je teze pronaci zbirke sa zadacima koji bi
bili primjereni pripremi za niZe razine natjecanja, za uvod u rjesavanje matematickih
zadataka i za rekreativno bavljenje matematikom.

Jedna od klju¢nih prepreka u pripremi za natjecanja je pogresan nacin rada koji proizlazi
iz nacina na koji se pisu zbirke s matematickim zadacima. Rjesenja se zapisuje formalno,
precizno i deduktivno, a razmisljanje koje je prethodilo otkrivanju pojedinog rjesenja ostaje
skriveno Citatelju. Zato rjesenja problema najcesce djeluju kao da su ,pala s neba” i njihovim
¢itanjem ne postajemo pametniji kako rijesiti novi zadatak. U ovoj knjizi smo odlu¢ili obra-
diti manji broj primjera s referencama na dodatne izvore zadataka, a u posebnim primjerima
opisujemo proces razmisljanja kroz duge diskusije, nalik dijalogu s mentorom ili sa samim
sobom. Pritom naglasavamo da matematiku ne treba vjezbati, ve¢ razumjeti. Ili da je
vjezbanje zapravo u razmisljanju o problemu koji ne znamo rijesiti, a ne u samom ¢itanju
rjesenja. Nakon sto su nam koncepti jasni, jedino §to vjezbom trebamo dobiti je brzina u pro-
vedbi standardnih postupaka, sto zovemo proceduralna fluentnost. Vazno je imati na umu
da uspjeh ne dolazi preko noci, no vrijeme mozemo koristiti efikasnije i jednostavnije
postizati rezultate ako smo vodeni pravim informacijama i pristupom.

S druge strane, postoji velik broj ucenika koji nemaju nikakav interes za matematiku, lo-
gicko zakljucivanje, rjeSavanje problema... Unato¢ tome §to su matematika i ostale prirodne
znanosti glavni pokretac razvoja tehnologije i promjena u drustvu, u skolama je matema-
tika prestandardizirana i pretrpana gradivom koje se uéi bez razumijevanja. Kao
posljedica, uCenje matematike se u ¢itavom drustvu percipira nezanimljivim, nepoticajnim
ili nebitnim za svakodnevni zivot.

Znate li da se CT-sliku mozga dobiva spajanjem dvodimenzionalnih presjeka u jednu trodi-
menzionalnu sliku? Zasto na geografskim kartama podrucja bliza polovima izgledaju veca
nego podrucja kraj ekvatora? Znate li da se prijenos informacija putem interneta i preus-
mjeravanje telefonskih poziva matematicki opisuje na isti nacin kao i promet automobila
na autocestama? Sto znaci da se epidemija §iri eksponencijalno? Znate li da su vasi podaci
na sigurnom jer su kriptirani pomocu velikih prostih brojeva? Da sklad u glazbi i likovnoj
umjetnosti mozemo izraziti kao omjere? A da se oglasi na dru$tvenim mrezama temelje na
grafovima, statistici i trigonometriji? [ da je matematika sastavni dio svih odgovora?

Ovi primjeri pokazuju da je matematika posvuda oko nas i da je vrlo korisna. Proces ko-
jim svakodnevni problem opisujemo matematickim jezikom nazivamo matematicko mo-
deliranje. Rezultati tih primjena matematike nas ushicuju, zadivljuju, a ponekad mozda i
zastrasuju. Zaista, da bismo naucili kako koristiti matematiku u primjenama, potrebno je
razviti odredeni nacin razmisljanja. Taj nacin razmisljanja je apstraktan i pociva na logic-
kom zakljucivanju, a njegova snaga je upravo u tome sto je formalan, slijedi zadana pravila i
ne dozvoljava da se situacije interpretira kako god pozelimo. Ljudski mozak brzo reagira na
emotivnoj i intuitivnoj razini, a sporo kad treba koristiti logiku i simbole. Stoga je za razvi-
janje vjestine rjesavanja matematickih problema potrebno strpljenje i pazljivo kreiran put
koji ohrabruje i pokazuje da se matematiku moze nauciti, i jos k tome moze biti zabav-
na! U ovoj knjizi ne¢emo koristiti primjere iz svakodnevnog Zivota niti prikazati primjene
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matematike koje gore spominjemo, ve¢ ¢emo se fokusirati na ljepotu matematicke misli.
Citatelja Zelimo potaknuti na bavljenje matematikom kroz zadatke ¢ije rjesavanje zahtijeva
misaonu aktivnost, kreativnost i netipican nacin razmisljanja. Nas cilj je pokazati da
matematika nije sastavljena od suhoparnih formula i da se rjeSavanjem apstraktnih mate-
matickih zadataka pojavljuju razni pozitivni osjecaji — uzbudenje, ponos, samopouzdanje,
sreca, ushit.

Primjeri koje koristimo najcesce ne zahtijevaju posebno predznanje, ali to ne znaci da mis-
limo ¢itatelja prepustiti samom sebi, ve¢ mu raznim savjetima pomo¢i kako poboljsati svoje
sposobnosti u rjesavanju problemskih zadataka i svladati osnovne matematicke metode koje
se Cesto primjenjuje. Buduci da je pristup rjesavanju problema vrlo individualan, materijali
su prezentirani na razlicite nacine i s vise aspekata. Vjerujemo da ¢e upravo ta raznolikost
povecati interes za matematiku jer e olaksati aktivno ukljucivanje citatelja u rjesavanje.
Poglavlja organizirana kroz specifi¢cne teme mogu omoguciti mentorima bolju pripremu za
rad sa zainteresiranim ucenicima, a u¢enicima bez mentora biti pomo¢ u samostalnom radu.

Mozemo reci da je ova knjiga uvelike namijenjena natjecateljima, no istovremeno pruza
svjez pogled na matematiku i moze biti poticaj raznim citateljima da preispitaju svoje stavo-
ve prema razmisljanju i rjeSavanju zadataka. Neka od glavnih pitanja kojima se tako bavimo
su:

Sto je matematika?

« Kako se natjecateljska matematika razlikuje od zadataka na redovnoj nastavi?

Sto je potrebno da bismo bili dobri matematic¢ari?

« Sto znadi nesto dokazati?

« Kako napredovati u rjesavanju problema?

Jedna od najopéenitijih definicija kaze da se matematika bavi koli¢inom i brojevima, uzor-
cima i strukturama, oblikom i prostorom, promjenom i predvidanjem neizvjesnih dogadaja.
Prateci tu definiciju dolazimo do osnovnih matematickih grana: teorija brojeva, algebra,
diskretna matematika, geometrija i topologija, teorija vjerojatnosti i statistika, matematicka
analiza te primijenjena matematika. Ne treba nas onda iznenaditi da su problemi na ma-
tematickim natjecanjima za ucenike srednjih skola podijeljeni u cetiri podrucja: algebra,
kombinatorika, geometrija i teorija brojeva. Od tih podrucja, kombinatorika je najmanje
zastupljena u redovnom obrazovanju, a istovremeno najbolja za ilustraciju kako se rjesavaju
problemi. Zbog toga je u ovoj knjizi naglasak prvenstveno na takvim problemima, iako je
krajnji cilj objaviti i poglavlja posvecena ostalim podrucjima.

Knjiga je takoder nastala zbog komentara da su zadaci na natjecanjima preteski i da se na
dodatnoj nastavi ne mogu obraditi svi tipovi zadataka koji se pojavljuju na natjecanji-
ma. Velika je prednost vidjeti kako se neki zadatak rjesava, ali vise puta cemo ponoviti da
je pogresno ocekivati da se ucenik moze pripremiti za sve tipove zadataka na natjecanji-
ma. Dobar natjecatelj i dobar matematicar ima razvijenu vjestinu apstraktnog razmisljanja i
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samopouzdanje u vlastito rjesavanje problema s kakvima se jos nije susreo. Istrazi-
vacki pristup koji je potreban za uspjesno rjesavanje takvih problema sastoji se od znatizelje,
postavljanja pitanja, ispitivanja posebnih slucajeva, postavljanja hipoteza, trazenja uzoraka,
preispitivanja, refleksije... To je vjestina koju se dugo uci i jedina prava tema dodatne nas-
tave. Razni sadrzaji koje koristimo da bismo tu vjestinu razvili nisu toliko vazni, odnosno
pojedini rezultati se lako usvoje jednom kada znamo razmisljati. Naravno, svatko Zeli vidje-
ti rezultate svog rada, te se lako obeshrabrimo ako nam netko kaze da ¢emo cilj ostvariti
tek nakon jako mnogo vremena. Tajna je zapravo u tome da sam rad moze biti zanimljiv i
izazovan, te smo svakodnevno nagradeni za novi rijeSeni problem.

Knjigu se moze citati kao roman toka svijesti, a primjeri mogu posluziti pocetniku da vidi
kako se pristupa problemima i ispravno matematicki argumentira. No, osnovna nit vodilja
autora je pruziti ¢itatelju mogucnost da se aktivno ukljuci u rjesavanje zadataka i promis-
ljanje o raznim aspektima otkrivanja rjesenja. Buduc¢i da vjerujemo da je glavni preduvjet
napretka u rjesavanju zadataka samo rjesavanje zadataka, ova knjiga je u svom vecem dijelu
zbirka rijesenih primjera. Rjesenja su ovdje da budu pomo¢ kada zapnete, no svakog citate-
lja bismo Zeljeli potaknuti da o svakom pitanju, problemu ili zadatku prvo razmisli sam. Na
taj nacin svatko moze sam odrediti u kojoj mjeri ¢e ova knjiga biti interaktivan medij. Na to
¢e vas podsjecati ovakve oznake:

- PRVORAIMISLITE SAMT

Matematicki objekt upoznajemo postupno kroz njegove razne aspekte. Razumijevajuci defi-
nicije, teoreme, primjere i kontraprimjere kao da obilazimo neki fizicki objekt i spoznajemo
njegov tlocrt, bokocrt i nacrt. U odredenom trenutku uvida spoznajemo ¢itav objekt u njego-
voj cijelosti. Nakon tog trenutka imamo puno razumijevanje o objektu i o njemu ne mislimo
kroz neke njegove specificne aspekte, ve¢ svaki aspekt mozemo samostalno izvesti jer ra-
zumijemo taj objekt. Zbog toga smo nastojali svaku temu ili tvrdnju ilustrirati primjerom,
kontraprimjerom i razli¢itim pristupima.

Dijelove knjige moguce je i poZeljno je Citati vise puta, ne nuzno redom od pocetka do
kraja. Poglavlja su nezavisno pisana i specifi¢cne sadrzaje koje se u njima obraduje moze se
Citati bez obzira jesu li procitana ostala poglavlja. Neki od opcenitih principa zakljucivanja
provlace se kroz sva poglavlja i Citatelj ima moguc¢nost napraviti razne poveznice medu
materijalima u razlic¢itim dijelovima knjige.

Kako bismo povecali dinamicnost teksta dizajnirali smo posebne okvire koji ¢e vam, na-
damo se, olaksati ¢itanje i prenoSenje znanja iz ove knjige.
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Vazni savjeti, upute, metode ili pravila.

Primjeri koje se detaljno analizira iz vise aspekata.

Primjeri koji pokazuju da su i olimpijski zadaci dohvatljivi prikazanim idejama.

Zabavni i netipic¢ni primjeri.

Materijali su organizirani po temama, no netko bi mozda radije Zelio povezati zadatke ko-
ji su se pojavili na istom testu ili u kojima se koristi slicna strategija. Originalni testovi u
kojima se moze vidjeti kako su zadaci bili grupirani na natjecanjima lako su dostupni ¢ita-
teljima. Dapace, ova knjiga je nastala jer vjerujemo da su originalni testovi jedan od rijetkih
izvora zadataka koje ucenici koriste. Zato takvoj organizaciji zadataka nismo pridavali pre-
viSe paznje, ali smo naveli izvore zadataka. Svi zadaci su preuzeti iz nekih drugih izvora i
to smo nastojali naglasiti kroz citiranje onih knjiga koje su najvise utjecale na oblikovanje,
te kroz navodenje natjecanja na kojima su zadaci bili zadani. RjeSenja su uglavnom pisana
novim svjezim stilom, uz naglasak da se prikaze stranu razmisljanja koja je nerijetko skrive-
na. Ipak, neka rjeSenja su preuzeta jer ih je autor ve¢ sam pisao i uredivao u pripremi samih
natjecanja. Svakako bismo potaknuli zainteresirane Citatelje da potraze dodatne materijale
koji se nalaze u literaturi.
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Ideja za ovu knjigu nastala je prije vise godina. Uz zelju da iskustvo koje sam skupljao go-
dinama prenesem vecem broju ljudi nego $to je to moguce kroz radionice i predavanja, te
mnoge polemike koje sam vodio s mentorima o tezini zadataka i nacinima da se pripremi
ucenike, presudni je bio trenutak u kojem mi se javio Adrian Satja Kurdija u lipnju 2014.
s pozivom da zajedno napisemo knjigu za pripremu ucenika 1. razreda matematickih gim-
nazija. Inicijativi su se odmah priklonili Nikola Adzaga, Ivan Kokan i Stipe Vidak. Razradili
smo strukturu knjige koja bi pokrivala sva Cetiri podrucja, te smo zakljucili da nema razloga
zasto bi bila pisana samo za 1. razred - ideje koje treba promovirati jednako su vazne i po-
javljuju se na natjecanjima u svim razredima! Projekt je zapoceo, ali je napredovao polako.
Radili smo samo u rijetkim trenucima, uglavnom tijekom godisnjih odmora. Takav tempo je
zahtijevao da se prioritizira rad i objavu poglavlja, a epidemioloske okolnosti i rad u izolaciji
su doveli do toga da se dva glavna i najvaznija poglavlja dovrsi i objavi u lipnju 2020.

Prije svega zelim istaknuti veliki trud i strpljenje koje je Ivan Kokan ulozio u tehnicku iz-
vedbu svih zadataka i rjeSenja na matematickim natjecanjima u srednjoj skoli u zadnjih 10
godina. Ivanova je zasluga sto knjiga izgleda dinamicno, privlacno i sto su slike visoke kva-
litete. Bez njegovog velikog zalaganja i strucnosti, knjiga ne bi ni priblizno izgledala kao
sada, a mozda je uopce ne bi bilo.

Glavna zahvala ide Ilku Brneticu i Mei Bombardelli, koji su svoje veliko znanje i ideje kroz
svoje mentorstvo te dugogodis$nje suradnistvo i prijateljstvo utkali u moj osobni nacin raz-
misljanja. Posebna zahvala ide i svim ostalim kolegama koji su tijekom svog rada u Drzav-
nom povjerenstvu za provedbu natjecanja iz matematike i Povjerenstvu HMD-a za meduna-
rodna matematicka natjecanja iz godine u godinu predlagali i unedogled diskutirali zadatke.
Od svih njih posebno bih istaknuo dvojicu. Ton¢i Kokan je svojim idejama i entuzijazmom
bio jedan od glavnih reformatora svega vezanog uz izbor i vodenje ekipa. Puno smo razgo-
varali o pojedinim zadacima, posebno kombinatornim, pa su u ovoj knjizi mnoga njegova
rjeSenja te prvi zadatak jednog hrvatskog autora postavljen na Medunarodnoj matematic-
koj olimpijadi (IMO). Gotovo svaka rasprava me naucila nesto novo, posebno one u kojima
se nismo slagali. Najteze je napisati zahvalu za sve $to je u natjecanja ulozio Stipe Vidak.
Trebao je biti koautor ove knjige, napisati poglavlje o geometriji, ali nas je prerano napus-
tio. Medu prvima je Citao duga rjesenja posebnih primjera i komentirali smo kako dijelimo
pogled na matematiku koji smo nastojali prenijeti drugima. Nadam se da bi bio ponosan na
ovaj trenutak.

Bez obzira na nastojanje da knjiga bude $to bolja, moji tekstovi vrve greskama. Stoga sam
neizmjerno zahvalan recenzentima, Azri Tafro i Ilku Brneticu, na strpljenju i svim komen-
tarima za poboljsanje teksta. Unato¢ njihovom pazljivom citanju i visebrojnim sugestija-
ma, moguce je da knjiga nece zadovoljiti svakog Citatelja. Onima koji ¢e ipak pronaci tekst
zanimljivim, ali uz ideje kako ga uciniti boljim, bit ¢u zahvalan da mi jave svoje vrijedne
komentare i sugestije.

Matija Basi¢



RJESAVANJE MATEMATICKTH PROBLEMA

U prostoriji se nalazi sto kutija visina 1, 2, 3, ..., 100 koje treba nekim poretkom smjestiti uz
zid. Macak Fiko moze skociti s jedne kutije na sljedecu ako je sljedeca kutija niZa (nije bitno
koliko) od one na kojoj se nalazi ili je za najvise 1 visa od one na kojoj se trenutno nalazi.
Na koliko nacina se kutije moze poredati tako da Fiko moze krenuti s prve kutije u nizu i
skociti redom na svaku iducu kutiju?

Rjesavanje problema jedna je od osnovnih kognitivnih sposobnosti ljudi koja je usko pove-
zana uz razne druge procese poput ucenja, donosenja odluka i rasudivanje. Sve su to aktiv-
nosti koje radimo svaki dan, a moguce ih je poboljsati vjezbanjem, analizom vlastitih metoda
i osvjestavanjem tipi¢nih pogresaka u zakljucivanju.

Problemi su posebna vrsta zadataka u kojima na pocetku ne znamo kako ih izvrsiti. Klju¢ni
trenutak u rjesavanju je postizanje uvida, $to nazivamo aha! efekt. U ovom poglavlju opisat
¢emo od Cega se sastoje aha! trenuci, te §to im sve prethodi.

U rjesavanju problema koristimo razne opce strategije (heuristike) da bismo se uopce doveli
u situaciju u kojoj mozemo primijeniti neku tehniku za rjesavanje specifi¢nih tipova zadata-
ka. Ako se pitate kako uspjesno rjesavati probleme u matematici, onda je odgovor da trebate
zauzeti istrazivacki pristup, tj. nauciti kako razmisljati o problemima i pri tome se osjecati
ugodno s neizvjesnoscu koju problem donosi. Klju¢ni dio je odustati od slijepog pracenja
algoritama (recepata) koje smo dobili od drugih, te odlu¢iti samostalno kriticki razmisljati.
Nagrada ili korist s kojom ostajemo nakon rjesavanja cesto nije krajnje rjesenje, vec¢ iskustvo
koje smo dobili kroz proces rjesavanja.
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Problem je bilo koja situacija u kojoj nam nije jasan put kojim mozemo doci do Zeljenog
cilja. Problemi mogu biti postavljeni u obliku odluka koje trebamo donijeti, pitanja procje-
ne ili egzaktna pitanja na koja odgovor ne znamo unaprijed. Poznavanje matematike nam
pomaze u donosenju odluka, ali u ovom dijelu knjige Zelimo istaknuti aspekte matematic-
kog razmisljanja i rjeSavanja problema koje se moze primjenjivati i u situacijama koje nisu
matematicke. Matematicki zadaci posebna su vrsta problema cije rjesavanje iziskuje pove-
¢anu razinu logike i upotrebu raznih mentalnih sposobnosti. Razvoj matematickog nac¢ina
razmisljanja zbog toga doprinosi poboljsanju drugih sposobnosti za rjesavanje problema u
svakodnevnom zivotu. Promotrimo sljedec¢i primjer.

Primjer R1. U dvije razlicite trgovine prodavaci prodaju jabuke po istoj cijeni. Jednog
dana oba prodavaca odluce prodavati jabuke uz odredenu akciju.

+ Prodavac A je odlucio prodavati jabuke po 10 % nizoj cijeni.

 Prodavac B je odlucio uz svaku kupnju pokloniti 10 % jabuka vise.

Kod kojeg prodavaca se vise isplati kupovati?

Na prvi pogled mogli bismo rec¢i da se u oba slucaja radi o popustu od 10 % i da je svejedno
kod kojeg prodavaca kupujemo. Ipak, postoji razlika!

Rjesenje R1. Kako bismo donijeli odluku, uvest ¢emo cijenu jabuka po kilogramu
i izracunati cijenu nakon popusta. Pretpostavimo da su cijene jabuka prije akcija bile 10
kuna za 1 kilogram.

Prema popustu prvog prodavaca 1 kilogram ¢emo dobiti za 9 kuna. Kod drugog prodavaca
¢emo za 10 kuna dobiti 1.1 kilograma, Sto znaci da ¢emo 1 kilogram dobiti za 10 : 1.1 =
9.09 kuna.

Dakle, kod drugog prodavaca ¢e ista koli¢ina jabuka biti skuplja! v

Za nekoga tko nije vican matematici ovakvo rjesenje moze ostaviti jo$ puno pitanja: ,Kako
uopce uociti da popust nije isti? Zasto smo gledali cijenu po kilogramu? Kako smo to¢no
izracunali jednu, odnosno drugu cijenu nakon popusta?” To nam pokazuje da razmisljanje
o problemima nije transparentno, ali u ovoj knjizi ¢emo to nastojati detaljnije opisati.

Zadatke u nasem razmatranju dijelimo u dvije skupine ovisno o vrsti misaonih procesa koje
moramo aktivirati u njihovom izvrsavanju. Prva vrsta zadataka su oni zadaci ¢ija struktura
nam je od pocetka jasna i za koje ve¢ znamo proceduru ili algoritam. Re¢i ¢emo da su to
rutinski zadaci. IzvrSavanje takvih zadataka ne zahtijeva nista osim prisjec¢anja (koriste-
nja memorije). Cak bismo mogli re¢i da takve zadatke ne rjesavamo, ve¢ samo izvrsavamo
i vjezbamo. Njihovo ponavljanje poboljsava nasu tehniku, osnazuje poveznice o elementi-
ma rjeSenja tih zadataka, ali nas ne uc¢i ni¢emu novom. U toj grupi su i pitanja kojima ne
znamo odgovor, ali znamo da do odgovora mozemo doc¢i metodom pokusaja i pogresaka ili
ispitivanjem svih mogucih slucajeva.
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Primjer K2. (Skolsko 2014. za 3. r.) Sahovska plo¢a je ploca s 8 redaka i 8 stupaca ¢ija su
polja obojena naizmjence crno-bijelo tako da je polje u prvom retku i prvom stupcu obojeno
crno. U svako polje Sahovske ploce upisan je po jedan cijeli broj. Poznato je da je zbroj svih
brojeva na bijelim poljima jednak 26, a zbroj svih brojeva u neparnim stupcima jednak 43.

Ako promijenimo predznake svih brojeva na bijelim poljima, koliki ¢e biti zbroj svih brojeva
u neparnim retcima nakon te promjene?

Na pocetku dajemo nekoliko opcenitih primjedbi o prirodi zadatka koje utje¢u na proces
rjeSavanja prije nego sto samo rjesavanje zapocne. Prije svega, tekst zadatka je dugacak i
sadrzi viSe razli¢itih uvjeta, Sto moze obeshrabriti rjesavatelja na samom pocetku. Prvi korak
u rjesavanju problema je razumijevanje problema, i u ovom primjeru je jako vazno pazlji-
vo procitati zadatak. U prvom ¢itanju rjesavatelju moze promaknuti da se u pitanju pitamo
o0 zbroju u retcima, dok je informacija dana o zbroju u stupcima. Po¢nemo li rjesavati krivi
zadatak, bit ¢emo manje motivirani nastaviti. U analizi rjeSenja govorit ¢emo o tome kako
se nositi s osjecajem da ne znamo kako krenuti. Navest ¢emo strategije (nacin razmisljanja)
kojima se vodimo u rjeSavanju problema, te nekoliko ideja kako zapoceti istrazivanje.

U PRVORAZMISLITE SAMI!

Rjesenje K2. U neparnim retcima neka polja su crna, a neka su bijela. Klju¢no je uociti
odnose bijelih i crnih polja po neparnim stupcima i retcima.

Crna polja u neparnim retcima su ista kao crna polja u neparnim stupcima (crno polje je u
prvom retku i prvom stupcu i uzorak se ponavlja). Dakle, da bismo od neparnih stupaca
dobili neparne retke moramo maknuti bijela polja u neparnim stupcima i dodati bijela
polja u neparnim retcima. To nam opisuje §to se dogada s poljima. Sad jos pogledajmo
Sto se dogada s brojevima koje zbrajamo.

Brojevima u bijelim poljima smo promijenili predznak, pa to znaci da zapravo vrijednosti
koje su u bijelim poljima u neparnim retcima moramo oduzeti.

Dakle, da bismo od pocetne vrijednosti zbroja u stupcima dobili krajnju vrijednost zbroja
u retcima trebamo oduzeti vrijednost bijelih polja u stupcima i oduzeti vrijednost bijelih
polja u retcima. To zapravo znaci da kona¢nu vrijednost zbroja po retcima dobivamo tako
da od pocetne vrijednosti zbroja u neparnim stupcima oduzmemo pocetnu vrijednost
zbroja na bijelim poljima, tj. odgovor je 43 — 26 = 17. v

Analiza i strukturirano nalazenje rjesenja. Evo detaljnijeg objasnjenja kako rjesavati
ovaj zadatak i kako zapisati rjeSenje na konceptualniji nac¢in. Navedeno rjesenje je potpuno,
ali u njemu ne piSe misaoni proces kojim smo do rjesenja dosli, a bez kojeg takvo rjesenje
nema veliku edukativnu vrijednost. Vodit cemo se dvjema tehnikama. Prvo je kontinuirano
postavljanje pitanja samima sebi kako bismo provijerili gdje se u razmisljanju nalazimo i
Sto zelimo postici. Drugo je smisleno uvodenje oznaka kako bismo lakse razmisljali. Ove
dvije tehnike isticemo zato sto je tezina zadatka u razumijevanju i povezivanju pojmova koji
se pojavljuju, sto je za svakog obeshrabrujuce bez tehnika koje ¢e nas podrzati u rjesavanju.

2,
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Napredak ovisi o kvaliteti postavljenih pitanja. Primijetimo li u nekom trenutku da ne na-
predujemo, trazimo nova pitanja i koristimo druge strategije. Posebnu prepreku u poc¢etnom
razmisljanju o zadatku predstavlja apstraktna formulacija zadatka — nije zadano koji su bro-
jeviupisani u konkretna polja. Rjesavatelj koji ima manje iskustva s ovakvim zadacima moze
se pitati kako je uopée moguée izracunati trazeni zbroj. Cak i ako ne znamo rijesiti zadatak,
pitat ¢emo se: ,Mozemo li barem pogoditi rjeSenje?”.

Logicki je sasvim opravdano pitati se i ,,Ovisi li rezultat o rasporedu brojeva?”. Jednom kad
imamo potpuno rjesenje vidjet cemo da je rezultat zaista u svim rasporedima isti. Na pocetku
rjeSavanja to ne znamo, ali svejedno je razumno ocekivati da je tako jer bismo inace dobili
dodatne informacije. To znaci da promatranjem posebnih slu¢ajeva mozemo barem naslutiti
odgovor, te nakon toga traziti objasnjenje zasto je odgovor uvijek isti. Posebne slucajeve
mozemo konstruirati na razne nacine. Jedna mogucnost je da u jedno crno polje u prvom
stupcu upisemo 17, u jedno bijelo polje u prvom stupcu upisemo 26, a u sva ostala polja
upisemo 0. Nakon promjene predznaka, zbroj u neparnim retcima iznosi 17. Izvrsno! Iako
jedan primjer zapravo nista ne dokazuje, ipak imamo broj za koji mislimo da ¢emo dobiti
kao odgovor na zadano pitanje.

Prva pitanja od kojih kre¢emo traziti objasnjenje su: ,Koji objekti su zadani? Sto trazimo?”.
U ovom zadatku se radi o brojevima na sahovskoj plo¢i, no informacije koje su zadane su
zbrojevi tih brojeva u odredenim stupcima, odnosno na bijelim poljima. Nadalje, od nas se
trazi i zbroj u odredenim retcima. Nas prvi zakljucak bi zato trebao biti da ¢emo se fokusi-
rati na neparne stupce, neparne retke i bijela polja kao cjeline, odnosno objekte ¢ije odnose
proucavamo.

Ovdje smo uz postavljanje pitanja pristupili Citanju zadatka s razumijevanjem, te smo uocili
na koji nacin su nam informacije zadane. Takoder je vrlo korisno na neki nacin vizualizirati
situaciju — nacrtati plocu i promatrati gdje su spomenuti objekti.

Nastavljamo s profinjenjem, odnosno produbljivanjem ovih pitanja. Mozemo nastaviti s pr-
vim ili drugim pitanjem. Profinjena pitanja glase: ,Sto znamo o odnosu bijelih polja i ne-
parnih stupaca?” ili ,Sto znamo o retcima i brojevima koji su zadani?”. Vjestina postavljanja
ovakvih pitanja zahtijeva (matematicku) zrelost i upravo je to vjestina koju ucenik uci od
mentora ili kroz samostalan rad i mnoge primjere.

Sad dolazimo do druge tehnike koja nam olaksava analizu — uvodenje oznaka. Vodi nas
pitanje ,Sto i kako oznaé¢iti?”. Prvo bismo mogli oznaciti ono §to je zadano u zadatku, na
primjer A = 43 i B = 26. Uocite da time nismo olaksali situaciju iako smo mozda osvojili
malo psiholoskog mira.
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Korisno oznacavanje je ono kroz koje se vidi odredeni pomak u razmisljanju. Nas pomak
u razmisljanju se svodi na promatranje bijelih polja u neparnim stupcima. Koristeci samo
prirodnu logiku promatramo ono $to je zajednicko zadanim objektima. Matematicki to zo-
vemo presjek dvaju skupova. Sam naziv je trenutno nebitan, mi i dalje mozemo govoriti ,ono
zajednicko” ili ,bijela polja u neparnim stupcima”. Vazno nam je da sebi precizno opisemo
koncept, dok sam matematicki naziv nije.

Sada mozZemo oznaciti ,ono zajednicko”, te svaki od dijelova koji nije zajednicki. U¢enik mo-
ze i treba vjezbati preciznost u definiranju svojih oznaka, a razgovor s mentorom ili drugim
ucenicima tu moze puno pomoci. Precizno mozemo definirati:

X = zbroj brojeva na crnim poljima u neparnim stupcima
Y = zbroj brojeva na bijelim poljima u parnim stupcima

Z = zbroj brojeva na bijelim poljima u neparnim stupcima.

Vizualizirajte ove veliCine na plo¢i! Zadani uvjeti sada kazu
X+Z=43 i Y+ Z = 26.

Mozda se bolje osjecamo $to imamo jednadzbe. No, mozemo primijetiti da imamo tri veli¢ine
i samo dvije informacije. Djeluje kao nova prepreka koja bi poprilicno mogla obeshrabriti.
Dva su pozitivna pristupa: prvi je potraziti dodatne informacije, a drugi je vidjeti
trebamo li zaista izracunati sve velicine koje se pojavljuju. Ako krenemo traziti dodat-
ne informacije mozemo odlutati od korisnog nac¢ina razmisljanja, pa zapamtimo ovo mjesto
kao raskrizje kojem se mozemo vratiti.

Evo jedne ideje koja djeluje da moze biti korisna — dosad nismo promatrali sve brojeve na
plo¢i. Naime, nismo promatrali zbroj W svih brojeva na crnim poljima u parnim stupcima.
Daljnja razmatranja kako iskoristiti broj W su moguca, ali zapravo ne daju napredak jer o tim
poljima nikakve informacije nisu dane! Svejedno, normalno je utrositi neki dio rjesavanja
na takve stranputice.

Vratimo se raskriZju i drugom pitanju koje smo tad postavili. Sto to¢no trebamo izra¢unati
i kako to izracunati koristeci ove oznake? Pogreska bi bila uvoditi nove oznake za ono $to
trazimo. Naime, svaki problem rjesavamo tako da nademo vezu izmedu zadanog i onog $to
trazimo.

Cinjenica da imamo jasno definirane oznake nam u ovom trenutku olaksava razmisljanje. U
neparnim retcima se nalaze neka bijela polja i neka crna polja. Odmah se pitamo kakva je
veza tih polja s poljima koje koristimo u zbrojevima X, Y i Z. Koja su to crna/bijela polja u
neparnim stupcima, a koja u neparnim retcima? Zatrebamo li pomo¢, opet ¢emo posegnuti
za vizualizacijom i na crtezu oznaciti polja koja nas zanimaju.

Glavni zakljucak u rjeSavanju je uoditi da je skup crnih polja u neparnim retcima jed-
nak skupu crnih polja u neparnim stupcima. Takoder vidimo da je skup bijelih polja
u neparnim retcima jednak skupu bijelih polja u parnim stupcima. Dakle, prije promjene
predznaka zbroj brojeva u neparnim retcima iznosi X + Y. Taj broj ne znamo odrediti, no
niSta zato — taj broj se niti ne trazi.

Broj koji se trazi dobivamo tek kad brojevima Y i Z promijenimo predznak. Trazeni zbroj
nakon promjene predznaka iznosi X — Y. Aha! Velicanstveni trenutak u kojem se sve po-
vezuje uz samo malo matematicke zrelosti i minimum algebarskih manipulacija. Naime, u
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cjelokupnom (mozda iscrpljuju¢em?) razmisljanju sada moramo imati pregled nad bitnim
saznanjima: iz X + Z = 431Y + Z = 26, trebamo odrediti X — Y. Oduzmemo li dvije jed-
nadzbe, dobivamo upravo 43 —26 = (X +2) - (Y+2Z2) =X -Y,tj. X -Y = 17.

Alternativni zapis. Uvodenje i baratanje oznakama smo mogli napraviti i malo drugacije.
Mogli smo samo oznaciti ,ono zajednic¢ko” (bijela polja u neparnim stupcima)

Z = zbroj brojeva na bijelim poljima u neparnim stupcima,
pa zakljuciti da zadani uvjeti kazu

43 — Z = zbroj brojeva na crnim poljima u neparnim stupcima

26 — Z = zbroj brojeva na bijelim poljima u parnim stupcima.

Opet se pitamo kako izraziti ono $to se trazi koriste¢i ove oznake. Koristeci crtez ukoliko je
potrebno, odredujemo koja su to crna/bijela polja u neparnim stupcima, a koja u neparnim
retcima. Aha! trenutak je isti, a glavni zakljucak u rjesavanju je uociti da je skup crnih
polja u neparnim retcima jednak skupu crnih polja u neparnim stupcima, odnosno da je
skup bijelih polja u neparnim retcima jednak skupu bijelih polja u parnim stupcima. Prije
promjene predznaka zbroj brojeva u neparnim retcima jednak je (43 — Z) + (26 — Z), au
zadatku se trazi broj koji dobivamo kad broju 26 — Z promijenimo predznak. Dakle, trazeni
brojje (43— Z) — (26 — Z) =43 — Z — 26 + Z = 43 — 26 = 17.

Usporedba. Za kraj mozemo strukturirano rjesenje usporediti s pocetnim rjesenjem koje
smo zapisali bez koristenja ikakvih oznaka. Usporedba mozda nije potpuno ocita. Naime, u
pocetnom rjesenju smo morali rije¢ima objasniti i logicki razumjeti sto se to¢no dogada s
brojem Z. Naime, tamo smo rije¢ima objasnili da se zbroj u neparnim retcima na pocetku
(koji iznosi X +Y) zapravo sastoji od pocetnog broja u neparnim stupcima X + Z od kojeg
oduzimamo Z i kojem dodajemo Y, te smo istovremeno morali biti svjesni da zelimo oduzeti
ibroj Y sto znaci da sve zajedno trazeni broj iznosi rije¢ima ono $to bismo simbolima zapisali
(X+Z)—Z-Y,itek tada smo u tom izrazu rije¢ima prepoznali vezu sa zadanim veli¢inama
(X+2)—(Y+Z)=43-26.

Mogli bismo sazeti da za ljude s izrazenom prirodnom logikom prvo rjesenje moze doci
jednostavno i ,prirodno”, a moguce je da pritom nisu svjesno pravili odredene korake u raz-
misljanju. S druge strane, ako nam rjesenje nije odmah jasno, postoje nacini na koji struk-
turirano mozemo razmisljati kako bismo se sami vodili kroz rjesavanje problema. Jedino $to
ne smijemo zaboraviti je da je u tom procesu sasvim normalno slijediti pokoju stranputicu
ili pogrijesiti, te se vratiti u razmisljanju.

Kratki pregled pitanja koje smo koristili moze biti od velike koristi u budu¢em rjesavanju.

Pregled generickih pitanja. Sto je zadano? Sto se trazi? Mozemo li to preciznije iskazati i
imenovati glavne objekte u zadatku? Koji su sve odnosi izmedu objekata zadani? Mozemo li
pogoditi rjesenje? Ovisi li rezultat o konkretnom rasporedu objekata? Mozemo li promotriti
neke posebne sluc¢ajeve? Mozemo li situaciju vizualizirati? Sto i kako ozna¢iti? Moramo li
sve izracunati? Imamo li dodatnih informacija? Jesmo li sve informacije iskoristili?

Posljednji od tri glavna primjera rjesavamo uz jo§ veci naglasak na stranputice kojima pri-
rodno putuje pocetnik, te dodatnim napomenama kako unaprijediti svoje razmisljanje.



