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Predgovor

H-mjere, ili kako se jos nazivaju, mikrolokalne defektne mjere su poc¢etkom devedesetih
godina dvadesetog stolje¢a nezavisno uveli Luc Tartar i Patrick Gérard. Kako su se najprije
pojavile u vezi s nekim problemima iz homogenizacije, Tartar ih je nazvao H-mjerama. One
su vrsta Radonovih mjera koje opisuju limes kvadratiénih izraza L? funkcija.

Za razliku od Youngovih mjera koje su indeksirane po x, H-mjere su indeksirane i
po x i po njenoj dualnoj varijabli u faznom prostoru &. Nasuprot Youngovim mjerama,
koje daju samo staticki opis titranja, vazna primjena H-mjera proizlazi iz prijenosnog
svojstva kojeg zadovoljavaju. To svojstvo omoguéuje pridruzivanje pojedinim sustavima
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi posebne prijenosne jednadzbe koje opisuju ne samo
Sirenje oscilacija, vec¢ i koncentracija.

Tako ne sadrzi sve informacije koje u sebi nose Youngove mjere (ogranicene su na racu-
nanje kvadrati¢nih izraza), mogu pomoci u provodenju odredene vrste mikrolokanog racu-
na s brojnom mogucénosti primjene. Posebno se to odnosi na racunanje energije odredenih
sustava, buduéi da je, u pravilu, upravo ta veli¢ina izrazena kvadrati¢nim clanovima.

Originalni rezultati prikazani u ovom radu se upravo odnose na racunanje energije
pridruzene nizu nelinearnih valnih jednadzbi s razli¢itim pocetnim uvjetima. Energija
pridruzena svakoj pojedinoj valnoj jednadzbi se moze izracunati, nas, medutim, zanima
limes gustoce energije, takozvana makroskopska gustoca energije. Buduéi da je energija
izrazena kvadrati¢nim ¢lanovima, limes se izrazava pomoc¢u H-mjera. Koristeci prijenosna
svojstva H-mjera, izvodi se prijenosna jednadzba za H-mjeru, te se ona izrazava pomocu
H-mjera pridruzenih nizu pocetnih uvjeta. Pokaze se da dodavanje nelinearnog ¢lana nije
rezultiralo promjenom te energije.

Rezultat se zatim dalje poopc¢uje na simetricne hiperbolicke sustave. U tom se slu-
caju za H-mjeru, koja predstavlja makroskopsku gustoc¢u energije, opet izvede pripadna
prijenosna jednadzba. Zapisujuci valnu jednadzbu kao hiperbolicki sustav moze se napraviti
usporedba dvaju rezultata.

Ovaj rad nastao je pod vodstvom dr. sc. Nenada Antoni¢a, mog mentora i prijatelja.
Koristim priliku da mu se najtoplije zahvalim na svoj dosadasnjoj suradnji i potpori, te
ogromnoj koli¢ini znanja koju sam stekao radec¢i s njim. Takoder zahvaljujem dr. sc. Stefanu
Miilleru na ¢iji sam poziv proveo godinu dana na studijskom boravku na Max Planck
institutu za matematiku u prirodoslovlju u Leipzigu tijekom kojeg je napravljen i dio ovog
rada.

U Zagrebu, srpnja 2002.
Martin Lazar
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I. Pseudodiferencijalni racun



H-mjere i primjene
1. Motivacija

Teorija opcenitih pseudodiferencijalnih operatora je razvijena sredinom Sezdesetih go-
dina (vidi [KN]). Nastala je objedinjenjem singularnih integralnih i parcijalnih diferenci-
jalnih operatora, od kojih svaka vrsta igra vaznu ulogu u teoriji parcijalnih diferencijal-
nih jednadzbi, u jednu algebru operatora. Clanovi te algebre nazvani su pseudodifer-
encijalnim operatorima zato $to se mogu definirati bez posredstva singularnih integrala,
te Sto dijele mnoga vazna svojstva s diferencijalnim operatorima, na primjer, svojstvo
pseudolokalnosti. Pomocu teorije pseudodiferencijalnih operatora bilo je moguce prosiriti
upotrebu Fourierove pretvorbe s klase linearnih diferencijalnih operatora s konstantnim
koeficijentima na Siru klasu linearnih diferencijalnih operatora s glatkim koeficijentima.

Naime, koriste¢i osnovna svojstva Fourierove pretvorbe, vidimo da za ¢ € S vrijedi

Deg(€) = £94(¢),

1

o . .
2m.)| 'aa. Fourierova inverzna formula nam

pri ¢emu je diferencijalni operator D := (
daje

Dg(z) = / RTECA (€ e

Za opceniti linearni parcijalni diferencijalni operator s varijabilnim koeficijentima a(x, D) =
> Jaj<m @a(z)D* na osnovu gornje formule dobivamo izraz

1) a(z, D)o(x) = / T o, €)B(E) e,

pri cemu je simbol a(z, {) operatora a(z, D) polinom u & a(z,§) = 3-, < @a(x)E".

Teorija pseudodiferencijalnih operatora temelji se na prosirenju gornje formule na Siru
klasu simbola, koja ¢e sadrzavati i druge funkcije osim polinoma. Te funkcije odgovaraju
operatorima koji ne moraju biti diferencijalni operatori, a nazivaju se pseudodiferencijalni
operatori. Uzimajuéi dovoljno Siroku klasu simbola moé¢i ¢emo, za neke od tih opera-
tora (na primjer za elipticke), odrediti njihove inverze. Klju¢na ideja je u tome da se
racun operatora zamijeni racunom pridruzenih simbola. Medutim, uvodenje varijabilnih
koeficijenata je unijelo i odredene komplikacije, buduéi da a(z, f)ng(f’) nije vise Fourierov
transformat a(x, D)é(z). Kao posljedica toga operator pridruzen simbolu (a(x, &))" ée
biti samo aproksimativno inverz operatora a(x, D).

Za izgradnju dobre teorije pseudodiferencijalnih operatora potrebno je odabrati odgo-
varajuce klase dopustenih simbola, Sto je sadrzaj sljedec¢eg odjeljka.

2. Klase simbola

Neka je m € Ria(x, &) € C®°(R? x R?%). Kazemo da je a simbol reda m ako za svaki
par multiindeksa a, 3 € Ng postoji konstanta Cpg takva da

1000Pa(x, )| < CapA(€)™ Pl (x,¢) e RTx RL

Pri tom je A(§) = (1 + |27& |2)%, dok 0y, i OF oznacavaju derivacije s obzirom na varijable
k .
Vi &g
Skup takvih simbola reda m se oznacava sa S™. Lako se provjeri da je S! C S™
za | < m, §to daje smisao uvodenju klasa S := |, S™ 1 S7*° =), 5™. Ukoliko je
a€ 8™ be S tea, B € NE tada je 0,0%a € ™18 i ab € S™H.
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Pseudodiferencijalni racun

Najjednostavniji primjer simbola iz klase S™ je simbol diferencijalnog operatora reda
m: a(x,&) = 3 |q<m @), pri cemu su koeficijenti aq € H* = [\, H®. Nadalje,
A(€) = (1+ |27€]?)Z je simbol klase m.

Sljededi primjer je vezan uz funkciju a(x, §) koja ima kompaktan nosac¢ u varijabli x,
homogena je reda m po £ i klase C*° izvan & = 0. Tada postoji simbol b € S™ takav da je
b(x,&) = a(x,€) za |€| > 1. On je jedinstveno odreden modulo S™°°, §to znaci da ukoliko je
¢ neki drugi simbol koji zadovoljava navedeno svojstvo, onda je nuzno b—c € S™°°. Zaista,
funkcija b(x, &) = (1 —¢(€))a(x, £), gdje je ¢ € CX(RY), supp ¢ C K(0,1)1 ¢ = 1 u okolini
&€ = 0, e biti simbol klase m, te ée biti jednaka funkeiji a za |€| > 1. Ukoliko je ¢ neki drugi
simbol jednak funkciji a za |€| > 1, onda nuzno slijedi da je b — ¢ € C°(R? x R%) € 7.
Stoga u tekstu ve¢inom ne¢emo praviti razliku izmedu funkcije a i njoj pridruzenog simbola
b= (1-¢)a.

U razvoju gore spomenutog asimptotickog racuna od velike vaznosti ¢e nam biti
sljedeca lema [SR, 2.2].

Lema 1. Nekasuaj € S™m=J j € Ny. Tada postoji simbol a € S™ (jedinstveno odreden
modulo S™%°), takav da za svaki k € Ny

a— Zaj e gmk,

j<k

Stovise, a moze biti izabran tako da je suppa C Uj supp aj. Koristit ¢emo oznaku a ~
> aj. "

Poseban primjer gornjeg aproksimativnog razvoja se dobije ako se uzmu funkcije a; s
kompaktnim nosa¢em po x, homogene stupnja m — j po &, te C* izvan £ = 0. Kao sto je
pokazano gore, njima se mogu pridruziti simboli klase m — j, pa koristec¢i prethodnu lemu
dobijemo novi simbol @ € S™,a ~ )" a;. Takvi simboli se zovu polihomogeni ili klasi¢ni.
Oni ¢ine podklasu prostora S koja sadrzi simbole diferencijalnih operatora i simbol A(§),
te je zatvorena na diferenciranje i mnozenje. Za polihomogeni simbol a € S" definira se
glavni simbol, u oznaci o, (a) (ili samo o(a), ukoliko se ne Zeli naglasavati stupanj simbola),
kao homogeni dio stupnja m.

3. Pseudodiferencijalni operatori

Simbolima iz prethodnog odjeljka Zelimo pridruziti operatore pomocu relacije (1). Za
a € S iu € S integral u (1) konvergira i definira funkciju iz S. To je ujedno sadrzaj
sljedeceg teorema, za ¢iji dokaz ¢emo koristiti svojstva neprekidnosti Fourierove pretvorbe
na S sadrzane u Lemi 2. (za dokaz vidi [SR], 1.8).

Lema 2. Fourierova pretvorba je neprekidno preslikavanje sa § u S 1 pri tom vrijedi da
je |0l < Crldl2grr- (Zak € Ng s | - | oznacujemo polunormu |¢|;, := sup{|x*dgp(x)| :
x € RY la+ B <k}

Teorem 1. Zaae€ S®i¢peS, izraz
2) a(x, D)(x) = / M0 (x, €)0(€)de

definira funkciju a(-, D)¢ € S, te postoje konstante N € Ng i C}, € R" za k € Ny (koje
ovise o a), takve da je |a(-, D)ol < Ck|d|rrn-



H-mjere i primjene

Dem. Kako jezal < m S C S™, to mozemo pretpostaviti da je a € S*™ za neki m € N.
Stoga za ¢ € S mozemo pisati

b D)O| < [ 1N 2ala |\ 2050 24 ) de.

Buduéi da je [ A7%(&)d€ konacan ako i samo ako je s > d, zakljuéujemo da je a(-, D)¢
omedena funkcija, te da je |a(-, D)¢lo < C\¢]2m+2d Colo|n, za N = 2m + 4d. Nadalje,
deriviranjem relacije (2) dobijemo

9j(a(x, D)p(x)) = a(x, D)(9;¢)(x) + (9ja)(x, D)p(x),

a parcijalnom integracijom njene desne strane

# alx, D)O()) = alx, D)(I6)(x) + o (@) (x, D)o(x).

Stoga ¢lan x*9®(a(x, D)¢(x)) moze biti prikazan kao linearna kombinacija ¢lanova oblika

(0y0%a)(x, D)(x*°0P7¢)(x), te je a(-, D)¢ € S'i |a(-, D)g| < Crld|prn-
Q.E.D.

Sljede¢im teoremom [SR 3.2] uvest ¢emo operacije adjungiranja i komponiranja pseu-
dodiferencijalnih operatora. Teorem takoder daje vezu izmedu simbola prvobitnog i ad-
jungiranog, odnosno komponiranog operatora.

Teorem 2. Za svakia,b e S, te ¢, € S vrijedi

(i) (a*(-, D)p, 1) = (¢, a(-, D)),

pri éemu je a*(x,€) ~ > 40%Dqaa i afb ~ 3 40%aDab. Navedeni redovi konvergira-
ju jednoliko po x € R? i ¢ iz kompaktnog skupa u R%\ {0}, dok ~ predstavlja klasu

ekvivalencije modulo S™°. .

Prokomentirajmo poblize operacije adjungiranja * i komponiranja # simbola. Ukoliko
je a diferencijalni simbol reda m (tj. polinom po & s koeficijentima u H*), onda ¢e ¢lanovi u
asimptotickom razvoju za a* biti jednaki 0 za || > m, pa je taj razvoj konacan i egzaktan.
Iz istih razloga je afb = Z|a|<m é@aaDab za svaki b € S

Htjeli bismo sli¢na razmatranja provesti i za slucaj kada je a polinom po x s koefici-
jentima ovisnim o €. Medutim, takve funkcije nisu simboli (neomedene su po x), osim u
slucaju kada je stupanj polinoma nula, to jest, kad a ovisi samo o £. U tom slucaju gornji
razvoji se bitno pojednostavljuju i vrijedi a* = @ i aflb = ab za svaki b € S!. Posebno, za
simbole A\ vrijedi (A)* = X i XgA™ = M+,

Pomocu zadnjeg teorema mozemo prosiriti operator a(x, D) : S — S na operator sa S’
u S'. Za zadani simbol a € S definiramo pseudodiferencijalni operator a(x, D) : 8’ — &’

na sljedeci nacin
<a('7 D)U, ¢> - <U, a*<'7 D)¢>>

pri cemu je u € 8’ i ¢ € S. Ukoliko je a € S™ kazemo da je operator a(x, D) reda
m. Skup svih pseudodiferencijalnih operatora reda m oznacava se sa W™. Skup svih
pseudodiferencijalnih operatora je U = | JU™ dok se elementi skupa ¥~ = (| U™ zovu
izgladujuéi operatori (takav naziv ¢e opravdati tvrdnje Teorema 4. i 7.).

Tako je gornja definicija pseudodiferencijalnog operatora definiranog na &’ implicitna,
ipak omogucuje provodenje eksplicitnog racuna. U prvom dijelu sljedeceg teorema pokazat
¢emo da poznavajuéi djelovanje operatora mozemo jednoznac¢no odrediti njegov simbol
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Pseudodiferencijalni racun

(na taj nacin je uspostavljena bijekcija izmedu S*° i U*°). U drugom dijelu teorema ce
biti prikazani neki detalji vezani uz racun sa simbolima koji su polinomi po x. Premda
iz, prethodnog razmatranja znamo da takve funkcije nisu simboli, ako uzmemo b(x,§) =
> lal<k X¥0a(§), ba € S°°, mozemo definirati operator b(x, D) : S’ — &' pomoéu formule

b(x, D)u = Z x*(ba(D)u), ueS.
o<k

Gornja formula je dobra jer je 8’ zatvoreno na mnozenje s polinomima. Iz iskaza teorema
¢e slijediti da za takav operator b i proizvoljni a € S* i dalje vrijedi formula (ii) iz Teorema
2., pri ¢emu c¢e razvoj za afb sadrzavati samo kona¢no mnogo ¢lanova.

Teorem 3. Neka je a € 5.
(i) Tada za proizvoljni fiksni & € R vrijedi

a(x, D)e%ix'5 = a(x, £)e2mx'g.
(ii) Ako je k tome p polinom ux i u € 8" onda vrijedi
1
a(-, D)(pu) = ) o Dep(x)(0%a) (-, D)u.
aENg
Dem. (i) Izracunajmo najprije (a*(-, D)¢)" za ¢ € S. Imamo da je
(¢, (a*(, D))" = (,a*(, D)) = (al-, D), ¢), W €S.

Buduéi da je Fourierov transformat funkcije @ upravo ¥, to slijedi da je izraz u gornjem
retku jednak

[ ([ & a @) aoax= [ it ([ <ot iax) de,

iz cega slijedi da je (a*(-, D)p)" = [ e2mix€a(x, £)¢(x)dx. Stoga za svaki ¢ € S vrijedi
(a(x, D)e*™E, ¢) = (*T¢ a*(x, D))
_ 627'rix~€a>s< (X, D)¢

= (a*(x, D)9)" () = / 80 (x, £)6(x)dx

sto dokazuje (i).
(ii) Zbog linearnosti pseudodiferencijalnih operatora, dovoljno je tvrdnju dokazati za
p(x) = xP. Najprije, za ¢ € S

x%a* (x, D)p(x) = / xBe2x 0" (x, €)(£)dE
= [ e (a'(x.)ite) ) de
- [emney (2) (=D)*a)x.8) (*0(0)) " de

a<p

-y $ (x, D)((8ax?)0)(x),
a<f



H-mjere i primjene

pri cemu zadnja jednakost slijedi iz ¢injenice da je

(ﬂ> xB-a = iﬁaxﬂ.

0% a!
Na taj nacin smo dobili

(a(x, D)(xPu), §) = (u, x’a*(x, D))
=3 L, (DY) (x, D) (0ax?)6))

ol
=¥ L@ D20 Do),

sto dokazuje tvrdnju.
Q.E.D.

Pri proucavanju diferencijalnih jednadzbi, posebno zanimljiva svojstva imaju inver-
tibilni pseudodiferencijalni operatori. Takvi operatori se zovu elipticki. Njihova karakteri-
zacija dana je sljedeéim teoremom [SR, 2.10].

Teorem 4. Za a € S™ sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
(i) Postoji simbol b € S™™ takav da je atb — 1 € S™°.

(ii) Postoji simbol b € S~ takav da je bfa — 1 € S™°.
(iii) Postoji € > 0 takav da je |a(x,&)| = e\ () za |&| > %
Kad su gornji uvjeti ispunjeni, simbol a se naziva eliptickim. Inverz b simbola a je jedinstven

do na modulo S™°. .

Simboli A™ su elipti¢ni buduéi da vrijedi A"\ = 1. Kao $to je ve¢ receno, za
diferencijalni simbol a(x,£) = 7|4<pm aa(x)€* (kao i za opcenite polihomogene sim-
bole) definira se glavni simbol kao homogeni dio stupnja m, to jest kao funkcija p(x, &) =
> jaj=m @a(x)€. Koristeci karakterizaciju (iii) iz prethodnog teorema lako se pokaze da
je takav simbol eliptican ako i samo ako je [} 4=, @a(X)| 2 €>0zax € RY.

Pseudodiferencijalni operatori su uvedeni u svrhu prosirenja klase diferencijalnih ope-
ratora. Zbog toga se postavlja pitanje da li oni zadovoljavaju svojstva koja imaju diferenci-
jalni operatori. Posebno, diferencijalni operatori reda m s H* koeficijentima su neprekid-
ni operatori s H* u H*7". Ovo svojstvo se prosiruje na pseudodiferencijalne operatore
proizvoljnog reda m € R [SR, 3.6].

Teorem 5. Neka je a € S™; tada za svaki s € R postoji konstanta Cs takva da je

a(x, D)u € H™™ za svaki u € H?, te ||a(-, D)u||gs—m < Cs||u]|gs- .

Ovaj teorem ima za posljedicu da su operatori reda —oo izgladujudi, te da je svaki
operator negativnog reda kompaktan na H.

Ocjene djelovanja operatora na prostore H? htjeli bismo prosiriti i na LP prostore. U
tom slucaju svojstvo neprekidnosti zadovoljavat ¢e samo operatori reda 0 [St VI.5].

Teorem 6. Neka je A pseudodiferencijalni operator pridruzen simbolu a € S°. Tada se

A prosiruje do neprekidnog operatora s LP na LP, za 1 < p < co. .

Pseudodiferencijalni operatori, medutim, ne nasljeduju sva svojstva diferencijalnih
operatora. Posebno, to vrijedi za svojstvo lokalnosti: opceniti pseudodiferencijalni operator
ne ¢uva nosac funkcije, to jest ne vrijedi

supp (a(-, D)u) C suppu, u€ S



Pseudodiferencijalni racun

Stovige, moze se pokazati da ukoliko a(x, D) € ¥ zadovoljava gornje svojstvo, on je nuzno
diferencijalni operator. Medutim, ukoliko je ¢ € C*° i ¢ = 1 na supp u, onda je

a(-, D)u = a(-, D)(¢u) = afo(-, D)u.

Na osnovu asimptotickog razvoja i Leme 1. dalje zakljucujemo da je afp = b+ r, pri
¢emu je r € ST 1 suppb(-, D)u C supp ,b C supp ¢. Stoga vidimo da ¢emo s opéenitim
pseudodiferencijalnim operatorom zadrzati neku kontrolu nad nosacem funkcije, ukoliko
racun ograni¢imo do na djelovanje izgladujuéih operatora. Ono $to umjesto lokalnog svoj-
stva ovdje vrijedi je svojstvo pseudolokalnosti, i.e. da pseudodiferencijalni operatori ne
povecavaju singularni nosac

suppsing (a(-, D)u) C suppsingu, u € S’

Bududi da su elipticki operatori invertibilni modulo izgladujuéi operator, oni ne smanjuju
singularni nosac. Ovo svojstvo se naziva hipoelipticnost. Navedene tvrdnje dokazat ¢emo
u sljedeem teoremu, a prije toga ¢emo iskazati dvije pomoéne leme [SR 1.14 & 1.16].

Lema 3. Zau € & postoji N € Ny takav da je yu € H N za ¢ € S ili ¥(x) =

2\—N
(1+ |2mx|2)~ V. .

Poseban slucaj Soboljevljevih ulaganja imamo iskazan u sljedec¢oj lemi.

Lema 4. Neka je k € Ng U {oco}, te u € H¥(R?) za s > (d/2) + k. Tada su D%u

neprekidne omedene funkcije za |a| < k. .

Teorem 7. Ako jea € S™°°, onda a(x, D) preslikava &' u S 18" u O (skup C* funkcija
najvise polinomijalnog rasta u beskonacnosti). Ako je a € S, onda a(x, D) preslikava O
u O. Nadalje, svaki pseudodiferencijalni operator a(x, D) € U posjeduje pseudolokalno
svojstvo:

suppsing (a(-, D)u) C suppsingu, u € &',

dok za elipticke operatore imamo jednakost gornjih skupova, to jest suppsing (a(-, D)u) =
supp sing u.

Dem. Neka je a € S~ i u € &'. Tada postoji ¢ € CX takav da je u = tu, pa na
osnovu Leme 3. zakljuéujemo da je v € H™ N za neki N € Ny. Na osnovu Teorema 5.
zakljucujemo da je a(-, D)u € H% Budud da zbog Leme 4. H? sadrzi samo neprekidne,
omedene funkcije, ta svojstva vrijede i za a(-, D)u.

Analognim postupkom kao i u dokazu Teorema 1. funkciju x*9?(a(-, D)u) mozemo
prikazati kao linearnu kombinaciju ¢lanova oblika (9y0%a)(x, D)(z* 908 ~7u)(x), koji su
neprekidne i omedene funkcije iz istog razloga zbog kojeg je i a(-, D)u. Na taj nacin smo
pokazali da je a(-, D)u € S.

Uzmimo sada v € §’. Imamo da je

Dq(a(-, D)u) = bo(+, D)u

za bq = £€%a € ST°°. Na osnovu Leme 3. zakljuc¢ujemo da postoji N € Ny, takav da je
v(x) := (14 [27x?)"Nu € H™V. Stoga je
1

bau(%, D)u = ba(x, D) ((1 + |27rx|2)Nv) -3 (Dg(l + |2m|2)N) (9%ba) (x, D)o,

pri ¢emu je i nadalje 9Pby € S™°. Stoga je (9Pbu(-, D)v) € HY, pa pomocéu Leme
4. zakljucujemo da je to neprekidna i omedena funkcija. Kako je suma na desnoj strani

9



H-mjere i primjene

gornje jednakosti konac¢na, zakljucujemo da je Dg(a(-, D)u) = ba (-, D)u omedeno, to jest
a(-,D)u € O.

Za dokaz pseudolokalnog svojstva uzmimo a € S, v € 8’ i definirajmo skup Q :=
RY \ suppsingu. Tada za svaki ¢ € CX(Q) vrijedi da je yu € C, te za ¢ € CX(Q)
mozemo naéi ¢ € C°(Q) takav da je ) = 1 na supp ¢. Stoga vrijedi

¢a(-, D)u = ¢a(-, D)(Yu) + ¢a(-, D)((1 — ¥)u).

Prvi ¢lan na desnoj strani gornje jednakosti je u S, zato sto je Yu € §. Drugi ¢lan se moze
zapisati u obliku b(-, D)u, gdje je b = ¢at(1l — 1) simbol reda —oo, buduéi da su nosaci
funkcija ¢ 1 1 — 1 disjunktni. Na taj nac¢in smo dobili da je ¢a(-, D)u € C® za sve ¢ €
C2°(Q), iz cega slijedi da je a(-, D)u € C*°(2), odnosno suppsing (a(-, D)u) C supp sing u.
Konacno, ukoliko je a eliptican, onda postoje b € S i r € S~ takvi da je u =
bia(-, D)u — r(-, D)u, pri ¢emu je supp sing (bfa(-, D)u) C suppsing (a(-, D)u) i (-, D)u €
O, kao sto je dokazano gore. Na osnovu toga smo dobili i drugu inkluziju, iz ¢ega slijedi

da je suppsing u = suppsing (a(-, D)u).
Q.E.D.

U psudodiferencijalnom ra¢unu vaznu ulogu imaju komutatori. Komutator [A, B]
dvaju pseudodiferencijalna operatora A i B je operator definiran na sljedeéi nacin

[A, B] = AB — BA.

Na osnovu asimptotickog razvoja simbola za komporziciju dvaju operatora (Teorem 2.),
zakljucujemo da je komutator operator za jedan nizeg reda od operatora AB i BA. Ukoliko
su operatori A i B pridruzeni polihomogenim simbolima, ¢iji glavni dijelovi su a € S™ i
b e St tada je glavni simbol komutatora [A, B] dan Poissonovom zagradom

1 1
o ([4,B]) = 5—{a, b} = o— (Vea - Vb — Vya- Veb),

v

i vrijedi da je {a,b} € ST+ -1,
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H-mjere i primjene
1. Uvod

H-mjere, ili kako se jos nazivaju, mikrolokalne defektne mjere su pocetkom devedesetih
godina dvadesetog stolje¢a nezavisno uveli Luc Tartar [T2] i Patrick Gérard [G1]. Kako
su se najprije pojavile u vezi s nekim problemima iz homogenizacije, Tartar ih je nazvao
H-mjerama. One su vrsta Radonovih mjera koje opisuju limes kvadrati¢nih izraza L2
funkcija. Preciznije, neka je (u,) omeden niz u L? koji konvergira slabo k u. Tada je
(tp, —u)? omeden u L', stoga na podnizu konvergira slabo k pozitivnoj Radonovoj mjeri v.
U slucaju jake konvergencije mjera v je nul mjera. Na taj nacin, ona mjeri odstupanje slabe
od jake konvergencije, te ju je stoga Gérard prozvao mikrolokalnom defektnom mjerom.

Za razliku od Youngovih mjera koje su indeksirane po z, H-mjere su indeksirane i
po z i po njenoj dualnoj varijabli u faznom prostoru £. Nasuprot Youngovim mjerama,
koje daju samo staticki opis titranja, vazna primjena H-mjera proizlazi iz prijenosnog
svojstva kojeg zadovoljavaju. To svojstvo omogucuje pridruzivanje pojedinim sustavima
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi posebne prijenosne jednadzbe koje opisuju ne samo
Sirenje oscilacija, vec¢ i koncentracija.

Tako ne sadrzi sve informacije koje u sebi nose Youngove mjere (ogranicene su na racu-
nanje kvadrati¢nih izraza), mogu pomoci u provodenju odredene vrste mikrolokanog racu-
na s brojnom mogucénosti primjene. Posebno se to odnosi na racunanje energije odredenih
sustava, budu¢i da je, u pravilu, upravo ta veli¢ina izrazena kvadrati¢cnim ¢lanovima.

2. Postojanje H-mjera

U ovom odjeljku navest ¢emo teorem o postojanju H-mjera u njegovom najopéenitijem
obliku kakvom ga je objavio Gérard 1991. godine. Prije iskaza glavnog teorema uvedimo
oznake koje ¢emo koristiti.

Sa W[ oznacit ¢emo prostor pseudodiferencijalnih operatora ¢ija distribucijska jezgra
ima kompaktan nosa¢ u R x R%. Naime, po Schwartzovom teoremu o jezgri (vidi [H], I)
znamo da operator A € U ima integralni oblik

(Au)(x) = / Ka(x,y)u(y)dy,

i pri tome je K4 € D' (Rd X Rd) distribucijska jezgra operatora. Tvrdnja da jezgra
operatora A ima kompaktan nosac je ekvivaletna postojanju funkcije y € CgO(Rd) takve
da je A = yAx (pri tom koristimo istu oznaku za operator mnozenja funkcijom x, kao i za
samu funkciju).

Do jezgre K4 pseudodiferencijalnog operatora se moglo doci i bez Schwartzovog teo-
rema, iskljucivo raspisujuc¢i formulu kojom se definira djelovanje operatora na funkciju.
Naime, znamo da je

(a)(x) = [ [ e alx, uly)ayde,
iz ¢cega slijedi da je
Kalxy) = [ €0Vl €)dg,

Lako se provjeri da je K4 kompaktno noSen ako i samo ako su nosac¢i pripadnog simbola
a u varijabli x, te njegove Fourierove pretvorbe po drugoj varijabli kompaktni. Nadalje,
vrijedi da je supp Au C supp ya. Zbog navedenih tvrdnji operator A € U* se prosiruje do
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Definicija i osnovna svojstva H-mjera

operatora s H? (R?) u HS~™(R%). Takoder, operator negativnog reda A € U™ m < 0 je

loc
kompaktan u smislu da ako up — u, ug, v € Hy , tada ||Auy — Aul[s—m — 0. Pri tom

kod pisanja slabe konvergencije u Hy,
H_*(RY) dualni (v. [ES], I, str. 116. ).

Mi éemo se posebno baviti prostorima W™ (R%; L(H)) i W7 (R%; K(H)), koji se sastoje
od operatora ¢iji simboli poprimaju vrijednosti u £(H), odnosno IC(H). Pri tom je s
L(H)(K(H)) oznacen prostor omedenih (kompaktnih) linearnih operatora na separabilnom
Hilbertovom prostoru H. Uz ova dva prostora linearnih operatora vaznu ulogu ¢e nam
igrati i prostor operatora s tragom 7r(H), kojega ¢emo sada definirati. U tu svrhu naj-
prije uvedimo prostor Hilbert-Schmidtovih operatora HS(H) koji se sastoji od operatora
iz L(H) sa svojstvom da za proizvoljne ortonormirane baze (¢;), (¢j) u H vrijedi

DA [ )P =) 1 A I1P= ) Il Agi |P< o

Prostor HS(H) je Hilbertov sa skalarnim produktom definiranim relacijom

(A|B)us = (Adi| Bey),

pri ¢emu je (¢;) proizvoljni potpuni ortonormirani niz u H. Prostor 7r(H) se kod raznih
autora definira na razlic¢ite nacine. Tako se, na primjer, u [Z] on definira kao prostor svih
operatora A € L(H) takvih da

trA:=Y (A¢y | ¢n) < 0.

Pri takvoj definiciji ne vrijedi da je 7r(H) C ‘HS(H) (na primjer, uzmimo operator A
s potpunim ortonormiranim sustavom svojstvenih vektora (u,) i njima pridruzenih svoj-
stvenih vrijednosti A, = ). Definicija koju ¢emo mi koristiti (a moze se naéi u [9] i
[DS]) je sljedeéa: operator A je iz prostora 7r ukoliko je jednak produktu dvaju Hilbert-

Schmidtovih operatora. U tom slu¢aju dobro je definiran funkcional traga na 7r:

trA = Z<A¢n | &n),

pri ¢emu je (¢,) proizvoljna ortonormirana baza u H, a red konvergira apsolutno. S
obzirom da svi Hilbert-Schmidtovi operatori ¢ine algebru u L(H), vrijedi da je Tr(H) C
HS(H). Prostor 7r(H) je normiran s normom zadanom relacijom

loc?

imamo na umu ¢injenicu da su prostori HfOC(Rd) i

| A |l7o=tr((A*A)2).

Zato sto su operatori konacnog ranga gustiiu 7r(H) i HS(H) (u odgovarajuéim norma-
ma), ulaganje 7r(H) — HS(H) je gusto i neprekidno (vidi [S]). Mi éemo koristiti ¢injenicu
da je (TT(H), || - HTT> dual prostora (IC(H), Il - HC(H)>, pri ¢emu je dualni produkt zadan
relacijom
Tr(\ A, By = tr(AB)

(dokaz se moze naéi u [MV], str. 162.). Definicija dualnog produkta je dobra zato sto je
Tr(H) (kao i HS(H)) ideal u L(H).

Nastavljamo dalje s definicijama prostora koje ¢emo koristiti. Za lokalno kompaktan,
o-kompaktan metrizabilan Hausdorffov topoloski prostor T' oznacit ¢emo s M(T;7r(H))
prostor linearnih operatora p : Co(T) — Tr(H) koji zadovoljavaju svojstvo omedenosti:

(VK € K(T))(3CK > 0)(Vp € Ce(K)) (@)l 7y < Ok sup |o(1)]-

13



H-mjere i primjene

Gornje svojstvo omedenosti je ekvivalentno omedenosti s obzirom na topologiju strogog
induktivnog limesa na C.(7"). Nadalje, s M4 (T;7r(H)) ¢emo oznaciti podskup pozi-
tivnih elemenata iz M(T;7r(H)), tj. skup svih u € M(T;7Tr(H)) takvih da je za svaku
nenegativnu funkciju ¢ € C.(T), u(¢) pozitivni hermitski operator na H.

Prije iskaza glavnog teorema dokazimo dvije leme koje ¢e nam trebati za njegov dokaz.
Prva od njih u (a) dijelu sadrzi poopéenje Gardingove nejednakosti.
Lema 1. Neka je (vg) niz u L2 (R% H) takav da vy — 0.

(a) Ako je A € WO(RY K(H)) takav da oo(A) = a poprima vrijednosti u skupu
pozitivnih operatora, onda vrijede relacije:

lim Im L§< Avk, Uk >L120c = 0,

k—oo

liminf Re L2< A’Uk, Uk >L2 = 0.
k—o0 ¢ loc

(b) Za svaki K € KC(R?) postoji C' > 0 takav da za svaki A € WI(RY)

(supp x00(A) C K) = (limksup |12 Avk,vk)leoc\ < C sup HO’()(A)HE(H)).

RdxS§d-1

Dem. (a) Neka je § > 0. Tada je a + 6 € C®°(R%; L(H)) pozitivho definitan operator,
pa ima korijen b € C®(RY%; L(H)) koji je takoder pozitivno definitan. Nadalje, neka je

-]
V.=b—06Y2=aq (\/a +0+ \/5) . Bududi da je K(H) ideal u L(H), slijedi da je V' €

C>(R% K(H)). Uvedimo pseudodiferencijalne operatore B’ € U(R%; K(H)), o0(B') =¥’ i
B = gb((Sl/Q + B'), pri ¢emu je ¢ € CP(RY) i ¢a = a. Iz toga slijedi da je oq(B) = ¢b.
Koriste¢i simbolicki ra¢un imamo

00(B*B) = 0o(B*)oo(B) = ¢°b* = ¢*(a + 9).
Na osnovu toga zakljucujemo da je
(1) B*B = ¢*5+ A+ R,
gdje je R € W71 (RY; L(H)). S druge strane, bududi da je
B'B — ¢*0 = ¢*(0"* + (B)")(0" + B') - ¢%
=§'2((B) + B') + (BB,

slijedi da je R € V-1(RY K(H)).

Na osnovu (1) imamo
0< <ka: ’ ka> = <(¢26 + A+ R)’l}k,’l)k>,
odakle rastavljanjem na realni i imaginarni dio dobijemo

Re <A’Uk~,1)k> > —(5||¢UkH2 — Re (Rvk,vk),
Im (A?Jk, Uk> = —Im <R?)k, Uk>.

Bududi da je R operator negativnog reda, || Rvg|| — 0, pa zbog proizvoljnosti broja § slijedi
tvrdnja.
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Definicija i osnovna svojstva H-mjera

(b) Neka je x € C®(R?) takav da je yoo(A) = o0(A) i A = xAy, te uvedimo oznaku
g = SUP e gd-1 oo (Al ¢y~ Tada je o0(x?S? — A*A) = 252 — 0¢(A)*0o(A). Bududi
a je
{o0(A%)a0(A)v,v) < lloo( Al i lIxvlle
< Sxvlle = $*(xv | xw),

to slijedi da operator x2S? — A*A ispunjava pretpostavke u (a). Zbog toga je
lirrlkirlf((xzs2 — A" A)vg, vg) =0,

ie.
lim sup(A* Avg,, vg,) < limkinf S?|xvglpe < CS?
k

iz ¢ega slijedi tvrdnja.
Q.E.D.
Lema 2. Neka je A kompaktan operator na separabilnom Hilbertovom prostoru H. Tada
vrijedi
| A—mnAmy HLZ(H)_> 0,
pri cemu je m, ortogonalna projekcija na prvih n vektora baze.

Dem. Neka je K = Cl (A(K(O, 1))) Po pretpostavci je to kompaktan skup, pa ga za

svaki n € N mozemo pokriti s kona¢no mnogo kugala K(f*,1/n),i =1,..., j,. Vektore f
mozemo birati tako da je {f{",..., ]”T}L} C{f,... 7fy7}1} za m < n. Zbog toga u daljnjem
tekstu izostavljamo pisanje gornjeg indeksa uz vektore f;. Oznacimo s G, skup vektora
{e1,...,en, f1,..., fj. }, pri Cemu je e,, ortonormirana baza prostora H. Ozna¢imo nadalje
s Pg, projekciju na prostor razapet s Gy, te uzmimo proizvoljni z € K(0,1). Za zadani
n € N tada postoji f; € G, takav da je

| Az — fi ||< 1/n.

Posebno vrijedi
| Pa, Az — Pg, fi |=|| Pa, Az — fi < 1/n.

Kombinirajuéi gornje dvije nejednakosti dobijemo
| P, Az — Ax ||< 2/n, x € K(0,1).
Bududéi da je m,x € K(0,1) za € K(0,1), te m,x — x u H, to slijedi

| Pg, Ampe — Az ||<|| Pg, Ampe — Ampx || + || Az — Ampz ||— 0.

2 (R% H) takav da v, — 0.
Tada postoji njegov podniz (vy,) i mjera u € M (R? x ST=1,Tr(H)), takva da za svaki
A€ WARYK(H)), vrijedi

Q.E.D.
Teorem 1. (postojanje H-mjera) Neka je (vj) niz u L?

(2) lim L§< Avkj, Uk:j >L2

i = [l i),

pri ¢emu je a = og(A).
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Dem. Oznacimo s D prebrojiv skup iz C°(R? x S971), gust u C.(R? x S%~1). Neka su
¢ € Didc VYRY takvi da je og(®) = ¢. Za svaki k € N dobro je definiran funkcional
na IC(H):

K — <CI)KUk,Uk>.

Taj niz funkcionala je omeden i ekvineprekidan, pa po Arzela-Ascolijevom teoremu za-
kljucujemo da postoji element pu(¢) € (K(H)) = Tr(H) takav da vrijedi

(3) (VK € K(H)) Hm(® Kvy;, vg;) = tr(Kpu(9)).

Zadnja relacija vrijedi za svaki ® takav da je oo(®) = ¢. Cantorovim dijagonalnim pos-
tupkom mozemo posti¢i da je podniz (Ukj) isti za svaki ¢ € D. Na ovaj nacin konstruirali
smo linearni operator

p:D — Tr(H).

Zelimo ga prosiriti na D, vektorski prostor razapet elementima iz D i D, tako da (3) vrijedi
za svaki @, oo(P) = ¢ € D. Bududi da je

lin(6 K v, ) = lim (0 0, 0g) = 0K (9) = (K p(0)"),

vidimo da je pu(@) = pu(¢)*. Preslikavanje p zatim mozemo progiriti po linearnosti na D.

Pokazimo da je g omeden u topologiji induciranoj s C.(R% x S¥~1). U tu svrhu
pretpostavimo najprije da je ¢ realan i da zadovoljava ¢ < «, pri ¢emu je a > 0. Za
pozitivni operator K € IC(H), te ® € UWI(R?) i funkciju § € CP(R?) takvu da je p = ¢ i
0 < 6 < 1, definirajmo operator A := (af) — ®)K. Zbog toga $to je glavni simbol og(A) =
(af — ¢) K pseudodiferencijalnog operatora A pozitivan operator, mozemo iskoristiti Lemu
1.(a) na osnovu koje zakljucujemo

tr(u(o)K) = li]£n<<I>Kvk, V) = lilgn Re (P K v, vg)
< lim Re (a0 K vy, vg,) < lima/ (0K | vg ) gdx
k k R4

ganm/ 01K el on lmdx <ol K|z C,
k Rd

pri cemu konstanta C' ovisi iskljuc¢ivo o S = supp ¢. Uzimajuci posebno a = sup ¢ imamo

11Dl 7pry = sup tr(u(@)K) < aC.
1K 2y =1

Na taj nacin je dokazana neprekidnost operatora p na skupu funkcija s gore navedenim
svojstvima. Rastavljanjem proizvoljne funkcije ¢ € D na realni i imaginarni, te pozitivni i
negativni dio, zaklju¢ujemo da je operator u neprekidan na ¢itavom D. Na osnovu zadnje
jednakosti zakljuéujemo da ukoliko niz funkcija (¢,,) u D konvergira uniformno k nuli, tada
|1(O) | 7p(zry — 0. Zbog toga, kao i gustoce prostora D, operator y mozemo prodiriti do
distribucije. Pri tom smo koristili ¢injenicu da je linearna forma na CZ° distribucija ako
i samo ako za niz glatkih funkcija (¢;,) koji konvergira k nul funkciji u topologiji strogog
induktivnog limesa na C2°, niz |(T, ¢,,)| konvergira k nuli (vidi [CD], str. 436.).

Bududi da je p distribucija reda 0 mozemo je progiriti do funkcionala na C.(R%x S%1),
odnosno vrijedi € M(R% x S, Tr(H)). Preostaje pokazati da je pu € My, to jest da je
za svaku nenegativnu funkciju ¢ € C.(R% x S%1) operator u(¢) pozitivan. Hermiticnost
se lako dokaze, jer znamo da za realnu funkciju ¢ vrijedi

()" = (o) = u(p).

16



Definicija i osnovna svojstva H-mjera

Nadalje, buduéi da je u(¢) hermitski operator, to postoji ortonormirana baza (e,) u kojoj
p(¢) ima dijagonalni prikaz. Definirajmo brojeve pu(¢);; = (p(¢)e; | ;). Oznacimo s
I, operator koji u matricnom prikazu na prvih n dijagonalnih mjesta ima jedinice, dok su
ostali elementi nule. Tada koriste¢i Lemu 1.(a) zaklju¢ujemo

> 1) = tr(p(9)In) = him(@lnvg, vg) > 0.
j=1

Na osnovu toga zakljuéujemo da je p(¢);; > 0 za svaki j, odnosno da je u(¢) pozitivan
operator.

Preostaje nam jos dokazati relaciju (2). Po Rieszovom teoremu reprezentacije prostor
pozitivnih linearnih funkcionala na C.(X), pri ¢emu je X lokalno kompaktan Hausdorf-
fov prostor, je izomorfan prostoru Radonovih mjera na X. Stoga operator u(¢) mozemo

zapisati u obliku
(o) = / ¢dy,
RdxSd-1

pri ¢emu dyp oznacuje matricnu Radonovu mjeru. Zbog (3) slijedi da teorem vrijedi za
pseudodiferencijalne operatore oblika A = ®K, pri cemu je K pozitivan i kompaktan
operator, a ® € WO(RY).

Uzmimo sada proizvoljan operator A € WQ(R%IC(H)),a = oo(A). Fiksirajmo zatim
ortonomiranu bazu u H i sa m, oznacimo ortogonalnu projekciju na vektorski prostor
razapet s prvih n vektora baze. Na osnovu Leme 2. zakljucujemo da

(4) swp | @ moamn llgm— 0.
RdxSd—1

S druge strane, primijenivé Lemu 1.(b), za operator B € WY(R%; IC(H)) dobivamo

limsup [(Bvg, vg)| < C sup || oo(B) HE(H),
k RdxSQd-1

pri ¢emu konstanta C' ovisi o supp o,(B). Posebno, uvrstavajuéi operatore B,, = A—m, Ay,
u zadnju nejednakost i koristeéi (4) dobivamo

limsup [((A — mp ATy ) vk, vg)| — 0.
k
Takoder, zbog (4) neposredno slijedi
/ tr((a — mpamy,) du) — 0.
Rdx8d-1

Operator 7, A7, je konacna linearna kombinacija operatora oblika ®K; ® € U9, K € K(H),
pa za njega vrijedi relacija (2). Stoga je

lim sup(Avy, v) = lim lim sup(((A — T ATy Vg, V) + (T ATpug, vk))
k n k

= lim tr(mp Amy, dp) = / tr(adu).

" JRixSd-1 RdxSd-1

Q.E.D.
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Definicija. Mjera u iz prethodnog teorema se zove mikrolokalna defektna mjera ili H-
mjera.

Naravno, Teorem 1. se moze prosiriti i na L12OC nizove ¢iji je slabi limes razlic¢it od
nule, to jest, ako vrijedi vy — v # 0. U tom sluc¢aju konvergencija (2) prelazi u

(5) lim p2( A(vg, — v), vk, — )2 = /R - tr(a(x. €)dp(x.€) ).

j—0o0 loc

Definicija. Kazemo da je slabo konvergentan niz (vg) u L2 _(RY; H) ¢ist ako relacija (5)

vrijedi za svaki njegov podniz, i.e. ako postoji p € My (R? x 841 Tr(H)) takva da za
svaki A € WO(RY; K(H)) vrijedi

(A =)o =) = [ el A)x €)dutx.£)).

pri cemu je v njegov slabi limes.
Ukoliko je (uf) niz i-tih koordinata vektora uy, i A € W(R?), &iji je pripadni glavni
simbol skalarna funkcija, onda je

(6) (A, uf) — / 00(A) (%, €)djuij (x. £),

pri ¢emu je p;; matriéni element H-mjere p pridruzene nizu (uy).

Korolar 1. Neka su K; € K(RY) takvi da je supp ul, C K;. Tada je nosa¢ mjere ju;;
sadrzan u skupu (K; N K;) x 841,

Dem. Uzmimo A € ¥ takav da je oo(A) = a(x)b(§) i suppa C (K; N K;). Tada vrijedi

(Auj | uf,) = ((ba},)"| aul) =0.

Stoga je [ a(x)b(€)duij(x,€&) = limg( Auy | u) = 0. Tvrdnja sada slijedi zbog gustoce
funkeija oblika a(x)b(£) u prostoru C(RY x S9=1).
Q.E.D.

Korolar 2. Ako u}cﬂi konvergira vague k v;;, onda za svaku funkciju ¢ € C.(R?) vrijedi
(vij, o) = (pij, # @ 1).
Dem. Neka je A € W0 takav da je 0g(A) = ¢(x) € C.(R?). Tada vrijedi

S druge strane, po definiciji H-mjere, vrijedi (Au, ui} — (lij, ¢ ®1).
Q.E.D.

3. Primjeri H-mjera

Razmotrimo najprije najjednostavniji, skalarni slucaj, to jest, neka je H = C. Tada
je u pozitivna Radonova mjera na RY x S, Nakon iskaza dviju pomoc¢nih lema (dokazi
se mogu na¢i u [AG], str. 57. 1 [St], str. 341.) slijedi teorem u kojem su dani primjeri nizova
za koje se H-mjera moze eksplicitno izracunati.
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Definicija i osnovna svojstva H-mjera

Lema 3. (Formula stacionarne faze) Neka je u € CX(RY),a € S™ i+ € C®(RY)
takav da je za svaki x € R, Vi)(x) # 0. Tada je za svaki A > 1

a(x, D) (ue?™ ) (x) = 2" [(x, N).
gdje funkcija I(x, \) ima za A — oo asimptoticki razvoj lokalno uniforman po x

1660 ~ 3 0 (P () | DalxAVE())

a=0 y=x
dok je r(y) = U(y) — t(x) — Vi(x) - (y - ). .

Lema 4. Neka su ¢,¢ € C°(RY) , pri éemu ¢ nema kritiéne tocke u nosacu funkcije .
Tada je za svaki N > 0

M) = /ezWiA¢(x)w(X)dx = O()\*N),

za \ dovoljno velik. .

Teorem 2. Neka ¢, \, 0, te neka je U € C(R?xR") i ¢ : R* — R" C™ submerzija (i.e.
V¢ je u svakoj tocki surjektivni operator). Definirajmo niz funkcija

(i) Ako je U [0,1)"-periodicna funkcija s obzirom na drugu varijablu i s = 0, onda je niz
(ug) cist i pripadna H-mjera je

: V(p-¢(x))
p= > U)o (oot dx,
pezr\{0} <|V(P ' ¢(X))|)

pri cemu je U (x, p) Fourierova transformacija funkcije U po drugoj varijabli.
(ii) Pretpostavimo da je s = r/2 i da za svaki kompaktni skup K C R¢ vrijedi

(7) / sup |U(x,0)%d < .
R" xeK

Tada je (uy) ¢ist niz i pripadna H-mjera je zadana relacijom

_ T (x 2 V(y - o(x)) X
= f 0 Pt (-5 ) v

pri cemu je U (x,y) Fourierova transformacija funkcije U po drugoj varijabli.

Dem. (i) Zbog gustote mozemo pretpostaviti da je U € COO(Rd x R"). Koristedi
Fourierov razvoj mozemo pisati

U(x,0) = Z U(x,p)e?mPf.
P

Buduc¢i da red na desnoj strani konvergira lokalno uniformno, mozemo funkciju U aproksi-
mirati konaénom sumom ¢lanova oblika U(x, p)e? P9 pa bez smanjenja opéenitosti moze-
mo pretpostaviti da je U(x,p) = 0 osim za kona¢no mnogo p € Z". Stoga je

() = 37 0 (x,p)e o
p
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H-mjere i primjene

Koriste¢i Lemu 4. zakljuéujemo da e2™P¢(X)/ek — () za p # 0, iz ¢ega slijedi da up —
U(X, 0), pa bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je U(x, 0) =0.

U sljede¢em koraku koristimo formulu stacionarne faze (Lema 3.), kako bismo dobili
asimptoticki razvoj za Aug. Buduéi da H-mjeru niza (uj) odreduje limes (Auy,uy), ne
zanimaju nas oni ¢lanovi asimptotickog razvoja koji teze jako k nuli. Kako su diferencijalni
operatori kompaktni na L2 mozemo u formuli stacionarne faze zanemariti ¢lanove uz o > 0.

Na taj nac¢in dobijemo

Aug(x) ~ Y U(x,p)e?™Po®/eq(x, V(p - ¢(x))
peZ\{0}

2
loc*

u smislu da obje strane imaju isti limes u L Koriste¢i opet da za p # 0 vrijedi

2P o)/ ) zakljuéujemo da

) — [ 30 00xp)Pa(x, V- o) dx,

peZ\{0}

sto dokazuje tvrdnju.

(ii) Kao i u prvom sluéaju mozemo pretpostaviti da je U € C*(RYxR"), te da U(x, y) ima
kompaktan nosa¢ po y. Zbog pretpostavke (7) up — 0. Koristeéi da je F (62““"") = 0n
zakljucujemo:

. @) . -
e U (x, gbix))e%”y k= /e2mz'¢(x)U(x,y — €;z)dz
k

(8)
vague
E— U(X, y)5¢(x).

Pomocu formule stacionarne faze i zakljuc¢ivanja kao u dokazu prvog dijela teorema dobi-

jemo da

®) 4 (U <X’ M)) ~ [ 06yt Vi - o)™ dy

€k

2

u smislu da obje strane imaju isti limes u Li. ..

Konaéno,

(aug, ug) ~ //U(x, y)a(x,V(y . (b(x)))e%iy'(bf(;()U (x, %) €, dydx,

pa tvrdnja slijedi iz relacija (9) i (8).
Q.E.D.

Prethodni primjeri su ilustrativni jer daju strukturu H-mjere u dvije standardne
situacije kad slabo konvergentan niz ne konvergira jako: slucajevi oscilacije i koncentracije.

Razmotrimo sada opceniti konacnodimenzionalni slucaj. Neka je H = C', tada je u
r X r pozitivha matrica Radonovih mjera.

Ukoliko je p = 0, na osnovu relacije (6) imamo da

(au};nu};) — 0, ac Cgo(Rd),

iz cega slijedi upy — 0 u L%OC(Rd;CT). Zaklju¢ujemo da je pripadna H-mjera niza (uy)

jednaka nuli ako i samo ako niz konvergira jako k nuli.
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Definicija i osnovna svojstva H-mjera

Naravno, u beskonac¢nodimenzionalnom sluc¢aju ovakav zakljucak ne vrijedi. Tada
p = 0 ne povlaéi relativhu kompaktnost niza (u,) veé slabije svojstvo koje é¢emo sada
opisati.
Definicija. Niz (u;,) € L2 _(Q; H) je relativno kompaktan modulo H ako je za svaki h € H,

loc

niz ((ug | h)) relativno kompaktan u L2 ().

Lako se vidi da u slucaju relativne kompaktnosti modulo H niza (uy), niz ((ug | b))
konvergira k (u | h), pri ¢emu je u slabi limes niza (uy).

U slucaju da je niz (ug) ¢ist s H-mjerom p, tada je ((up | h)) ¢ist s H-mjerom

(ph | h). To se lako vidi iz sljedeée relacije

Hm(A(ug | h), (ug | b)) = limZi_zihﬂAu};,ui}) = Zf_zihj/aduijj = /a(uh | h).
Y]

Y]

Zamjena limesa i sume u gornjoj relaciji je valjana zato $to je A kompaktan operator i
moze se aproksimirati nizom operatora (7, Am,) (Lema 2.).

Sada zaklju¢ujemo da je niz (ug) relativno kompaktan modulo H ako i samo ako je
zasvaki h € H (ph|h) =0, to jest ako i samo ako je u = 0.

Vidimo da se u konacnodimenzionalnom slucaju relativna kompaktnost modulo H
svodi na uobicajenu relativnhu kompaktnost.

U sljede¢em primjeru ¢emo poopciti gornja razmatranja na diferencijalne operatore
s neglatkim simbolima. Neka su H i H* separabilni Hilbertovi prostori. Za m € N

definiramo diferencijalni operator P : LIQOC(Q; H) — H,.7"(€; H*) formulom

Pu(x) = Z 9%(aa(x)u(x)),

|al<m

pri ¢emu su a € C(Q; L(H; HY)).
Ako s E_,, oznacimo pseudodiferencijalni operator na €2, s glavnim simbolom |&]|7™,
tada operator E_,,, P djelujes L (Q; H)uL? (Q; H*). Ozna¢imo nadalje s p glavni simbol

o loc loc
operatora P, zadan relacijom

p(x,€) = Z £%aa(x).

|lal=m

Teorem 3. Neka je (uy) cist niz u L%OC(Q; H), s pripadnom H-mjerom p. Tada je

(E_pPuy,) ¢ist niz u L2 _(Q; H*), s pripadnom H-mjerom

loc

p = pup*.

Dem. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da u, — 0. Za A € W(Q;K(H*))
vrijedi

(10) <AE_mPUk:, E_mPU,k> = <P*EimAE_mPuk, U,k>
Koristeci aproksimaciju glatkim funkcijama bez smanjenja opéenitosti mozemo pretposta-

viti da je aq € C®(Q; L(H; HY)).

Buduéi da je K(H) ideal, koristenjem pseudodiferencijalnog racuna imamo da je
AY = P*E* AE P € U(Q: K(H™)),
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H-mjere i primjene
s glavnim simbolom

dF(x,€) = p(x,€) o0(A)p(x. §).  (x,€) € R xS,

Koriste¢i definicju H-mjera, imamo da desna strana u (10) konvergira k

[ (v €7 o Apix. autx.€)).

Rezultat slijedi zbog tr(qr) = tr(rq).
Q.E.D.

Iz dokaza teorema jasno je da on vrijedi i za opceniti pseudodiferencijalni operator
reda 0, a ne samo za diferencijalni operator. Medutim, vaznost ovog rezultata je u glatkoci
koeficijenata diferencijalnog operatora. Naime, trazi se samo njihova neprekidnost, a ne i
glatkoca, koja se zahtijevala za simbole iz klasa S™.

Sljededi rezultat je poopéenje Korolara 1. o nosacu H-mjera. Koristeci linearne jed-
nadzbe sacuvanja moze se preciznije odrediti nosa¢ H-mjere u R% x S¢-1.

Korolar 3. (Lokalizacijsko svojstvo) Neka je (uy) ¢isti niz u L2 (Q; H), s pripadnom
H-mjerom . Pretpostavimo da postoji gusti podskup D od H* takav da, za svaki h € D,

niz (( Puy, | b)) je relativno kompaktan u H (). Tada je

pp =10,

drugim rijecima, nosa¢ H-mjere j je sadrzan u skupu na kojem je p singularno.
Dem. Bududi da je (Puy) omeden niz u Hy_7"(€2; H*), slijedi da je ({ Pug | h)) relativno
kompaktan niz u H""(2) za svaki h € H*.

Stoga je niz (( E_ Pug | h)) relativno komapktan modulo H*, $to je ekvivalentno

tvrdnji da je njemu pridruzena H-mjera p* = 0. Po prethodnom teoremu slijedi da je

pup* = 0.

Buduéi da je g hermitska, vrijedi da je (pu'/?)(u'/?p*) = (pu'/?)(pp'/?)*. Kako je
Im(A*) = Ker(A)*, zakljucujemo da je (p,ul/2) = 0, sto povlaé¢i tvrdnju.
Q.E.D.

4. Tartarov pristup

Najprije ¢emo navesti bez dokaza Tartarov teorem o postojanju H-mjera iz 1990.
godine [T2].
2

Teorem 4. (postojanje H-mjera) Neka je (uy) niz u L2(R%R"), takav da Up—— 0.
Tada postoji podniz (oznac¢imo ga istim indeksom) i kompleksna matricna Radonova mjera
p na produktu R? x S?1 takva da, za svaki izbor funkcija o1, p2 € Co(R%C) i €
C(S41; C), vrijedi

: '3 B _

11751”1/(17:(%01%) ®F<@2Un>¢<‘€_|> dg = (p, (192) K 9)
ay
= [ enbu© dutx.g)

RaxSd-1

Mjeru p nazivamo H-mjerom pridruzenom (pod)nizu (uy,).
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Definicija i osnovna svojstva H-mjera

Tartara je zanimala prakti¢na primjena H-mjera na diferencijalne jednadzbe s koefi-
cijentima minimalne glatkoc¢e. Stoga je uveo novu klasu simbola, kao i njima pridruzene
operatore, na sljede¢i nacin.

Neka su a € C(S471) i b € Co(R?) neprekinute funkeije. Pridruzimo im operatore A
i B na L?(R%) zadane izrazima:

3

F(Au)() = a((5)a(6) (s € <R\ {0})
Bu(x) := b(x)u(x) (ss x € RY).

Operatori A se naziva mnoziteljem, dok je B operator mnozenja. Oba operatora
su omedeni na L? s normama ||all;c i ||b];«. Pomoéu njih éemo definirati klasu pseu-
dodiferencijalnih operatora reda 0. Najprije definirajmo dopustivi simbol kao funkciju
P € C(RY x S%1) koja se moze zapisati u obliku

(13) PZ:Zbk@ak,
k

(12)

pri cemu su aj, € C(ST1) i by, € Co(R?), te vrijedi sljededi uvjet ogranicenosti:
(14) S gl il < 00
k
Kazemo da operator L € £(L?(R%)) ima dopustiv simbol P ukoliko moze biti prikazan u
obliku sume L = Lo+ C| pri ¢emu vrijedi
Ly = ZAkBk , Ce K(LQ(Rd)) ,
k
gdje su operatori Ay i By pridruzeni funkcijama a i b3 kao ranije. Operator Ly nazivamo

standardnim operatorom pridruzenim simbolu P.
Operator Ly zadovoljava

u = a & e~ 2MEXp, (x)u(x) dx
Flo(€) =3 k(m)/d bi(x)u(x) d

et oo

pri cemu je u € L2(R?) N LY(RY) proizvoljna funkcija. Odavde slijedi da je operator Lg

dobro definiran, u smislu da ne ovisi o izboru reprezentacije simbola P s pomoc¢u (13).
Analogno mozemo promatrati operator Ly := ), By Ay, pri ¢emu su Ay, i By, isti kao

iz rastava standardnog operatora Lg. Lako se vidi da za u € L2(R%) N F(LY(RY)) vrijedi

mi€-x €
Liu(x Zbk / e ak<‘€’> a(&)d€

:/Rd e (x g ) e

Postupak pridruzivanja operatora simbolu zove se kvantizacija. U ovom odjeljku smo
istom simbolu P(x, &) pridruzili razli¢ite operatore Lo i Li. Operator L; dobijen je Kohn-
Nirenbergovom kvantizacijom, koja simbolu a(x, &) pridruzuje operator

a(x, D)u(x) = / o270 (x, €)i(€)dE
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na nacin kojim je to napravljeno u prvom poglavlju. Operator Ly dobiven je, pak, adjun-
giranom kvantizacijom, definiranom relacijom

a(x, Dyu(x) := / / RO oy €)u(y)dyde,
Rd Rd

odnosno,
F (@, D)u) (€) = F (alx, €)u(x).

Pri tom vrijedi da je razlika operatora pridruzenih istom simbolu razli¢itim kvantizacijama
kompaktan operator, sto nam daje slobodu u izboru kvantizacije. To je ujedno poopcenje
sljedece leme koju ovdje navodimo bez dokaza ([T2]).

Lema 5. (prva komutacijska lema) Komutator C := [A, B] = AB— BA je kompaktan

operator na prostoru LQ(Rd). .

Razmotrimo malo poblize novouvedenu klasu simbola i operatora. Na prvi pogled
reklo bi se da nova klasa simbola predstavlja poopéenje klase SY uvedene ranije, obzirom
da se ovdje radi o simbolima koji su samo neprekidni. Medutim, zahtjev (14) znatno
ogranicava uvedenu klasu. Naime, razmotrimo simbol > b, (x)a,, (&) pri ¢emu su by, a, €
C®(R? x ST, te za i # j vrijedi supp b; N supp bj = suppa; Nsupp a; = (). Postignemo
li jos uz to da je (Vn € N) supx ¢ [an(§)bn(x)| = 1 dobili smo simbol koji je u klasi S°
(bududi da je omeden i beskonacno gladak), ali ne ispunjava zahtjev (14).

U tu svrhu uzmimo realne funkcije a € CP(R),b € C2(R)? takve da je suppa C
[07 1]7
supp b C [0, 1] x [0, 1], te sup |a| = sup |b| = 1. Definirajmo niz funkcija

1 n—1 n—1
bn(x) : = nb (E(m - G- Zj)) :
1

1
an(€) = —ga <n2 (o) -3 i))
€)= =)

pri éemu je s p oznacena spektralna projekcija sfere S! na pravac. Funkcija > a,b,, pripada
klasi 59, ali je - [lan||o [|bnlloo = - L = co. Na taj naéin smo dokazali da se novouvedena
klasa simbola i klasa SY medusobno nalaze u opéem polozaju.

Tartar u svom ¢lanku pretpostavlja da je niz (u,) kojem odreduje H-mjeru iz prostora
L2, dok je Gérard uzimao le0 . hizove. Budud¢i da H-mjera predstavlja vague limes niza (uy),
ona je u Tartarovom sluc¢aju omedena Radonova mjera, dok u drugom pristupu omedenost
izostaje. Stoga je Gérard trebao jaci zahtjev na simbole operatora, to jest morao je uzeti
simbole s kompaktnim nosa¢em, kako bi dualni produkt (a, 1) bio dobro definiran.

5. Prijenosna svojstva H-mjera

U ovom odjeljku ¢emo statickom lokalizacijskom svojstvu H-mjera (Korolar 3.) pri-
dodati dinamicko svojstvo njihovog Sirenja. Izvest ¢emo diferencijalnu jednadzbu koju
H-mjera zadovoljava u dva posebna primjera: skalarnu jednadzbu prvog reda i valnu jed-
nadzbu. Koristedi parcijalnu integraciju iz nje se dobije prijenosna jednadzba za H-mjeru,
koja ¢e nam biti polazna tocka za razmatranja u sljedecem poglavlju.

Za dokaz prijenosnog svojstva, Tartar je trebao neke elemente iz teorije pseudodi-
ferencijalnih operatora. Buduéi da nije koristio glatke simbole, to nije mogao koristiti
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Definicija i osnovna svojstva H-mjera

klasiénu teoriju predstavljenu u prvom poglavlju, nego je ad hoc uveo dodatne zahtjeve na
simbole, koji su mu omogucili dokaz potrebnih svojstava za operatore uvedene u prethod-
nom odjeljku.

U tu svrhu, najprije je za m € Ng uveo vektorski prostor X™(R?), koji se sastoji od
svih funkcija sa svojstvom da sve njihove derivacije do reda m pripadaju prostoru FL'(R%),
to jest, njihova Fourierova pretvorba je L! funkcija. Lako se vidi da je X m(Rd) vektorski
prostor, te da je s

il = [ 1+ 2rE)Fw©)] de

dana norma na X™(R%). Buduéi da je L'(RY) konvolucijska algebra, to je FL!'(RY)
algebra s obzirom na mnozenje funkcija, pa zbog Newton-Leibnitzove formule za derivaciju
produkta slijedi da je to i X™ (Rd). U sljedecoj su lemi navedena neka daljnja jednostavna
svojstva ovih prostora.

Lema 6. Vrijede sljedece tvrdnje:

(a) (Ym € Ng) X™(R?) C CI(RY) (prostor funkcija ¢ije sve derivacije do reda m
opadaju prema nuli u beskonacnosti),

(b) k<m = X™(R? C XFRY) C XOR?) C Co(RY),
(c) (WseR) s>m+d/2 — HR?Y) C X™RI).

Dem. Prva tvrdnja slijedi iz ¢injenice da Fourier (kao i njegov inverz) preslikava L! u Cy
funkcije, dok je druga tvrdnja trivijalna. Dokazimo tvrdnju (c). Za v € H¥(R?) imamo

ol = [ (1 2nmIFo(€)] dg
< [ ameiFoe) e

= /R TN F () dE < AT |z g 0o ey

Zadnja nejednakost slijedi iz ¢injenice da je A™" € L2(RY) za r > d/2.
Q.E.D.

Za m € Ny mozemo definirati i prostore Xl’Z}C(Rd) svih funkcija w takvih da za

proizvoljnu test funkciju ¢ € CX(RY) vrijedi pw € X™(RY).

Lema 7. (druga komutacijska lema) Neka su A i B standardni operatori definirani
kao i ranije, s pripadnim simbolima a i b koji zadovoljavaju jednu od sljede¢ih pretpostavki

(i) a € CHS% 1) ibe XYR).
(i) a € XL,
Co(R%)).
Tada je komutator C := AB — BA € L(L*(R%);HY(RY)), te (prosirujuéi po ho-
mogenosti funkciju a na R%) operator VyC' ima simbol (Vea - ViD)E.

(RY) i b € CYR?) (b i njegove derivacije prvog reda pripadaju prostoru

Dem. Dokaz ¢emo provesti samo za prvi slucaj, dok se ostatak dokaza moze naéi u [T2].
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Izracunajmo djelovanje operatora VyC' na funkciju v € L2(R%):

F(VxCu)(&) = 2mi& @ F(Cu)(€)
= 2mi€ ® (F(ABu) — F(BAu))

==%M®< < >F .m*fmmaﬁ
:2m5®( < ) Fb* Ful(g J%*fumx@>

—wige [ o &)= a (1] Foie - mruman.

Koristeéi da je za proizvoljne &€, n € R?

m|m m|

§ n|_|€& n o n|_ &l

RS ____|____

LIt B 3 R T /I B [

imamo sljede¢u ocjenu

F(VxCu)€)| < 2ma [ I = mllFHE —m)llFutm)]dn.

pri cemu je a Lipschitzova konstanta funkcije a na jedini¢noj sferi.
Koriste¢i Youngovu nejednakost za konvoluciju, dobijemo

IVxCulli2gay = [F(VxCu)l|y
(15) S 47TOé||1Rdfb||L1||fU||L2
< 2al[bl| x1 || Fullp2 = 20[b]] x1 [|ull2 -

Ovim je dokazana neprekinutost operatora V4C' na L?(R%), odnosno (uz koristenje prve
komutacijske leme) operatora C' s L2(R?) u H'(R?), pri ¢emu je 1C] 2y (ma)) <
2supga-1 |Val|[b]| x1.

Preostaje jo§ izracunati simbol operatora VyxC'. Aproksimirajmo b € Wh1(R4) nizom
glatkih funkcija ¢, € C(RY), te neka je b, € S(R?) niz funkcija takvih da je b, = cp.
Tada niz (b,) aproksimira b u X'. Oznacimo s (B,,) niz operatora pridruzen funkcijama

(bn).

Definiramo li operatore Cy, := [A, By}, iz (15) slijedi
[Vx(Crn = Chullp2may < 20[bn — bl x1 ey lullr2mey -

stoga niz (VxC),) uniformno konvergira k operatoru VxC'. Za zakljuciti dokaz teorema
dovoljno je pokazati da operator VxC), ima kao dopustivi simbol funkciju (§ ® Vea)Vxby,.
Za test funkciju u € L2(R%) imamo da je

| reoSwna feove (§)]

—oni [ JewVea ()] (€~ mrvate ~ mrum an

S druge strane je

FVLC)€) = it o [ [ (é—|) a <|Z—|)] Fbu(€ — m)Fu(n) d
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Definicija i osnovna svojstva H-mjera

Koristenjem Taylorovog razvoja prvog faktora u gornjem integrandu,

(i)~ () =7 () e (Bg).

FOCo€) =21 [ 60 Tea (&) | Frute —mie — mrutman

T it /R o] — ) Fba(€ —m)Fuln) dn

slijedi da je

Prvi integral je zbog (16) jednak F(§ ® Vea)VxBpu , dok drugi zbog kompaktnosti nosaca
funkcije Fb,, definira kompaktan operator (vidi [HL], str. 216.). Zbog uniformne konver-
gencije niza (by,) slijedi tvrdnja.

Q.E.D.

a) Skalarna jednadzba prvog reda

Promatrimo skalarnu linearnu jednadzbu prvog reda na otvorenom skupu Q C R,
oblika

(17) b'Vun—i-CUn:fn,

pri emu za koeficijente vrijedi b € C1(€; C%), ¢ € C(©2; C). Valja naglasiti kako u gornjoj
jednadzbi koristimo realni skalarni produkt.

Pretpostavimo da niz (u,) konvergira slabo k nuli u L2(Q2; C), te da definira H-mjeru
. U sluéaju da imamo jaku konvergenciju k nuli u Hl;i(Q, C) niza (f,), tada lokalizacijsko
svojstvo (Korolar 3.) povlaci

P(x.&)u=b(x) £u=0.

Primijetimo kako gornji zakljucak ne ovisi o koeficijentu ¢, jer je taj ¢lan zbog slabe kon-
vergencije u L?(Q; C) (a time i jake u Hgi(ﬂ, C)) apsorbiran u desnoj strani jednadzbe.

Da bismo dobili prijenosno svojstvo za H-mjere moramo uvesti dodatne pretpostavke.
Naime, promatrat ¢emo H-mjeru p, pridruzenu nizu (uy, f). U tu svrhu nuzno je pret-
postaviti nesto bolje ponasanje niza (f,,), odnosno njegovu slabu konvergenciju u L2(Q; C).
U tom je sluéaju H-mjera koja odgovara nizu (u,) zapravo komponenta p'' matri¢ne
Radonove mjere pu.

Nadalje, jednostavnost radi, pretpostavimo da je funkcija koeficijenata b realna,
odnosno da je jednadzba (17) hiperbolicka. Ova pretpostavka nije fundamentalna, veé
pojednostavljuje propagacijsku formulu.

Teorem 5. Uz prethodne pretpostavke, H-mjera p'' zadovoljava jednadzbu
(1™, {®, P} + (2Re ¢ — divb)®) = 2(Re u'?, @) |,

za svaku funkciju ® € C1(Q x S¥1) s kompaktnim nosacem u prvoj varijabli (pri ¢emu je
® prosirena na © x R%, po homogenosti reda nula u drugoj varijabli).

Dem. Pomnozimo jednadzbu (17) funkcijom ¢ € CL(Q; C). Tada slijedi

(18) b-V(pun) = gn ,
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H-mjere i primjene
pri ¢emu je g, = @(fn — cup) + (b- V)u,. Uvedemo li oznaku v, := @uy,, tada niz (vy, gn)
definira H-mjeru v za koju, na osnovu Teorema 3., vrijedi
11 2 11
2, - 1 2

v = (—clpl* + ob - Vo)ul! +[pfut .
Djelujemo li na jednadzbu (18) standardnim operatorom A sa simbolom a € C>®(S%~1),
zbog ¢injenice da A komutira s derivacijama u varijabli x, slijedi

(20) b- V(Avy,) + div[(Ab — bA)v,| + [(divb)A — A(divb)]v, = Agy, .

Treci ¢lan na lijevoj strani gornje jednakosti je, zbog prve komutacijske leme, djelovanje
kompaktnog operatora na niz v,, te on neé¢e utjecati na H-mjeru, pa ga mozemo zanemariti.
Srednji pak ¢lan, sada prema drugoj komutacijskoj lemi, odgovara djelovanju operatoru K
reda nula sa simbolom

& (Vxb)Vea = (Vxb)"€ - Vea = {a, P} .

Zbog cinjenice da su koeficijenti b realni, te koristeéi obje jednakosti (20) i (18) uz zane-
marivanje kompaktnog ¢lana (koji pri prijelazu na limes tezi k nuli), dobijemo izraz

b - V[(Avy)tn] = (Agn — Kvy)vp + (Avy)gn -
Mnozenjem gornje jednakosti s funkcijom w € CL(€2), te prelaskom na limes, slijedi
— (M adiv (bw)) = 1 aw) — (W w{a, P}) + (12 aw) |
drugim rije¢ima
(vt wi{a, P} — adiv (bw)) = (2Re %, wa) .

Iskoristimo li identitet w{a, P} — adiv (bw) = {wa, P} — aw divb, gornja jednakost prelazi
u
(vt {wa, P} — awdivb) = (2Re 1%, wa) .

Koriste¢i vezu (19) izmedu mjera v i p, imamo da je
(ol {wa, P} — awdivb) = 2{(~|¢|*Rec+Re (b- Vp))u'! + [0 *Re 2, wa)
Koristedi jos jedan jednostavan identitet
|o[*{wa, P} = 2Re (b- Vpg)wa = {|¢[*wa, P},

dobijemo trazenu jednadzbu u slucaju ® = |p|?wa. Tvrdnja teorema slijedi zbog gustoce
test funkcija ovog oblika u prostoru funkcija iz C'(Q x S4=1) s kompaktnim nosacem u
prvoj varijabli.

Q.E.D.

b) Valna jednadzba

Sljede¢i nam je cilj primijeniti prethodna razmatranja u opcenitijem slucaju valne
jednadzbe. Taj se slucaj moze transformacijom jednadzbe u simetrican sustav prvog reda
svesti na situaciju analognu onoj u prethodnom odjeljku, gdje se moze primijeniti poopéenje
prikazane procedure (vidi [A]). Ovdje ¢e prijenosna jednadzba za H-mjeru biti izvedena
direktno. I u ovom slucaju trazena jednadzba slijedi iz kvadraticnog zakona sacuvanja,
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Definicija i osnovna svojstva H-mjera

te je prirodno ocekivati kako se ovaj postupak moze primijeniti na veéinu linearnih (ili
polulinearnih) sustava u fizici i mehanici kontinuuma.

Razmotrimo najprije slucaj klasi¢ne valne jednadzbe na Rar x R? u mediju cja svoj-
stva ovise neprekinuto o polozaju u prostoru, a vremenski su nepromjenjiva:

0%uy,
Por

Preciznije, neka koeficijenti zadovoljavaju p € C(RY) i A € C(R% My4(R)). Pret-
postavimo nadalje da niz rjesenja (u,) konvergira k nuli u Hj (2), te da niz ( f,) konvergira
k nuli jako u prostoru ngi(Rar x RY).

Prilikom razmatranja valne jednadzbe koristit ¢emo sljede¢u notaciju. Varijable u
R x R? ¢emo oznacavati s x = (2%, 21,...,2%) = (2%, 2) = (¢t,2', ..., 2%), ovisno o tome
sto je prikladnije. Sli¢no za dualnu varijablu pisemo & = (&,&1,...,&q) = (1,€). Za
derivaciju koristimo simbole Vx = (0y, V), te takoder crticu ili tockicu za p.

Neka je p H-mjera definirana nizom v" := Vyu, = (Ooun, Vxun) = (vg,v"). Iz
lokalizacijskog principa i simetrija koje zadovoljavaju funkcije v, slijedi rezultat.

(21) —div(AVuy,) = fn .

Lema 8. H-mjera p pridruzena nizu (v') je oblika
(22) p=(EE)tru,

pri cemu nenegativna mjera v := trp ima nosac sadrzan u skupu nultocaka karakteristicnog
polinoma jednadzbe (21); drugim rijec¢ima, vrijedi

(23) Q&) = 3 (p(x) ~ AGIE- €y =0,

u smislu Radonovih mjera.

Dem. Iz Schwartzovih simetrija za parcijalne derivacije slijedi da komponente niza (v")
zadovoljavaju

8jv,’§:8kv;? g, k=0,1,...,d.

Odatle i iz lokalizacijskog teorema za H-mjere slijede relacije

(24) Ept = &t 5 k1=0,1,...,d,
pa vrijedi da je
(25) Gl = gt = & = M = it .

Pri tome smo u drugoj jednakosti koristili hermiti¢nost matrice p, u tre¢oj evidentnu
¢injenicu da (24) vrijedi i za matricu @, te na koncu u posljednjoj jednakosti nanovo
hermiticnost.

Posebno, uvrstavajué¢i [ = k, sumacijom po k slijedi

(26) Ep = trpk |
Na kraju, mnozedi (25) s &, te sumacijom po [ i koristenjem (26), slijedi (22).
Nadalje, primjenom lokalizacijskog teorema na valnu jednadzbu, zapisanu u obliku

oy . o
pﬁ—dlv(Av )= fn,

slijede relacije
d
opp® — Z Gag' =0 1=0,1,....d,
ij=1

sto zajedno s (22) povlaci (23).
Q.E.D.
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Da bismo izveli prijenosnu jednadzbu za mjeru p, odnosno, sto je ekvivalentno, za
skalarnu mjeru v, moramo ponovno pojacati pretpostavke: zahtijevamo da f, konvergira
slabo k nuli u LQ(RSr x R%), da su koeficijenti p i A realni i klase C!, te da vrijedi A = A7.
Oznac¢imo s f1 H-mjeru pridruzenu nizu (v", f,). To je sada (d + 2) x (d + 2) matri¢na
Radonova mjera s indeksima od nule do d 4+ 1. Vrijedi, naime

f= { K ;h?j 1}
figs plrhart |

pri cemu je sa fig+] oznacen stupac s elementima phtl i =0,1,...,d. Lokalizacijsko
svojstvo povlaci ‘ .
GAM = G i j=0,1,....d,

Sto ima za posljedicu da stupac fig;; mozemo zapisati u obliku €v'2, pri ¢emu je v'? =

Y& 13441 skalarna i opéenito kompleksna Radonova mjera. Ovime smo mjeru i dodatno
pojednostavili, te mozemo pisati

. [(5@6)1/ gz/l?}_[{@S 5}[ Iv e1u12]7

57'512 y22 €T 1 671—512 V22

22 d+1,d+1

pri cemu smo s v°* oznacili nenegativnu skalarnu mjeru g . Time smo poznavanje
matricne Radonove mjere koja a priori ima (d + 3)(d + 2)/2 neovisnih elemenata sveli na
ukupno tri skalarne mjere, od kojih u prijenosnu jednadzbu ulaze dvije. Valnoj jednadzbi,
koja je viseg reda, ne pripada dakle slozenija H-mjera od one definirane nizom rjesenja
skalarne jednadzbe prvog reda.

Uz dodatne, prirodne pretpostavke na koercitivnost funkcija koeficijenata p i A,
lLe. p >0, te

(Fa>0)(vxeR)(VEERY) Ax)E-€>al¢f,

vrijedi sljedeée prijenosno svojstvo ([T2]).

Teorem 6. Uz gornje pretpostavke, skalarna mjera v = trp zadovoljava prijenosnu jed-
nadzbu:

(27) (v, {®,Q}) = 2(Rev'? @) ,

za svaku funkciju ® € C1(Q x S¥1) s kompaktnim nosacem u prvoj varijabli (pri ¢emu je

& prosirena po homogenosti reda nula u drugoj varijabli). .
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H-mjere i primjene
1. Uvod
Polulinearnoj valnoj jednadzbi
(1) pu”" — div (AVu) —u =0

pridruzit ¢emo funkciju gustoce energije d zadanu relacijom

d:==|p(u)? +AVu - Vu+ %uﬂ :

Nas cilj je izracunati makroskopsku vrijednost gornje energije. U duhu Tartarove teorije
homogenizacije u Sirem smislu, gledat ¢emo gornju jednadzbu s pridruzenim nizom pocetnih
uvjeta (3, i v,. Preciznije, Tartar je predlozio da nizovi (3,) i (7,) konvergiraju slabo k
nuli u odgovarajuéim prostorima, te da se makroskopska energija izrazi limesom (u smislu
distribucija) niza gustoca energija d,,.

Ovu ideju su sproveli Gilles Francfort i Frangois Murat [FM] u sluc¢aju linearne valne
jednadzbe. Koristili su teoriju H-mjera u cilju izra¢unavnja slabog limesa niza (d,,). U svom
radu prilagodio sam njihovu tehniku polulinearnoj valnoj jednadzbi i otkrio da dodavanje
¢lana u? nije rezultiralo promjenom makroskopske energije. Takoder sam oslabio zahtjeve
na regularnost koeficijenata.

2. Postojanje i jedinstvenost rjesenja polulinearne valne jednadzbe

U svrhu dokaza egzistencije i jedinstvenosti rjesenja za (1) definirajmo prostore V :=
HY(Q)NLA(Q) i H := L2(Q), pri ¢emu je Q omeden i otvoren skup s glatkim rubom u R
V' je separabilan i refleksivan Banachov prostor s normom definiranom relacijom

[ully == lullgy + [lullps.

Dual prostora V je V! = (H§(Q))' + (L4(Q)) = H1(Q) + L*¥3(Q). Prostori V, H i V' tvore
Geljfandovu trojku, odnosno vrijedi da je V — H < V'  pri ¢emu su gornja ulaganja
gusta i neprekidna. Stovise, zbog ograni¢enosti skupa €, vrijedi da je V i kompaktno
ulozeno u H. Naime, na ogranicenom skupu € Soboljevljeva ulaganja H5T¢(Q) — H*(Q)
su kompaktna (vidi [Ad], str. 144.) iz cega slijedi tvrdnja. Za dokaz postojanja rjesenja
koristit ¢emo sljedeéu lemu (dokaz se moze naéi u [T1]).

Lema 1. (Aubinova lema o kompaktnosti) Neka su By, By i Ba Banachovi prostori
takvi da je By — By neprekidno i By — B kompaktno. Ukoliko je niz (u,) omeden u
LP(0,T; Bo) i (ul,) omeden u LP(0,T; By) zaneki T < oo ip € (1,00), tada je (u,) sadrzan

u kompaktnom skupu u LP(0,T; By) .

Motivirani fizikalnim razlozima (v. [J]), pretpostavimo da koeficijenti p i A ovise samo
o prostornim varijablama.
Dokaz sljedeéa dva teorema je varijacija tehnika koristenih u [T1].

Teorem 1. (postojanje) Neka je B € L(V,V') koercitivan, hermitski operator (i.e.
oz||u||%/ < y{ Bu,u)y < ﬁ||u||%/,oz,ﬂ e R"), te p € L®(Q;R") takav da je p > ¢ > 0 (ss)
iT € RY. Tada za svaki f € L'(0,T; H),ugp € V iuy € H postoji u € L>(0,T;V) takav
da jeu € L>(0,T; H) i

" 3
pu” + Bu+u’ = f,
(2) {

u(0) =up, u'(0)=uy.
Nadalje, v" € L1([0,T] x ).
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Dem. U dokazu koristimo Galjorkinovu metodu. Izaberimo niz neovisnih vektora (wy,) iz
C2°(Q) takav da su konacne linearne kombinacije tog niza guste u V. To je moguce zbog
separabilnosti prostora V', te zato sto je C2°(€2) gust u V. Neka su, nadalje, (up0) i (un,1)
nizovi koji konvergiraju prema ug i u; u V', odnosno H. S u,, ozna¢imo rjesenje Cauchyjeve
zadace

) {V’< pu%+Bun+u§L—f,wi>V =0,
u

n(0) = un0, U, (0) = Un,1-
Rjesenje trazimo u obliku u,(t) = Y i, gi(t)wi, gi € C?*(R). Gornja jednadzba tada
poprima oblik

v S og (s + g5(0)Boy) + 3 (05 (0)0y)? — Frwi Yy =0

odnosno

(4) Sogi{pwilw) = vl £ =3 (0(thwi)* = g5(t) By, wn v

Zbog linearne neovisnosti vektora w; njihova Grammova matrica je regularna. Bududi da
operacija u — (pu | u)p takoder definira skalarni produkt na H, matrica [{ pw; | wi)m| ¢e
takoder biti regularna. Stoga (4) mozemo napisati u obliku sustava

g;/ = Fi(tygla et 7.gn)a

pri cemu F' zadovoljava uvjete Picardovog teorema za obicne diferencijalne jednadzbe. Na
taj nac¢in smo dobili lokalnu egzistenciju i jedinstvenost funkcija g;, odnosno rjesenja u,, na
0,t,) za t, <T.

U cilju dobivanja globalnog rjesenja, iskoristimo sljedece identitete

1d 2
Al )y = S,
1d

vi{ Buy,, un )y = 5@1/'( Bup, un v,
1d 4
v U%“Z)V = ;@Hun\!m-

Pri tom smo u drugoj jednakosti koristili hermiti¢nost operatora B, dok je u trec¢oj koristena
¢injenica da je V C L4(Q).
Pomnozimo jednadzbu u (3) s ¢} 1 sumirajmo po . Koristeéi gornje identitete dobi-
jemo
d (1 2 1 1 4
& (Al + gt By + s ) < 1l

Za funkciju
1 7 n2 1 1 4
8(1) = IV/Bu 3y + 5 Bum, v + 7l

vrijedi da je

¢ < HfHH%CH\/_pu/nHH < \/7z||f||H\/$v

odnosno

(vV3) < ollfla
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Integracijom gornje nejednakosti slijedi

1 t
Va0 < /o0 /0 1l

Zato §to je f € LY(0,T; H), slijedi da je funkcija ¢ omedena. Koristeé¢i koercitivnost
funkcije p i operatora B imamo da je

1 2 1 1 4
6> el + Sallunllgy + 1l
iz cega slijedi da je niz (u,) omeden u L>°(0,7;V), a niz (u),) omeden u L*>°(0,T; H). Na
taj nacin smo dokazali postojanje rjesenja u, na ¢itavom intervalu [0, 7.
U sljede¢em koraku zelimo prijeéi na limes u (3). Zbog refleksivnosti prostora V' i
omedenosti niza (u,) u L*>°(0,7; V'), po Banach-Alaoglu-Bourbakijevom teoremu slijedi da

(uz prijelaz na podniz kojeg oznacujemo jednako) u, — u. Nadalje, vrijedi da
V’< Bup, w >V e V’< Bu, wj >V

u L°([0,T7), te
v pun, wi Yy — v pu” wi )y

u D'(R). Preostaje nam ispitati konvergenciju preostalog ¢lana u (3): yA{ud,w;)y. U tu
svrhu ¢emo iskoristiti Aubinovu lemu o kompaktnosti uzimajuéi da je Bo = V i By =
By = H. Bududi da je (u,) omeden u L*°(0,T; By) C LP(0,T;By), te (u),) omeden
u L*>°(0,7; Bg) C LP(0,T;B2) za p € [1,00], spomenuta lema nam daje da u, — u u
LP(0,T; By). Posebno vrijedi u, — u u L2([0,7] x Q). S druge strane, zato §to je By =
V C LYQ), slijedi da u, — u u L4([0,T] x Q).

Koristeéi interpolacijsku nejednakost (vidi [Br]), imamo da je

1-6 7]
|un — UHLq < jun — U||L2 v — u||L4 — 0,

za q € [2,4) te % = 15—9 + g. Uzmemo li ¢ > 3, gornja nejednakost povlaéi da u3 — u3 u

L3([0,7] x ), iz cega slijedi zeljena konvergencija, odnosno

v Uiawﬁv — v u3,wi>v

u D'(2). Prelaskom na limes u (3) slijedi da je
V/(,OUN + Bu+u’ — fiwi)y =0

u smislu distribucija.

Zbog gustoce, zadnja jedankost vrijedi za svaki w € C2°(§2). Buduéi da su tenzorski
produkti funkcija oblika ¢(t) XK w(x) gusti u C(R x Q) slijedi da je u rjesenje nelinearne
valne jednadzbe, pri cemu je pu” = f —u® — Bu € LY (R; LY/3(Q)) za ¢ € [3,4).

Q.E.D.

U nasem je slucaju operator B = div(AVu), pa ¢e pretpostavke teorema biti ispu-
njene ukoliko je A(z) € Sym i al < A < 51 za neko a > 0.
Prijedimo sad na dokaz jedinstvenosti rjesenja.
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Lema 2. (Gronwall) Ako je w : (0,T) — R{ izmjeriva i omedena funkcija (dakle,
w € L®((0,T); Ry)), te za neku konstantu M € Ry i funkciju p € LY((0,T); Ry vrijedi
nejednakost:

t
w(t) < M+/ p(s)w(s)ds (sste€(0,T)),
0
onda w zadovoljava i precizniju nejednakost:

w(t) < Melovls)ds (sste(0,7)).

Dem. Najprije pokazimo da za funkciju p € L*((0,T)) vrijedi jednakost:
t

(5) / p(s)elo POVdogs — elop()ds 1 (s54) € (0,T) .
0

Ukoliko je p neprekinuta funkcija, onda je formulom ¢(t) := eJo P(5)ds definirana funkcija
klase C! na (0,T). Za njezinu derivaciju vrijedi:

! _i ftp(s)ds o ftp(s)ds
7(t) = = (elor ™) = p(eyelor)de

odakle primjenom Newton-Leibnitzove formule fot q'(s)ds = q(t) — q(0) slijedi tvrdnja.
Uzmimo sada funkciju p € L1((0, T)), te je aproksimirajmo nizom neprekinutih funkci-

ja p, — p u prostoru L' ((0,T)). Po prethodnom, g, (t) := eJo pn(s) ds je funkcija klase C!;
k tome, ¢, = ¢ (Sto nije tesko pokazati). Zbog toga u formuli

| pnlhats)s = aufs) - 1

mozemo prije¢i na limes po n — 0o, te dobivamo da (5) vrijedi i za p € L1({0,T)).
Prijedimo na dokaz tvrdnje leme. Kako je w omedena funkcija, to postoji (jer je
[p>=0)CeRT takva da je

w(t) < CeoP@ds (554 € (0,T)) .

Ako je taj C' < M, tvrdnja je dokazana.

Pogledajmo skup svih valjanih konstanti C' za gornju nejednakost. Lako se vidi da je
infimum tog skupa, u oznaci C; ponovno valjana konstanta (jer nejednakost nije stroga).
Pokazimo jos da ako je C; > M, da onda postoji i bolja ocjena s C' < C;, odakle ée slijediti
tvrdnja.

Zaista, iz pretpostavke leme imamo da je

t
w(t) < M+/ p(s)C’efO plo)do g
0
= M+ Ciels?0)ds _ o < ¢lelip(s)ds
pri cemu je C’ < O} izracunat iz sljedece jednadzbe:

Ci— C' = (C; — M)e~Jo P9)ds |
Q.E.D.
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Teorem 2. (jedinstvenost) Neka su ispunjene pretpostavke prethodnog teorema. U
slucaju kad je dimenzija prostora d = 3 ili d = 2, rjesenje Cauchyjeve zadace (2) je
jedinstveno.
Dem. Koriste¢i Soboljevljeva ulaganja, prostor H}(Q) je neprekidno ulozen u LP(RY), pri
¢emu je % = % — é. Posebno za d = 3, H{(©2) je ulozen u LO(R?), §to ¢e biti kljuéno za
dokaz jedinstvenosti. U sluéaju d = 2, H}(€2) je ulozen u LP(Q) za svaki p € [1, o).
Neka su w i v dva rjeSenja. Oznacimo njihovu razliku s w. Tada je

(©) { pw” + Bw + aw = 0

w(0) =0, w'(0)=0,
. . uS—v3 9 2 . 6 e 1
pri cemu je a = “ = = v +uv+v”. Bududidasuu,v € L(R;V), te V C L, to slijedi da
jea € L®(R;L3(Q)). Nadalje, w € L*®(R; V) povlaéi da je aw = —pw” — Bw € L®(R; H).
Stoga, mnozedi (6) s w’' € L>°(R; H), dobijemo

T~

)

(7) {(pw" + Bw | w' Yy = —(aw | w' ) g.
Nadalje za w € WH(R; V) vrijedi
1d
Sdl ((pw" | 0" )i+ (Bw |w)g) = y{ pu”, 0" )y + v Bw,w' )y = (puw” + Bw | w')g.

U gornjoj relaciji ¢lanovi vy pw”,w" )y i y{ Bw,w’ )y nemaju smisla ukoliko w’ nije iz V.
Medutim, buduéi da je W (R; V) gusto u WH(R,; H), (zbog gustoée ulaganja V — H),

slijedi da je

1d
S (o | w!) i+ (Bu [ w)m) = (pu’ + Bu | w/ )i
za svaki w € WH(R; V). Na osnovu zadnje jednakost i relacije (7), zakljuéujemo da je
1d
S (o [y + (B | w)g) < flawlgalfu]

< llallpsllwllzs vl
<

2 2
Clallga (Jlwllfy + lw/lIE2)
C
< —laflgs (Co'| w' Vi + (Bw | w)j).
Koristeéi Gronwallovu lemu i ¢injenicu da je ((pw' | w' )g + (Bw | w >H> )t—o = 0, slijedi
da je -
lwlig + llw'llee < (Cow' | w')i + (Bw [ w)m) =0,

¢ime je pokazana jedinstvenost.

Q.E.D.

3. Formulacija problema

Promatrat ¢emo niz pocetnih zadaca
put —div (AVup) —ud =0
(8) Up(0) =7, =0 u HY(RY,
U (0) =B, =0 u L*RY),
pri cemu koeficijenti p(z) i A(x) € Sym zadovoljavaju svojstva koercitivnosti i omedenosti

(ie. d=2p=2c>0ial <A <pJI zaa>0), te pocetni uvjeti v, 1 5, imaju nosace
sadrzane u fiksnom kompaktnom skupu.
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Teorem 3. Gornja konvergencija pocetnih uvjeta povlaci konvergenciju rjesenja
(9) Uy == 0

u prostoru L>(0, T; HY(R?)) n WH°(0, T; L2(R%)) za T € R*.

Dem. Iz dokaza teorema postojanja rjesenja i omedenosti nizova (5,) i (7,) slijedi da
su nizovi (uy) 1 (u,) omedeni u LOO(O T; H'(RY)), odnosno L>°(0, T; L2(R%)). Zbog toga
vrijede konvergencije u, — u i ul, —+ o/ u odgovarajuéim prostorima. Nadalje, isti dokaz

nam takoder daje da
3 3

U, —u
u L1([0,7] x R%). Zbog toga vrijedi jednakost

pu’ + Bu—u? =0
u smislu distribucija, pri ¢emu je operator B = —divAV.

Preostaje nam izra¢unati pocetne uvjete za u i u/. Koristeéi parcijalnu integraciju
imamo da je za svaki ¢ € C(R41)

/0 vl pult 4+ Buy, +ud, ¢>v—/0 v pun, @ Yy — v pun(0), ¢'(0) )y

(10) + (puy(0) | 6(0) )iz + /0 v Bun + 43, 8}y
—>/0‘ V/<pu,¢”>v—|—/0 V/(BU+U3,¢>V

S druge strane

| vt Bun iy = [k + Bt o)

0 0
(11) - /0 vl ps @ Yy — il pu(0), 6(0) )y

+ (o (0) | 6(0)) g + /0 oA Butd,é)y

Usporedivanjem relacija (11) i (10) slijedi

v pu(0),¢'(0) )y — (pu'(0) | 9(0) ) =0, ¢ € CX(RT),
iz ¢ega zakljucujemo da je u(0) = «/(0) = 0. Tvrdnja teorema vrijedi zbog jedinstvenosti
rjesenja.
Q.E.D.

Svakoj gornjoj zadaci pridruzit ¢emo funkciju gustoce energije
14
dn = Q(vxun) + Zun )
pri ¢emu smo s ¢(v) oznacili kvadratnu formu

q(z;v) = %[p(x)v(z) + A(z)v -] .
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Zanima nas ponasanje energije pri prijelazu na distribucijski limes. Osnovni alat koji ¢emo
pri tom koristiti su H-mjere. U tu svrhu, najprije ¢emo uvesti sljedeée L? funkcije

V, : = 0Vxu,,
Wy = 0u2,

pri ¢emu rezanje s § € C2°(R) koja je jednaka 1 na [0,7] rezultira funkcijom s kompak-
tnim nosa¢em u ¢. Na taj nac¢in smo definirali funkcije iz L?(R%*1), §to nam je osnovni
preduvjet za koristenje H-mjera. Zbog uniformne kompaktnosti nosac¢a pocetnih uvjeta v,
i (3, i konacne brzine Sirenja za valnu jednadzbu, nosa¢ po varijabli x ¢e takoder u svakom
trenutku ¢t € R™ biti sadrzan u kompaktnom skupu. Vazno je uociti da, buduéi da radimo
s funkcijama iz L? prostora, a ne L2 | pripadna H-mjera ée biti konacna.

loc?
Za svaki ¢ € C((0,T) x R%) zelimo izracunati limes

1
D, = / b dtda — / [q(Vn) w2 pdx
(0,T) xR (0,T)xR4 4

odnosno distribucijski limes gustoc¢a energije d,.

U slucaju trodimenzionalnog prostora imamo kompaktno Soboljevljevo ulaganje
HY(Q) <5 LP(Q) zap € [1,6), i omeden skup © C R?, na osnovu éega ¢emo modi zanemariti
nelinearni ¢lan u energiji. Zbog toga, kao i ¢injenice da jedinstvenost rjeSenja zadace (8)
imamo samo za dimenziju d < 3, daljnji racun ¢emo ograniciti na slucaj trodimenzionalnog
prostora.

Teorem 3. povlaci jaku konvergenciju

ou, — 0 u LYR3

pa na taj nacin ¢lan W2 moze biti zanemaren u ra¢unanju limesa D,,. Efektivno, mozemo

pisati
Dn — / PVn * Vn dX 3
(0,T)xR3

gdje pseudodiferencijalni operator P ima simbol

Uz pomoé¢ H-mjere p pridruzene nizu (V,,), trazeni limes se moze zapisati na sljedec¢i na¢in

lim D, = {1, p) = / tr (p(x, &)dp(x. €)) .

Stoga se zadatak svodi na odredivanje mjere p, odnosno na to da se ona izrazi pomocu
pocetnih uvjeta.

Koristeci rezultate 2. poglavlja, sazmimo svojstva H-mjere p pridruzene nizu derivaci-
ja rjeSenja valne jednadzbe.

Teorem 4. H-mjera p pridruzena nizu derivacija rjeSenja zadaca (8) je oblika

p=(E®8,

pri cemu je v nenegativna skalarna Radonova mjera za koju vrijedi lokalizacijsko svojstvo
1

(12) Qz, &)v = 5[/}(1’)72 —A(z)§ - {Jv = 0.
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Oznacimo s p' H-mjeru pridruzenu nizu (Vy, fy), pri ¢emu je f,, nelinearni (nehomogeni)
¢lan u valnoj jednadzbi (f, = u3). Tada je (x oznac¢uje ¢lan koji nas ne zanima)

uuzvéggw £w1
(7 L O

i vrijedi takozvano prijenosno svojstvo

(13) (tv,{®,Q}) = 2(rRev'?,®), &€ CL({0,T) x R* x $?),
pri ¢emu je s {.,.} oznacena Poissonova zagrada definirana na sljedeéi nacin

{6,Q =Ved - VyQ = Vyo - VeQ.

Korolar 1. Ekvator {€ € S¢: 7 = 0}, te polovi {§ € S?: 7 = +1} nisu u nosacu mjere
v.

Dem. Uzimajuéi u obzir lokalizacijsko svojstvo (12) na nosacu mjere v vrijedi
pa)r* = A(x)€ € > alef,
71 + 1€)? = 1.

Pozitivnost funkcije p sad povlaci tvrdnju korolara.

Q.E.D.

Imajuéi na umu primjenu racuna na mehaniku kontinuuma (koja zahtijeva manje
regularne simbole od onih uvedenih u prvom poglavlju), zelimo uvesti nove, manje regu-
larne klase simbola. Medutim, kako je dokaz prijenosnog svojstva zasnovan na drugoj
komutacijskoj lemi, moramo zahtijevati da su koeficijenti A i p barem iz klase C(l) (R3). Pri
izgradnji teorije za uvedenu klasu simbola, trebat ¢e nam sljede¢a inacica komutacijskih
lema.

Lema 3. Nekajea € S™m > 1,b € X*t' s +1 > m, te A i B njima pridruZeni
operatori na nacin objasnjen u I1.4. Tada je komutator [A, B] kompaktan operator s
Hs(Rd) u Hs—m—l—l(Rd)‘

Dem. Koriste¢i nejednakost |a(§) — a(n)| < C (1€ — n|™ + [n|™ 1€ — n|), dobijemo

€ F (AB - BA ()] = e [ 1(al€) - alm)i(e — mit)dn
<C [le=n+nf =g + g =~ mlbGe — mamldn
<c( [ 16~ nt*ice — mllatmlan + [ 1€~ nlb(e - mlinl*latn)lan)
< (Il llulle + 1ol ol )

Q.E.D.

Kako ¢emo uglavnom raditi s L? funkcijama, definirat ¢emo novu klasu (u oznaci
T™) na sljedeéi nacin: T™ se sastoji od funkcija oblika t(x,&) = > an(&€)by(x), pri ¢emu
funkcije a,, pripadaju Hérmanderovoj klasi S™, a b, Tartarovoj klasi X', te pri tom vrijedi

(14) DD MO (€)1 () 1 < oo

n j=1
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Redoslijed djelovanja operatora mnozenja i mnozitelja nije vazan zbog posljednje leme.
Definirajmo klasu operatora pridruzenu simbolima s oslabljenom regularnos¢u. Operatori
pridruzeni simbolima iz klase T™ tvore vektorski prostor kojeg oznacujemo sa =Z'™. Njega
definiramo na sljede¢i nacin: neprekidni linearni operator L s HY uw H™™ pripada klasi
=" m > 1,ukoliko je

L:ZAan+C,

gdje je C' kompaktan operator, dok su A,,, B;, operatori pridruzeni simbolima a,, € S, b,, €
X! koji zadovoljavaju (14).

U skladu s prijasnjom notacijom, sa =" ¢emo oznaciti potprostor od =™ koji sadrzi
operatore s kompaktno nosenim simbolima.

Nas je cilj dobiti prijenosnu jednadzbu za mjeru g pomocu koje ¢emo ju moci odrediti
ukoliko znamo njezin trag u trenutku ¢ = 0. U tu svrhu ¢emo izvrsiti parcijalnu integraciju
jednakosti (13).

Jednadzbu (13) mozemo zapisati kao

(15) (T, Ve® - VxQ) — (11, Vx® - V¢ Q) = 2(rRe v'?, ).
Buduéi da ¢ ima kompaktan nosac, za drugi clan na lijevoj strani gornje jednakosti imamo
(T, Vx® - VeQ) = —(Vx (1), PVxQ) — (T, @div e (VQ)).

Parcijalna integracija prvog ¢lana u (15) je slozenija, zbog toga §to je podrucje integracije
sfera S3. Radi pojednostavljenja zapisa uvedimo oznaku

v =1vVxQ.

Nas se zadatak sad svodi na parcijalnu integraciju izraza (v, V¢®). Koristit ¢emo sljedecu
jednakost za distribucijski racun na sferi (v. [FM] ili [GT], Lema 16.1.)

(V,Ve®) — (v -n, V@) + (diver — Vern-n, @) = d(n-v, @),

gdje n oznacava normalu na S¢.
Buduéi da funkciju ® mozemo glatko prosiriti po homogenosti stupnja nula sa S* na
R3, te stoga $to je na sferi n = &,

Vb = Veb - £ =0,
Na taj na¢in prvi clan u (15) postaje

(3TvVxQ - & —dive(TrVxQ) + Ve(TrVxQ)E€ - €, D)
= <3TV<VXQ & — divsva + (vx & VE)Q€ ) E) - V&(Tl/) ) (va - (VXQ ) 5)6)’ CI)>'

Primijenimo ¢injenicu da je funkcija ) homogena stupnja 2, odnosno da je
VxQ(x,1€) = t*VxQ(x, £).
Deriviranjem zadnje jednakosti po t dobijemo

(VX ® V§>Q(X, t£)€ = 2tva(X7 5)

odakle, uvrstavanjem ¢ = 1 slijedi

(Vx ® Ve)Q(x,£)€ = 2VxQ(x, §).
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Koriste¢i gore navedeno, relaciju (15) mozemo zapisati u obliku
(Ve(rv) - Ve@Q = Ve(tv) - (VxQ — (VxQ - €)&) + Tv(3+ 2)VxQ - €, @) = 2(TRe ', D)
Zbog proizvoljnosti funkcije ® € CL((0,T) x R? x S3), slijedi da je
Ve(tv) - VeQ — Ve(tr) - (VxQ — (VxQ - £)€) + Tv(3 + 2)VxQ - € = 27Re v/

u smislu distribucija.

Na kraju, deriviranjem lokalizacijskog svojstva (12) po x, slijedi da ¢lan (7v)VxQ
mozemo zamijeniti s —QVx(7v), pa zadnja jednakost prelazi u prijenosnu jednadzbu za
mjeru v, odnosno tocnije receno, za mjeru Tv:

(16)  Ve(rv)- (VeQ — (3+2)Q€) — Ve(rv) - (V@ — (V@ - £)€) = 2rRev'”.

Nas je cilj izraziti mjeru v pomocu pocetnih uvjeta za valnu jednadzbu, to jest uvesti
u razmatranje trag mjere v. U tu svrhu definiramo preslikavanje

r— <<V7 ’I“>> = <X(O,OO>V7 7”>,

pri cemu je r € C.([0,00) x R3 x S3), dok je X(0,00) () karakteristicna funkcija otvorenog
intervala (0, 00). Gornje preslikavanje je dobro definirano i ono ne vidi djelovanje mjere v
u t = 0. Naravno, pritom za 7 € C.({0,00) x R? x $3) vrijedi

{v,r)) = (7).

Za ® € CL([0,00) x R3 x S3) funkcija 7{®, Q} lezi u prostoru C.([0, 00) x R3 x S3),
pa je izraz ((tv,{®,Q})) dobro definiran. U sljedeé¢em koraku zZeljeli bismo dokazati da
(v, {®,Q})) — 2((TRev'2 {®,Q})) ovisi samo o vrijednosti funkcije ® u trenutku ¢ = 0,
te da taj izraz definira trag mjere %(TU) u istom trenutku.

U tu svrhu najprije pretpostavimo da je mjera v apsolutno neprekidna obzirom na
Lebesgueovu mjeru, odnosno da je

w9 = [ ] ot ex

pri ¢emu je v(x, &) glatka gustoéa mjere v. Polazeéi od jednakosti

T
((rv,{®,0Q})) :/O /RS /SS (Ve® - VxQ — V@ - VeQ) 7 v d€ da dt,

parcijalno integrirajuéi gornje jednakosti na isti nac¢in kojim smo izveli relaciju (16), te
uzimajuci u obzir rubni uvjet u t = 0, dobijemo

T
@ = [ [ (Tetrw) - (VeQ - (3+2)0¢)
— Ve(r) - (VxQ = (VxQ - )€) ) ® dédadt

N /R 3 /S 3 [%(W)Lﬂ@(o,x,g) dedzdt
:2<<7Rey12,<1>>>+/R3 /83 [%(TD)L_O(I)(O,Lf)dﬁdxdt.
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Na taj nacin vidimo da izraz ((1v, {®, Q})) — 2((TRe 2, ®)) definira trag mjere %(TV} u
t = 0 u slucaju kad mjera v ima glatku gustocu.

Gornja tvrdnja se moze dokazati i kad v nema prije pretpostavljenu regularnost. U
tu svrhu definirajmo niz funkcija s = ¢(%), gdje je 1 nenegativna neopadajuca glatka
funkcija takva da je

{ v(t) =0,

t
oty =1, ¢t

Za ® € CL([0,00) x R3 x S3) funkcija ®1;5 je regularna test funkcija za (15). Izdvajajudi
clan koji sadrzi @15, dobijemo

— N[

I

AVAV/AN

0
(Tv,05Ve® - Vi Q) — (T, 95V P - VeQ) — 2(7Re V12, Oe)s) = (Tv, 8—?@@&3}
Kad § tezi k nuli, lijeva strana gornje jednakosti tezi k ({(rv, {®, Q})) — 2((TRev'? ®)).

Definirajué¢i neprekidnu funkciju

O(t,z,&) = D(t,z,€) — 0(0,z,§)

mozemo desnu stranu u gornjoj jednakosti zapisati kao

<w anb(O)wg> +< aninpg>.

" oT " or

Bududi da 9§ iS¢ezava izvan intervala (g, J), te je reda (9(%) na njemu, dok je 7 reda ¢ na
(%, J), slijedi da je

90 -
(o, S0 < Clo s ),

Sto zbog konacnosti mjere v tezi k nuli po d. Preostali clan koji ovisi samo o vrijednosti
funkcije ® u t = 0 tezi k ((rv, {®,Q})) — 2((rRev'2 ®)), éime je tvrdnja dokazana.
Bududi da je %(TV) = p(z)72v, te T # 0 na nosacu od v i p(x) > 0, slijedi da mjera
v ima trag ut = 0.
Vratimo se sad na (16) i proanalizrajmo strukturu te prijenosne jednadzbe. Uvedimo

sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Z_’S‘ — VeQ(x,€) — (3+2)Q(x, )¢
w €1 cogmans

x(0)=x",  £(0)=¢

Desna strana je Lipschitzova funkcija, pa po Picardovom teoremu postoji jedinstveno
lokalno rjeSenje gornjeg sustava. Zanimaju nas samo one frekvencije & koje se nalaze
na sferi S, pa stoga zahtijevamo da je pocetni uvjet £€* € S3. Mnozeéi drugu jednadzbu u
(17) skalarno s &, dobijemo diferencijalnu jednadzbu

Ldlgf* 2
T —VxQ - §([&]7 - 1)

s pocetnim uvjetom [£(0)|> = 1, iz ¢ega slijedi da je |€(s)[? = 1 na intervalu postojanja.

Uzevsi to u obzir pri razmatranju prve jednadzbe u (17), kao i uniformnu omedenost
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funkcija @ 1 V¢Q, slijedi da je x takoder omedena, pa zbog toga postoji globalno rjesenje
zadaée (17) za svaki par pocetnih uvjeta (x*,£*) € R3"1 x S3.

Na osnovu prijenosne jednadzbe (16) slijedi da se mjera Tv propagira duz integralnih
krivulja sustava (17). Pomo¢u Korolara 1., koji kaze da ekvator {&€ € S? : & = 0} nije u
nosacu mjere v, zakljucujemo isto i za mjeru v.

Zelimo pokazati da kroz svaku tocku nosaca v prolazi jedinstvena integralna krivulja
sustava (17) i da ona sije¢e hiperravninu ¢ = 0. U tu svrhu najprije dokazimo sljedeéu
lemu.

Lema 4. Ako pocetni uvjeti x* i £€* sustava (17) zadovoljavaju relaciju
Q(x",€") =0,
onda za rjesenje (x, &) istog sustava vrijedi

Q(x(s),&(5)) =0, scRT.

Dem. Koristeéi lan¢ano pravilo i uvazivsi (17) imamo

% = Vi@ (VeQ(x,6) — (3+2)Q(x,£)€) — VeQ - (1 — £ ® )V Q(x, €)

= —VxQ - 3+2)Q(x,€)& + VeQ - (£ ®€)VxQ(x, €)

Uz pomo¢ homogenosti funkcije (), to¢nije, relacije

VfQ(Xa 5) ' € = QQ(Xa £)a
dobijemo Cauchyjevu zadacu

aqQ
E - _3Q(VXQ'£)

Q(X<O)7€(O)) =0,
¢ije rjesenje je konstantna funkcija @) = 0.
Q.E.D.
Neka je (x, é) € suppr C R33! x S3. Zbog lokalizacijskog svojstva (12) slijedi da je

Q(%,€) = 0.

Ocito C¢e kroz svaku tocku koja zadovoljava gornju jednakost prolaziti jedna integralna
krivulja sustava (17), medutim, pokazimo da ¢e ta integralna krivulja sijeéi hiperravninu
t = 0. U tu svrhu razmotrimo jedinstvenu integralnu krivlju (x, &) sustava (17) s pocetnim
uvjetima

x(0) =%,  £(0)=¢&.

Na osnovu Leme 4. zakljucujemo da vrijedi

Cdt 0Q
P §<X’ §) = p()T,
dr oQ

(18)

T =S + (V. €) - €)7
= (VxQ(x.€) - ¢)r
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Zadnja jednadzba implicira da 7(s) ne mijenja predznak, na osnovu cega iz prve jednadzbe
slijedi da je #(s) monotona funkcija. Zelimo pokazati da je

(19) 7(s) =2 a >0,
Sto povlaci da je
dt
s = pa >0,
s

odnosno
lim [t(s)| = +o0,
s—=to00
zbog ¢ega mozemo zakljuciti da postoji s € R takav da je t(s) = 0.
Preostaje nam dokazati (19). Razmotrimo niz (s,) za koji vrijedi

|7(spn)| — [ := liminf |7(s)].
seR

Koriste¢i omedenost koeficijenata p i A mozemo prijelazom na podniz (kojeg oznac¢ujemo
jednako), dobiti sljedeée konvergencije

5(5n> — £,
p(x(sn)) — P>,
A(z(sy)) — A,
Bududi da je Q(x(s),&(s)) = 0, vrijede sljedece jednakosti

.

N
(T +) (€9 =1
i=1

N
P = Y a6 =0,
( irj=1

Koriste¢i koercitivnost matrice A slijedi da je [ = |7%°] # 0.

Time smo dokazali da karakteristike prijenosne jednadzbe (16) u potpunosti pokrivaju
nosac¢ mjere v, odnosno da je mjera v potpuno odredena svojom vrijednoséu u t = 0. Buduci
da ona jednoznacno odreduje makroskopsku gustoce energije valne jednadzbe, preostali
problem se svodi na racunanje njenog traga u t = 0, Sto je sadrzaj sljedec¢eg odjeljka. Prije
nego $to po¢nemo rjesavati taj problem, prokomentirajmo detajnije sustav (17).

Integralne krivulje sustava (17) ¢iji pocetni uvjeti zadovoljavaju

{ €7 =1,
Q(x",€") =0,
mogu se interpretirati kao projekcija na R3T! x S? integralnih krivulja Hamiltonovog sus-
tava na R3T! x R3*! s istim pocetnim uvjetima, koje ¢emo u daljnjem nazivati bikarak-
teristikama.

U tu svrhu razmotrimo sljede¢i Hamiltonov sustav

([ dx Q
& = Ve(ig) oo
(20) ¢ Q

ds ~Vx <m) (x,€)

| x(0)=x*,  ¢(0)=¢"
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Kako je gradijent % Lipschitzova funkcija na R3 x R3*1 slijedi postojanje i jedinstvenost
globalnog rjesenja sustava (20) za svaki par pocetnih uvjeta (x?, ¢%).

Nadalje, Hamiltonijan % je konstantan duz integralnih krivulja sustava (20). Poseb-
no, ukoliko pocetni uvjeti zadovoljavaju

{ €% # 0,
Q(x*, € =0

tada je ¢(s) # 01 Q(x(s),<(s) ) = 0 za svaki s > 0. Homogenost funkcije ) po varijabli {
povlaci da je takoder Q <X s) ) =0 za svaki s > 0.

Uvedimo oznaku & = CI' ada vrijedi

(I—£®£)'

Ve€ =
¢ €]
Zbog homogenosti funkcije @ slijedi, pak, da je

Q = X

VeQ(x,8) - § =2Q(x, ).

Koristeci zadnje dvije jednakosti dobijemo

dx
=V (!CIQ(X &)
= Qx,8)E+ ¢Vl VeQ(x,€)
= Q(Xv 5)6 + (I - € ® £)VEQ<X7 5) = ng(X, 5) - Q(X,&)E,
odnosno
& o .4
ds = Vs
_<I—s®£> Q(x,¢)
a )0
—I-€®&VxQ(x,§).
Na taj na¢in smo dobili Cauchyjev problem
X Ve &) - Qx.0)¢
= R Y2 T\ NI

x(0) =x%  £(0)=¢,

¢iji pocetni uvjeti zadovoljavaju
& 5%,
Q&) =0
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Usporedujuéi sustave (21) i (17) vidimo da se medusobno razlikuju u koeficijentu uz ¢lan
Q(x, &) u prvoj jednadzbi. Medutim taj ¢lan is¢ezava kad god pocetni uvjeti zadovoljavaju
Q(x*, &%) = 0.

Time smo dokazali da su projekcije bikarakteristika Hamiltonijana % na R3+1 x §3
upravo integralne krivulje sustava (17) duz kojih se propagira mjera v, kad god pocetni
uvjeti sustava (20) zadovoljavaju ¢* # 0, Q(x*, ¢¥) = 0.

4. Racunanje traga H-mjere v

Neka je P € WO(R3T!; R) pseudodiferencijalni operator s realnim glavnim simbolom
p(&) = po(T)p1(§). Primjenjujuéi operator P o @ na valnu jednadzbu, gdje 6 oznacuje
operator mnozenja funkcijom 6 definiranom u drugom odjeljku, dobijemo

(pPVY — div (APV®) — P(pf'ul) + K-V, — P(6u3) = 0
pri cemu je K := (Ky, — K ;) pseudodiferencijalni operator reda 0 definiran sljedeé¢im izraz-
ima
Ko :=0po [P, pl, K, :=div, o [P Al

Simbol operatora K ¢emo oznaciti s k.
Mnozedéi gornju jednakost s PV,9 za njezin realni dio se dobije

gt ( (PV,,) + Re (P(eug’;)m)) ~ Re (divx(APV,fP—W))
~Re (P(e/u;i + 30uu!, ) P(Oun) + Re (Pwu;’;)W)
_Re (P(pe’u;)P_v;g +APVE. P(G’qun)>
+Re ((K-V,PVJ) — 2Re (P(0u})PV?) = 0.

Pazljivi citatelj je zasigurno primijetio da smo u prethodnoj jednakosti dodali i oduzeli
¢lan %Re (P(@u%)P(Gun)) To je posljedica namjestanja u cilju dobivanja odgovarajuceg
limesa gornje jednakosti, o cemu ¢e vise govora biti kasnije.

Pomnozimo gornju jednakost s ¢ € C(R?), integrirajmo je po R? i izvréimo odgo-
varajucu parcijalnu integraciju. Definirajudi

(22) R, = /Rd <q(PVn) + Re (P(@u%)%))gpdw :

dobijemo

dR,
dt

e / PVIA PV} - Vypdr
R3

— Re / <P(9/u% + 30uul,) P(Quy,) + P(Gu%)P(@’u@)apdm
R3

~Re / (P(pe'u;)Pvg +APVT. P(@’qun)> pdx
R3

+ Re / (K- V)PV dx — 2Re / P(0ud)PVIpdx =0 .
R3 R3

Funkcija R, je ista kao ona definirana u [FM] do na ¢lan Re (P(Gu%)P(@un)), koji je
posljedica nelinearnosti nase jednadzbe.
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Lema 5. Do na prijelaz na podniz, R, — R lokalno uniformno.
Dem. Dovoljno je pokazati da je R, omeden u H!(R), buduéi da tada zeljena konvergencija
slijedi iz slabe kompaktnosti niza i Soboljevljevog ulaganja H([0,T]) <= L>°([0, T)).

Iz same definicije R,, i neprekidnosti koeficijenata p i A slijedi da je niz omeden u
LY(R). Koristeéi (23) zelimo isto pokazati i za df;””

Svi integrali u (23), izuzev jednog, su oc¢ito produkti L2 omedenih faktora, pa su kao
takvi omedeni u L. Ostaje pokazati da je o P(6u2u!,)P(fu,) takoder omeden u L' (R3*1).
Na osnovu Teorema 3., odnosno konvergencije (9), neposredno slijedi da je (6'u,) omeden
u L2(R3*+1). Koristeéi Soboljevljeva ulaganja za slu¢aj d = 3 imamo da su nizovi (Quy,) i
(6u2) omedeni u LO(R3*1), odnosno L3(R3*+1). Trazena L? ocjena sad slijedi iz ¢injenice
da su pseudodiferencijalni operatori omedeni na LP(R3) za p € (1, 00). Zbog toga je (R,)
omeden u WHH(R) — L (R) — L2 _(R).

U sljede¢em koraku zelimo pokazati da je takoder i % omeden u LIQOC(R). Za to
zakljuciti moramo dokazati da su funkcije PV, P(6u2), P(fu,) omedene u L*(R; L2(R?)),
(a ne samo u L2(R3*1)).

U tu svrhu uvedimo funkeiju Ry, (t):

o= 3 o)

R, je omedena u WH(R) poput R,, bududéi da zadovoljava relaciju slicnu relaciji (23)
koju zadovoljava R,,:

AR,
dt
(24) — Re / (P(p&'u’n)PVTE) +APV)- P(@'qun)><pdx
R3

/R3 PVYAPVY -V pdx

+ Re / (K- V,)PVYpdxr — Re / P(0u3)PVOypdx = 0.
R3 R3

Razlika izmedu izraza (23) i (24) je $to se u potonjoj ne pojavljuju nelinearni clanovi.
Zbog koercitivnosti matrice A i omedenosti funkcije p strogo pozitivnim brojem odozdo,
zakljuéujemo da je PV, omeden u L (R;L?(R3)).

loc

Omedenost funkcija P(0u3) i P(0u,) u L°(R; L3(R3)) se dokazuje na slican nagin.

Definirajmo funkcije
(/ q(PVy) + | P(Ouy)| )(pd:C)

(atPv
=5 ([, (aeva) + PO ) o)
(

i raspisimo za njih analogone relacija (23) i (24)

dR}
dt

e/ PVIA PV -Vypdz
R3

— Re / P(0"up, + Ouy,) P(Ouy ) dx

(25) R?

~Re / (P(pe’ug)Pvg +APVT. P(Q'qun))godx
R3

+ Re / (K- V)PV dx — 2Re / P(Oud)PVIpdr =0 ,
R3 R3
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odnosno
2

n
dt

/ PVIA PVY -V, pdx

R3

—Re / P(0'u + 30ulu,)P(Oud ) da
R3

~Re / (P(pe’u;)Pvg +APVT. P(lexun)>g0 dz
R3

+ Re / (K-V,)PV9pdx — Re / P(Oud)PVOpdz =0 .
R3 R3

Analognim postupkom kao za Ry, i R, mozemo zakljuciti da su uvedene funkcije omedene u
Wlloi(R) —L> (R). Izuzetak u analogiji zaklju¢ivanja predstavlja ¢lan P(Qu2ul,)P(0u3),
za Ciji dokaz omedenostl u L10 .(R) ¢e nam posluziti sljedece razmatranje.

Na osnovu konvergencije (9) znamo da su nizovi (fu2) i (fu!,) omedeni u L3(R3+1) N

L2(R3**1), odnosno L2(R3*1). Stoga je fu2u/, omeden u LY/°(R3+1) N LY (R3*!). Bududi

da je Fourierova pretvorba izometrija na L? i <P(9u2u%)> = p(Oulul)”, dovoljno je

pokazati da je p(fu2u!)" omedeno u L2 odnosno Ll2oc Za to dokazati, posluzit ¢emo

se strogom Hausdorff-Youngovom neJednakoscu (v. [LL], str. 121.), koja tvrdi da je za
f e PRYNLYR?) ip € (1,2), |flly < Clfll, pri éemu je 1/p + 1/p/ = 1, dok
konsatnta C ovisi samo o p i dimneziji prostora d. Zbog toga je p(Qu%u%)A omedeno u
L(6/5)/(R3+1) C L2 (R3*'), ¢ime je tvrdnja dokazana.

Relacija (23) nam sad daje trazenu ocjenu za = w 12 (R), buduéi da svi integrali
u njoj predstavljaju L2(R3) produkt L2(R3T1) i L (R; LQ(R?’)) funkcija. Zbog kompak-

loc
tnosti ulaganja H* (1) < L*(I), na svakom kompaktnom intervalu I C R, slijedi tvrdnja
leme.

Q.E.D.

Pomnozimo (23) s ¢ € C2°([0,T)) i izvrsimo parcijalnu integraciju po [0, T']. Dobijemo
(svi integrali su po [0, 7] x R3 obzirom na dx = dt dx)

(0) Ru(0) = — / (a(PVn) + Re (P(0u3) P(Oun)) ) o0 + Re / PVIAPV - Vot
— Re /(P(Q'ui + 30ulul ) P(uy,) + P(Gui)P(Q’u@)cpw
_Re / (P(p@'u/n)P_V??—i- APVE. P(G'qun))gm/z

+Re /(K-V )PVt — 2Re /P( WPVIpy .

Zelimo prijeéi na limes u zadnjoj jednakosti. Zbog Leme 5. ¢lan na lijevoj strani konvergira
k ¢(0)R(0). Razmotrimo ¢etvrti integral na desnoj strani. Vrijedi

00 Ouy, Oun, 060 Ouy,
”’P(pﬁﬁ) Vo P( m)“ﬂp’a} (pﬁ)'

Bududi da j Je = O na [0, T] D supp ¥, prvi ¢lan u gornjoj jednakosti iS¢ezava. Preostali se
sastoji od komutatora [P, (%] € U1 éije djelovanje na omedeni niz u L2(R3) koji konvergi-
ra slabo k nuli, rezultira jako konvergetmm nizom koji na limesu takoder is¢ezava. Analog-
nim postupkom se zakljuci da i preostali ¢lan u ¢etvrtom integralu APV,T - P(6'V yuy,) tezi
k nuli.
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Zbog toga §to u, — 0 u L2(R3T1) slijedi da svi ¢lanovi koji u sebi sadrzavaju faktor
up, na limesu takoder is¢ezavaju. Izuzev zadnjeg ¢lana u (27), to su upravo svi oni koji su
posljedica uvodenja nelinearnosti u valnu jednadzbu.

Preostali clanovi su kvadraticni, oblika ¢ AV™ - V™ ili ¢/ AV™ - V™, pri ¢emu je A
pseudodiferencijalni operator reda 0. Stoga se prirodno namece ideja racunanja limesa
pomoc¢u H-mjera. Medutim, budué¢i da se u izrazu pojavljuje i funkcija v, koja nema
kompaktan nosa¢ u (0,7'), te kao takva nije dobar pseudodiferencijalni operator, neé¢emo
moc¢i neposredno primijeniti H-mjere. Stoga ¢emo se posluziti trikom, uvodeéi nenegativnu
glatku funkciju ¥;5(t) koja zadovoljava

4]
vs(t) =0 t<y
vs(t) =1  t>06.
Limesi svih preostalih ¢lanova se racunaju na jednaki nacin, pa ¢u racun ilustrirati samo
za Clan
T
/ / p| PVO2 oy dadt.
0 R3

Uz pomo¢ funkcije 15 on se moze zapisati kao

T T
| olPverestidsar [ [ oPVIRow! (1 - w)dae.
0 R3 0 R3
Zbog toga &to je PV? omeden u L*®(R;L?(R3?)), te §to je (1 — 15) = 0 izvan intervala
(0,9), slijedi da je drugi sumand u gornjem izrazu reda O(J) i tezi uniformno k nuli po 6.

Za fiksni 6, 1/ o1ps € C2([0,T] x R3 x S3), pa mozemo primijeniti teorem o egzisten-
ciji H-mjera na niz V,, i pseudodiferencijalni operator P s glavnim simbolom

-0 _ |poo O
pri cemu je poo = p|p|>py'1s. Koristeéi Teorem I1.4. slijedi da je
T
lim /0 /R PPV Ysdudt = (. 5°) = (v, 7 plpl*00 ).
Prelazeéi sad na limes po § dobijemo
lim(v, 7 plpl%ev"is) = (v, plpl*e0)).

Ponavljajudi isti postupak u ostalim ¢lanovima izraza (27) dobijemo

1
Y(O)R(0) = =5 {(v. (p7" + An-n)lpl*e¥)) + (v, 7(An - Vo) [pI*¥)
+ (v, Tk - Epp) — 2Re (12, T|p|*py).
Zbog lokalizacijskog svojstva je pr2 + An-n = 2p72, pa je

_%W, (o7 + An - m)|p|*ee")) = —((1v,00® 8°Q)

za B(t,x,€) = [p(&)|Pp(x)(t).
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Uvrstavajudi izraz za k, imamo da je
k- &pp =2 (VaQ - Vep) pptd = VxQ - V@,

dok je (An - V) |p|*t) = =V, @ - V¢Q. Zbog toga je

$(0)R(0) = ({11, {®,Q})) — ((27Rev'?, ®)).

Desna strana je upravo ona veli¢ina koja definira trag mjere [%(7‘1/)] u trenutku t = 0.

Uoc¢imo da je pri tom ((27Rer!'?, ®)) dobiven upravo kao limes P(é’u%)P_V,?gO@b, koji je
posljedica namjestanja s pocetka odjeljka.

Za dovrsenje racuna potrebno je izra¢unati R(0). Pogledamo li izraz (22) kojim je
definirana funkcija R,,, dolazimo na ideju da u izraz uvrstimo ¢ = 0 i desnu stranu izrazimo
pomoc¢u H-mjera pridruzenih nizu V,,(0) = (06,,0V37Y), odnosno pomoc¢u pocetnih uvjeta.
Medutim, odmah uo¢avamo problem, bududi da je (PV,,) (0) # P (V,(0)), pa zbog toga ne
mozemo uvrstiti pocetne uvjete u izraz za R(0). Sustina problema je u tome $to P ovisi o
vremenskoj dualnoj varijabli 7, te stoga P (V,,(0)) nema smisla.

Ovaj problem ¢emo rijesiti tako da funkciju R,, zapiSemo na sljede¢i nacin

Rn(t) = Qn(t) + Tn(ﬂa

pri ¢emu 7, — 0 u smislu distribucija, dok Qn — Q lokalno uniformno. Na taj nacin
¢emo R(0) identificirati s Q(0) = lim, Q,(0), koji ¢emo, pak, moéi eksplicitno izraziti
pomocu pocetnih uvjeta.

Zbog toga sto pocetne funkcije imaju uniformno kompaktne nosace, te zbog konacne
brzine §irenja za valnu jednadzbu, funkcija fu, ima kompaktan nosa¢ K € R*t!l, K =
[Ty, Ty] x K', pri ¢emu je —oco < Ty < Ty < 400 i K’ kompaktan skup u R? koji sadrzi
nosace pocetnih funkcija v, i 3,. Stoga mozemo uvesti funkciju ¢ € CX(R3) takvu da
je ¢ = 0,¢(r) = 1 na K’. Definirajmo pseudodiferencijalni operator A € ZL(R3;R) s
pridruzenim glavnim simbolom

A, &) = 2m((x)V/ A2)¢ - &,

te pomocu njega funkcije
(28) us = C\/pul, Filuy, .

Buduéi da su operatori iz klase Z! pridruzeni simbolima iz klase 7™ koji su tenzorski
produkti funkcija u varijablama x i £, moramo uvesti dodatnu, tehnicku pretpostavku na
matricu koeficijenata A. Pretpostavit ¢emo da postoji rastav \/A(z)€ - & = > an(§)bn(x),
pri ¢emu funkcije a, i b, zadovoljavaju ocjenu (14). Na taj na¢in smo separirali varijable
simbola ), odnosno pokazali da je operator A € Z!(R3;R) dobro definiran. Na zalost,
osim u slucaju dimenzije d = 1, ne znamo za koje sve matrice je takav rastav moguc.
Medutim, pretpostavljamo da je trazeni zahtjev na matricu A previse jak i da bi se mogao
oslabiti, ali u tu svrhu bi trebalo izgraditi potpuniju teoriju pseudodiferencijalnih operatora
pridruzenih simbolima s oslabljenom regularnoscu.

Zbog konvergencije (9), neprekidnosti pseudodiferencijalnih operatora i ¢injenice da
A djeluje samo na prostorne varijable slijedi da

(29) ut =20 u L®[R;L}R?)).
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Zelimo pokazati da je
(30) Cy/poous +ihuE = rE

pri ¢emu su nizovi r5 omedeni u L>®°(R;L2(R?)). U tu svrhu, koristeéi (29), sprovedimo
sljededi racun

G/, + it = (Cy/po + D) (/oo — i)y
(31) = Cou! + Nuy + [C/, —i]id,
_ (div (AV,11n) — @’;) + A2y + [C/p, —iA]d,.

Uz pomo¢ simbolickog racuna imamo da je

A2y, = ((2@)%\5 - gan)v + Tu,
(32) = (2m¢)%A - (g ® gan)v + Tuy,
= —C*A - (Vs ® Vi)up + Tuy,

pri ¢emu je T operatora reda 1 koji djeluje samo na prostorne varijable, to jest, T’ € Z'(R3).

Bududi da je s druge strane div (AVuy,) = divA - Vyu, +A - (V, @ Vauy,), jednakost
(31) prelazi u

C/poou,, 4 ihu = [C/p, —iNul, + C3div A - Vuy, — CPud + Ty, -
Analogni izraz se dobije i za funkciju u,,
Cy/poouy, — ihu, = —[C/p, —iNul, + C3div A - Vu, — Cud + Tuy, .

Buduc¢i da operatori na desnim stranama zadnje dvije jednakosti djeluju samo na prostorne
varijable, te zbog omedenosti niza (u}) u L°(R,; L2(R3)), slijedi (30).

Za o € CX(R3) i operator P uveden na pocetku odjeljka, definirajmo sljedece funkcije
u varijabli ¢

1

Q=1 [ 1P ods,

te njihovu sumu @, := Q. + Q.

53



H-mjere i primjene

Za ¢ € CP(R) imamo

/RQn@bdtzi/Rg(

_ i / (‘ P((¢y/po0 — i0)0u,) — P((¢y/)0'un)

R3

2 2
P(Ou) —I—’P(Qu;) )gm/}dx

2

+|P((cvpon -+ inu,) - P((cyme'u,) 2) o

1 , / . /
=7 /R3 (’(ﬁP(@ Up, + Ou;,) — iAP(Ouy,) — P((C\/ﬁ)e Un)
2

+ [P, CV/pldo(Bun) + [P, —A)(Oun)

n ‘C VPP (0"t + Oul)) + iAP(Ouy,) — P((C \/E)G'Un>

2
) pYdx

+ [P, (\/p)0o(Oun) — [P, —A](Ouy,)

-1 /R 3 (‘gﬁp(eu;) AP (Buy) + [P, C\/)00(0un)
(P = AJ(Bun) + (V7. P)(Bun)|

+ ‘g\/ﬁp(eug) + iAP(Ouy) + [P, (/p]00(Oun)

— [P, —=A](Ouy,) + [¢/p, P](0'un) 2) odx

1
2 R3

pri éemu su 7/, 7" € WHR3TH; R). U zadnjoj nejednakosti smo koristili ¢injenicu da je
¢ = 1 na projekciji nosaca funkcije 9;u, = V;! na R3. Iz toga pak mozemo zakljuciti da
i PV ( do na djelovanje operatora reda —oo) ima kompaktan nosac¢ i ¢ = 1 na projekciji
nosaca od PV,! i upravo se ta ¢injenica koristi kako bi mogli izostaviti funkciju ¢ u zadnjoj
jednakosti.

Sada nam preostaje izracunati clan s [iAP(Quy,)|?;

2
+ ‘z’AP(&un)

2
+ Uy (T’(Gun) + T”(G’un)>)<p1pdx,

/ [IAP(Buy,)|?dx = —(C*A - (Vy @ Vo P(0uy)), P(Ouy)) + (TP(0uy,), P(Quy,))

= (C2AV,P(uy), Vo P(uy)) + (C3div AV, P(Auy), P(Auy))
+ (T P(Ouy), P(Ouy)).

Pri tom je T" pseudodiferencijalni operator reda 1 uveden u (32). Stoga je

/ O, bl = % / (p|Pvn°\2 + APV"PVT 4 uy, (T’(Qun) + T”(@’un))>gm/1dx
R

3+1

= /R3+1 (q(PVn) + Re (P(QUE’L)WDW dx

+ /Rs+1 <%Un <T/(6’un) + T//(@’Un)) — Re <P(6ui)m>)gp¢ dx .
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Prvi ¢lan u gornjem izrazu je upravo [ Ry (¢)y(t). Bududéi da su (Quy,) i (#'uy) omedeni
nizovi u HY(R3Y), T'(Ouy,) + T"(0'uy,) je omeden u L2(R3*!). Nadalje, fu,, — 0 jako u
L2(R3*!). Zbog toga zadnji integral u gornjem izrazu konvergira k nuli. Na taj na¢in smo
dokazali da je

(33) lim / Ru(t)(t)dt = lim / On(B)0()dt.
U sljede¢em koraku uvedimo operatore Py € Z9(R3; R) s glavnim simbolima
p£(,€) : p(ﬂF—C(x) pm,f) po(F ) )p1(8) -

Osnovna razlika izmedu operatora P i Py je §to potonji djeluju samo na prostorne varijable.
Nadalje, definirajmo preslikavanja ST : R3 x $3—1 — 3,

. e A(z)¢- € p(x)
57w &) = (57, 5) = (i\/ p<x>+A<x>§-s’\/p<x>+A<w>f-€ §> |

Zbog homogenosti simbola p slijedi da je
(34) pr =poST.
Primijenjujuéi operatore Py na relaciju (30) dobijemo

[P, C\/plOouis £ [P,iM](ul) + C\/pdo( Prul) + iA(Prul) = Pri,

odnosno
(35) Cy/pOo(Prul) + iN(Peul) = 7,

pri éemu su (7;) omedeni u L®(R; L2(R3)).
Definirajmo sada (slicno kao Q)

. 1 .
Q=1 [ 1Pelouid o

te njihovu sumu Q,, = QF + Q,, pri cemu je p € C(R3).

Analogno kao i za R,, dokazujemo sljedeci rezultat.
Lema 6. Do na prijelaz na podniz, Q,, — Q lokalno uniformno.
Dem. Koristedi (29) mozemo zakljuéiti da je niz (Px(fu;")) omeden u L¥(R; L2(R3)). Na
osnovu toga, iz same definicije niza (Qn) slijedi njegova omedenost u L?(R). Istu tvrdnju
zelimo dokazati i za niz (Q'), na osnovu Gega Ce slijediti tvrdnja, buduéi da je H? N e
na kompaktnim vremenskim intervalima. Pomnozimo stoga jednakost (35) s @02 Py (u) i
izvréimo integraciju po R3. Dobijemo

~ - - 2
/ ((\/,BHQPi(uf)ao (Pﬂuf)) +C\/599’<Pi(u?f)> )apdx
R3
_ / <§\/,669'(15i(u$)>2 q:w?Pi(ug)A(ﬁi(ug)))gpdx

R3
= / o0 Py (ul )it da.
R3
Prvi integral u gornjoj jednakosti je jednak 2@80@%. Buduéi da su ostali ¢lanovi omedeni

u L2(R), slijedi tvrdnja leme.
Q.E.D.
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Dokazemo li da je

(36) i [ QF(0v(tdt = lim [ QE()u(e)ar
slijedit ¢e da su R i Q jednaki u smislu distribucija, pa bi se cijeli preostali zadatak sveo
na racunaje Q(0). Tu vrijednost bismo trebali lakse izracunati nego li R(0), zbog toga Sto
operatori Py djeluju samo na prostorne varijable, §to omoguéuje da se Q(O) izrazi pomocu
pocetnih uvjeta valne jednadzbe.

Relaciju (36) ¢emo dokazati samo za Q;F, buduéi da je dokaz za Q;, identican. U tu
svrhu pomnozimo najprije (28) s funkcijom 6, ¢ime dobijemo

(37) Ou,s = C\/pV,Y — iOA(Ouy,),

gdje smo s 0 oznacili C2° funkciju u varijabli ¢ takvu da je 0 = 1 na supp 6. Bududi da je
Ou,, kompaktno sadrzan u R3*!, ima smisla izraz

Oup, = AL (divx(cvn)),

pri éemu je A ! inverz Laplaceovog operatora s Dirichletovim rubnim uvjetima na domeni
koja sadrzi K'. Zbog toga je

(38) Out = Vi —i0 Y AV
gdje je
_ 0
A] :AOAx]'O@OC.

Uvedimo operator 2 € W9(R3*!; R) s glavnim simbolom neovisnim o x

(30) Se) = (1 - X(J%WD ,

pri ¢emu je x € C°(R),0 < x(s) < 11 x(s) = 1 na nekoj okolini tocke s = 0. Oznac¢imo
s Cy konus u R3*! s kutem o u smjeru 7 osi. Za proizvoljni mali kut o mozemo izabrati

funkciju y takvu da je
(s) = 1 |s] <sina
70 |s| > sin 2a.

U tom slucaju vrijedi da je

_]0 (€,7) € Ca
wo(£> - { 1 (577_) g OQ@-

Zbog Korolara 1. mozemo izabrati a takav da je Cy, Nsuppr = (. Uzimajuéi ¢ €
C°(R3*1) i primjenom H-mjera dobijemo da

16(1 = DV [ramssry — (v, 6°X3(1€]) =0,

zato §to je x = 0 izvan Coq C c(suppv) i 72 + &2 = 1 na suppr. Zbog proizvoljnosti
funkcije ¢ i konacne dimenzije prostora, zakljucujemo da

(40) 1-QV'—0
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u L2

lOC(R?’H). Relaciju (38) mozemo napisati u sljedeé¢em obliku

3 3
ou; = (c\/ﬁvg - z‘éZAijnj) —i0Y A (1 - V.
j=1 j=1
Primijetimo da je éAjQ pseudodiferencijalni operator reda 0 s glavnim simbolom
~ i§ €]
O(t)A(z, —_ )1l = x(—) ),
&9 (57 ) <) )

koji je dobro definiran zbog zahtjeva na nosa¢ funkcije y, pomocu kojeg je iskljucena
singularna tocka n = 0.

S druge strane, A;(1 — 2) nije pseudodiferencijalni operator, medutim, zbog toga sto
je A; neprekidni operator na L?(R?), te kompaktnosti nosaca funkeija 6 i ¢ irelacije (40),
imamo da

OA;(1— V) =0

u L2(R3*!). Zato se H-mjera x pridruzena nizu fu;” podudara s H-mjerom pridruzenoj
nizu

(cvovy —if 23: AV,
j=1

Mjeru k4 zelimo izraziti pomoéu mjere v. Definirajmo pseudodiferencijalni operator B €

\IJO(R3+1; R3+1)’

3
B = (Cy/p, —if ) A;Q)

j=1
s glavnim simbolom b = (¢,/p, —0C%(x)\/A(z)E - 5(1—)((\5])) @) Koristedi da je B-V,, =
(C\/ﬁV,? — zéz AjQVj">, imamo da je za proizvoljnu test funkciju ¢,

lim(¢B - Vy, | B-Vy) = lim({¢(B @ B)Vy | Vi)
= r vV = . 2 14
a /Rs+1><s3 ot <(b @b)E £)>d /R3+1><S3 #b- &)
iz cega slijedi
1 = [C@olorr — 8¢ ) VADE€(1 - (e[ v

Buduéi da su funkcije ¢ i 6 jednake 1 na K = supp Vi te suppv Nsupp x = 0, vrijedi

2
kv = Vol = VAE €| v,
Zbog lokalizacijskog svojstva, nadalje, vrijedi da je

(41) supp £+ € {(x,€) - Vp(2)T = =/ A(2)€ - £}

Tvrdnja (36) je sad direktna posljedica sljedece leme.
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Lema 7. Neka je P € UO(R*"!; R) s glavnim simblom p neovisnim o x i Il € ¥*(R?; R)
s glavnim simbolom 7. Definirajmo P € W°(R3;R) s glavnim simbolom

@) ¢
w0 =1 e ey T D)

Pretpostavimo da je (wy,) uniformno kompaktno nosen niz u L®(R,; L2(R3)), takav da

wpn—0 u L}RxR?
wp—0 u  LAR;H YR?)).

Nadalje, neka za H-mjeru w pridruzenu nizu wy, vrijedi
(42) suppw € {(x,£) : 7 = 7(x,£),§ # 0,7 # £1}.
Tada, do na prijelaz na podniz, vrijedi

Pw,, — f’wn — 0

u Ll2oc(Rd+1)'

Dem. Zbog jake konvergencije niza (w,,) u H~'(R3*1), dovoljno nam je simbole operatora
P i P poistovjetiti s njihovim glavnim dijelovima, buduéi da razlika definira operatore
nizeg reda koji na limesu daju 0. Neka je Q € UY(R3*+!; R), pseudodiferencijalni operator
s glavnim simbolom definiranim relacijom (39).

Neka su funkcije ¢ € C*(R?)i6 € C°(R) jednake identiteti na projekciji zajednickog
nosaca funkcija w, na R?, odnosno R. Zbog Korolara II.1. vrijedi da je

suppw C {(x,€) € R¥ x S%: ¢(x) = 0(t) = 1}.
Stoga

(43) 1601 = Qwnl[Fagasry — W, x*(I€])).

Nadalje, primijetimo da je #PCQ pseudodiferencijalni operator reda 0 s glavnim simbolom

209,60 (1~ X))

Napravimo procjenu ¢lana Pw, — Pwy, koristeéi sljedeé¢u dekompoziciju
(44)  (Pon)(t) = Plwn(t) = ((P = 0PC)wn) (1) = P((¢O01 = Qwa)(®)).
Buduéi da je P neprekidan operator na L2(R?) slijedi da je

lim sup 1P(CO(L — Qwn)|[P2gpany < C'lim sup [|GA(1 - D)l |fo s
Uzimajuéi u obzir (43) dobijemo sljede¢u ocjenu
(45) i s | (GO0 = Do) B < o P(IED)
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Ocijenimo prvi ¢lan u relaciji (44). Za 1 € CZ(R3*1) vrijedi

[(P = 0PCQ)wnl[f2 gty — (w, ¥ [p(€) — B(z, ) (1 — x(I€) *)
= (w, ¥*Ip(7, &) — p(m(,€),€)(L = x(|€))I?).

Koriste¢i pretpostavku (42), gornja konvergencija prelazi u
(P — 0PCwnZamars, — (w, w2Ip(r, &) PX2ED).
Koriste¢i nju i ocjenu (45) slijedi da je
(46) tim sup ([P — Pl ooy < Coleos X2(1E),
n
pri cemu konstanta Cy ovisi samo o funkciji . Prisjetimo se da je funkcija x odabrana
tako da vrijedi
1 |s| < sina

x(s) = {0 |s| > sin 2.

Varirajuéi parametar « i gledajuci limes kad o — 0, dobijemo da

(S)a_—>(>) 1 s=20
Xo 0 s#0.

Na osnovu Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji zakljucujemo da

(w, P (1€1)) = (w, xge=0})-

Medutim zbog (42) desna strana gornje jednakosti je jednaka nuli, §to, uzimajuéi u obzir
(46), dokazuje tvrdnju leme.
Q.E.D.

Ovu lemu Zelimo primijeniti na niz wy, = Ou;:, pripadnu H-mjeru w = k- i operator
II = T fA dok ¢e nam P i P biti upravo pseudodlferencualm operatori ve¢ uvedeni
u razmatranju u ovom odjeljku pod istom oznakom. Trebamo provjeriti da te veli¢ine
zadovoljavaju uvjete leme.

Najprije, znamo da funkcije fu" imaju uniformno kompaktan nosa¢ (tu se takoder
ispostavlja vaznost uvodenja funkcije ¢), te da

out — 0
u L2(R3*1) (relacija (29)). Da bismo dokazali da
(47) fur — 0

u L2(R;H"1(R?)), trebat ¢e nam Aubinova lema o kompaktnosti, iskazana na pocetku
poglavlja. Ovaj put ¢emo je primijeniti na prostore By = L%(Q) i By = By = H™1(Q), pri
¢emu je © C R3 otvoren i omeden skup koji sadrzi projekciju zajednickog nosaca funkcija
Ouﬁ na R3. Pri tom je, zbog omedenosti skupa €2, By < Bj. Za primjenu Aubinove leme
preostaje nam ispitati omedenost niza (Jy(fuy,)) u L?(R;H~'(R?)). Na osnovu relacije
(28) slijedi

douE = C\/pdiun F iMDouy.
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Bududéi da je (Jpun) omeden u L®(R;L?(R3)), te da je A € U(R3; R), slijedi omedenost
niza (Adyu,) u L°(R; H71(R3)). S druge strane je

Ay, = % (div (AV up) —ud) .

Zbog konvergencije (9), desna strana gornje jednakosti je takoder omeden niz u
L>®(R;H !(R?)), sto nam omoguéuje koristenje Aubinove leme o kompaktnosti na os-
novu ¢ega slijedi konvergencija (47). Mjere k1 zadovoljavaju trazena svojstva zbog relacije
(41).

Na ovaj na¢in smo pokazali da Vrijedi

R (t) = Qn(t)

pri cemu T, — 0 u D'(R). Nadalje, zato sto R,
kompaktnim intervalima, slijedi da je

) (t) i Qn(t) — Q(t) uniformno na

S druge strane je

@u0) =5 [ (1P +1P-(u)) o),

pri cemu su
ufo = (\/PPn F iy, = u(0).

Ako s 71 oznacimo H-mjere pridruzene nizovima “?507 imamo da je
1

Q(0) = 7 (7,154 ) + (-, 5 0))

Pomocu (34) to mozemo zapisati na sljede¢i nacin

G(0) = 1 (17, 0lp(S ) + (7, olp(ST)P))

Time smo, napokon, dobili da je

(v £6.Q1) — {(2rRev6,) = 1 (4, Do 50)) + (7 Do)
za svaku funkciju ® oblika
O(t,z, &) = [p(&)Y(t)o(w),
pri emu je p(€) = po(T)p1(€),p € C®(S?), ¢ € CX(R3) i ¢ € C(]0,T)). Gornju formulu
mozemo po gustoéi progiriti na proizvoljnu funkciju ® € C([0,7) x R3 x S3). Na taj
nacin smo dokazali sljedec¢i teorem.
Teorem 5. Trag mjere v u trenutku t = 0 je definiran izrazom
(v, {®,Q})) — (2rRev'®, @) ,
za ® € C([0,T) x R? x S?)). Gornji izraz je jednak

i<<ﬁ+7 ®(t:0,m,S*(m7§))> + <’7—7 q)(t:07m,S+(x7§))>> ;

gdje je ST preslikavanje s R? x S371 u §3,

g g) e A(2)E - € p()
SH(x,8) = (i\/p(xHA(x)f-é’\/p(:v)+A<x)5‘5€> |

a Dy su H-mjere pridruzene nizovima u;- definiranim relacijama

= C\/ﬁﬁn Fily, .
U zadnjoj jednakosti ((x) je element prostora CX(R3 Ry), takav da je ((x) = 1 na
zajednickom nosacu funkcija B, i y,, dok je A element Z!(R3;R) s glavnim simbolom

Az, €) == ((x)/A(2)E - €. .
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Buduéi da nizovi (8y) i (75) imaju zajednicki kompaktan nosaé¢ na kojem je ((z) = 1,
izbor funkcije ¢ nec¢e utjecati na H-mjere . Naime, neposredna primjena Korolara II.1. ¢e
ograni¢iti nosa¢ H-mjera 74 na skup na kojem je ((z) = 1.

Kao korolar zadnjeg teorema, posebno proizlazi prijenosno svojstvo (13) iz Teorema
4. Naime, za ® € C°((0,T) x R? x $3) i Radonovu mjeru v vrijedi da je {{v, ®)) = (v, ®),
pa je stoga

(tv,{®,Q}) = 2(TRev'2, ®), & € CX((0,T) x R? x $?).

Posljednja relacija je upravo navedeno prijenosno svojstvo.
U sljedeéem koraku definirajmo mjere 7+ na R? x S? relacijom

(13) Fad)= [ b ST, )
R3x$3-1
za ® € C°(R? x S$3). Time smo dobili da je

v, {2, QY) — (2rRev @) = {7y + 7, (0,-,)

za svaki ® € C([0,T) x R3 x $3)).
Usporedujué¢i gornju jednakost s onom izvedenom prije

(rv, {®,Q}) — (27Rev'?,®)) = /R 3 /S 3 [%(m}t_()@(o,x,g)dgdxdt,

te koristeci da je % = pr2, zakljuéujemo da vrijedi sljededi korolar.

Korolar 2. Pocetna vrijednost mjere Tv dana je izrazom
im0 = (g +7)
TV|t=g = — (7 ).
t=0 = - (T+
Ona se propagira duz integralnih krivulja sustava (17) koje leze u presjeku R3+! x S3 i

skupa nul-tocaka funkcije (), i na taj nacin, jednoznacno odreduje mjeru v. .

5. Racunanje makroskopske gustoce energije

Prisjetimo se naseg pocetnog zadatka: racunanja makroskopske gustoce energije d kao
limesa mikroskopskih gustoc¢a energija d,, definiranih relacijom

1 1
dn =3 (p(u)? + AV up - Vauy) + Zui :

Uz pomo¢ Teorema 4. zakljuéujemo da za proizvoljni ¢ € C°((0,T) x R3) vrijedi
o) =5 [ olta) (pla)éh + Al -€) dulx. )
R3+1xS3

Bududi da je nosa¢ mjere v podskup skupa nul-tocaka funkcije @) na kojem je p{% = A¢-€,
slijedi da je
@o)= [ sltop@gixe),
R3+1xS3

Na taj nacin smo dokazali
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Teorem 6. Mjera d kao limes energetskih gustoca d,, zadanih izrazom

1
dy, = (p(m)(u%)Q + A(2)Vaup - Vauy) + Zui ,

N | —

pri ¢emu je uy, rjeSenje nelinearne valne jednadzbe (8), je dana relacijom

dle) = pla) [ Ghavix. o)

gdje je mjera v definirana Teoremom 5., odnosno Korolarom 2. .

Prokomentirajmo sad dobivene rezultate. Pokazali smo da mjera v zadovoljava pri-
jenosnu jednadzbu (16), te u Teoremu 5. izrazili njene pocetne uvjete pomoéu pocetnih
uvjeta za sustav nelinearnih valnih jednadzbi (8). Medutim, ti pocetni uvjeti su jednaki
onima koje su izra¢unali Francfort i Murat u svom ¢lanku ([FM]) u slué¢aju linearne valne
jednadzbe. Naime, trag mjere v smo izrazili pomocu veli¢ine R(0) = lim,, R,,(0), koju smo
dobili koristeci relaciju

im [ Ru(t)0(t)de = lim [ Qu(t)u(e)ar

pri ¢emu je ¢ € C2°([0,7)), dok je
Rn = PVTL P(o ?lP 0 n d s
/R3(Q( )+Re[ (Ou) (u)Dgpx

te p € C(R3). U linearnom slucaju, Francfort i Murat su trag iste mjere izrazili pomocu
R(0), koji je dobiven kao tockovni limes funkcija R, definiranih relacijom

R, ::/ q(PVy)pdx .
R3

Vidimo da se funkcije Ry, i R, razlikuju za clan Re [P(@u%)P(Hun)]. Medutim, one imaju

isti distribucijski limes, odnosno i dalje vrijedi
lim / Ry (t)y(t)dt = lim / Qn(t)ip(t)dt.
n n

Presudno pri tome je §to, u sluéaju d = 3, H(Q) je kompaktno ulozen u L?(f2) na
omedenom skupu {2, te stoga Re [P(@u%)P(Gun)} — 0.
S druge strane, vrijedi

P(0)R(0) = ((rv, {®,Q})) — ((TRev'?,)).

Na osnovu toga zakljuéujemo da je Rev'? = 0, pa prijenosna jednadzba (16) za mjeru v
prelazi u jednadzbu koju smo imali u linearnom slucaju

Ve(tv) - (VeQ — (34 2)Q€) — Ve(rv) - (VxQ — (VxQ - §)§) = 0.

s istim pocetnim uvjetima. Time smo dokazali sljedeci

3
n

Teorem 7. Dodavanje nelinearnog ¢lana u; u valnu jednadzbu nije doprinjelo promjeni

makroskopske gustoce energije. .
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6. Periodic¢ni pocetni uvjeti
U ovom odjeljku ¢emo pretpostaviti da su pocetne funkcije 3, i 7, oblika

(x) = %a(w,na:)
(49) {ﬁn(a:) = B(z,nx),

pri éemu su « i 3 glatke funkcije na R3 x T (7 je jedinicni torus) s kompaktnim nosacem.
Buduéi da 3, — B(z,0) (vidi dokaz Teorema I1.2.), uvjet 3, — 0 u L?(R?) ekvivalentan
je zahtjevu da je

/T B, y)dy = 0.

S druge strane, zbog nacina na koji je definiran u (49), za niz (v,) nuzno vrijedi v, — 0
u HY(R3).

Nas prvi zadatak je izracunati H-mjere 74 pridruzene nizovima utq = ¢/pBnEiAy, =
(0). U tu svrhu primijetimo da je, s obzirom da 7, ima kompaktan nosa¢ neovisan o n,

T = AT (div (V).

+

Uy,

pri ¢emu je A~! inverz Laplaceovog operatora s Dirichletovim rubnim uvjetima na domeni
dovoljno velikoj da sadrzi zajednicki nosac¢ 7,. Jezikom pseudodiferencijalnih operatora
gornja jednakost prelazi u

Yo=Y Ail@im),
—i&

pri éemu je A; element U~!(R3; R) s glavnim simbolom Sl Stoga je
(50) who = Cy/pBn Fi Y AN(Drmn).
Medutim, zbog (49),
1
Ve = (Vya), (z) + - (Vea), (x),

pri cemu su

(Vya), (z) : = Vya(z,nx)
(Vea), (x) : = Vea(z,nz) .

Zadnji ¢lan u gornjoj jednakosti, zbog kompaktnosti nosac¢a funkcije a, tezi jako k nuli u
L2(R3). Stoga jednakost (50) mozemo pisati kao

ulo = C\/pBn Fi Y AN (D), £,

gdje niz (r,) konvergira jako k nuli u L2(R3). Time je rac¢unanje mjera 7+ svedeno na
racunanje H-mjera pridruzenih nizu

who = CVpBa Ti Y AN (Bia),, .
Oznac¢imo s fi (3 + 1) x (3 + 1) matri¢nu H-mjeru pridruzenu nizovimu (5, (Vya)y):
o { fioo  fo1 }
(f101)*  pa ]’
pri cemu je figg skalarna Radonova mjera, a f111 matricna 3 x 3 Radonova mjera.
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Mjere 4 se zatim neposredno izracunaju primjenom pseudodiferencijalnog ra¢una.
Na taj nacin dobijemo da je

(51) Ut = pfioo + (AL - §)(E @& - 1) F 24/ pAE - € (£ - Re (fio1)) -

Preostaje nam nadi eksplicitni izraz za mjeru ji. U tome ¢e nam pomodéi Teorem I1.2. po-
mocu kojeg dobivamo sljedece relacije

;

. 5 k
foo= Y |8z k)|*dxdg (W) ,
keZ3\{0}
k
(52> [1,11 = 47T2 Z k & k|d(£€, k>’2d$5§ (m) y
keZ3\{0}
fior = —i2w Y kB(x,k)a(x, k)drde (%)
\ keZ\{0} I+

Povezujuéi (52) i (51) dobijemo

= 3 (PB4 A Blat kP

keZ3\{0}

:Fzm/mm( z, k)alz k)))da:ég (%)

U sljede¢em koraku moramo izracunati mjere 71 definirane pomoc¢u mjera 4 relacijom
(48). Uz pomo¢ zadnje jednakosti, imamo da je

Fabr= 3 [ (Pl P + 4wk Blate. b
 dm/pAR i (3o, K)o, 1) ) b, 5o, )
- > [ (it 0P + ara o)k Dlate b
/PRI Fim (3o, (e, 7) ) 8(e. ot (57w, 1) )

za proizvoljni ® € CX(R3 x S3).
Racun ovog odjeljka mozemo sad sazeti u sljede¢em korolaru.

Korolar 3. Ako su pocetni uvjeti za sustav (8) oblika

{’yn(x) = %a(m,nx)
Bn(x) = B(z,nx),

pri éemu su a, 3 € C°(R3 x T) koje zadovoljavaju

/T B, y)dy =
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tada je trag mjere v dan izrazom
o= g ¥ Y
U kezi\(0)

+ dm/pA @)k - kIm (3 ( z, k)al(x k)))da:ég <53F<;c,|%)).

Pri tom su funkcije S* zadane relacijom

) B A(z)E- € p(x)
55w, §) = (i\/p(:ﬂ) +A@E - \/p(w) +A<w)€'f§) |

Trag mjere v se propagira duz intergralnih krivulja sustava (17) koje su sadrzane u R3+1 x
S3 i u nul skupu funkcije Q.

( )6z, k)| + 472 (A(x)k - k)|é(z, k)|?

"

U slucaju konstantnih koeficijenata, mozemo dobiti eksplicitni izraz za samu mjeru v
(a ne samo za njezin trag). U tom slucaju se sustav (17) znatno pojednostavljuje i njegove
integralne krivulje su

t(s) = pSos + t(0)
x(s) = —A&s + x(0)
£(s) = £(0).
Nas zanimaju krivulje koje presijecaju hiperravninu ¢ = 0, te zakljuc¢ujemo
A
(&)I/)(t? z, 5) - (50”)(07 x+ _tv €>
P&o
Bududi da je
A¢ ( k ) Ak
—% | ST (2, —) )| = F——
péo @ \kl) VpAk -k

to vrijedi sljededi korolar.

Korolar 4. Ako, uz pretpostavke Korolara 3. vrijedi da su koeficijenti p i A konstantni,

tada je
Ak

08 =L S L (blfe s et
= kezn (o) (] (ﬁ)) pAN-E
9 ) Ak 2
Fdm\/pAk - klm (B(x$%t,k)
) Ak k
a(x F mt, k)))dtdw5§ (ch(x m))

"
Primijeniti ¢emo sada Teorem 6. na mjeru v izrazenu u zadnjem korolaru i dobiti da
je makroskopska gustoca energije u slucaju konstantnih koeficijenata dana izrazom

Ak

Ak
p|3(x £ ———t, k)|? + A7 (A - k)| a(x £ ———et, k)|
. Zke;\{o}@ B + A (AR Bla(e £ )

A Ak Ak
+4 Ak -kl + —— ¢t kalr £ ——t. k dtdzx.
O >)) .
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IV. Gérardov pristup



H-mjere i primjene
1. Uvod

U ovom poglavlju ¢emo isti problem kao i u prethodnom rijesavati koristite¢i dru-
gacije tehnike. Tocnije receno, posluzit ¢emo se metodama koje je razvio Gérard u svom
¢lanku iz 1995. godine ([G2]). On je takoder prouc¢avao nelinearnu valnu jednadzbu, ali
bez koeficijenata, i.e.

Ou — Agu+ f(u) =0,

pri ¢emu je f glatka funkcija koja zadovoljava uvjet
)] <CO+[u)P, j20 p<b.

Gérard je takoder pokazao da dodavanje nelinearnog ¢lana, odnosno funkcije f u jednadzbu,
nije rezultiralo nikakvim promjenama u oscilaciji ili koncentraciji energije. Medutim, nje-
gove metode ne mogu se direktno poopciti na slucaj kad imamo koeficijente uz derivacije
u valnoj jednadzbi.

Nadalje, izracunao je limes gustoce energije za linearni slucaj bez koeficijenata, ko-
riste¢i drugacije metode od onih koje su koristili Francfort i Murat ([FM]), te je pomocu
njih uspio znatno pojednostavniti racun. Osnovna ideja se sastoji u tome da se zamrzne
vremenska varijabla ¢ i da se limes mikrolokalnih energija d,, izrazi H-mjerama koje ne
ovise o dualnoj varijabli 7. Na taj nacin bi se trebale izbjeé¢i mnoge komplikacije racu-
na prikazanog u prethodnom poglavlju, gdje nam je upravo ovisnost mjere v o vremenu
prije¢ila da pomocu nje izrazimo veli¢cinu R(0) koja je definirala trag mjere u trenutku
t=0.

Gérardove metode sam poopéio na sluéaj nelinearne valne jednadzbe (s ¢lanom u?) s
varijabilnim koeficijentima uz prostorne derivacije.

2. Racunanje makroskopske gustoce energije

Gledam isti niz pocetnih zadaca kao u prethodnom poglavlju

(1) un(UT; =7 =0 u H'(RY,
u,(0) =6, =0 u LQ(Rd) ,

s tom razlikom $§to je, zbog tehnickih razloga, koeficijent p konstantan.
U racunu ¢emo se sluziti sljedeéim funkcijama. S d!, oznacujemo pridruzenu funkciju
gustoce energije u fiksiranom trenutku ¢, odnosno

() == (i) () + 5 A ) Vol (2) - Vol (1) + () (2,

t

» oznacili funkciju dobivenu fiksiranjem vremena u rjesenju valne jed-

pri cemu smo s u
nadzbe, to jest,

ul (1) := up(t, ).

Za proizvoljni pseudodiferencijalni operator B € W9(R3), gledam pridruzenu energiju u
trenutku ¢

o 1 1
( Bpiy, | ity Jr2 + 5 ( BAV iy, | Vot )2 + Z<B(U§L>2 | (un)?)r2,

1

d' (B) : 5

¢iji limes mogu izraziti pomocéu H-mjere pridruzene nizu derivacija rjesenja jednadzbe (1).
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Zbog Teorema III.3. postoji konvergentan podniz niza (ufl) (kojeg oznacujem jednako)
takav da pripadni podniz niza (d},(B)) konvergira za svaki B € UJ(R?) i na taj nacin
definira H-mjeru p!. Problem koji se pri tom uocava je jedinstvenost podniza u razlicitim
trenucima ¢, o ¢emu ¢e biti vise rije¢i u daljnjem dijelu ovog odjeljka.

Nas cilj je izraziti mjeru u! pomocéu pocetnih uvjeta 3, i v,, odnosno pomoéu njima
pridruzenih H-mjera.

Nelinearnoj valnoj jednadzbi (1) ¢emo pridruziti (pseudo)diferrencijalni operator A =
—div (AV). Ocito je A € Z2(R3;R) i njegov simbol je

o(A) =42 A€ - € —i2ndivA - € .
Glavni dio gornjeg simbola je oo(A) = 472 A€ - €.

A je elipti¢ni operator, te je to takoder operator v A = A? € =!, definiran preko svog

simbola /o (A). Zbog toga postoji operator (vA)™t € 271, takav da je A2A=7 = [ do

na izgladujuéi operator negativnog reda (za detalje vidi Poglavlje I.).
Definirajmo sad funkciju

VA, (VAT
ul L =al Fi——ul Fi
* Nz Nz

Derivirajuéi ul, . po vremenu i koristeéi da je ul, rjesenje valne jednadzbe, dobijemo

\/_Zut Z-(\/Z)_l Uty i(\/z)_l ot )24t
7 ni—\/ﬁ (n)):F—B( )

().

.t .t .V A t .
Up 4 = Uy £i— (un,i Fi

N

t\3 -1
it YAy, A o W) VAT e
Ve T p VP
-1
iy A

Zadnji ¢lan, koji je posljedica uvodenja nelinearnosti u jednadzbu, sadrzi operator reda —1
koji djeluje na omeden niz u L?(R?) (vidi dokaz Leme IIL.5.), te stoga na limesu daje 0.

Zelimo, analogno kao u Poglavlju III., izvesti transportnu jednadzbu za pripadnu H-
mjeru. U tu svrhu uzmimo operator B € WO(R3), te iskoristimo zadnju jednakost, pri tom
zanemarujuci ¢lan koji na limesu daje 0, da bismo dobili

d VA
—(Bul,  |ul, )= (+i|B,~—
(B | uns) = { 7

dt
Gornja jednakost posebno povlaci da je t — <Bu%7i,u%7i) lokalno Lipschitzovo pres-
likavanje s Lipschitzovom konstantom neovisnom o n, pa zbog Soboljevljevog ulaganja

B Ufz,i \ Ufz,i ).

Whoo & 1,0 g kompaktnim skupovima, postoji podniz takav da za svaki B € W9

(Buly s |ub ) — / oo(B)dydy

lokalno uniformno po ¢, pri éemu !y oznacéuje H-mjeru pridruzenu nizu ufl’i.
Prelazeéi na limes, zadnja jednakost poprima sljedeci oblik

d e VA
pr oo(B)duly = :I:/wo[B, %]d,uti

(2)
= :l:/ (Vg(fo(B) -Vzea — VmUO(B) : VEG) du“l:flz7
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gdje smo s a oznacili M% = % #. [zvrsit ¢emo parcijalnu integraciju gornje

jednakosti, kako bismo se oslobodili derivacija uz og(B), pa zbog proizvoljnosti operatora
B mogli napisati jednadzbu za mjere u!.. Koristeéi ¢injenicu da simbol operatora B ima
kompaktan nosac, slijedi da je

(3) —/Vmao(B) . Vgaduti = /Uo(B)Vga . dvxu; + /Uo(B) ~divmV§ad,ui_L.

Za parcijalnu integraciju prvog ¢lana na desnoj strani jednakosti (3) trebat ¢e nam sljedeca
jednakost za distribucijski rac¢un na sferi (v. [FM] ili [GT], Lema 16.1.)

(1, Ve®) — (v -, V@) + (diver — Vern-n, @) = 2(n - v, ®),

za ® € CL(R? x S?) i Radonovu mjeru v na sferi S, pri éemu n oznacava normalu na S2.
Bududi da je u nasem slucaju funkcija & = o¢(B) homogena stupnja nula na Rg \

{0} D S2, te stoga §to je na sferi n = &,
Vb = Veb - £ =0,

Na taj nacin dobijemo da je
(4)
/vfaO(B) - Veadpl, = — /O’o(B) (diveVea — Ve (Vea) - € — (3—1)Vaa- &) dil

- /JO(B)VIa-degLEt +/00(B) (Vga- &) & - dVepl.

Uvrstavajudi relacije (4) i (3) u (2) dobijemo

d
- oo(B)du. =+ (/ 00(B) - Vea - dV s — /Uo(B)an £ dVeply

- /UO(B) (Ve (Vaa) &€+ (3—1)Vaa- &) dul
+ / 00(B) (Vaa - )€ - dvgu;)

S (/ oo(B){a, dil,} + /aoua) (Voa-€)€- dVeidls
+ /O‘()(B) (Ve(Vea) €&+ (3—1)Vza-§) d@).

Koriste¢i proizvoljnost operatora B, odnosno simbola oo(B) € CX(R? x S?), mozemo
napisati transportnu jednadzbu za mjeru pl

d

%,uti = i({a,uti} + (Vea- &) & Vepl + <(3 —1)Vya- €+ <(V§ ® Vx)a>£ : 5) ui) :

Vazno je pri tom napomenuti da je ova jednadzba ista kao i u linearnom slucaju.
U slucaju konstantnih koeficijenata gornja jednadzba se pojednostavljuje u

ey A g
TN vy
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(VA
\/TgW/n:FZ< \/% ('Vn)

Ukoliko s ¢ ozna¢imo H-mjere pridruzene nizovima up, 4 (0) = B £i

mjere !, mozemo eksplicitno izraziti formulom
Ag
=it (s ALY
PAE - &

Preostali zadatak je izraziti limes mikroskopske gustoée energije d!, odnosno mjeru
pt, pomoéu mjera ply. U tu svrhu Zelimo usporediti funkciju d% (B) sa

50 ((Bul [y )+ (Bl _ [k )
1 B\/Zu ; (VA)™! NI iﬁut Z-(\/Z)_l Wb )3
+iB () i - i ) )

—p< Bul +i t A

T2
Bududi da je operator (\/Z)_l reda —1 i djeluje na omedeni niz u LQ(R3), on na limesu
daje nulu, pa ga stoga mozemo zanemariti. Na taj nacin se gornja jednakost svodi na

(5)
1 P 4. VA
So (Bl y [ul ) + (Bl | ul, ) = p( Bith | ity) + 5p( Bitl | i~=ul, )

Razmotrimo detaljnije drugi i treé¢i ¢lan na desnoj strani gornje jednakosti.
A A VA VA
(B | 2u,) + (Bio S | ) = = i( | B, )+ i BY =l |l )
p p
A A
— i1 2 it )+ i R A ),

pri ¢emu je operator R negativnog reda, odnosno R\/T% e U0 Isti zakljucak vrijedi i za
operator [B, \\7] pa zbog jake konvergencije niza u, u L?(R?) slijedi da cijeli gornji izraz
tezi k nuli.

Preostaje nam razmotriti jo§ dva ¢lana u (5): p({ Buf, | 4f)) i p(B\\; Ll ul)). Prvi

od njih je upravo onaj koji trebamo, buduéi da se pojavljuje i u funkciji d%,(B). Raspisimo
drugi

\/Zt ty ut ut ut ut
<B%un|un>— ([B, AV]uy, | Vuy,) + ([B, VAuy, | VA, )

+ (BAVYL | Vb)) — (AVBu!, | Vul) + (VABuUL | VAu,).

Zbog toga §to je (VABul | VAut) = (AVBu! | Vul ) (do na djelovanje operatora reda
nula), koristeéi ista razmatranja kao gore, zaklju¢ujemo da je

\/_t _ ult Ul
(B Nk n | uy) = (BAVu, | Vuy,)

u smislu distribucija.
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Na taj nacin smo pokazali da je

0B) = 1o ({Buty s [y )+ (Bl )+ (B )? | ()?)).

Zbog jake konvergencije niza (u,) u LP(R3), zakljucujemo da mjera py pridruzena nizu
derivacija rjesenja zadace (1) u trenutku ¢ je oblika

1
pt= el + pl),

Sto je ista relacija kao i u linearnom slucaju (vidi [G2]).
U slucaju konstantnih koeficijenata mozemo za nju napisati eksplicitnu formulu

(6) pt=1p (MO (x+ AL, 5) ( i f))
CNRANRN/7 VPAE €

Kako bismo dokazali da se energija ne mljenja dodavanjem nelinearnog clana u jednadzbu,

preostaje provijeriti pocetne uvjete za ui, odnosno pokazati da su H-mjere pridruzene ni-

2

zovima uf, 1 (0) = B, £ z\\;’yn Fi—r— 7 (vn)? iste kao i u linearnom sluéaju. Ovi pocetni

uvjeti se razlikuju od linearnog slucaja za clan (vA)™(v,)3, koji sadrzi operator nega-
tivnog reda koji djeluje na omedeni niz u L?, te stoga ne utje¢e na pripadnu H-mjeru.
Na taj nacin smo potvrdili zakljucak Teorema 7. iz prethodnog poglavlja koji kaze da je
energija u nelinearnom slucaju jednaka kao i u linearnom.

Zelimo sad usporediti rezultate ovog i prethodnog poglavlja za sluéaj jednadzbe s
konstantnim koeficijentima, buduéi da tada imamo eksplicitne (pa i usporedive) formule
za makroskopsku gustoc¢u energije.

Uzmimo opet niz pocetnih uvjeta kao u prethodnom poglavlju

{yn(x) = %a(m,nx)
Bn(z) = B(z,nx).

Ponavljajuc¢i postupak koji smo koristili za racunanje H-mjera 4 u Poglavlju III. dobijemo
da je

= 3 (10 R+ Ak ka7
kez3\{0}
+ %\/mlm (ff(a;, k)M))dmég (|—Z|> .

Uvrstimo li gornju formulu u (6) dobijemo

: Ak 2 . Ak 2
;kezg\{o}(p‘ﬁ(x et B)| -+ an?(Ak- ko (a+ /vyl £)|

T - Ak R Ak k

Nas zanima distribucijski limes niza d,(¢,z). Stoga uzmimo test funkciju x(t)y(z) €
C>(R3*1) i izracunajmo

i [ dufta)x(Ov @) = lim /R () /R (o))
— [ it vy
R
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Na osnovu gornje jednakosti vidimo da je makroskopska gustoca energije d = lim d,, dana
relacijom

d= }LZ 3 (p‘ﬁ(zi %t,k)ﬁ +4r?(Ak - k) d((:pi %t, kr))‘2

+ kez3\{0}

%t, k) )&((x + %t, k) )) ) dtdz,

sto je upravo formula (53) iz Poglavlja III.

+ 4w/ pAk - klm (B((:L’:i:
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H-mjere i primjene
1. Uvod

U ovom poglavlju ¢emo razmatrati simetri¢ni hiperbolicki sustav
A%v + A9y + By = f.

Ukoliko nema straha od dvosmislenosti, Einsteinova konvencija za ponavljajuce indekse ¢e
se podrazumijevati, sa sumacijom od 1. Hiperboli¢nost gornjeg sustava znaci da je matrica
A(t,x,y) = ypAF(t,x) dijagonalizabilna za svaki x,y € R%? it € R*, te da je matrica
AY pozitivno definitna. Sustav je simetrican ukoliko su sve matrice A* k = 1,...,d,
simetricne.

Energija pridruzena gornjem sustavu je

1
E = §<AOV | V>L2.

Razmatrat ¢emo niz problema

(1) { Aoaovn + Ak(‘?kvn + Bv, =0

Vn(o) = g’l’b7

pri cemu g, =0 u L?(R%RT).
U Teoremu 5. ¢emo dokazati da konvergencija pocetnih uvjeta povlaci konvergenciju
rjesenja
vp — 0 u LER¥LR).

Uvest ¢emo funkciju gustoce energije

1
dy = §A0vn V.

Nas cilj je izracunati distribucijski limes niza d,,. Pri tom ¢e nam ponovno glavno sredstvo
u racunu biti H-mjere i pomocu njih ¢emo izraziti trazeni limes d,,. Izvest ¢emo prijenosnu
jednadzbu koju zadovoljava pripadna H-mjera i primijeniti taj rezultat na valnu jednadzbu.
Zapisujuci valnu jednadzbu kao hiperbolicki sustav, izracunat ¢emo pripadnu H-mjeru za
titrajudi niz pocetnih uvjeta. Dobiveni rezultat se slaze s onima iz prethodna dva poglavlja,
te takoder s rezultatom kojeg ¢emo dobiti direktnim racunanjem H-mjere iz rjeSenja danog
D’Alembertovom formulom za rjesenje valne jednadzbe.

2. Egzistencija i jedinstvenost rjeSenja hiperbolickog sustava

U ovom odjeljku ¢emo koristiti energetsku ocjenu i metodu iS¢ezavajuce viskoznosti
za nalazenje rjeSenja hiperbolicke pocetne zadace

@) v(0) = g.

{ A% + AF9pv + By = f

Pretpostavit ¢emo da su matrice A* k = 1,...,d, simetriéne i matrica Ay pozitivno
definitna. Radi pojednostavljenja rac¢una, a bez smanjenja opcenitosti, mozemo pret-
postaviti da je A? = I. Nadalje éemo pretpostaviti da su A¥, B € Whe(R4TL M™"), te
g ¢ HY(R% RN, f € HY(RTLRY).
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Radi pojednostavljenja oznaka uvedimo bilinearnu formu

d
Alv,u;t] = /Rd Z(Akﬁkv) - udx
1

za 0 <t < T,u,ve H(R%ERN.
Definicija. Kazemo da je

veL%0,T;HY(R% R") nWH2(0, T; L2(R% R"))

slabo rjesenje pocetnog problema (2) za simetri¢ni hiperbolicki sustav ukoliko je
(i) (V' [u)+Alv,u;t] + (Bv [ u) = (f|u)
za svaki u € HY(R%GR7) i (sst €[0,T)), te

(i) v(0) = &.
Problem (2) ¢emo aproksimirati nizom parabolickih pocetnih zadaca

1
OoVp, — —Av,, + Akﬁkvn + Bv, =f
(3) n
Vn<0) = 8n,

pri cemu je g, == pn * g, pu(x) = n%p(nx), dok je p standardni izgladivac. Ideja je za svaki
n pronaci jedinstveno glatko rjesenje v, i pokazati da niz tih rjesenja konvergira k limesu
v koji je slabo rjesenje sustava (2).

Teorem 1. (egzistencija pribliznih rjeSenja) Za svaki n € N postoji jedinstveno

rjesenje v,, zadace (3) takvo da je

v, € L2(0,T; HX R4 RM)),V, € L2(0,T; L2(R% R")).

Dem. Uvedimo oznaku X = L>(0,T; H(R% R")) i za svaki u € X razmotrimo linearni
sustav

1
dov — —Av = f — A¥9.u — Bu
n
v, (0) = gn.

Bududéi da je desna strana gornjeg sustava (koji se u stvari raspada na niz nezavisnih jed-
nadzbi) omedena u L2, postoji njegovo jedinstveno rjesenje v € L2(0, T; H2(R%,R")),V €
L2(0, T; L2(R% R")) koje trne kad |x| — oo (vidi [E], 7.1.).

Sli¢no, neka je za 0 € X funkcija v rjeSenje sustava

1
v — —Av = f — A*9.0 — Ba
n
v (0) = gn.

~ *

Oduzimajuéi gornja dva sustava, vidimo da v* :=v — v i u* := u — 0 zadovoljavaju

1

dov* — —Av* = —A¥9u* — Bu*
n
vi(0) =0.
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Iz energetske ocjene za rjesenje parabolicke zadace (vidi [E], 7.1.) slijedi
IV oo 0,711y < Ch (HAkakU*HL2(O,T;L2) + ||BU*||L2(O,T;L2)>
< Collu™|lr20,7mm)
< CnT1/2||U*HL°°(O,T;H1)‘
Za dovoljno malen T, takav da je

(4) cor2 <

[\

gornja nejednakost prelazi u

) 1,
||V — V||L°O(0,T;H1) < §||U - u||L°°(0,T;H1)'

Koriste¢i Banachov teorem o fiksnoj tocki zaklju¢ujemo da preslikavanje u — v ima jedin-
stvenu fiksnu tocku v, koja je rjesenje problema (3).
U slucaju da ocjena (4) ne vrijedi, izaberimo 77 € (0,7 takav da je CT) = % i
ponovimo gornji postupak na intervalima [0, 71], [T, 271], itd.
Q.E.D.

Zelimo nadi limes rjesenja v,, zadace (3), a za to su nam potrebne sljedeé¢e uniformne
ocjene.

Teorem 2. (energetske ocjene) Postoji konstanta C' koja ovisi samo o dimenziji
prostora i koeficijentima A* i B takva da je za svaki n

HVnHLoo(o,T;Hl) + ||V;LHL2(0,T;L2)

<O (llgl + 1 2o ramy + 17 oy ) -

Dem. Izracunajmo

d (1 1
& (3l ) = (v 1) = (v £ = A9, — B+ L)

Imamo sljedeée ocjene ) )
(v | )< [lvallze + (IFllze

1 1
(V| A ) = =~ Vavn[[f2 < 0

Pretpostavimo da je u € C°(R% R"). Tada je

(u| AFdpu) —/ (A*Opu) - udx
Rd
1 O (AFu) - udx — %/

2 Jon o (8k(Ak)u> - udx,

pri éemu smo u zadnjoj nejednakosti koristili prepostavku simetriénosti matrica A*. Bu-
du¢i da u ima kompaktan nosa¢ zakljucujemo da je

’(u | A’faku>) < %‘/Rd@k(Ak)u) -udx‘ < CJuf)?.
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Koristedi se aproksimacijom zakljucujemo da je

(v | AR | < Cllva .

Zbog toga §to je B € WL°(R4; M"*") mozemo zakljuéiti da je
2
(vn | Bvy ) < Cllvalfz.
Koristeci gornje ocjene dobijemo
d 2 2 2
2 (valf2) < € (IvnllZ2 + IFIE:)
U sljede¢em koraku uz pomoé¢ Gronwallove nejednakosti slijedi da je

2 2 2
ol o2y < C (lgalle + 11220 m02)

< (lelizz + Il 20z2)) -

Fiksirajmo j € {1,...,d} i oznacimo u/ = d;v,,. Derivirajuéi (3) po z; dobijemo

()

Aou — lAuj + AF9pu! + Bul = 0;f — (3jAk) kv — (0;B) vy,
n

uj(o) = ajgn
Ponavljajuéi postupak kojim smo dosli do ocjene (5) dobijemo
d 2 2 2
2 (W7172) < € (Ivallf + 198152
Zbrajajuci zadnju nejednakost po 7 slijedi
d 2 2 2
= (IVvalltz ) < € (llvallfo + IVf1F2)
Koristedi jos jednom Gronwallovu lemu zaklju¢ujemo da je

2 2 2
IVl woza2) < € (llgnl + 11220,

< C (Il + 1120 zam)) -

Za dobiti posljednju trazenu ocjenu derivirajmo jednadzbu (3) po t. Uz oznaku u := vy,
vrijedi

(6)

1
dou — EAU + AF9pu + Bu = 9yf — (aoAk> OV — (00B) vp

1
U(O) =f- Akakgn — Bg + EAgn

Zakljucujuc¢i analogno kao gore, dobijemo

1
2 2
Jouwnll oy < € (el + 251108l

RO e + 10 ey + I rany )
Zbog toga sto je g, = pn * g, vrijedi ocjena
1AgallEe < Cn?||Vaug|Fe.
Nadalje je
IFO)l2 < € (100f 1202 + I 20,200 ) -

Zadnje tri ocjene, zajedno s (5) i (6), daju trazenu energetsku ocjenu.

Q.E.D.
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Koristeci posljednji teorem mozemo prelaskom na limes niza rjesenja pribliznih zadaca
dokazati postojanje rjesenja sustava (2).

Teorem 3. (postojanje slabog rjesenja) Postoji slabo rjesenje pocetnog problema
(2).

Dem. Prema energetskoj ocjeni iz prethodnog teorema znamo da postoji podniz niza (vy,)
(kojeg bez straha od zabune oznacujem jednako) takav da

vo — v u L%0,T;H'(R%R))
dovn — Jov u L0, T;L2(R%R"))

Izaberimo u € C'(0, T; H'(R%; R")). Koristeéi da je v, slabo rjesenje sustava (3) imamo

T ) .
(7) /0 <<30Vn‘U>+ﬁ<vxvn‘qu>+A[Vn,U;t]—|—<an‘u>>dt:/0 (f | u)dt.

Prijedimo u gornjoj jednakosti na limes po n. Koriste¢i omedenost niza (v,,) u L°(0,7; H')
dobijemo
T

T
(8) / ((80v|u>+A[v,u;t]+<Bv]u>)dt:/ (f|u)dt.
0 0
Gornja jednakost vrijedi za proizvoljni u € C(0,T; HY(R% R")) i stoga je
(Oov |u) +Alv,u;t]+ (Bv |u) = (f|u)

za skoro svaki t € [0,7T] i svaki u € H(R?;R").
Prepostavimo sada da je u(7") = 0. Tada (7) povlaci

/OT<_<vn | B0} + S (Fovi | ) + Al ] + (B u>)dt

T
:/0 (£ u)dt+ (g | u(0)).

Prelaskom na limes dobijemo

T T
/ (—<v|80u>+A[v,u;t]+(Bv\u))dt—/ (Fluddt + (g | u(0)).
0 0

Parcijalno integrirajuéi jednakost (8) imamo

T T
/ (—(v|Bou) + Alv,u;#] + (Bv | u)) dt :/ (F | u)dt + (v(0) | u(0)).
0 0
Zbog proizvoljnosti u(0) slijedi da je v(0) = g, odnosno v je slabo rjesenje sustava (2).
Q.E.D.
Teorem 4. (jedinstvenost rjeSenja) Slabo rjesenje sustava (2) je jedinstevno.
Dem. Dovoljno je pokazati da je uz f = g = 0 rjeSenje sustava (2) nuzno trivijalno.
Primijetimo najprije da je
(Oov | v)+Alv,v;it]+(Bv|v) =0

za skoro svaki t € [0,T]. Bududi da je |Alv,v;t] + (Bv | v)| < C|v(t)||2(rarr). koristeci
metode jednake onima u doakzu Teorema 2. dobijemo

d
o (MO 2 ) < CIVO ey
Zbog toga sto je v(0) = 0, uz pomoé Gronwallove nejednakosti slijedi da je

IVl eramry =0 (ss ¢ €0, T]).
Q.E.D.
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Jos nam preostaje dokazati da konvergencija pocetnih uvjeta povlaci konvergenciju
rjeSenja u odgovaraju¢em prostoru.

Teorem 5. Neka niz (gy,) pocetnih uvjeta homogenog hiperbolickog sustava (2) konver-
gira slabo k nuli, to jest, g, — 0 u L2(R% R"). Tada konvergira i pripadni niz rje3enja
Vp — 0 u L>®(0, T; L2(R% R7)).

Dem. Na osnovu relacije (5) slijedi da niz (v,,) konvergira slabo k v u L°(0, T; L2(R%; R")).
Prelaskom na limes u (2) vidimo da vrijedi jednakost

dov + A*9v + Bv = 0

u smislu distribucija.

Preostaje nam pokazati da je pocetni uvjet za v trivijalan iz cega Ce, zbog jedin-
stvenosti rjesenja, slijediti tvrdnja teorema.

Provodedi parcijalnu integraciju u (2), imamo da je za svaki ¢ € D(R 1)

T T
/ (Dovn + AF vy, + Byy, ¢)dt = / (A*Ovy + By, ¢)dt
0 0 .
(9) - / (Vs Do)t — (v (0), $(0))
0

T T
—>/ (Akﬁkv—ier,ng)dt —/ (v, Dy)dt.
0 0

S druge strane

T T
/ (Dovn + A*Opvy, + By, ¢)dt — / (Bov + AR + By, ¢)dt
0 0
T
(10) = / (A*Ov + By, ¢)dt
0

T
- [ v dnera = (w(0).6(0))
Usporedivanjem relacija (10) i (9), slijedi
(v(0),¢(0)) =0, ¢ € DR,

pa tvrdnja slijedi zbog proizvoljnosti funkcije ¢.

Q.E.D.

3. Racunanje makroskopske gustoce energije

Neka je dl, funkcija gustoée energije u trenutku ¢, i.e.

1
dl = dy(t,) = §A0vn(t, ) vt ).
Koristeéi teoriju H-mjera distribucijski limes d' funkcija gustoée energije d!, je zadan
relacijom

(1) (', 6) = limn{d, 6) = S {1, 0A")

gdje je ¢ € C°(RY) i p! H-mjera pridruzena nizu (v, (t,-)) rjeSenja hiperbolickog sustava
(3). Stoga je trazena energija u potpunosti opisana H-mjerom p! i nju éemo odrediti
koristeci sljedec¢i teorem.
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Teorem 6. H-mjera p' pridruzena nizu (v, (t,-)) rjesenja hiperbolickog sustava (1) zado-
voljava prijenosnu jednadzbu
Aot ={S,p'} — V.S @ Veple - ¢
—(([d=1)VaS - €+ [(Ve @ Va)SIE - €)p!
—Bp' — u'B' — (9,A")p’,

gdje S oznacuje S AF¢,.
Dem. Neka je P skalarni pseudodiferencijalni operator reda nula s glavnim simbolom
p(z, &) koji ovisi samo o prostornim i njima dualnim varijablama. Koristeéi (1) imamo

d
E(PAOVTZ | vy ) = (PAoaovn | v ) + (PAOvn | Dovn ) + <P80(A0)vn | Vi)

= —(P(A"8 +B)vy, | v ) + ([P, A%v,, | Govy,)
+ (Pv, | —(A*9, + B)vy, ) 4+ ( POo(A%)vy, | Vi)
= (=[P, A% )vi | v ) + ((OxAF)Pyy [ vi) + ([P, A%vy, | Govyy)
+ (PI(Av,, | V) — (PBv, | v, ) — (B*Pv,, | vy, ).
U cilju prelaska na limes u gornjoj jednakosti, iskoristimo ¢injenicu da niz rjeSenja sustava
(1) pripada prostoru H'(R%*1: R") i da je omeden u L?(R%*t1). Nadalje, uvedimo H-mjeru

p! pridruzenu nizu vy, (¢, -). Buduéi da je komutator [P, A°] operator negativnog reda, on
ne utjece na vrijednost limesa. Stoga prelazec¢i na limes u gornjoj jednakosti dobijemo

d
G [ oaldut == [ P ko )ant
(12)

- / (B + B — (9,AF) — E)O(AO)> pdpt.
Simbol komutatora u gornjoj jednakosti je
00l P, AR0)] = Ve(p) - Va(S) = Va(p) - (A,..., AY),

pri éemu smo koristili oznaku S = > A¥€,. Provodedi parcijalnu integraciju u (12), na
nac¢in na koji je to radeno u prethdodna dva poglavlja, dobijemo prijenosnu jednadzbu za
mj t
jeru p
AQop’ ={S, pu'} — V.S ®@Vep' ¢ ¢
(13) —((d=1)V4S - £+ [(Ve © Vy)SIE - ) p!
— (B+B*)p' + (A" )" + (9 AP ).

Q.E.D.

U slucaju konstantnih koeficijenta gornja jednadzba se svodi na sustav slican pocet-
nom

(14) Adou! + ARpu! + (B +B*)ul = 0.

Jednadzba (13) je sliécna onoj dobivenoj u [A]. Osnovna razlika, pri tom, je $to sam
ovdje koristio pseudodiferencijalni operator neovisan o vremenskoj i njome dualnoj vari-
jabli. To nam omogucuje odredivanje H-mjere pomoc¢u pocetnih uvjeta sustava (1).
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Gornji rezultat zelimo primijeniti na valnu jednadzbu
(pu) — div (AVu) = 0,
koju mozemo zapisati kao hiperbolicki sustav
aou — V) = 0
pOyvy — aijai’l)j + bovo + ijj =0
a9 dyv; — a¥ oy =0
pri cemu koristimo oznake b° := dgp, V= —0;a¥ = [-divAT}Y, j=1,...,d. Funkcija
u se pojavljuje eksplicitno samo u prvoj jednadzbi. Stoga, mozemo najprije rijesiti sustav

za v;, 1 zatim koristiti rjesenje radi odredivnja u. To svodi sustav na d + 1 nepoznanica
v = (vg,...,vq)1d+ 1 jednadzbi:

p 0O --- 0 ; O _ail _aid
! ? 2:‘”ﬂ 9,
A AP 0 i
0 = _aid
bO bl bd
o :
. VvV = .
: 0 0
0

U posebnom slu¢aju p = 1 i A = I, prijenosna jednadzba (14) za H-mjere p! prelazi u
8Oll’t - _(Alv SR Ad) : le‘l’ta

ili po komponentama

d
Qo =D Omptlns,  5=0,....d
(15) —
Qoply = Oipb;,  i=1,....d,  j=0,....d
Derivirajué¢i gornje jednakosti po vremenu dobijemo
d

62 t L 62 t ]

(16) 0H0; Z mHo;
m=1

O 1ut; = 0iOmtiby;-

Daljnje pojednostavljenje ra¢una moze se posti¢i uzimajuéi d = 1. Na taj nacin (16)
postaje

(17) Oouty = 0fnt; 4,5 €{0,1}.

Time smo dobili valnu jednadzbu za svaku komponentu H-mjere s’
S druge strane, koristeéi (11) imamo da za test funkciju ¢ € C°(R?) vrijedi

tim(d, 0) = (' o1) = Sliru'6)
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Stoga se racun svodi na odredivanje skalarne Radonove mjere v* = tru!. Preciznije, Zelimo
izraziti ! pomocu titrajuéih pocetnih uvjeta za valnu jednadzbu

0 0) = u(2) = ~ (s, 1)

Ooun(0) = Bu(x) = B(x, nx),

pri ¢cemu funkcije v i # zadovoljavaju ista svojstva kao i u prethodna dva poglavlja. Na
taj nacin, pocetni uvjeti hiperbolickog sustava postaju

Vi (0) = (Bn, V).
Bududi da je
1 1
Vit = Vyalene) + + Vaale,n2) = (V40), (1) + - (Vza),, (2),

te da zbog kompaktnosti nosaca funkcije o zadnji ¢lan u gornjoj jednakosti tezi jako k nuli
u L2, problem se svodi na odredivanje H-mjere u pridruzene ¢istom nizu (3, Vya).
Ta mjera se lako odredi koriste¢i Teorem II.2. i dana je sljede¢im relacijama

po=Y_ 1Bu(z, k)PA(z) @0k (€)

%]

keZ\{0}

0 o . o ~ 7/ 1N

poy = —2mi > kB(x, k)ak(z, k)A(x) @ 0 4 (€)
keZ\{0} .

phy =4 > KPlag(r, k)PA(z) @ 0k ().
keZ\{0} i

Koriste¢i (17) i (15) dobijemo sljedeci izraz za ),

T+t

1
pho = 3lbbo(e +0)+ oo =)+ | (@urbolola)s]
1 0 0 T+t ;
~ bl 0 +iale =0+ [ @udolo(a)
1
= 5[#80(3«" + 1)+ pgo( — 1) + o (@ + ) + (@ — 1)),
Analogno
¢ _ 1o 0 0 0
P = 5[ 11z +1) +pnp (@ —t) + por (v +8) + poy (2 — 1))

Time smo dobili da je
V' = pgo + Hiy
1
=3 Z[Ngo(f + 1) + i@ £ 1) + pgy (w £ 1) + pfy (v £ 1)]
+
1 -
=3 (|ﬁk(x + 1) [2 £ drklm [By (o £ Hag(z £ )]
+ k
(o £ %) Mw) © 3 (€),
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Definiraju¢i d = [ d'dt i koristeci da je

1
Y <tru’t7 ¢>a

<dt7 (b) = 5

slijedi da je

Z Z <Wk (x +t ]2i47rklm[ﬂk(xj:t)ak(xit)]

+ rez\{0}
+472 2 oy (2 + t)\Q) At)A(x),

sto je, jo§ jednom, poseban slucaj formule (53) iz Poglavlja II.

4. Racunanje H-mjere koristenjem D’Alembertove formule

U ovom odjeljku izracunat ¢emo H-mjeru pridruzenu nizu derivacija rjeSenja valne
jednadzbe u jednoj dimenziji koriste¢i D’Alembertovu formulu za eksplicitno rjesenje.
Toénije, razmotrimo niz problema

8t2un - 8:%1@” =0
n(0) = () = ~a(nv)
8tun(0) = Bn(x) = ﬁ(m,nx),

pri cemu su « i § glatke funkcije s kompaktnim nosacem na R x 7, te fT B(x,y)dy = 0.
RjeSenje gornjeg problema je

(19) nlt,0) = § e+ )+l =)+ 3 [ ity

Bududi da je funkcija gustoée energije dana izrazom

1

dn = 5 ((On)? + (0sua)?).

nas zanima H-mjera p pridruzena nizu gradijenata (Osup, Ozty), 1z (19) imamo

1/1 1
Orin = 5 (S0ua(z +t,n( + 1) = —dya(e — t,n(z — 1))

+ Oya(x +t,n(x +1t)) — Oya(r —t,n(x —t))
+ Bz + tn(z + 1) + Bz — y,n(x — )

1,1 1
Optly, = 5 (—8ua(x +t,n(x+1t) — —0ya(x —t,n(x —1t))
n n
+ Oya(x +t,n(x +1t)) + dya(r — t,n(z —t))
+ Bz + e+ ) = Blz — (@ — 1)),
pri ¢emu su s dya 1 9y oznacene derivacije funkcije o po prvoj, odnosno, drugoj varijabli.
Budué¢i da o ima kompaktan nosac clanovi koji sadrze faktor % konvergiraju jako k nuli
i ne utjecu na limes, pa ih, stoga, u daljnjem racunu izostavljam. Zato Sto je H-mjera p
oblika
= (€®&v

85



H-mjere i primjene

pri cemu je v = tru skalarna Radonova mjera, dovoljno je izracunati komponente g i fi11-

U tu svrhu najprije izracunajmo H-mjere /LS—O i 77 pridruzene nizovima ¢, := dya(x+
t,n(r+1t)+Bx+t,n(r+1t)id, =0yl —t,n(x—1t)) — Bz —y,n(z—t)). Pri tom
¢emo se koristiti Teoremom I1.2. Medutim, za njegovu sto efikasniju primjenu, potreban
nam je sljedec¢i racun. Za funkciju a definiranu relacijom

a(t,z,u,y) = Oya(x + t,u+y)
vrijedi

a(t, x, ko, k1) :/ e~ 2milkou+hiy) a(t,x,u,y)dudy
R2

/ —27i( kou—i—kly)a a(a; +t,u+ y)dudy

2

';U

o~ 2milko— ( / efZWiklzaya(x—l—t,z)dz)du
R

—QWi(ko—kl)udu _ - 0 kO 7é kl
8ya(x + 1, kl) ko = k1

R

8y0z( +tk1)/e

R

Sli¢no za funkciju
b(t, x,u,y) = Bz +t,u+y)

imamo da je
3 _J 0 ko # k1
bl 2, ko, k) = {5(1‘ +t k) ko=k1’

Koristeci gornji racun i Teorem II.2. dobijemo

e &) = Y <d(t, 2, ko, k1)? + 2Re <d(t,az, ko, k1)b(t, z, ko, k1)>

keZ\{0}

+ [;(tu xz, kO; kl)z) )\<X> ® 6{51gn(k) mgn(k)}(E)
\/i bl

1 N —_—_—
= > (47T2k2|d(x 41, k)2 +2Re (—2m’kﬁ(x +tk)a(z +t, k:))
keZ\{0}

#1300 + 8D )X © 3 s ()
V22

Analogno za drugu mjeru dobijemo

oo &) = 3 (47r2k2|d(a7 . k)|>+2Re (—zmkﬁ(az—,kt)a(x —1, k:))

keZ\{0}

13~ 60 A0 8 6t s ()
\/E b

Za proizvoljni pseudodiferencijalni operator A € ¥l vrijedi

(00(A), V) = n£n(< Adyun | Byun ) + ( ABytun | Dptin >)

zlim}1<<A(0n—dn) | cn—dp) + (Alen + dy) | Cn+dn>>

n

1
= lim § <2(Acn en )+ 2( Ady | o >) = 2(A, uly + py)

n
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Stoga je
v(x,€) = (Moo + 1)

(20) — Z S (47r2k;2|ak £ 1)[? £ 4nklm <5k(x + t)a (o £ t))

+ keZ\{0}

+ ‘ﬁk(m + t)|2)/\< ) 6{is1gn( ) 51gn(k)}(£).
V2 V2

Ovo je upravo poseban sluc¢aj Korolara I11.4.

Zelimo jos usporediti ovaj rezultat s onim dobivenim u prethodnom odjeljku. Tu
uocavamo znacajnu razliku izmedu mjera datih formulama (18) i (20). Naime, potonja
ovisi takoder o dualnoj varijabli 7, dok prva ne. Medutim, to nije problem, budu¢i da nas
zanima distribucijski limes funkcija gustoce energije, to jest

lim(d,,, ®) ,
n

gdje je ® € CP(RI*!). Uzmimo & posebnog oblika ®(x) = 1 (t) ® ¢(x). Pomocéu (20)
dobijemo

(21) lim / (1, 2) (D)6 ()dtdr = (b()b(x), vt 2,7, €),

lim / (t,2) (1) () dtd = lim / / 1) () dwdt
~ [ e 7, )t

Unoseéi formule za mjere v i v u desne strane gornjih jednakosti, vidimo da su one jednake
Na taj nacin smo isti rezultat dobili i cetvrtom metodom.

dok (18) daje

(22)
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Oznake

Multiindeksi i geometrija na R?

Pri prou¢avanju kompleksnih funkcija definiranih na R%, v : R¢ — C, koristio sam
oznake koje je uveo Laurent Schwartz. Multiindeks je d-torka nenegativnih cijelih brojeva,
a=(ag,...,qq) € Ng, za koju definiramo duljinu

lal =1+ -+ g

i faktorijel

al:=a!l-a4.
Na skupu Ng multiindeksa imamo parcijalan uredaj: a < 3 ako je a1 < By, ..., ag < G4
Za vektor x = (z!,...,29) € R?i a € N definiramo potenciranje x® := (z!)® ... (z9)%,

Binomne koeficijente definiramo formulom:

(“) :{W 7 B < o
€] 0 inace .

Derivaciju reda o definiramo s

olal

o% =0 - 9! = .
1 d  9(al)er ... 9(xd)e

Cesto ¢emo, umjesto gornje, koristiti sljedeéu derivaciju:

o]
1 « 1 (87
Dj = —0;, D% := (—) 0% .

271 271

Ovako definirana derivacija bit ¢e osobito pogodna pri izucavanju Fourierove pretvorbe,
odnosno pseudodiferencijalnih operatora.

R¢ oznacava skup R?\ {0}.

Prilikom razmatranja valne jednadzbe, odnosno, pri radu s varijablama iz prostora
R = R; x R%,, koristit ¢emo sljedeéu notaciju. Varijable u R x R? ¢emo oznacavati
sx = (2% 2!, ... 2% = (20 2) = (t,2',...,2%), ovisno o tome sto je prikladnije. Sli¢no
za dualnu varijablu pisemo & = (&, &1,...,&q) = (7,€). Za derivaciju koristimo simbole
Vx = (00, Vyz), te takoder crticu ili tockicu za 0y. Derivacije po dualnoj varijabli §;
oznatéujemo s podignutim indeksom uz znak derivacije: 9°.

(Vx ® Vg¢) - predstavlja matri¢ni diferencijalni operator [9;07].
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Operacije na funkcijama
U ovom radu koristimo sljede¢u definiciju Fourierove pretvorbe
fle) = [ e,

dok ¢e njezin inverz biti zadan relacijom
fla) = [ emisesieyae

S f oznacCujemo promjenu predznaka argumenta, to jest,

f(z) = f(=x).
Poissonova zagrada diferencijabilnih funkcija a i b je funkcija definirana izrazom

{a,b} := (Vea - Vxb — Vxa - Veb) ,

Prostori funkcija i distribucija

L?: Lebesgueov prostor, to jest, klasa ekvivalencije skoro svuda jednakih izmjerivih funkcija

takva da je norma
1/p
fully = ([ 1uw)Pa )

[ull oo = nf{C € R - Ju(z)| < C (ss)}

za 1 < p < o0, odnosno,

konacna.
Ukoliko nema straha od zabune, norme u L¥ prostorima ¢emo krace oznatavati s || - [| .

Skalarni produkt na L? ée nam biti zadan relacijom

(u|v) = /u(x)md:(:.

S: Schwartzov prostor, i.e., prostor C* funkcija ¢ takvih da za svaki k& € Ny, polunorma
||k, = sup{|x*0g0(x)|;x € RY |a + 8| < k}

je konacna. S je Fréchetov prostor s toplogijom generiranom familijom gore navedenih
polunormi.

H?: Soboljevljev prostor kojeg sacinjavaju sve distribucije takve da je A*u € L, pri ¢emu
je X3(€) = (1 + |2n€|2)%/2. H* su Hilbertovi prostori opskrbljeni normom

luliZe = [IX%a]2 = / (1+ [27€ )% a(€) 2de.

Takoder koristimo oznake H™*° = (JH?® i H* = [ H".
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O: Skup funkcija najvise polinomijalnog rasta u beskonacnosti. Tocnije ¢ € @ C C®(R)
ako je

Vae NH@EC e R)(3n e N)(Yx € RY) 0% (x)| < C(1+ [x]*)".

S’ Dual prostora S, sastoji se od takozvanih temperiranih distibucija. To su linearni
funkcionali na § neprekinuti u sljede¢em smislu

(FBCeRTEANeN)(VeeS) [{u,9)| < Cllely -

S™: Prostor simbola reda m, i.e., skup funkcija a(x, &) € C®(R¢ x RY) takvih da je za
svaki par multiindeksa a, 3 € Ng funkcija ABI="9,0%a omedena.
Takoder koristimo oznake S™*° =JS™ 1 5% =) S™.

U™ Prostor pseudodiferencijalnih operatora reda m (vidi definiciju na str. 6.). Skup svih
pseudodiferencijalnih operatora je U = | J U™ dok se elementi skupa ¥~ = (| U™ zovu
izgladujuéi operatori

X™: Banachov prostor koji se sastoji od svih funkcija sa svojstvom da sve njihove derivacije

do reda m pripadaju prostoru FL!(R9), to jest, njihova Fourierova pretvorba je L! funkcija.
Norma na X™(R?) dana je s

fulln = [ 1+ reP)IF(©)] de

T™: Prostor neregularnih simbola reda m. Sastoji se od funkcija oblika Y a,(&)b,(x), pri
¢emu funkcije a,, pripadaju Hérmanderovoj klasi S™, a b,, klasi X!, te pri tom vrijedi

(1) STSTIAME) T 0 (€) o 1o ()31 < oo

n j=1

=Z™: Prostor pseudodiferencijalnih operatora reda m pridruzenih simbolima iz klase T™.
Toénije, neprekidni linearni operator L s HO u H™™ pripada klasi =™, m > 1,ukoliko je

L:ZAanJrC,

gdje je C kompaktan operator, dok su A,,, B,, operatori pridruzeni simbolima a,, € S, b,, €
X! koji zadovoljavaju (1).
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Sazetak

H-mjere, ili kako se jos nazivaju, mikrolokalne defektne mjere su poc¢etkom devedesetih
godina dvadesetog stolje¢a nezavisno uveli Luc Tartar i Patrick Gérard. Kako su se najprije
pojavile u vezi s nekim problemima iz homogenizacije, Tartar ih je nazvao H-mjerama. One
su vrsta Radonovih mjera koje opisuju limes kvadrati¢nih izraza L? funkcija. Preciznije,
neka je (u,) omeden niz u L? koji konvergira slabo k u. Tada je (u, — u)? omeden u L,
stoga konvergira slabo k pozitivnoj Radonovoj mjeri v. U slu¢aju jake konvergencije mjera
v je nul mjera. Na taj nacin, ona mjeri odstupanje slabe od jake konvergencije, te ju je
stoga Gérard prozvao mikrolokalnom defektnom mjerom.

Ovaj rad se sastoji iz dva dijela. U prvom dijelu prikazana je osnovna teorija H-mjera,
dok se drugi dio sastoji od primjena H-mjera na hiperbolicke jednadzbe, odnosno, sustave.

U prvom poglavlju dat je prikaz klasi¢ne teorije pseudodiferencijalnih operatora. Ti
operatori predstavljaju poopcéenje diferencijalnih operatora, pri cemu je kljucna ideja da se
racun operatora zamijeni racunom pridruzenih simbola. Uzimajuéi dovoljno Siroku klasu
simbola moé¢i ¢emo za neke od tih operatora (na primjer za elipticke) odrediti njihove
inverze.

Teorem postojanja H-mjera u njegovom najopcenitijem obliku kakvom ga je dokazao
Gérard dat je u drugom poglavlju. Pri tom su H-mjere pridruzene nizovima LIQO . funkcija s
vrijednostima u proizvoljnom separabilnom Hilbertovom prostoru H. Prikazani su i prim-
jeri H-mjera povezani uz dvije osnovne vrste slabe konvergencije: oscilacija i koncetracija,
te njihova osnovna svojstva: transportno i lokalizacijsko. Takoder je citiran Tartarov teo-
rem postojanja H-mjera.

Drugi dio ovog rada, izmedu ostalog, sadrzi prikaz autorovih originalnih rezultata.
Zapocinje tre¢im poglavljem u kojem se nalazi poopéenje Francfortovog i Muratovog rezul-
tata iz 1992. godine na nelinearnu valnu jednadzbu. Pri tom se gleda niz valnih jednadzbi
s razlicitim pocetnim uvjetima. Energija pridruzena svakoj pojedinoj valnoj jednadzbi se
moze izracunati, nas, medutim, zanima limes gustoca energije, takozvana makroskopska
gustoca energije. Bududi da je energija izrazena kvadraticnim ¢lanovima, limes se izrazava
pomo”ut H-mjera. Koristeci prijenosna svojstva H-mjera, izvodi se prijenosna jednadzba
za H-mjeru, te se ona izrazava pomoc¢u H-mjera pridruzenih nizu pocetnih uvjeta. Pokaze
se da dodavanje nelinearnog ¢lana nije rezultiralo promjenom te energije.

U cetvrtom poglavlju analizira se isti problem kao i u tre¢em, sada, medutim, ko-
riste¢i tehnike koje je razvio Gérard u svom ¢lanku iz 1995. godine. Osnovna ideja se
sastoji u tome da se zamrzne vremenska varijabla ¢ i da se limes mikrolokalnih energija d,,
izrazi H-mjerama koje ne ovise o dualnoj varijabli 7, Sto znatno pojednostavljuje racun.
Gérardove metode su poopéene na slu¢aj nelinearne valne jednadzbe (s ¢lanom u3) s varija-
bilnim koeficijentima uz prostorne derivacije. Pri tom se dobije isti rezultat kao i u tre¢em
poglavlju, to jest, dokaze se da dodavanje nelinearnog ¢lana nije rezultiralo promjenom

95



H-mjere i primjene

makroskopske energije.

U posljednjem poglavlju primjenjuju se tehnike iz ¢etvrtog poglavlja na simetri¢ni
hiperbolicki sustav. Glavno sredstvo u racunu su pri tom opet H-mjere. Izvede se pri-
jenosna jednadzba koju zadovoljava pripadna H-mjera i taj se rezultat primijeni na valnu
jednadzbu. Zapisujuci valnu jednadzbu kao hiperbolic¢ki sustav, izracuna se pripadna H-
mjera za titrajuci niz pocetnih uvjeta. Dobiveni rezultat se slaze s onima iz prethodna dva
poglavlja, te takoder s rezultatom koji se dobije direktnim racunanjem H-mjera pomocu
D’Alembertove formule za rjesenje valne jednadzbe.
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Summary

H-measures, also known as microlocal defect measures, were independently introduced
by Luc Tartar and Patrick Gérard in the beginning of nineties in the last century. As
they first appeared connected with some homogenisation problems, Tartar named them
H-measures. They are Radon measures describing limits of quadratic expressions of L?
functions. More precisely, let (u,) be a bounded sequence in L? weakly converging to .
Then (u, —u)? is bounded in L', thus (on a subsequence) weakly converges to a positive
Radon measure v. In the case of strong convergence the measure v is zero. In such a
way, it measure deviation of weak from strong convergence, and therefore Gérard named
it microlocal defect measure.

This work consists of two parts. In the first one the basic theory of H-measures
is presented, while the second part consists of applications of H-measures to hyperbolic
equations and systems.

The review of classical theory of pseudodifferential operators is given in the first
chapter. These operators present a generalisation of differential operators, and the key
idea is to replace the operator calculus with a calculus of associated symbols. Taking
large enough class of symbols we can find their inverses for some classes of them (so called
elliptic).

The existence theorem for H-measures in its most generalised form proved by Gérard
is presented in the second chapter. The H-measures are associated to sequences of LIQO . func-
tions taking values in an arbitrary separable Hilbert space H. The examples of H-measures
are given, related to two prototypes of weak convergence: oscillation and concentration,
and their basic properties as well: transport and localisation. Tartar’s existence theorem
for H-measures is cited as well.

The second part of the work contains author’s original results as well. It starts with
the third chapter containing the generalisation of Francfort and Murat’s result from 1992
to the nonlinear wave equation. For that, a sequence of wave equations with various initial
conditions is considered. The energy associated to each wave equation could be calculated,
but we are interested in the energy density limit, the so called macroscopic energy density.
As the energy is expressed by quadratic terms, its limit is expressed by an H-measure. It
turns out that addition of a nonlinear term does not result in any change of macroscopic
energy.

In the fourth chapter the problem from the third one is revisited, this time, however,
using techniques developed by Gérard in his article from 1995. The basic idea is to freeze the
time variable ¢ and to express the limit of microlocal energy densities d,, by an H-measure
independent of the dual time variable 7. In such a way the calculus is rather simplified.
Gérard’s method is generalised to the nonlinear wave equation (with «3 nonlinear term)
with variable coefficients multiplying space derivatives. The same result as in the third
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chapter is obtained. In fact, it is proved that adding of the nonlinear term does not result
with the change of macroscopic energy.

In the last chapter the methods from the preceding one are applied to symmetric hy-
perbolic system. The main tool in the calculus are again H-measures. A transport equation
for the associated H-measure is derived and this is applied to the wave equation. Writ-
ing down the equation as the hyperbolic system, the H-measure is obtained for oscillating
sequence of initial conditions. The derived result is in accordance with those from the
preceding two chapters, and with the result obtained by direct calculation of H-measure
using D’Alembert’s formula for the solution of wave equation.
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Zivotopis

Roden sam 4. travnja 1975. godine u Dubrovniku, gdje sam zavrsio osnovnu i sred-
nju skolu. Tijekom c¢itavog Skolovanja bio sam odlican ucenik. Sudjelovao sam u vise
matematickih i fizickih natjecanja u kojima sam ostvario zapazene rezultate (izmedu os-
talog tre¢e mjesto na drzavnom nivou). Maturirao sam 1993. godine s odli¢nim uspje-
hom. Iste godine upisao sam se na Prirodoslovno matematicki fakultet Sveucilista u Za-
grebu, Matematicki odjel, profil diplomirani inzenjer matematike. Na trec¢oj godini studija
odabrao sam smjer primijenjene matematike.

Tokom studija moj prosjek ocjena je bio 4,9. Diplomirao sam u jesen 1998. godine
pod mentorstvom dr. Nenada Antoni¢a. Naslov diplomskog rada je Globalna rjesenja Boltz-
manove jednadzbe. Rad pocinje heuristickim izvodom jednadzbe koji proizlazi iz kineticke
teorije plinova. Rad se temelji na ¢lanku Ronalda J. DiPerne i Pierre-Louis Lionsa ob-
javljenom u Annals of Mathematics 1989. godine. Postojanje klasi¢nog globalnog rjesenja
Boltzmannove jednadzbe nije dokazano. Stoga je bilo potrebno uvesti renormalizirana r-
jeSenja problema koja se dobiju rjesavanjem niza aproksimativnih zadaca i zatim gledati
njihov limes.

Zele¢i produbiti moje znanje fizike, 1995. godine paralelno sam upisao studij fizike na
Prirodoslovno matematickom fakultetu u Zagrebu , profil diplomirani inzenjer fizike. Na
taj nacin sam se upoznao s fizikalnom pozadinom jednadzbi koje matematicki obradujem.
Na trec¢oj godini studija fizike odabrao sam smjer geofizika, da bih na cetvrtoj godini
izabrao profil metereologija i fizicka oceanografija. Moj prosjek ocjena na studiju fizike
iznosi 4,65.

U sijecnju 1997. dobio sam stipendiju Zagrebackog sveucilista (izabrano je 70 stipen-
dista izmedu 40 000 studenata).

U ljetu 1998. sam iskoristio talijansku stipendiju za petotjedno pohadanje posli-
jediplomske ljetne skole u Perugia-i od 26. srpnja do 29. kolovoza (predmeti: Jednadzbe
matematicke fizike i Funkcionalna analiza).

Jos kao dodiplomski student sam pohadao odredene postdiplomske kolegije:

(1) Homogenizacija, kompenzirana kompaktnost i H-mjere,

(2) Soboljevljevi prostori.

Takoder sam odrzao znatan broj seminara na temu postojanja slabih i klasi¢nih rje-
Senja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.

Nakon diplomiranja zaposlio sam se kao znanstveni novak na Matematickom odjelu
Prirodoslovnog matematickog fakulteta u Zagrebu. Clan sam projekta Titrajuca rjesenja
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi sponzoriranog od Ministarstva znanosti i tehnologije.

U akademskoj godini 98./99. zapoceo sam postdiplomski studij matematike tijekom
kojeg sam odslusao sljedece kolegije:

(1)Preslagivanja i primjene,

(2)Primjene Lievih grupa i algebri,

(3)Titrajuca rjesenja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi
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(4)Primijenjena realna i funkcionalna analiza.

(5)Parcijalne diferencijalne jednadzbe

Takoder sam aktivni ¢lan Seminara za diferencijalne jednadzbe i numericku analizu.

Akademsku godinu 99./00. sam proveo na Max Planck Institutu za primjenjenu
matematiku u Leipzigu, Njemacka, gdje sam bio pozvan sudjelovati u projektima vezanim
uz H-mjere i njihove primjene.

Odrzao sam sljedeca konferencijska predavanja

i) Computation of power-series expansions in homogenisation of nonlinear equations,
Applied Mathematics and computation, Dubrovnik, rujan 1999.

ii) Microlocal energy density for hyperbolic systems, Applied Mathematics and Sci-
entific computing, Dubrovnik, rujan 2001.

iii) Microlocal energy density for semilinear wave equations, Bosnian-Croatian Anal-
ysis Meeting, Biha¢, svibanj 2001.

Prva dva gore navedena predavanja objavljena su u pripadnim proceedingsima.

Moj osnovni interes je u matematickom pristupu fizickim problemima. Trenutno,
posebno sam zainteresiran za parcijalne diferencijalne jednadzbe i njihove primjene. Moj
dosadasnji rad je uglavnom sadrzavao probleme prijelaza iz mikroskale na makroskalu,
odnosno probleme homogenizacije. Jedan od alata koristenih u homogenizaciji su i H-mjere,
vrsta Radonovih mjera pomocu koje se izrazavaju limesi kvadratiénih izraza. Svojstva H-
mjera i njihovu primjenu na polulinearne hiperbolicke sustave, posebno na valnu jednadzbu,
sam obradio u svom magistarskom radu pod naslovom H-mjere i primjene.
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