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Predgovor

H-mjere, ili kako se jos nazivaju, mikrolokalne defektne mjere su krajem osamdesetih
godina dvadesetog stolje¢a neovisno uveli Luc Tartar i Patrick Gérard. Kako su se najprije
pojavile vezano uz neke probleme iz homogenizacije, Tartar ih je nazvao H-mjerama. One
su Radonove mjere definirane na kosfericnom sveznju R% x S9! kao limes kvadrati¢nih
izraza L2 funkcija.

Kao relativno novo sredstvo H-mjere su se pokazale prikladne u primjeni na hiper-
bolicke zadace, te iz tog podrucja postoje brojni rezultati. Od toga spomenimo radove na
valnoj jednadzbi ([T3], [G2], [FM], [L]), pri ¢emu se uz linearnu, proucavala i polulinearna
jednadzba s neprekidnim koeficijentima (p(x)u! —div (A (x)Vu,) +u} = 0), kao i rezultate
dobivene za simetricne sustave ([A], [AL1]), koji su primjenjivi i na druge jednadzbe koje
se mogu zapisati u tom obliku. Metode koje se pri tom koriste u pravilu se temelje na
dva svojstva H-mjera: lokalizacijskom i prijenosnom. Prvo od njih opisuje nosa¢ H-mjere,
odnosno odreduje skup tocaka na kojem je mjera nosena, dok drugo omogucuje pridruziva-
nje pojedinim sustavima parcijalnih diferencijalnih jednadzbi posebne prijenosne jednadzbe
koja opisuje ne samo Sirenje oscilacija, ve¢ i koncentracija.

U prvom poglavlju ovog rada prikazana su dva pristupa definiciji H-mjera i navedena
njihova osnovna svojstva. Izneseni su primjeri H-mjera za pojedine vrste slabo konvergent-
nih nizova. Takoder se u kratkim crtama opisuju metode koristene u njihovoj primjeni na
hiperbolicke zadace, odnosno na valnu jednadzbu.

U drugom poglavlju pokusao sam ispitati primjenjivost tih metoda na nehiperbolicke
(posebno parabolicke) zadade. Razmatranje sam zapoceo s jednadzbom provodenja, za
koju najprije izvedem potrebne ocjene na rjeSenje u odgovaraju¢im prostorima. Pri tom
proucavam utjecaj titrajucih (ukljucivo i koncentracijskih) efekata prisutnih u pocetnom
trenutku, odnosno u nehomogenom ¢lanu na makroskopski limes disipacije energije. Prim-
jenom analognog postupka na Schrodingerovu jednadzbu, koja ima neka zajednicka svoj-
stva s valnom jednadzbom, dobije se prijenosna jednadzba za odgovaraju¢u H-mjeru.
Takoder komentirana je primjena metode na jednadzbu advekcije-difuzije. Kroz nave-
dene primjene vidjet ¢emo kako se razlika izmedu parabolickih i hiperbolickih jednadzbi
odrazava na svojstva H-mjera pridruzena pripadnim rjesenjima.

Primjenom H-mjera na parabolicke jednadzbe, za razliku od valne, odnosno hiper-
bolicke jednadzbe, nije se uspjela dobiti relacija kojom bi se izrazila nepoznata H-mjera
pridruzena nizu (gradijenata) rjeSenja promatrane zadace preko zadanih podataka. Razlog
tome nalazimo u neodgovaraju¢em skaliranju dualne varijable iz definicije H-mjera, £/|&|.
Stoga sam u tre¢em poglavlju pristupio konstrukeiji nove varijante (poopéenja) H-mjera ko-
je bi u sebi sadrzavalo drugacije skaliranje dualne varijable, bolje prilagodeno parabolickim
zadacama. Nakon iznoSenja osnovnih svojstava, kao i primjera za novouvedenu varijan-
tu, pristupa se njenoj primjeni na zadac¢e razmatrane u drugom poglavlju, ne bi li uspjeli
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ostvariti ciljeve koje s originalnim H-mjerama nismo.

U preostalom dijelu poglavlja izvodi se poopcenje lokalizacijskog svojstva s ciljem
primjene na jednadzbe viseg reda po ¢ (jednadzbu ploce). Takoder se daje primjer njihove
primjene u teoriji homogenizacije, pri cemu se razmatra model temeljen na Stokesovom sus-
tavu. U zadnjem poglavlju iznosimo ostale moguénosti poopéenja H-mjera, kao i osnovne
teoreme koje za takve mjere vrijede, te komentiramo moguénosti njihovih primjena.

Ovaj rad nastao je pod vodstvom dr. sc. Nenada Antoni¢a, mog mentora i prijatelja.
Koristim priliku da mu se najtoplije zahvalim na dosadasnjoj suradnji i potpori, te svom
znanju koje je prenio na mene. Takoder zahvaljujem dr. sc. Lucu Tartaru na posveé¢enom
vremenu i korisnim prijedlozima iznesenim kroz visekratne kontakte, kao i dr. sc. Mladenu
Juraku na danim primjedbama koje su doprinijele preciznosti i jasno¢i ovog rada.

U Zagrebu, lipnja 2007.
Martin Lazar
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I. H-mjere



Poopéenja H-mjera i primjene
1. Uvod

H-mjere, ili kako se jos nazivaju, mikrolokalne defektne mjere su krajem osamdesetih
godina dvadesetog stolje¢a neovisno uveli Luc Tartar [T3] i Patrick Gérard [G1]. Kako
su se najprije pojavile vezano uz neke probleme iz homogenizacije, Tartar ih je nazvao H-
mjerama. One su Radonove mjere definirane na kosfericnom sveznju R% x S%=1 kao limes
kvadraticnih izraza L? funkcija. Preciznije, neka je (u,) omeden niz u L? koji konvergira
slabo k w. Tada je (uy, — u)2 omeden u L', stoga na podnizu konvergira slabo k pozitivnoj
Radonovoj mjeri v, koju zovemo defektna mjera. Medutim, za razliku od defektne mjere
koja je indeksirana po x, H-mjere su indeksirane i po varijabli x i po njoj dualnoj varijabli
u faznom prostoru £. Na taj nacin one razluc¢uju oscilacije s razlicitim pripadnim frekven-
cijama, Sto s klasicnim defektnim mjerama nije bio slucaj. Stoga ih je Gérard prozvao
mikrolokalnim defektnim mjerama.

Nasuprot Youngovim mjerama, koje daju samo staticki opis titranja, vazna primje-
na H-mjera proizlazi iz prijenosnog svojstva koje zadovoljavaju. To svojstvo omogucuje
pridruzivanje pojedinim sustavima parcijalnih diferencijalnih jednadzbi posebne prijenosne
jednadzbe koje opisuju ne samo Sirenje oscilacija, veé¢ i koncentracija.

lako ne sadrze sve informacije koje u sebi nose Youngove mjere (ograni¢ene su na
racunanje kvadrati¢nih izraza), mogu pomoé¢i u provodenju odredene vrste mikrolokanog
rac¢una s brojnim moguénostima primjene. Posebno se to odnosi na racunanje energije
odredenih sustava, jer je, u pravilu, upravo ta veli¢ina izrazena kvadraticnim ¢lanovima.
Druga uspjesna primjena H-mjera je u proSirenju teorije kompaktnosti kompenzacijom s
diferencijalnih jednadzbi s konstantnim koeficijentima na varijabilne (neprekidne) koefici-
jente.

U ovom poglavlju prikazat ¢u dva pristupa definiciji H-mjera i navesti njihova osnovna
svojstva, te ih ilustrirati primjerima H-mjera za pojedine vrste slabo konvergentnih nizova.
Takoder ¢u u kratkim crtama prikazati primjenu na hiperbolicke zadaée (posebno valnu
jednadzbu).

2. Postojanje i osnovni primjeri
Egzistencija H-mjera osigurana je sljede¢im teoremom [T3].

2
Teorem 1. (postojanje H-mjera) Neka je (uy) niziz L?(R% C") takav da unL—\ 0
(slabo). Tada postoji njegov podniz (oznacen istim indeksom) i hermitska matricna Rado-

nova mjera p na kosfericnom sveznju R?® x S%1 takva da, za svaki izbor test funkcija
01,2 € Co(R% C) i¢p € C(ST1; C), vrijedi

1iTILIl/.7:<Q01Un> ® ]:<902Un> iﬁ(%) d& = (p, (p1p2) M)
1y
- / 1 (%) F2(x)0(€) dpa(x, €)

RdxSd—1

Mjeru p iz gornjeg teorema nazivamo H-mjerom pridruzenom (pod)nizu (uy,).
Za niz (u,) kazemo da je ¢ist ako je pripadna H-mjera jedinstvena za svaki njegov
podniz.
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H-mjere

U radu koristimo oznaku ® za vektorski tenzorski produkt, definiran s (a®@b)v = (v-b)a
(po komponentama (a ® b);; = a;b;), dok K oznacuje tenzorski produkt funkeija (dis-
tribucija) u razlic¢itim varijablama. Ukoliko nije drugacije naglaseno, pod (kompleksnom)
Radonovom mjerom na lokalno kompaktnom Hausdorffovom prostoru X podrazumijevamo
objekt iz (Co(X))".

Dokaz Teorema 1. zasniva se na prvoj komutacijskoj lemi koja navodi da je razlika
operatora pridruzenih istom simbolu razlicitim kvantizacijama kompaktan operator [T3].

Lema 1. (prva komutacijska lema) Neka sua € C(S9"!) i b € Co(R?) neprekinute
funkcije, te A i B njima pridruzeni operatori na L?(R):

=q é U
@) FlAu)(€) = a7 )ie)
(x) .

Bu(x) := b(x)u(x)

Tada je njihov komutator K := [A, B] = AB — BA kompaktan operator na prostoru
L2(RY).

Na osnovu gornje leme za limes iz iskaza Teorema 1. vrijedi da je

. — e — . - —_— \/ . 5 A \/
117gn< Glin | YoP2Ujn >L2 = hﬁn< e1tin | (Vopatjn) >L2 = hgbn< P1uin | 2 (Voljn) >L2,

pri éemu je 1bp homogeno prosirenje reda 0 funkcije ¢ na RZ, odnosno (&) = w(%)

Stoga relaciju (1) mozemo zapisati kao
(pij, o W) = h}lﬂ< PUin | Polijn >L2,

gdje je p = p1P.
Direktna posljedica Teorema 1. su sljedec¢i korolari.

Korolar 1. H-mjera p je pozitivno semidefinitna, odnosno za svaku vektorsku funkciju

o= (p1,...,07) € Cp(RE C") mjera p ¢ - ¢ je (pozitivna) Radonova mjera na R% x 41,
"

Korolar 2. Neka je p H-mjera odredena (pod)nizom (u,). Ukoliko sve komponente
U, - € imaju redom nosace u zatvorenim skupovima K; C R?, tada nosa¢ komponente

pe; - e; je sadrzan u (K; N Kj) x S41. .

Ukoliko je (u,) omeden niz u L2 koji konvergira slabo k u, tada je (up — u)2 omeden u
L!, te stoga na podnizu konvergira slabo k pozitivnoj Radonovoj mjeri v (defektnoj mjeri).
Veza defektne i H-mjere dana je sljede¢im korolarom.

Korolar 3. Ako za niz funkcija u, € L*(R%) vrijedi da u, ® u,, konvergira slabo
(vague) k mjeri v, tada je za svaki ¢ € Co(RY)

(v, 0) = (u,pX 1),

gdje je u H-mjera pridruzena (pod)nizu (uy,).

(Rd. Cr)
loc ) ’
s tim da se test funkcije @1, 2 biraju iz prostora C.(R%). Pri tom pripadna H-mjera pu
ne mora biti konacna Radonova mjera, ve¢ samo distribucija reda 0, odnosno objekt iz

prostora (CC(Rd))/.

"
Gornje tvrdnje takoder vrijede i za slabo konvergentne nizove (uj) iz L2



Poopéenja H-mjera i primjene

Drugi pristup definiciji H-mjera je preko klasi¢ne teorije pseudodiferencijalnih oper-
atora [G1]. Klasicni pseudodiferencijalni operator je linearni operator A : &'(RY) —
S'(R%) pridruzen funkciji a, simbolu, iz prostora C*°(R¢ x R%), koja zadovoljava dodatne
ocjene na derivacije navedene ispod, takav da je:

Au(x) = /R ) 2™ (x, £)a(€)dE.

Prostor pseudodiferencijalnih operatora na R? reda m € Z, oznacen s ¥™(RY), sastoji se
od operatora ciji simboli zadovoljavaju sljedece ocjene (Do predstavlja derivaciju obzirom
na varijable 2 u fizikalnom prostoru, dok 9® oznacuje derivaciju po dualnim varijablama

&)
m—|B|
(Ve B € N§)(3CE € RY) (vx, £ € RY) [0adPalx,€) < CE(\/1+4m2¢2)
i.e. pripada Hormanderovoj klasi 5¢';. Nadalje, zahtijevamo da je a oblika

a(x, &) = a™(x,€)(1 = 6(€)) +a™ ' (x, ),
gdje je a™ homogena funkcija reda m u &, ¢ € CCC’O(Rd) s nosacem u jedini¢noj kugli,
te ¢(€) = 1 oko ishodista & = 0, dok je a™ 1 € ngfl. Funkciju o™ nazivamo glavnim
simbolom operatora A € U™ i pisemo a™ = o,,(A). S ¥7(R?) oznacit éemo potprostor u
\I!m(Rd) koji sadrzi operatore ¢iji simboli su kompaktno noseni u varijabli x, rezultirajuci
operatorima A sa &’ u £ (prostor distribucija s kompaktnim nosacem).
Limes (1) iz iskaza Teorema 1. sada se moze preformulirati na sljede¢i naé¢in (podrazu-
mijeva se kompleksni skalarani produkt vektora, odnosno matrica)

(VP e WYR%RT))  lim [ Puy - uydx = (u,p),
n Rd
gdje je p glavni simbol operatora P.
H-mjere su opcenito pridruzene kompleksnim vektorskim funkcijama. Medutim uko-
liko je niz (u,) realan, pripadna H-mjera ima neka dodatna svojstva koja proizlaze iz
sljedece leme.

Lema 2. Neka je (u,) cist niz u L2(R%, C"), te u pripadna H-mjera. Tada je i niz ()
¢ist s pripadnom H-mjerom v, te pri tom vrijedi da je v(x,€) = u' (x, —€).

Posebno, H-mjera p pridruzena skalarnom realnom nizu je antipodalno simetricna,
odnosno vrijedi da je pu(x,&) = u(x, —§).
Dem. Po definiciji H-mjera za test funkcije ¢ € Co(R) i v € C(S") imamo:

3) (pijs ) = tim{ G | Doitgn ).

gdje je 1o homogeno progirenje reda 0 funkcije 1) na R, S druge strane, za niz (t,) vrijedi
da je

1i7fln< Pilin | @Eoﬂ/ﬁl> = lim < (Puin) " | woﬁjn> = lim < Guin | Yotijn >
Pritom je druga nejednakost dobivena zamjenom varijabli ({ = —§&), dok je s 1 oznacena

promjena predznaka argumenta u dualnoj varijabli (1;0(5) = Yp(—¢&)). Koristenjem (3)
imamo da je zadnji limes jednak

(g, 00) = (i 90) = (figi, 910,

Q.E.D.



H-mjere

Kako H-mjere proucavaju limese kvadraticnih izraza slabo konvergentnih nizova, to
se i osnovni primjeri H-mjera odnose na pojave koje uzrokuju odstupanje slabe od jake
konvergencije (titranje i koncentracija).

Primjer 1. (Titranje) Neka je v € L2 _(RY) periodi¢na funkcija s jedini¢nim periodom

(radi jednostavnosti) u svakoj od varijabli, te (uy) niz iz istog prostora definiran relacijom
U (x) := v(nx)

(vidi Sliku 1). Pri tom pretpostavljamo da je srednja vrijednost funkcije v nula, te stoga
u, — 0 u L2(RY) i ima smisla gledati tom nizu pridruzenu H-mjeru.

INV [N
NI

Slika 1. Primjer titrajuéeg niza.

ot

Gore definiran niz je cist, odnosno pripadna H-mjera je jedinstvena za svaki njegov
podniz. Nadalje, doticna H-mjera je kombinacija Diracovih masa u dualnom prostoru, te
Lebesgueove mjere A u fizikalnom prostoru, toc¢nije

pc€) = D [uPA) 6 (8),

kezd\ {0} "

gdje su vy Fourierovi koeficijenti funkcije v (v(x) = Y ve? kX)),
keZd
"

Primjer 2. (Koncentracija) Za zadanu funkciju v € L*(R%) definiramo slabo konver-
gentan niz

(vidi Sliku 2).



Poopéenja H-mjera i primjene

Slika 2. Primjer koncentracijskog niza.

Definirani niz je takoder ¢ist, i pripadna H-mjera je oblika do(x)rv(€), gdje je v mjera
na S¢ s povrsinskom gustoéom

V(€)= /0 o(t€) P14,

odnosno

Inl

x.€) = [ [0n) 25 (€dolx)d,

pri ¢emu je s v oznacena Fourierova pretvorba funkcije v. .

Direktna posljedica teorema postojanja je da je H-mjera pridruzena L? jako kon-
vergentnim nizovima trivijalna. Obrat te Cinjenice opcenito ne vrijedi, kao Sto pokazuje
sljede¢i primjer.

Primjer 3.  Polazeéi od funkcije v(z) = 5+ sin 27z, koja je u prostoru L2(R) NL>(R),

2T
ali ne i u L(R), definiramo niz L.? funkcija ’

n . (2rx
Up(x) == ——sin )

2rx

L2 norme funkcija u, su konstante jednake 1/2, a njihove Fourierove pretvorbe su funkcije
inace.

g <
Un(§) =< 27 n?
0,

Nadalje, u,, konvergira slabo k nuli u L?(R%). Zaista, za f € L'(R?%) nL2(R%),

’/Run(x)f(x)dx’ g/R o sin (ir—f) f(x)ar
< [ |a=| |5 Jf@laz = 2t — 0.



H-mjere

Izrac¢unajmo sad H-mjeru pridruzenu nizu u,. Uzimajuéi test funkcije ¢ € C°(R), ¢ €
C>(8%) i operator P € WY(R) s glavnim simbolom oo(P) = ¢ Ky dobijemo

liTan(Pun | un ) = hTILn< (@/JO(‘;{L\TLDV | Un> = h};n < P | an">

i /R @w(é—p €3 —lim / P (€0 gy

Kako je

n n2. . L.
FTl©) = | [ o€~ min(nin] < 3 [ Wi s el =l

w‘“\

to slijedi da

n%
n 2
[{Pun | un )| < 5 —||<P||Loo|¢(|€|)|d€ < 2||<P||Loo||@/}||Loo ; 0
Stoga je,
(u, o Rp) = li;Ln(Pun | up ) =0,
Sto povlaci da je H-mjera p pridruzena nizu wu,, trivijalna. .

Gore navedeni primjer, odnosno skaliranje, moze se generalizirati na klasu nizova
generiranih netrivijalnom funkcijom v € L2(R%) N L®(RY). Za takvu funkciju definiramo

niz
1 X
Niz u,, ima konstantnu L2 normu jednaku |[v||;2. S druge strane, za f € L2(RY) N L'(RY)
imamo da je
1
[ 1unax] < = [ 1] gl < gl el =0,
Rd n Rd

Sto povlaci da up, — O u L2(RY).
Sto je H-mjera pridruzena nizu u,? Kao prije, neka je P € W9(R?) operator s glavnim

simbolom oo(P) = ¢ Ry, gdje je ¢ € CX(RY) i € C®°(89~1). Racunamo

hm( Puy, | up )= hm/ ) (Wotin)" (X) Tn(x)dx
= hén% /R o(x )E(n};d) (wo(angv)/\)v (x)dx,

gdje je oy operator dilatacije (o)v)(x) = v(Ax). Kako je

(400 3,00")" (9 = (vol@)n? 0%€))” () = n? (2 (v0)

N———
<
~~
»
S~—
I
—~
<
[en)
>
~—
<
—~
oI



Poopéenja H-mjera i primjene
to dobijemo da je gornji limes jednak limesu niza (K := supp ¢)

[ PO () = [ ptn®me) i) ()

n
< llplioe ey 1oll2 g e I (409) M2 ey

. (voI(K)

) el ol 9oz — O

Gornja konvergencija povla¢i da je niz u, Cist, a pripadna H-mjera trivijalna.

Izneseno poopcenje napravljeno je proucavanjem fenomena suprotnog koncentraciji,
kojeg mozemo nazvati disperzijom. Sli¢ni rezultati se dobiju ako se uzme v € L(%(Rd)7
te definira niz funkcija u,(x) = v(x — ne), e je jedini¢ni vektor, ¢iji nosaci se sve vise
udaljuju od ishodista. U oba slucaja dolazi do izrazaja lokalna narav H-mjera, koja ne vidi
informacije koje pobjegnu u beskona¢nost. Stoga su i pripadne H-mjere trivijalne, iako su
generirane nizovima koji konvergiraju k nuli slabo, ali ne i jako u LQ(Rd).

Medutim, ukoliko je H-mjera pridruzena nizu w,, trivijalna, onda niz (u,) konvergira
k nuli jako u LIOC(Rd).

3. Osnovna svojstva H-mjera

H-mjere su karakterizirane s dva vazna svojstva: lokalizacijskim i prijenosnim. Prvo
opisuje nosa¢ H-mjere, odnosno odreduje skup tocaka na kojem je mjera nosena, dok drugo
omogucuje proucavanje Sirenja koncentracijskih i oscilacijskih pojava.

Opdi oblik lokalizacijskog svojstva iskazan je sljede¢im teoremom (za dokaz vidi [G1]).

Teorem 2. (Lokalizacijsko svojstvo) Neka je Q) otvoren skup u R¢, te P:L2 (Q;C") —

loc
H, 7"(€2; C") diferencijalni operator zadan formulom

= 3 9 (Aau(x)).

|lal<m

pri ¢cemu su A, omedeni, neprekidni (matricni) koeficijenti. Pretpostavimo nadalje da je

(up) ¢isti niz u L (% CT), koji zadovoljava diferencijalnu relaciju

Pu, =f,,
pri cemu f, — 0 jako u H, "(€2; C"). Tada na €2 x S?=1 vrijedi relacija

pp =0,

gdje je p(x,€) = Zm‘:m £YA,(x) glavni simbol operatora P, a p H-mjera pridruzena
nizu (uy,). Drugim rijecima, nosa¢ H-mjere p je sadrzan u skupu na kojem je p singularno.
"

Prilikom pridruzivanja H-mjere nizu funkcija u, € LIOC(Q; C") u gornjem teoremu
implicitno pretpostavljamo da su one definirane na cijelom R®. Ukoliko u,, nemaju nosace
sadrzane u kompaktnom skupu unutar €2, mozemo pomnoziti diferencijalnu relaciju iz

iskaza teorema test funkcijom ¢ € C°(2). Funkcije u, se zatim prosire nulom na cijeli
R, pri éemu uvedeno prosirenje i dalje oznacujemo jednako.
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Napomenimo da ukoliko je diferencijalni operator P eliptican, odnosno ukoliko niz
funkcija u, € L2 (R% C") rjesava niz zadada pridruzenih eliptickoj jednadzbi, onda ce
zbog gornjeg svojstva pripadna H-mjera biti nuzno trivijalna.

Posebni oblik lokalizacijskog svojstva (¢ija varijanta ¢e biti prikazana u tre¢em pog-
lavlju) je sljedeéi. Ukoliko je A neprekidna matriéna funkcija, te

div (Au,) — 0
uH!

loc

(RY), tada je
n'(AT€) =0,
odnosno stupci mjere p su okomiti na vektor AT £.

Za razliku od lokalizacijskog svojstva koje se moze izre¢i opéenito i nije vezano za
pojedini diferencijalni operator P, prijenosno svojstvo ovisi o samoj jednadzbi, odnosno
sustavu. U donjem dijelu iznijet ¢u njegovu verziju za simetriéne sustave (za detalje vidi
[A, AL1]), koji je koristan s obzirom da se brojne jednadzbe dadu zapisati u tom obliku.

Teorem 3. (Prijenosno svojstvo za simetri¢ne sustave) Neka su A* € C§(; M, )
hermitske matrice, gdje je Q C R® otvoren skup, te B € Cy(Q; M,«,.). Ako niz (up, f,) —
0 u L2(Q; C?7) i za svaki n zadovoljava sustav
d
(4) > AFopu, + Bu, =1, ,
k=1
tada H-mjera p pridruzena (pod)nizu (up,f,), oblika

11 H12
H [M’fz NQQ}’

zadovoljava izraz
d
5) (11, {p, @} + @ 5" A% — 238) + (2Retryura, B) = 0
k=1
gdje je S = %(B + B*) hermitski dio matrice B, ® € C}(Q x S9N test funkcija, dok
p(x,&) := Zzzl £, AF(x) oznacuje glavni simbol operatora P = Zzzl A*9;, + B. Pois-
sonova zagrada {-, -} se definira kao {a,b} := 3 (9'a0;b — 9;a 0'b) = V¢a-Vxb—Vxa-Vb.

"

Gornja H-mjera p je 2r x 2r matricna mjera pridruzena nizu (un,f,), s kvadrat-
nim blokovima 11 i o2 odredenim redom s u,, odnosno f,,, dok izvandijagonalni blokovi
odgovaraju produktima u, i f,. Kao kod iskaza lokalizacijskog svojstva, i ovdje podrazu-
mijevamo da su funkcije uy, i f,, prosirene nulom na cijeli R%.

Dokaz prijenosnog svojstva temelji se na drugoj komutacijskoj lemi koja osigurava
dodatnu regularnost komutatora [A, B]. Za klasi¢ne pseudodiferencijalne operatore A €
U™ i B € U" vrijedi da je njihov komutator [A, B] € ¥™"~1 Tartar je u [T3] to svojstvo
dokazao za operatore pridruzene funkcijama s manjom glatko¢om (klase C(l)). U tu svrhu,
najprije je za m € Ng uveo vektorski prostor Xm(Rd), koji se sastoji od svih funkcija sa
svojstvom da sve njihove derivacije do reda m pripadaju prostoru FL!(R?), to jest da je
njihova Fourierova pretvorba L' funkcija. Lako se vidi da je X m(Rd) vektorski prostor, te
da je s

il s= [ 1+ 2memIFu(E)] de

dana norma na X™(R%). Za m € Ny mozemo definirati i prostore X" (R?) svih funkcija
w takvih da za proizvoljnu test funkciju ¢ € C(R%) vrijedi pw € X™(RY).



Poopéenja H-mjera i primjene

Lema 3. (druga komutacijska lema) Neka su A i B operatori definirani relacijama
(2), s pripadnim simbolima a i b koji zadovoljavaju jednu od sljedeéih pretpostavki

(i) a € C1(SY) ibe X (RY),
(i) a € X (RY) ibe C{(RY).

Tada je komutator K := AB — BA € L (L*(R%);HY(R?)), te (prosirujuéi po ho-
mogenosti funkciju a na R?) operator VK ima simbol (Véa - Vxb). .

Vratimo se sad na iskaz Teorema 3. i prokomentirajmo njegovo znacenje. Bit jed-
nadzbe (5) je da parcijalnim deriviranjem, odnosno prebacivanjem derivacija s test funkcije
mozemo dobiti diferencijalnu jednadzbu prvog reda za mjeru p. U sluc¢aju kad je jedna od
razmatranih varijabli vremenska varijabla ¢, dobije se prijenosna jednadzba koju p zado-
voljava. Na taj nacin prijenosno svojstvo omogucuje opis H-mjere odredene nizom rjesenja
sustava (4) pomoc¢u pocetnih uvjeta, odnosno njima pridruzenih H-mjera. Drugim rijeci-
ma, nepoznatu H-mjeru mozemo izracunati bez da znamo niz koji je odreduje, odnosno,
bez da trebamo (znamo) rijesiti odgovarajucu pocetnu zada¢u. Makroskopsku veli¢inu (H-
mjeru) direktno izrazavamo pomo¢u makroskopskih veli¢ina, bez prijelaza na mikroskalu
(predstavljenu nizom rjesenja).

Kao i za simetri¢ne sustave, sli¢ni rezultati postoje i za (polulinearnu) valnu jed-
nadzbu. Ti rezultati se mogu dobiti na dva na¢ina: primjenom pseudodiferencijalnog
racuna direktno na jednadzbu [T3, FM, G2], ili zapisivanjem valne jednadzbe u obliku
simetri¢nog sustava (4) [A, L.

Preciznije, razmotrimo niz zadaca:

p(x)ut — div (A(x)Vuy,) 4+ ud =0
(6) un(0) =7, = 0 in H'(RY
u,(0)=p, =0 in L2RY,

¢iji koeficijenti p, A su realne funkcije klase C(l)(Rd), pri éemu je p(x) € R dok A poprima
vrijednosti u prostoru simetri¢nih i pozitivno definitnih d x d matrica. Pri tom pretpostav-
ljamo da je d < 3 (ta se pretpostavka moze ispustiti u slu¢aju linearne jednadzbe).

Pripadna mikroskopska gustoéa energije je L? funkcija

1 1
dn = 5 (p(atun)Q + AVuy, - Vu, + §Ui> —0 u L2(<07T> X Rd)

H-mjera p pridruzena gornjem nizu (d,,) opisuje pripadnu makroskopsku veli¢inu. Lokali-
zacijsko svojstvo u ovom primjeru glasi Q(x, &) u = 0, gdje je Q(x, &) = p(x)72 — A(x)€-€.
To znaci da je u nosena na presjeku jedini¢ne sfere s konusnim plohama

_ A€ - ¢
(T7£)_(i P 7&)

U posebnom slucaju A = M, gdje je A realna skalarna funkcija, krivulje presjeka su
kruznice oznacene na Slici 3.

10



H-mjere

T2 T1

= W
&, (/\—/> T3 T4

E%V

Slika 3. Nosa¢ H-mjere pridruzene Slika 4. Karakteristike i nosac
nizu d,, za A = \L H-mjere za d = 1.

Primjenom Teorema 2 na (6) dobije se transportna jednadzba za H-mjeru u. Projekci-
je pripadnih integralnih krivulja na fizikalni (¢, x) prostor podudaraju se s karakteristikama
polazne (valne) jednadzbe. Te projekcije su tangencijalne na jediniénu sferu u tockama u
kojima je p nosena, sto je skicirano na Slici 4. za sluc¢aj d = 1. Na taj nac¢in H-mjera sadrzi
informacije o smjeru Sirenja oscilacijskih i koncentracijskih pojava.

Kao i kod simetri¢nih sustava, prijenosna jednadzba omogucuje da se pripadna H-
mjera i moze izraziti direktno pomocéu H-mjera pridruzenih pocetnim uvjetima, tako izb-
jegavajuéi eksplicitno ra¢unanje mikroskopske energije pomocu rjesenja zadace (6).

Na kraju ovog poglavlja napomenimo da u odredivanju veze izmedu nepoznate H-
mjere i pocetnih uvjeta postoje dva osnovna pristupa. Prvi od njih definira trag H-mjere
p u trenutku ¢ = 0, u oznaci p(t = 0). Na osnovu prijenosnog svojstva mjera p(t = 0) se
propagira uzduz integralnih krivulja jednadzbe (5), te se iz nje moze rekonstruirati mjera
p. Te integralne krivulje se mogu interpretirati kao projekcije na R % x S? integralnih
krivulja Hamiltonovog sustava koje se nazivaju bikarakteristikama. Poteskoca koja se pri
tom javlja je §to je mjera p(t = 0) objekt na R? x S? (u varijablama x,7, &), dok je
mjera pu” odredena nizom pocetnih uvjeta ul(x) := u,(0,x) definirana na R? x S?=1 (u
varijablama x, ), odnosno radi se o objektima razli¢itog tipa. Problem se rjesava pomoc¢u
lokalizacijskog svojstva koje daje vezu izmedu 7 i & varijable, i nosa¢ mjere u(t = 0)
reducira na kruznice bijektivne s S4~! (domenom mjere u?), na taj nacin omoguéujuéi
nalazenje relacija izmedu tih mjera.

Drugi pristup (npr. [BM], [G2]) polazi od ideje da se zamrzne vremenska varijabla ¢,
odnosno da se za svaki trenutak definira niz funkcija uf (x) := u,(t,x). Kako su uvedene
funkcije u!, funkcije samo varijable x, to su i njima pridruzene H-mjere p! definirane
na R? x S?~1, odnosno, radi se o objektima istog tipa kao i mjera u° odredena pocetnim
uvjetima. Zbog toga je racun koji se koristi znatno jednostavniji nego li kod prvog pristupa,
¢ime se olaksava uspostava veze izmedu nepoznate H-mjere i zadanih veli¢cina. Medutim,
nedostatak takvog pristupa je da dobivena mjera nije definirana u obje dualne varijable
(11&), zbog Cega se gube podatci o smjeru Sirenja koje inace H-mjera sadrzi (skicirani na
Slici 4).
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II. Primjena H-mjera na parabolicke zadace



Poopéenja H-mjera i primjene
1. Uvod

H-mjere su se kao relativno novo sredstvo pokazale prikladne u primjeni na hiper-
bolicke zadace, te iz tog podruc¢ja postoje brojni rezultati. Pri tom spomenimo radove o
valnoj jednadzbi ([T3], [G2], [FM], [L]), pri ¢emu se uz linearnu, proucavala i polulinearna
jednadzba s neprekidnim koeficijentima (p(x)u! —div (A (x)Vu,,) +u = 0), kao i rezultate
dobivene za simetricne sustave ([A], [AL1]), koji su primjenjivi i na druge jednadzbe koje
se mogu zapisati u tom obliku. Metode koje se pri tom koriste u pravilu se temelje na dva
svojstva H-mjera: lokalizacijskom i prijenosnom.

U ovom poglavlju pokusao sam ispitati primjenjivost tih metoda na nehiperbolicke
(posebno parabolicke) zadaée. Razmatranje sam zapoceo s jednadzbom provodenja, za ko-
ju najprije izvedem potrebne ocjene na rjesenje u odgovarajuéim prostorima. Jednadzbu
zapisujemo u obliku simetricnog sustava, kako bismo mogli primijeniti lokalizacijsko i pri-
jenosno svojstvo. Pri tom proucavam utjecaj titrajuc¢ih (ukljucivo i koncentracijskih) efe-
kata prisutnih u po¢etnom trenutku, odnosno nehomogenom c¢lanu na makroskopski limes
disipacije energije.

Primjenom analognog postupka na Schrodingerovu jednadzbu, koja ima neka zajed-
nicka svojstva s valnom jednadzbom, dobijemo prijenosnu jednadzbu za odgovarajuc¢u H-
mjeru. Takoder komentiramo primjenu metode na jednadzbu advekcije-difuzije. Kroz
sve te primjene vidjet ¢emo kako se razlika izmedu parabolickih i hiperbolickih jednadzbi
odrazava na svojstva H-mjera pridruzena pripadnim rjesenjima. Dobiveni rezultati su do-
datno objasnjeni nizom primjera.

2. Ocjene na rjeSenje jednadzbe provodenja

U ovom odjeljku zelimo dokazati egzistenciju i jedinstvenost rjeSenja za jednadzbu
provodenja
8{& —div (AVU) = f
u(0) = uo,

u odgovarajucem prostoru, kao i dobiti ocjene na rjesenje.

Zadacu ¢emo postaviti u apstraktnom obliku, s ciljem primjene varijacijskih metoda
predstavljenih u [DL, Ch. XVIII, §3]. Pretpostavit ¢emo da su V, H realni, separabilni
Hilbertovi prostori, takvi da je

vsoly

pri ¢emu je H identificiran sa svojim dualom H’, V’ oznacuje dual prostora V', dok <,
oznacuje neprekidno gusto ulaganje. Drugim rije¢ima, prostori V, H, V' ¢ine Geljfandovu
trojku.

Vezano uz gornje prostore, u daljnjem razmatranju ¢emo trebati neke ¢injenice iz
funkcionalne analize, sadrzane u sljedecoj lemi (za dokaz vidi [DL]).

Lema 1. Neka su X,Y dva (kompleksna) Hilbertova prostora, pri cemu je X <, Y, te
a,b € R. Tada je

W(a,b; X,Y) = {u:ueL*([a,b]; X),u € L*([a,b;Y)}

. . . 2 2 m2
Hilbertov prostor s normom definiranom izrazom |[ully, = [[ullf2(qp.x) + 1412 (05
Nadalje, prostor C°([a,b]; X) (restrikcije funkcija iz C2°(R; X) na [a,b) "R ) je gust u
Wi(a,b; X,Y).
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Posebno, neka je X =V ,Y = V', te H Hilbertov prostor takav da je
viualv
odnosno, neka prostori V, H,V' ¢ine Geljfandovu trojku. Tada vrijedi da je

W(a,b; V) :=W(a,b;V,V') — C([a,b]; H).

"

Nadalje, neka je s a(t;-, ) oznacena neprekidna, bilinearna forma na V' x V sa svo-
jstvom da je a(-;u,v) izmjeriva na [0,7] za svaki u,v € V, T € RT, te da postoje
M,a € R* takvi da je
0 {a<t;u,v> < Mljullyllolly, (st € 0,7]), uv eV

a(t;u,u) > allully,  (sst€(0,T]), ueV.
Uz gornje pretpostavke, za skoro svaki ¢t € [0,7] forma a definira neprekidan linearan
operator A(t) : V. — V' zadan izrazom
vi( A(t)u,v)y = a(t;u,v),

pri cemu je

(2) sup (A oy < M.
te[0,7]

Postojanje rjesenja varijacijske zadace

@) L) [0)a +azu().0) = (FO0) veV

u(0) = uo,
pri ¢emu je gornja jednakost shvadena u smislu distribucija na (0, T'), dok su ug, f prikladne
funkcije, osigurano je sljedeé¢im teoremom [DL].

Teorem 1. Uz pretpostavku da je ug € H, f € L2([0,T]; V'), te da bilinearna forma a na
V x V zadovoljava ocjene (1), postoji jedinstveno rjesenje zadace (3), u € W(0,T;V).

Napomenimo da zahtjev (32) ima smisla zato $to rjesenje trazimo u prostoru W(0,7; V')
koji je ulozen u C([0,T]; H).

Teorem 1. takoder vrijedi i uz slabiju pretpostavku na formu a, toénije, umjesto (12)
dovoljno je zahtijevati da postoje A € Ri o € R* takvi da je

(4) a(tyu,w) + Alfulfy = allully, (st €[0,T]), ueV.
Naime, za funkciju @ = ue % k € R vrijedi da je

5 CLa0) [0+ K(E0) |0+ a5 a0),0) = (), v)

fL(O) = uQ.
Stoga forma a(t;u,v) = k(u | v)g + a(t;u,v), uz izbor k = A zadovoljava uvjete Teorema

1, paje @ € W (V) jedinstveno rjeSenje zadace (5), iz cega slijedi da je u = @e* jedinstveno
rjesenje zadace (3).
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Rjesenje se dobije Galjorkinovom metodom kao jaki limes u L2([0, T];V)NL*®([0, T]; H)
niza aproksimativnih rjesenja u,, koja zadovoljavaju ocjene

t T
MMM@+@/H%@N%%<C<MM%+/Hﬂ$%d%,temil
0 0

Stoga i trazeno rjedenje u zadovoljava iste ocjene. Stovise, za t € [0,T] ono zadovoljava
energetsku jednakost

t t

(6) SOl + [ alsiuts). uts)ds = S0+ [ (7). u(s)as.

pri cemu izraz na lijevoj strani predstavlja energiju sustava. Nadalje, polazeci od jednakosti
Ow = f— A(t)u,

primjenom ocjene (2) dobijemo da je

10cully20,m7,v7) < W lezo,rpvny + Mllwllez om0y
< C (uoll + I/ lzqoryn)

Napomenimo da su gornje ocjene dobivene uz pretpostavku A(t; u, u) > oz||u||%/ Medutim,
opcéenito taj uvjet nece biti ispunjen za zadace koje ¢emo razmatrati, vec¢ ¢e vrijediti slabiji
uvjet (4). Pitamo se da li ¢e odgovarajuée ocjene za rjeSenje vrijediti i u tom slucaju.
Kao §to smo veé komentirali, za funkciju @ = ue™* vrijede gornje ocjene, pri ¢emu je ona
rjeSenje jednadzbe

d

A0 [v)m +a(a(),v) = (e F().0)

@(0) = uo,

gdje je a(t;u,v) = Mu | v)g + a(t;u,v). Stoga je
2 t 2 ~ 2 T A 2
i+ o [ NI ds <& (Tl + [l sl ds

T
<c<mwz+éuﬂ@%dg,temfy
S druge strane za t € [0,T] je
2 t 2 2\ 2 ¢ 2\ 2
Hmmm+aAHMﬂww:e-wwmm+aAe-ww@M%
t
_ 2 2
26”T@Mmm+aéHMMW%)-
Usporedbom gornjih jednakosti dobivamo trazenu ocjenu
2 t 2 2 T 2
HMW@+&AHMMW%<C MMH+AHﬂ$Mds,temﬂl
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Zanima nas da li u opéem slucaju takoder vrijedi jednakost (6). Uvrstavanjem @ = ue M

ia(t;u,v) =Xu|v)g+a(t;u,v) u (6) dobijemo da je

t t
3¢ ) e €72 (Ao (s u(s), u(s)) ds= 5 a) et [ (). uto) s,

odnosno

0= /O 22 (M) + 2 (Au(s) By + olss ), u(s)) — (£5), us) ) ds

_ /O eQAs(%diSHu(s)H%I + a(s;u(s),u(s)) — <f(5),u(5)>>d8.

Deriviranjem gornje jednakosti sljedi da je

%%Hu(t)”%r +a(t;u(t), u(t)) = (f(t),u(t)),

odnosno, jednakost (6) vrijedi i u opéem slucaju.
Gornja razmatranja zelimo primijeniti na prostore V = H'(RY), H = L*(R%), te
formu

(7) a(t;u,v) = g-1(—div(AVu),v ) = (AVu | Vo )iz,

pri cemu je A € L®(RJ x R% Myyq(R)). Uz dodatnu pretpostavku da postoji o > 0
takav da je A& - € > ol€|? za & € RY,

2 2 2
at;u,u) = (AVu [ Vu) 2 af|Vullpz = a(luflm = [lull2),

odnosno, forma a definirana s (7) ispunjava svojstva (11) i (4). Time smo dokazali sljede¢i
korolar Teorema 1.

Korolar 1. Uz gornje pretpostavke na matricnu funkciju A, postoji jedinstveno rjesenje
pocetne zadace
dyu — div (AVu) = f € L2([0,T]; H Y(R?))
u(0) = up € LE(RY),

u e W(0,T; H(RY)) — C([0, T};L%(R%)), te pritom vrijedi da su norme [l oo 0, 7;12(R4Y)

i [[ullyy (o, (may)» 0dozgo omedene normama funkcija ug i f. .

Pri primjeni H-mjera na jednadzbu provodenja razmatrat ¢emo niz zadaca
- { Opun, — div (AVuy) = f, = 0 u L(0,7); H-1(R%))

up(0) =u? =0 u LERY).

Zbog omedenosti nizova (f,,), (1)), na osnovu Korolara 1. slijedi omedenost niza rjesenja
(un) u W(0,T;HY(R?)), zbog Gega on konvergira slabo (na podnizu) u odgovarajuéim
prostorima. Jaku pak konvergenciju niza (u,) dobijemo primjenom sljedeée leme (dokaz
se moze nadéi npr. u [T1]).

Lema 2. (Aubinova lema o kompaktnosti) Neka su By, By i By Banachovi prostori
takvi da je By — Bs neprekidno i By — Bj kompaktno. Ukoliko je niz (uy,) omeden u
LP([0,T); By) 1 (ul,) omeden u LP([0,T]; By) za neki T < oo i p € (1,00), tada je (uy)

sadrzan u kompaktnom skupu u LP([0,T7]; By). .
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Lemu ¢emo primijeniti na prostore By = H}(Q2), By = H*(Q), Bo = H™1(Q), gdje je
s € (—1,1), dok je ©Q omeden skup u R?. Zbog ocjene na rjeenja niza zadaca (8) dobijemo
da je za svaki ¢ € C(Q), niz (¢u,) relativno kompaktan u L2([0, T]; H¥(12)), iz ¢ega za
s = 0 slijedi da u, — u (do na podniz) u L2 (R* x R%).

| loc
Zelimo pokazati da je limes u = 0. Prelaskom na limes u jednadzbi (81) (u smislu

distribucija) slijedi da je

9) Oru — div (AVu) = 0.

Ostaje provjeriti da je u(0) = 0, odakle ¢e zbog jedinstvenoosti rjesenja slijediti trazena

tvrdnja. Napomenimo da u(0) ima smisla jer je u € W (0, T; H'(R%)) — C([0, T]; L2(R%)).

Dualnim mnozenjem (u smislu dualnosti L2([0, 77; Hy(R%)) i L2([0,7); H"1(R%))) jedna-

kosti (81) s test funkcijom ¢ € C°(RM?) imamo da je

0= [ o)~ [ v (aVu).0) - [Tth)
w - " (s 016) — (1n(0), 6(0)) / " (un, div (AVG)) — / )
— -~ [Cwae - [ wdv(ave)

S druge strane
:/0 (atum@_/o <un,div(Ang)>—/O {fn, 9)
(1) — [ oo [ wdv(ave)
== [ tw00) — (). 000 — [ (w.div AV
0 0

Usporedbom relacija (11) i (10) zaklju¢ujemo da je (u(0), »(0)) = 0 za svaku test funkciju
¢ € CP(RY) iz tega uz pomo¢ jednakosti (9) zakljuéujemo da je u = 0, odnosno,

U, — 0 u W(0,T;H'(R%))
up — 0 u LI (RT x RY).

Takoder, prva od gornjih konvergencija povlaci i da
Vu, — 0 u L0, T];LARY)),

zbog Cega je dobro definirana H-mjera pridruzena (pod)nizu (Vuy,).

3. Primjena H-mjera na jednadzbu provodenja

H-mjere ¢emo najprije primijeniti na homogenu jednadzbu provodenja s varijabilnim
koeficijentima. Tocnije, razmatrat ¢emo sljedeéi niz pocetnih zadaca

(12) { Oyup, — div (AVu,) =0

up(0) =~, =0 u L*RY).
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Primjena H-mjera na parabolicke zadace

U cilju primjene prijenosnog svojstva na gornji niz zadaca pretpostavit ¢emo da je A
realna, uniformno pozitivno definitna matriéna funkcija klase C3(R*%; Myyy), ¢ime su
ujedno osigurani uvjeti Korolara 1, odnosno egzistencija i jedinstvenost rjesenja zadaca
(12), kao i ocjene (konvergencije) u odgovarajué¢im prostorima.

Disipacija energije za jednadzbu provodenja (12) odredena je izrazom AVu, - Vuy,,
pri éemu Vu, =0 u L2 (RT x R?) . Stoga nizu (Vu,) mozemo pridruziti H-mjeru p
koja ¢e predstavljati makroskopski limes disipacije energije. Cilj nam je mjeru p izraziti
preko niza pocetnih uvjeta v, odnosno njima pridruzene H-mjere.

U tu svrhu pokusat ¢emo primijeniti postupak opisan za valnu jednadzbu. Zapisujuéi
(121) u obliku ekvivalentnog simetri¢nog sustava (a* oznacuje i-ti stupac matrice A i v,, =
Vuy, )

d . .
1 o diva’ (a)' Un, 0 0" [un| _
(13) {0 }at{vn]_z;{ at 0 O Vi + 0 A Vi =0,
1=
mozemo primijeniti prijenosno svojstvo za simetri¢ne sustave (Teorem 1.3). Ono nam daje
da je

d

(14) <ﬂ, {p, @)+ gAF - 2c1>s> _
k=0

pri cemu je

=[5 5] Se[ ][ sme 497

glavni simbol diferencijalnog operatora u (13), ® proizvoljna test funkcija iz prostora
Cl (RjL x R4 x Sd), dok su A°, A% matrice koje se u (13) nalaze uz derivacije d;, odnosno
T
iad 1 T
0, 0 B ,gdjeje B:=5(A+A")
simetri¢ni dio A, a fx je H-mjera pridruzena nizu (uy, vy ). Zbog jake konvergencije u,, — 0
u L2 (RY9), mjera fu je oblika

i, 1 =1,...,d. Nadalje, sa S je oznacena matrica

. [0 ow

k=10 ul
gdje je u H-mjera pridruzena nizu funkcija v,, = Vu,,. Zbog rasporeda trivijalnih elemenata
u mjeri ft, odnosno matricama AF, k=0, ..., d, na lijevoj strani izraza (14) ostane samo

clan 2(f, S) = 2(S - @1, P) = 2(tr(Bu), D). Zbog proizvoljnosti test funkcije, slijedi da je
tr(Bp) = 0. Na osnovu te tvrdnje zelimo zakljuciti da je g = 0. U tu svrhu provedimo
sljedec¢e razmatranje.

Kako je B neprekidna, realna, simetricna matri¢na funkcija, to postoje dijagonalna,
D, i ortogonalna matri¢na funkcija P, takve da je

B(t,x) = P (t,x)D(t,x)P(t,x).

Napomenimo da su zbog neprekidnosti svojstvenih vrijednosti, te svojstvenih vektora (Sto
vrijedi barem u slucaju jednostrukih svojstvenih vrijednosti, [K]), funkcije D, P takoder
neprekidne, stovise klase Cyp, te ih se kao takve smije mnoziti s H-mjerom p.

Stoga je

(15) 0 =tr(Bp) = tr(PTBuP) = tr(Dpp) = > _ di(pp )i,
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Poopéenja H-mjera i primjene

gdje je s wp oznacena mjera PT uP, dok je d; = (D);;. Zbog pozitivne definitnosti matricne
funkcije B je d;(t,x) > 0 za svaki (¢,x) € R4 te i =1,...,d. Slicna nejednakost vrijedi
i za mjere (up);;.- Naime, na osnovu Korolara I.1. znamo da je za svaku vektorsku funkciju
¢ = Cy(R™%; C?) mjera p ¢ - ¢ (pozitivna) Radonova mjera na C(R!T¢ x S%). Stoga je

(up)ii = ppe; - &, = P uPe; - e; = uPe; - Pe; > 0,

gdje je e; vektor kanonske baze u R%. Usporedbom s (15), zbog pozitivnosti funkcija d;,
slijedi da je (up)i = 0 za svaki i = 1,...,d, odnosno tr(up) = tr(u) = 0. Tvrdnja sad
slijedi na osnovu sljedece leme.

Lema 3. Ako za H-mjeru p vrijedi da je trpp = 0 onda je pu = 0.

Dem. H-mjera p je hermitska, pozitivno definitna, zbog cega vrijedi da je
d
(16) Zﬂz‘j%@ 20,
i=1

za. proizvoljnu d-torku funkcija ¢; € Co(R%),7 = 1,...,d. Posebno, za proizvoljnu ¢ €
Co(R?) definirajmo slog

)0, g#
7 {so, j=i.
Tada relacija (16) povlaci
piilel” = 0.

Ukoliko je p5]¢|? > 0 za neki i € {1,...,d}, p € Co(R?), tada je

d
trulel® = plel* > 0,
=1

sto je kontradikcija s pretpostavkom da je trpu = 0. Stoga su svi dijagonalni elementi mjere
o nulmjere.
Nadalje, definirajmo d-torku funkcija

®, k=1
=14 ap, k=]
0, k#1,7,

pri ¢emu je a € C proizvoljan. Relacija (16) nam daje

Jij PP + pjipacp = 0.
Zbog p;; = fij; slijedi da je
2Re (pijalpl?) > 0.

Uzimajuc¢i o = %1 zakljucujemo da je Rep;; = 0. Analogno, stavljaju¢i a = £i dobijemo
da je Impu;; = 0.
Q.E.D.
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Primjena H-mjera na parabolicke zadace

Na taj nacin smo dobili da je H-mjera p pridruzena nizu Vu,, trivijalna, odnosno da
poremecaji prisutni u trenutku ¢t = 0, izrazeni preko H-mjere pridruzene nizu u,(0), trnu
za t > 0 i nisu uocljivi na makroskopskoj razini.

U posebnom sluc¢aju konstantnih koeficijenata, ovaj rezultat se mogao dobiti koristec¢i
regularnost rjeSenja za homogenu jednadzbu provodenja. Ono daje da Vu, — 0 jako u
L2 (RT x RY) sto direktno povlaci da je p = 0. Medutim, gornjim raéunom taj smo
rezultat poop¢ili na slucaj varijabilnih koeficijenata.

Napomenimo da smo rezultat mogli dobiti i na drugi na¢in, zapisujuci (121) kao

5o Jae] S8 @ e [u] e 5 2] (] -0

=1

gdje je sad s v, oznacen niz AVu,, te racunajuci njemu pridruzenu H-mjeru pa. Prim-
jenom prijenosnog svojstva (Teorem 1.3) dobijemo da je tr(B~'ua) = 0, gdje je B~}
simetriéni dio matrice A~!, iz ¢ega na gore opisan nacin zaklju¢ujemo da je pa = O.
Tvrdnja sad slijedi iz dolje navedenog korolara (za dokaz v. [G1] ili [T3]).

Korolar 2. Neka je g H-mjera pridruZena nizu funkcija u, € L2(R% C"), te neka
je A € Cy(R%M,x(C)). Tada je H-mjera pa pridruZena nizu (Au,) dana formulom

pa = ApA*. '

U cilju daljnjeg proucavanja jednadzbe provodenja, i eventualnog dobivanja zan-
imljivih (netrivijalnih) rezultata, promijenimo zadacu (11) uvodenjem netrivijalne desne
strane:

(17) { Oy, — div (AVuy,) = divf,

un(0) =y =0 u LARY),

gdje f, — 0 u L2 (R*;L?(R%), dok A ima svojstva navedena na pocetku odjeljka. Oz-
nacujuci s uy H-mjeru pridruzenu (pod)nizu (f,,), zelimo naci vezu izmedu nje i nepoznate
H-mjere koja opisuje disipaciju energije, g ~ Vuy,.
Zapisana kao (simetri¢ni) sustav, jednadzba (17;) glasi

(18)

1 o" of u d [diva® (@)" (e)" U, 0 0" 0" [un

0 0 0 |d|val|=)_ | @ 0 0 |0:]|va|+]0 A 0]|v,]|=0,

0 0

X
0O 0 O fn i=1 e 0 fn I O fn

3

pri ¢emu je v, = Vu,. Simbol pripadnog diferencijalnog operatora je

T —div(AE) —(AgT €7
pP= —A¢ 0 0
¢ 0 0

Y

dok je H-mjera i pridruzena nizu (uy, vy, f,) oblika

0 o" of
O M H12 3
0 po1 py

pri cemu je g mjera pridruzena nizu v, = Vuy,, py pridruzena nizu f,, dok preostale dvije
mjere, (12 i po1, odgovaraju produktima vy, i f,.
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Poopéenja H-mjera i primjene
Primjenom prijenosnog svojstva na sustav (18) dobijemo da je
tr(uA) = —trRe p12.

Kako je mjera p12 nepoznata (ovisi i o rjesenju uy,), iz gornje relacije ne mozemo rekon-
struirati mjeru p. Stoga ¢emo korisniji rezultat pokusati dobiti primjenom lokalizacijskog
svojstva, odnosno Teorema [.2. Na taj nacin dobijemo jednakost

0 (A Tp+&Tpar (AE) o+ & py
0 0 0

iz cega (zbog p12 = ph, te A& € RY) slijedi da je

(19) (HA + p12)€ =0,
odnosno
(20) (1A + )€ = 0.

Pomocu gornjih relacija htjeli bismo dobiti vezu izmedu mjera p i pg. Da bismo to postigli
trebat ¢emo najprije saznati nesto vise o obliku gornjih matri¢cnih mjera, sto je sadrzaj
sljedece dvije leme i Korolara 3.

Lema 4. H-mjera p pridruzena nizu funkcija oblika v, = Vu, € LIQOC(RH'd; Maxa),
zadovoljava relaciju

(1— )= (€@ E)trp.

Posebno, vrijedi da je

£®¢
&

(21) p= trp,  £#0,

zbog Cega je mjera p realna.
Dem. Na osnovu Schwarzovih relacija za parcijalne derivacije slijedi da je 0;(vy,); = 0j(vn)i

za 1,7 = 1,...,d, odnosno, div(A;jv,) = 0, pri ¢emu su elementi matrice A;; zadani
relacijama

1, k=il=j

0, ina”’ce

Stoga, na osnovu lokalizacijskog svojstva vrijedi da je

(22) fj/fm =&W™ i jm=1,....d.
Posebno, uvrstavajuéi m = 4, sumacijom po ¢ slijedi

(23) (tru) € =p€.

Nadalje, koriste¢i (22) dobijemo da je

(24) G =™ = ™ = € it = Lt

Pri tome smo u drugoj jednakosti koristili hermiti¢nost matrice p, u tre¢oj evidentnu
¢injenicu da (22) vrijedi i za matricu @, te na koncu, u posljednjoj jednakosti nanovo
hermiticnost.
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Primjena H-mjera na parabolicke zadace

Mnozeéi zadnju relaciju s &, te sumacijom po m i koristenjem (23), slijedi da je

(Z E%) p' =& (ng)i = &&itrp.
Kako dualna varijabla n = (7, €) poprima vrijednosti na jedini¢noj sferi, slijedi da je

(1—7")pu = (R Etrp.

Q.E.D.
Lema 5. Za mjeru p12 pridruzenu produktu funkcija vy, if, vrijedi da je
piz- (E®€—(1-7HI) =0.
Stovise mjera pio zadovoljava matricnu jednakost
((®€&—(1—7°)I) piz =0,
odnosno, za &€ # 0 ona je oblika p12 = (1€, 1€, ..., v4€), pri cemu je v; = ”222'5, dok pt,

oznacuje i-ti stupac mjere p12.

Posebno, vrijedi da je pi2& = (trug2) €.
Dem. Ozna¢imo s fr H-mjeru pridruzenu nizu (v, f,). Budud da je 0;(vy); = 0;(vp)i za
1,7 =1,...,d, analogno kao u prethodnoj lemi pokaze se da je

™ =&, i j=1,...,d, m=1,...2d.
Kako je i'™ :uzﬁmfd zam=d+1,...,2d, to slijedi da je

(25) Gy =gl i j,m=1,...,d,

sto je relacija analogna relaciji (22). Uvrstavajuéi m = ¢ i sumirajuci po ¢ dobijemo da je
trpa = Y &l = (p128);,
%

odnosno,
(trpiz) § = p2 €,

sto je analogon relacije (23). Medutim, izraz analogan (24) iz dokaza prethodne leme ne
mozemo dobiti jer mjera w12 nije hermitska, odnosno relacije (25) ne vrijede za mjeru po;.
Mnozeci zadnju relaciju skalarno s €& dobijemo da je

(1-— TQ)truu =p12- (E®E),

iz ¢ega slijedi prva trazena tvrdnja.
Nadalje, mnozedi (25) s §; i zbrajajuéi po j dobije se da je

(1 =72y = &ipty - €,
odnosno
(1= ) ufs = (uis - )€ = (£ ® &)uis,
_ pig€

iz cega slijedi da je za £ # 0 i-ti stupac matrice p12 jednak v;€, gdje je v; = 7123 skalarna

(neomedena) Radonova mjera, odnosno distribucija reda nula.

Q.E.D.
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Poopéenja H-mjera i primjene
Korolar 3. Za mjeru poy pridruzenu produktu funkcija f, i v, vrijedi da je
By (§@€—(1—72)I) =0,
Takoder vrijedi da je (1 — 7%)pa1 = pa1(€ ® €), te € po1 = (trpg1 )€
Dem. Uz oznaku C := € ® & — (1 — 72)I vrijedi
0= p12-C=tr(u12C) = tr ((p12C)") = tr (Cgy) = tr (1 C) = Mg - C,

pri cemu je koristena realnost i simetri¢nost matrice C.
Preostale tvrdnje se dobiju adjungiranjem odgovaraju¢ih tvrdnji za mjeru p12 i ko-
risteci da je pjy = pa1.
Q.E.D.

Koristenjem Leme 5. relaciju (19) mozemo zapisati kao pA& = —(trpy2)€, Sto konju-
giranjem, zbog realnosti mjere p, prelazi u

PAE = —(trpa) €.

Nadalje, mnozeéi (20) skalarno s £ i uzimajuéi u obzir svojstva mjere po;, imamo da
je
pr€ &= —pn AL €= —AE p5€ = —py & AL = —(trpan)€ - AL

Kombiniranjem zadnjih dviju relacija dobijemo da je
pAL - AL = pgl - &,
odnosno, uvrstavanjem oblika (21):

) ,U'ff %3
(AE-£)*
Sto je trazena relacija izmedu nepoznate mjere p i H-mjere odredene desnom stranom, g .

Primijetimo da dobivena relacija vrijedi svugdje osim u tockama 7 = +1 (polovima sfere
u dualnom prostoru).

(26) trp = ¢ €40,

T

N|¥”

S
\?
Slika 5. Tocke u kojima mjera p nije odredena.

Posebno, za d =1 (A = a) gornja relacija prelazi u

(27) a’p=pp, E#0.

U svrhu boljeg razumijevanja dobivenih rezultata razmotrimo sljedece primjere.
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Primjena H-mjera na parabolicke zadace

Primjer 1. Za
fn(t, x) = sin (2mn(at + px))

je rjesenje zadace provodenja

o U _ Ofn
tHn or2  Ox
un(0) =0,

dano izrazom

1

2mna? +1 <27ma cos(2mn(t + x)) + sin(27n(t + x))

un(t, z) =
_ e~(2m)%at (27ma cos(2mnx) + sin(27mx))> :

Niz (fy) je cist, te je na osnovu Primjera I.1. pripadna H-mjera

1
mi=7 (5(\?’?)(7,5) +5(_§

)0 Ata)

Ostaje na¢i H-mjeru p pridruzenu nizu funkcija

2mn

wun(l®) = Tl

(27ma cos(2mn(t + x)) + sin(27n(t + x))
_ e~(@m)%at (27ma cos(2mnx) + Sin(27mx)>> :

Kako u gornjem izrazu svi ¢lanovi osim prvog konvergiraju jako k nuli u L12()C(R+ x RY),
lako se provjeri da je za prizvoljni pseudodiferencijalni operator P € WY limes (PO, Ozt )
jednak limesu izraza (PO, fn, Oy fn)/a®. Stoga je, a*p = py, kao §to smo i ocekivali na

osnovu izraza (27). .

ma nemamo nikakve relacije izmedu mjera. Stoga promatramo sljedecu viseskalnu zadacu
koja sadrzi asimetriju izmedu vremenske i prostorne koordinate. Kao i prije, poc¢etne uvjete
uzimamo da su jednaki nuli, jer oni ne utjecu na mjeru .

Primjer 2.  Promotrimo niz L2 (R?) funkcija (v i 3 su proizvoljne realne konstante):
1 ; .
fa(t,z) = sin (27 (an’t + Bnax)) = % (eQm(“"QHB"‘”) — ¢ 2milan Hﬂm’)) .
i
Zelimo izracunati H-mjeru p # pridruzenu nizu f,,, odnosno, limes

lim (7, ) fu(7. ), 8 (7,))

gdje je ¥(7, €)¢(t, ) glavni simbol operatora P € W9(R* x R). Kako je

A

Fal7:6) = 52 (Ban (P30 €) — 6 anz(1)5_5n©))

slijedi da je trazeni limes jednak

h};n i (@D(anQ, Bn) <gb(0, 0) —p(—2an?, —2571)) —p(—an?, —fn) (@(2@712, 26n) — (0, O))) :
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Poopéenja H-mjera i primjene
Kako je 1 homogena funkcija reda 0, te ¢ € C°(RT x R), ¢ € S, dobijemo da je
1
Hf = Z (5(170) (T7 5) + 6(—170) (7—7 5)) /\<t7 l’),
i.e. H-mjera je noSena u dvije tocke dualnog prostora, sjevernom i juznom polu, kao Sto

smo i htjeli.
S druge strane, eksplicitno rjesenje zadace

g Ltn _ Ofn
002 T ox
un(0) =0,

dano je formulom

B B
~ n((2762)2 + a?)

Up (2%52 cos (27r(om2t + ﬁnx)) + asin (27r(om2t + 671;1:))

_ = (2mpn)’t (27?62 cos(2mfnx) + « sin(27rﬁnx)) ) :

Kako je Oyu, jednak (do na jako konvergentan ¢lan u L (R* x R))

23

(27B%)2 + o2 (—2%52 sin (27T(cm2t + ﬁnm)) + a cos (27r(om2t + 57”))) ;

odnosno relacija izmedu dviju H-mjera je

vidimo da je

(2m32)?

@8) = e

"

Iz zadnjeg primjera vidljivo je najprije da se mjere p i p ¢ razlikuju ukoliko su nosene
u polovima. Takoder, zbog proizvoljnosti konstanti o i 3, iz relacije (28) slijedi da ne
postoji op¢a formula koja bi povezivala vrijednosti tih mjera u polovima za proizvoljnu
desnu stranu.

U gornjim primjerima je dimenzija prostorne varijable d bila 1. Zanima nas kako
izgledaju konkretne mjere p i py u slucaju kad je d > 1, te mozemo li izmedu njih dobiti
jacu relaciju od (26)? Tocnije, Zelimo provjeriti da li je pr§ = (trp) &, odnosno da li
je tru(t,x,7,§) svojstvena vrijednost za pys(t,x,7,§), §to je tvrdnja dobivena usmenim
priopéenjem. Takoder bismo na primjerima htjeli potvrditi relacije (19) i (20).

Primjer 3.  Definirajmo niz funkcija f, € L2 (R'*?)

i, at, 2?) = f2(t, 2t 2?) = sin(2rn(t + 21)).

Rjesenje zadace
{ Oy, — Auy, = div, = (2n) cos(2mn(t + x1))
un(0) =0,
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Primjena H-mjera na parabolicke zadace

dano je formulom

U (t, zt, 2?) = 21 cos(2mn(t + x1)) + sin(2mn(t + 1))

(2mn)? +1 <
_ e (2mn)*t (27m cos(2mnat) + sin(27rn:c1)> ) :
H-mjera pridruzena nizu (f,) dana je izrazom
_(n o
w= ().
pri cemu je ¢ H-mjera pridruzena nizu funkcija sin(27n(t + 2')), odnosno,

1
p= —<5 (1.1.0) + 5—(1,170))(77 &.&) At 2t 2?).
4\ @) [(1,1,0)]

S druge strane, H-mjera p pridruzena nizu (Vu,) (zbog dau, = 0) je oblika

(5 1)

Nadalje, mjera p12 pridruzena produktu Vu, i f, je oblika
__(HmH

(1 + p12)€ = <_€02M) =0= (gﬁ) = (pa1 + py)é,

Stoga je

sto je u skladu s relacijama (19) i (20).

Takoder,
&1 u) 12 < ( 1 )
= = 2 V2 (5 ey +0_10)) K /\> ,
s (51 ) 42 ( T |<fi%6?|)) 1
Sto je razli¢ito od

(trp) € = (gl'u) = lﬁ(@ (1.1.0) +0-(.1,0 )X )\) <(1)) )

Sop) 42 [(T,L0)] [(1,1,0)]

Stovise, 1€ # v& za svaku skalarnu Radonovu mjeru v na R!2 x S2. Zaista, u suprotnom
bi vrijedilo da je

(29) -— ((5 1,10 + 57(1,1,0)> K\ =&v =&
42 \aror TaL0)
Iz prve jednakosti u gornjem izrazu slijedi da je
) 11v2
]/(T7 517 52) - 50(51)”(7—7 52) + = 1 o <5 (17170) + 6_(17170) >(T’ 517 §2> A(1(;7 xl) x2)
§14 2 \qarop  10.10)
- 1
= 00(§)0(7. &2) + (5 (L1o) + 5—(1,1,o>)(7, &1, &) At zt, 2?).
[(1,1,0)] [(1,1,0)]
Medutim, tada je
_ 12
Eov = E00(€)P(T, &) # 75 (0 o + 010 (7,61, 82) At 2, ?)
42 \aror a0l

sto je u suprotnosti s (29).
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Poopéenja H-mjera i primjene

Gornji primjer se moze priop¢iti i na proizvoljni d € N. Ukoliko definiramo niz
funkcija f,, tako da je

A et a2 = et a2 == et 2 = e(nt nat),

pri cemu je v(t, z) = sin(2w(t+x)) ili v(t,x) = cos(2m(t+x)) (o¢ekujemo da bi tvrdnje vri-
jedile i za proizvoljnu funkciju v € L2([0, 1)2), progirenu po periodi¢nosti na R?, medutim u
tom slucaju ne znamo eksplicitan izraz za rjeSenje u,, pa ni za pripadnu H-mjeru pridruzenu
nizu funkcija Vuy,). Pripadna H-mjera je

nop 1
#“ DY M

[,l,f: . . . . )
Hu DRI u

pri ¢emu je p H-mjera pridruzena nizu funkcija v(nt, nz):

1
n= —<(5( 0,...,0) +(57(171,0“.,0)>)\(t,$1>3327--->$d)-

1,1,0,...
4\ 131,00 0,1,0..,0)]

Nadalje, kako je dju,, = 0,7 > 2, to slijedi da je

N 0 PR 0 _M _M PR _M

00 --- 0 0 0O --- 0
(30) p=1. . , H2= | .

0 0 0 0 0 0
Stoga je

(1 + p12)€ = ? =0= = (pa1 + py)é,

sto jos jednom potvrduje relacije (19) i (20).
Drugo moguce priopcéenje je slucaj kad je

fa = v(nt,nz), fr =0,i>2,
pri ¢emu je v kao gore. U tom slucaju je gy = p = — 12, dok je p oblika kao u (30).

Primjer 4.  Definirajmo niz funkcija f,, € L2 (R*?)

i, 2t 2?) = sin(2rn(t + 1))
f2(t, 2, 2?) = sin(2mn(t + 22)).

Rjesenje pocetne zadace za jednadzbu provodenja

{ Opup, — Auy, = dive, = (2n) (cos(2mn(t + a1)) + cos(2mn(t + 22)))
un(0) =0,
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Primjena H-mjera na parabolicke zadace

u tom je slucaju dano formulom

1
un (t, 2t 2%) = EETEE] (27m cos(2mn(t + 21)) + sin(27n(t + 2'))
™

e (2mn)*t <27m cos(2mnat) + sin(2rnat) + 2wn cos(2mna?) + sin(27mx2)>
+ 27n cos(2mn(x? 4+ 1)) + sin(2mn(z? + t)))

Bududi da je

Fhlt, 2t 0) = S il
1 oin(ita? _—
fﬁ(t, xl,xQ) _ 2_2'(627””@” ) _ g2min(t+ ))’
to je
}I<5 (1,1,0) + 5—(1,1,0)) XA 0
— [(1,1,0)] [(1,1,0)]
Ky )
0 1 <5 (1,0,1) + 5—(1,0,1)) XA

[(1,0,1)] [(1,0,1)]

Lako se provjeri i da je p = py = —po1. Takoder je

(5 (1,1,00 T 541,1,0))51

pst = i IOl L) 5\
<(5 (1,0,1) T 5—(1,0,1))52
[(1,0,1)] [(1,0,1)]
) —0_
1 \/5 (1,1,0) (1,1,0)
—_ - |(17170)| ‘(17170” & A — tr
4 2 ( (1,0,1) — 0-(1,0,1) (trpe) €,

[(1,0,1)] [(1,0,1)]

odnosno u ovom slucaju je tru svojstvena vrijednost za mjeru py.

I ovaj primjer se lako poopc¢uje na slucaj proizvoljnog d € N.

4. Ocjene na rjesenje Schrodingerove jednadzbe

U cilju primjene H-mjera, trebamo precizne rezultate za postojanje i jedinstvenost
rjeSenja Schrodingeove jednadzbe
Oru — idiv (AVu) = f
u(0) = uo.
u odgovarajucem prostoru, kao i pripadne ocjene na rjesenje.
Zadacu ¢emo postaviti u apstraktnom obliku, s ciljem primjene varijacijskih metoda

predstavljenih u [DL, Ch. XVIII, §7]. Pretpostavit ¢emo da su V, H kompleksni Hilbertovi
prostori, takvi da je

(31)

veiaodv,
odnosno, da prostori V, H, V' ¢ine Geljfandovu trojku.
Nadalje, neka je za T € R" s a(t;-,-), t € [0,T], oznacena familija neprekidnih,
seskvilinearnih formi na V' x V sa svojstvom da postoji a € R™, te A € R takvi da je

a(;u,v) € CH[0,T]), w,veV
(32) a(t;u,v) = a(t;v,u), t€0,T], u,v €V
a(t;u,u) + Nullz; = allul?, te€[0,T], ueV.
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Poopéenja H-mjera i primjene

Primijetimo da na osnovu Banach-Steinhausovog teorema gornje pretpostavke povlace da
postoji M € R takav da je

la(t;u, )| < Mllully vlly, t€[0,T], u,veV.

Uz navedene pretpostavke, forma a definira familiju neprekidnih linearnih operatora A(t) :
V — V' zadanih izrazom
V’( A<t)u7 v >V = a<t7 u, U)a
pri cemu je
(33) sup [[AQ)|| gy < M.
t€[0,T

Razmatrat ¢emo varijacijsku zadacu

d

(34) %(u() |U>H+ia(-;u(-)7v):<f(.) |'U>H7 veV,

u(0) = uo,
pri cemu je gornja jednakost zadana u smislu distribucija na (0,7"), dok su ug, f prikladne
funkcije. Njeno rjesenje osigurano je sljedeéim teoremom [DL].

Teorem 2. Uz pretpostavku dajeug € V, f € W(0,T; H, V'), te da bilinearna forma a na
V x V' zadovoljava svojstva (32), postoji jedinstveno rjesenje zadace (34), u € W(0,T;V),
Stovise, vrijedi da je

ue C(0,T;V) i « €C(o,T);V").

[
Napomenimo da zahtjev (342) ima smisla stoga sto rjesenje trazimo u W(0,7;V) —
C([0,T]; H). Primijetimo, medutim, da je pocetni uvjet zadan u V.
Rjesenje se konstruira Galjorkinovom metodom kao slabi x limes u L°°([0, T']; V') niza
aproksimativnih rjesenja u,, koja zadovoljavaju ocjene

lun (@1 < € (lolld + 1 oz ) -t € (0,71,

lum (@13 < C (ol + 1/ W 2qoryany) » ¢ € 0,71,

. . 2 2 2
pri cemu je || f vy o, r,m,vy = I flIL20,07.8) ||f/||L2([0,T];V/)- Na osnovu Banach-Alaouglu-
Bourbakijeva teorema trazeno rjesenje u takoder zadovoljava gornje ocjene.
Nadalje, polazeéi od vektorskog zapisa jednadzbe (34)

(35) Oru+iA(t)u = f
(u smislu jednakosti u L2([0, T; V'), koristenjem (33) slijedi da je
10cully20,m7,v7) < W lezqo,rpvny + Mllwllez om0y

< C (Jlwolly + 1w oz -

U slucaju f = 0, dualnim mnozenjem jednadzbe (351) s u, te integriranjem po vre-
menskoj varijabli od 0 do ¢ dobijemo:

1

t t
! /0 (Opuls), uls))ds + i /O (A(s)u(s), u(s))yds = 0.
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Primjena H-mjera na parabolicke zadace

S obzirom da je drugi ¢lan u gornjoj jednakosti ¢isto imaginaran, slijedi da je

- Re (0ru(s), u(s)ds— - / (@0, )+ {uls). Ou(s)) ds= & / Oullus) 3 ds,
odnosno vrijedi zakon sac¢uvanja norme
(36) (@)l = 1)l ¢ € [0,7].
S druge strane, dualnim mnozenjem jednadzbe (35;1) s Oyu, imamo da je
(37) (pu(t) | Dru(t)) + i(A(E)u(t), deu(t)) = (f(0), Du(t))

Kako je (A(t)u(t), Opu(t)) = (u(t), A(t)0wu(t)) = (A(t)0:u(t),u(t)), to za imaginarni dio

izraza (37) vrijedi:

20m (f(2), Ou(t)) = (A(t)u(t), Gru(t)) + (A()Ipu(t), u(t))

— %(A(t)u(t),u(t» — (A (t)u(t), u(t)).

Integriranjem gornjeg izraza dobijemo energetsku jednakost za Schrodingerovu jednadzbu

t t
(A(t)U(t)»U(tD=<A(0)U(0),U(0)>+/0 <A’(S)U(8)aU(S)>d8+2lm/0(f(S)»atU(S»dS-

U daljnjem ¢emo razmatrati sluéaj V = HY(R?), H = L2(RY), te

(38) a(t;u,v) = g-1(—div(AVu),v)m = (AVu | Vo )iz,

gdje je A hermitska, koercitivna matri¢na funkcija glatka po t. Tocnije, pretpostavljamo da
je A € L®(Ry x R% My a(C)), te A(-,x) € CH[0,T]; Myxa(C)), A = A%, i AL-€ > al€|?

uniformno za neki a > 0. Tada vrijedi da je
2 2 2
a(t;u,u) = (AVu | Vu)re = af|Vullgz = a(flullgp — llulltz),

odnosno, forma a definirana s (38) ispunjava svojstva (32).
Time smo dokazali sljede¢i korolar Teorema 2.

Korolar 4. Uz gornje pretpostavke na matricnu funkciju A, postoji jedinstveno rjesenje
u € C([0, T];H (RY)) pocetne zadace

(39) {atu — idiv(AVu) = f € W(0,T; L2(R%), H ' (R))

u(0) = up € LA2(RY),

takvo da je u' € C([0,T];H"Y(RY)), te pritom vrijedi da su norme [l (o, 7711 (ma)) 1
14/l 20, 7:1-1 (may) 0dozgo omedene normama funkcija ug i f.

Stovise, u slucaju f = 0 vrijedi zakon sacuvanja norme

[u(@) [ 2may = 1w(0) [l 2ray, ¢ €1[0,T].
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Poopéenja H-mjera i primjene
U primjeni H-mjera na Schrodingerovu jednadzbu razmatrat ¢emo niz zadaca

{z’@tun +div(AVu,) = fn =0 u W(0,T;L%(R%Y),H (RY))

(40 u,(0) =u? -0 u HY(RY).

Napomenimo da je gornji zapis Schrédingerove jednadzbe ekvivalentan zapisu (311) iz kojeg
se dobije mnozenjem imaginarnom jedinicom i. Zbog omedenosti nizova (u2) i (f,), na
osnovu Korolara 4. slijedi i omedenost nizova (uy,) i (u),) u odgovarajuéim prostorima, te
stoga oni konvergiraju slabo (do na podniz) k nekoj funkciji u, odnosno u’. Na nacin kojim

je to napravljeno u 2. dijelu ovog poglavlja moze se pokazati se da je u = 0, odnosno da
U, — 0 u L®([0,T]; H}(RY))
up, =0 w L®([0,T); H'(RY)).

Predzadnja konvergencija pak povlaci da Vu, — 0 u L*°([0, T]; L?(R%)).

Jaku konvergenciju niza u, u L12OC(R+ x R?) mozemo dobiti bilo koristenjem Aubi-

nove leme o kompaktnosti na nacin kojim je to napravljeno u 2. odjeljku, bilo direktnim
razmatranjem. Naime, na osnovu konvergencije (411) i neprekidnosti funkcije u na [0, 77,

slijedi da je uy,(t) omeden u H!(R?) &, L2 (RY), te stoga za svaki t € [0,7] niz funkcija
un(t) konvergira jako u L2 _
vergenciji, te jedinstvenosti limesa dobijemo da u, — 0 jako u LIZOC(RJr x R%). U slucaju
niza homogenih zadaca (40), zbog zakona sa¢uvanja norme, zadnja konvergencija prelazi
u u, — 0 u L2([0,T]; L2 _(RY)).

loc

(41)

(RY). Koristenjem Lebesgueovog teorema o dominiranoj kon-

5. Primjena H-mjera na Schrodingerovu jednadzbu

U ovom odjeljku ¢emo na Schrodingerovu jednadzbu primijeniti proceduru sliénu
onoj napravljenoj za jednazbu provodenja u 3. dijelu ovog poglavlja. Razmatrat ¢emo niz
pocetnih zadaca

(12) { 10y + div (AVuy,) =0

Un(()) =% —0 u Hl(Rd>>

pri cemu je A € C(l)(RHd; Mgxq(C)) hermitska, uniformno pozitivno definitna matricna
funkcija.

Napomenimo da je u kvantnoj fizici A = al. Medutim, kao je cilj ovog rada ispitati
primjenljivost H-mjera na jednadzbe opcenitog (posebno parabolickog) tipa, te napraviti
usporedbu s poznatim rezultatima za valnu jednadzbu, to stoga uzimamo A iz nesto Sire,
gore navedene klase.

Na osnovu rezultata prijasnjeg odjeljka slijedi da niz rjesenja (u,) zadaca (42) kon-
vergira jako k nuli u L2 (R* x R%), dok Vu, — 0 slabo u L2([0,77;L%(R%)). Sto-
ga ima smisla proucavati H-mjeru pridruzenu zadnjem nizu i pomoc¢u nje izraziti limes
(AVu, | Vu, ), odnosno velicine koja odreduje energiju pridruzenu Schrédingerovoj jed-
nadzbi. Kao i prije, cilj nam je izraziti g preko pocetnih uvjeta ~,, odnosno H-mjere
pridruzene nizu (Vy,).

Zapisimo Schrodingerovu jednadzbu u obliku ekvivalentnog sustava. Uvodenjem nove
varijable v, := Vu,, sustav glasi:

ERY CIFAED o bl D P A F D
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Primjena H-mjera na parabolicke zadace

gdje a’ oznacava i-ti stupac matrice A. Na njega bismo htjeli primijeniti svojstva H-
mjera predstavljena u odjeljku 1.3. Medutim, gornji sustav nije hermitski, te stoga ne
mozemo koristiti prijenosno svojstvo, odnosno Teorem 1.3. Medutim, lokalizacijsko svojstvo
(Teorem 1.2) nije ograni¢eno na simetri¢ne (hermitske) sustave, te njegovom primjenom
dobijemo da je

(43) piL=0,

pri cemu je

ir 0T] & [dival ()T it +div(AE) (A€)T
p:{o 01+;§i{ai 0}:[ A¢ o |

a ft H-mjera pridruzena (pod)nizu (un, vy,). Zbog jake konvergencije niza (u,) u L2 (R9),
mjera ft je oblika
__[o of

gdje je u H-mjera pridruzena (pod)nizu v, = Vu,. Stoga (43) povlaci da je
(44) pu' Ag=0.

Primijetimo da gornja relacija ne povlaci automatski da je p = 0 za £ # 0. Za protuprimjer
mozemo uzeti A = I, te hermitsku, pozitivno semidefinitnu matricnu funkciju

n=smie (5 4

Medutim, na osnovu Schwarzovog teorema za parcijalne derivacije, odnosno Leme 4.
znamo da je p oblika
_E®¢

r="g trp,  £F#0.
Uvrstavajuéi zadnju jednakost u (44) dobijemo da je
(45) (AE-&E)(tru)€ =0, £#0,

iz Cega zbog uniformne pozitivne definitnosti funkcije A slijedi da je trp = 0 za € # 0,
odnosno mjera g je nosena samo u polovima (7 = £1) jedini¢ne sfere u dualnom prostoru,
sto je rezultat slican onom dobivenom za jednadzbu provodenja.

Kao sto smo ve¢ spomenuli, prijenosno svojstvo za mjeru g ne mozemo dobiti ko-
riStenjem Teorema [.3. Stoga moramo dokazati analogni teorem primjenljiv na zadace

(42).

Teorem 3. H-mjera p pridruzena (pod)nizu (Vuy,), pri cemu je u, rjesenje zadace (42)
zadovoljava jednadzbu

2div(Rep T A) + ((d+1)p- (€ V)A =" - 0,A) € =0,

gdje je 0% := 9" —n;(n - V") tangencijalni gradijent na jedinic¢nu sferu, an = (1, &) vektor
na S%.
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Poopéenja H-mjera i primjene

Dem. Djelujuéi sa skalarnim pseudodiferencijalnim operatorom P € \I/(C)(RHd) na jed-
nadzbu (421), te dualno ju mnozeéi s dpun, m € {1,...,d} u L2(R*%), dobijemo da je

(46) (1POsuy, Omun) + (Pdiv (AVuy,), Onu,) = 0.

Parcijalnim deriviranjem s obzirom na vremensku i prostorne varijable, prvi ¢lan u gornjoj
jednakosti postaje

(47) —(1(Om P)Optin,, un) + (i(OpP)Omtin, tp) — (PO, i0yuy).
Primjenom iste procedure na drugi ¢lan u (46) on poprima oblik

—(ATVP - Vuy, Onun) + (O (PA)Vuy, Vuyp) + ([P, A]Vnun, Vuy,)

(48) i
— (A(VP)Omin, Vuyp) — (POpunp, div (A*Vuy,)),

gdje [A, B] :== AB — BA oznacuje komutator pseudodiferencijalnih operatora A i B. Ko-
riste¢i hermiti¢nost matrice A | te da je u, rjeSenje Schrodingerove jednadzbe, (46) postaje
(49)
—{((10m P) Oty , up )+ {1(0¢ P) Oy, ) — <ATVP - Vi, Omtn) + (Om(PA)Vuy, Vuy,)
+ ([P, A]VOnun, Vuy) — (A(VP)Onun, Vuy) =0.

Napomenimo da neki od ¢lanova u (46-48) mozda nisu definirani bez dodatnih pret-
postavki na regularnost rjesenja wu,. Medutim, kako su svi ¢lanovi u polaznom izrazu
(Schrédingerova jednadzba), kao i u zadnjoj jednakosti dobro definirani za funkcije iz
C(]0, T); H'(RY)), koristenjem gustoce glatkih funkcija u H'(R?), slijedi da (49) vrijedi
za svako rjesenje u,, € C([0, T]; H'(R?)).

Prelazeé¢i na limes u (49), koristec¢i da u, — 0 jako u LIQOC(RH‘Z), dobijemo da je
(50)

—(u™ ATVp)+(p, O (p A)>+Z<u, Em® p O A)—((km) ", AVp) = lim (i(0pn P) Oy, un)

gdje ™ (pm) predstavlja m-ti stupac (redak) matri¢ne mjere p, dok je p = oo(P) glavni
simbol operatora P. Pri tom koristimo drugu komutacijsku lemu po kojoj je [P, A] 0y, €
L (L2(RY)) sa simbolom (3 0p 9;A) &n.

Medutim, desna strana gornje jednakosti nam ostaje nepoznata. Kako bismo i nju
izrazili preko mjere p, ponovit ¢emo gornji postupak, ali uzimajuéi sada dualni produkt
jednadzbe (421) s u, umjesto s Onu,. Primjenom parcijalne integracije s obzirom na
prostorne varijable na ¢lan (Pdiv (AVuy,), uy), dobijemo jednakost

(iPOun, up) — (ATVP - Vg, up) — (PAVuy,, Vu,) = 0.
Prelaskom na limes slijedi da je

(51) lim (¢ POy, un) = (p,p A).

Napomenimo da smo zadnju relaciju mogli dobiti i zapisujuci jednadzbu u obliku ekviva-

lentnog sustava, te zatim slijede¢i dokaz Teorema 1.3, pri tom uzimaju¢i u obzir da je

matrica A% uz 9; antihermitska. Medutim, gornji neposredni izvod je jednostavniji.
Uvrstavanjem (51) u (50) i koristeéi da je (p,,)" = @™, dobije se izraz za mjeru p

(52) —2(Re (A ™), Vp) + (tt - O A, p) + D _(§m - 0;A, &p) = 0.
J
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Primjena H-mjera na parabolicke zadace

U sljedecem koraku ponovno provodimo parcijalnu integraciju s ciljem eliminacije test
funkcije p. Kako p ima kompaktan nosac¢ u varijablama (¢,x), prvi ¢lan je jednak

2(divRe (A u™), p).

Postupak s treéim ¢lanom je slozeniji, jer se integracija s obzirom na dualne varijable (7, £)
provodi na sferi S%. Stoga moramo iskoristiti sljedeéi identitet za parcijalno integriranje
po mnogostrukostima ([GT], Lema 16.1):

(v, Vigp) — (v - n, Ohp) + (divyr — Vyrn - n,p) = d(v - n, p),
gdje n oznacava vektorsko polje vanjske normale na S?, a v vektorsku Radonovu mjeru.
Buduéi da je p homogeno prosiren s S% na R\ {0}, te n = n, slijedi da je
Ohp=Vyp-n=0.
U nasem slucaju je v = &, p - Vy A (u smislu da je vj = &, p - 0jA), te tredi ¢lan u (52)
postaje
d{Empe - (0 - Vy)A,p) — (Em Z 0" 9iA,p) — (- OmA, p)
+ (& Y _mi(m - V- OAp) + (Emps- (€ V)A, ).

Izraz (52) sada poprima oblik
(2divRe (Ap™) + (d + D)émp - (- V)A = & > Opp- A, p) =0,

gdje je &} tangencijalni gradijent na jedini¢nu sferu. Koristeé¢i da je p proizvoljna glatka
funkcija s kompaktnim nosa¢em na R'¢ x S? slijedi prijenosna jednadzba za p:

2divRe (Ap™) + (d+ Démp - (- V)A =& > Opp- 0;A =0,

Q.E.D.

Usporedimo rezultate posljednjeg teorema s lokalizacijskim svojstvom (45). Kako je
H-mjera nosena samo u polovima sfere u dualnom prostoru, ¢lan pomnozen s & u prijenosnoj
jednadzbi za p iS¢ezava za € # 0, te na taj nacin dobijemo sljedeéi rezultat.

Korolar 5. H-mjera p pridruzena Vu,, gdje je (uy) niz rjeSenja zadace (42) zadovoljava
jednadzbu
div(Repu"A) =0.

"
Primjer 5. (Konstantni koeficijenti) Gornji rezultat ¢emo ilustrirati na primjeru
zadanom nizom pocetnih uvjeta:

1

"= o

e27rmb-x7

gdje je b proizvoljni jedinicni vektor u RY. Rjesenje zadade (42) za n € N glasi

_ 1 —i (27n)? Ab-b t+2minb-x
Uy = ——€ )
2mn
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Poopéenja H-mjera i primjene
Zelimo izracunati H-mjeru p pridruzenu

Vu, — _Z-befi(27rn)2Ab-bt+27rmblx.

U tu svrhu ra¢unamo

— b
Vun(7,€) = —ZE 0_omn2 Ab-b(T)0nb(&)-

Direktnim ra¢unom se dobije da je za ¢ K¢ € Co(RM? x S9)

@(07 OW(—L O)blb]a

DO | —

. (T8) 5= V1 (@ (r &) =
lim{ Y171 0 ( €) | (@050) () )

1.e.

1
° = 55(—1,0) (7—7 6))\@7 X)b ® b.

"

Gornja mjera p je invarijantna u prostoru i vremenu, te nosena samo u juznom polu
sfere u dualnom prostoru, sto je u skladu s lokalizacijskim svojstvom (45) i Teoremom 3.
(bududi da je Lebesgueova mjera translatorno invarijantna, shodno tome s is¢ezavajuéom
divergencijom). Uo¢imo da za razliku od jednadzbe provodenja, Schrodingerova jednadzba
omogucuje Sirenje pocetnih poremecaja, koji rezultiraju netrivijalnom mjerom p. Razlog
tome moze biti skriven u ¢injenici da je prva jednadzba hipoelipti¢na, dok potonja nije.

Medutim, dobivena mjera je nosena (najvise) u dvije tocke (polovima) dualnog pros-
tora, zbog ¢ega ne mozemo govoriti o Sirenju mjere u dualnom prostoru. Takoder, u
dobivenoj prijenosnoj jednadzbi nije ukljucen ¢clan koji sadrzi vremensku derivaciju, te sto-
ga nemamo opis promjene mjere u vremenu. Iz tog razloga ne mozemo dobiti ni trazenu
vezu izmedu mjere p i pocetnih uvjeta.

Slicno kao i za valnu jednadzbu, i u ovom slucaju imamo da su karakteristike jed-
nadzbe tangencijalne na jedini¢nu sferu u tockama u kojima je pripadna H-mjera nosena
(Slika 6).

AR
NI

T2

Slika 6. Karakteristike Schrodingerove jednadzbe i
nosa¢ pripadne H-mjere.

Medutim primijetimo da za razliku od mjera pridruzenih nizu rjesenja valne jed-
nadzbe, odnosno jednadzbe provodenja, H-mjera iz gornjeg primjera nije antipodalno
simetricna. Tu ¢injenicu povezujemo s imaginarnom jedinicom prisutnom u Schrédinge-
rovoj jednadzbi, odnosno kompleksnosti rjesenja u,. Naime, opcenito vrijedi da je mjera
v pridruzena nizu v,, povezana izrazom v(x,§) = @(x,—&) s H-mjerom p pridruzenom
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nizu v, (Lema 1.2), iz ¢ega slijedi antipodalna simetri¢nost (realne) mjere odredene nizom
realnih funkcija.

Na kraju ovog odjeljka navedimo samo rezultate koji se dobiju primjenom H-mjera
na niz nehomogenih zadaca (42) s desnom stranom odredenom nizom funkcija f, — 0
u W(O,T;L2(RY),H"1(RY)). Primjenom lokalizacijskog svojstva dobije se isti rezultat
kao i u slucaju homogene jednadzbe, odnosno izraz (44). Pri tom mozemo primjetiti
razliku u odnosu na nehomogenu jednadzbu provodenja u ¢ijem slucaju smo dobili da je
(LA + p12)€ = 0. Razlog tome proistjece iz jac¢ih zahtjeva na regularnost desne strane
za Schrodingerovu jednadzbu, zbog ¢ega je mjera p, osim u polovima, nuzno jednaka nul-
mjeri, bez obzira na izbor niza (fy).

Sto se prijenosnog svojstva tice, u sluéaju nehomogene Schrédingerove jednadzbe
izvod Teorema 3. se modificira zbog dodatnog ¢lana (P f,, Opuy) na desnoj strani jed-
nakosti (46), koji na limesu tezi k (5}, p). Stoga prijenosna jednadzba u tom slucaju
glasi

2div (Re " A) = oy,

pri cemu su obje mjere iz gornjeg izraza noSene samo u polovima.

6. Primjena H-mjera na jednadzbu advekcije-difuzije
Na kraju poglavlja zelimo primijeniti H-mjere na niz rjeSenja jednadzbe advekcije-
difuzije
Owu — div (AVu) +b - Vu = f.
Egzistencija i jedinstvenost rjeSenja za odgovaraju¢u zadacu dobije se analogno kao i za

jednadzbu provodenja, odnosno koristenjem Teorema 1. Pri tom se u ovom sluc¢aju teorem
primijenjuje na formu

a(t;u,v) = g-1( —div (AVu), v )g1 + g-1(b- Vu,v )1 = (AVu | Vo )2 + (b Vu | v)e,
pri cemu je divb = 0, A € L¥(R$ x R% Myxq(R)),b € LRy x RERY), te A€ - € >
«|&]? uniformno za neki o > 0. Na taj nacin se dokaze da vrijedi analogon Korolara 1.

Korolar 6. Uz gornje pretpostavke na funkcije A, b postoji jedinstveno rjesenje pocetne
zadace

53) { dyu — div (AVu) + b - Vu = f € L2([0, T]; H'(R%))

u(0) = up € LA2(RY),

u € W(0,T; H'(R%)), te pritom vrijedi da su norme [l oo o, r12may) 1 1ellw 0,01 (ma)s

odozgo omedene normama funkcija ug i f. .

Stoga za niz zadaca
Oy, — div(AVuy) +b-Vu, = f, =0 u Lz([O, T}, H_l(Rd))
Up(0) =2l =0 u LQ(Rd),

zbog omedenosti nizova (f,,), (u), imamo i da su (uy,) i (9yuy) omedeni u L2([0, T); H (R%)),
odnosno L2([0, T);H"1(RY)). Nadalje, primjenom Aubinove leme o kompaktnosti pokaze
se da u, — 0 jako u L2 (R* x RY).

Kako za (Vu,,) imamo da

Vi, — 0w L*([0, T|; L*(RY)),
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to ima smisla proucavati njemu pridruzenu H-mjeru pu.

Zapisujuéi jednadzbu (531) kao ekvivalentan simetrican sustav, uz dodatne pret-
postavke da je A € C§(R% My q(R)), te b € Cp(R1H; RY), mozemo primijeniti Teorem
1.3 (prijenosno svojstvo). U slucaju f, = 0 (ili f, — 0 jako u L2([0,T]; H~1(R%))) ono
daje da je tr(uA) = 0. Koristeéi argumente iznesene u drugom odjeljku, kao i pozitivnu
definitnost matrice A zakljucujemo da je p = 0. Ovaj rezultat povlaci jaku konvergenciju
niza (Vu,) k 0w L2 _([0,7] x R?), sto je rezultat jednak onom dobivenom za jednadzbu
provodenja.
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Poopéenja H-mjera i primjene
1. Uvod

U prethodnom poglavlju smo primijenili (originalne) H-mjere na niz jednadzbi parabo-
lickog tipa. Cilj nam je bio dobiti relaciju kojom bismo izrazili H-mjeru pridruzenu nizu
(gradijenata) rjesenja preko pocetnih uvjeta, odnosno desne strane, analogno onom $to je
napravljeno za valnu (hiperbolicku) jednadzbu. Medutim dobiveni rezultati nisu ispunili
taj cilj u potpunosti. Naime, uspjeli smo dobiti vezu izmedu nepoznate H-mjere i zadanih
podataka koja vrijedi svugdje osim u polovima sfere u dualnom prostoru. Medutim, up-
ravo informacije sadrzane u te dvije tocke imaju posebnu vaznost, jer su s jedne strane za
odredene viseskalne zadac¢e H-mjere upravo nosene u polovima, dok je s druge strane razma-
trana H-mjera u sluc¢aju Schrodingerove jednadzbe iskljucivo nosena u polovima. Stovige,
pokazali smo da izraz koji bi opisao razmatrane H-mjere na cijeloj njihovoj domeni i ne
postoji.

Izuzetak je jedino sluc¢aj homogene jednadzbe provodenja, odnosno jednadzbe advek-
cije-difuzije, u kojem smo pokazali da je razmatrana H-mjera nula i da na nju ne utjecu
poremecaji prisutni u trenutku t = 0. Posljedica toga je da niz gradijenata rjeSenja kon-
vergira jako k nuli u L2 (R' x R%) i u slucaju varijabilnih koeficijenata.

Razlog neadekvatnim rezultatima mozemo traziti u neodgovarajuc¢em skaliranju du-
alne varijable u definiciji H-mjera (£/]€|, Slika 7).

A

&a... &y T
vy
\Jl &

Slika 7. Hiperbolicko skaliranje dualne varijable &.

Stoga sam pristupio konstrukciji nove varijante (poopéenja) H-mjera koje bi u se-
bi sadrzavalo drugacije skaliranje dualne varijable, bolje prilagodeno nehiperbolickim za-
da¢ama. Ta konstrukcija je sadrzaj prvog dijela ovog poglavlja, u kojem ¢e takoder biti
navedena osnovna svojstva novouvedenih varijanti. U drugom dijelu primijenit ¢emo ih na
zadace razmatrane u drugom poglavlju, ne bismo li uspjeli ostvariti ciljeve koje s original-
nim H-mjerama nismo. Takoder ¢emo ispitati moguénost primjene na jednadzbe viseg reda
po t (jednadzba ploce). Na kraju poglavlja dat ¢emo primjer njihove primjene u teoriji
homogenizacije, pri ¢emu ¢emo razmatrati model temeljen na Stokesovom sustavu.

2. Postojanje i osnovni primjeri

Zelimo konstruirati varijantu H-mjera bolje prilagodenu primjenama na parabolicke
zadace. U tu svrhu ¢emo promijeniti skaliranje dualne varijable iz definicije originalnih
H-mjera (£/]€|), kako bismo novim skaliranjem pokusali bolje opisati razliku koja postoji
izmedu varijabli (vremenske i prostornih) u zada¢ama parabolickog tipa. Sukladno tome,
zamijenit ¢emo i domenu H-mjera, te dualna varijabla vise nece lezati na sferi.

Oznagimo s P? glatku razinsku hiperplohu u R% zadanu s (277)2 + (27/€))* = 1, a
s p parabolicku projekciju skupa R1T4 := R\ {0} na P? definiranu relacijom

p(r.€) ::< 2T 12 2€ 4)'
V(@r7)? + (2rlg))t v/ (2n7)? + (2n]€])

40



Parabolicke H-mjere i primjene

U daljnjem éemo uvedenu projekciju tocke T = (77, &€7) € RITY oznacavati s

Ty = (70,40) := p(7, €1) = <PQ(TTTT &r)’ P(TjTgT)> |

pri ¢emu je s p oznaceno preslikavanje definirano izrazom p(1,€) := v/ (277)2 + (27(€])2.

Primijetimo da to¢ke T i Ty leze na paraboloidu 7 = a2, a = g—g (odnosno na pravcu
T

£ =0za&p =0, tenaravnini 7 = 0 za 7p = 0), kao i da je uvedena projekcija konstantna

na meridijanu tog paraboloida (odnosno na polupravecu) kroz tocku 7' (Slika 8).

Sl
NP

Slika 8. Parabolicko skaliranje dualne varijable

(7,€)-

U daljnjem ¢emo koristiti sljedeée svojstvo novouvedenog skaliranja.

Lema 1. NekasuT = (7,§) i S = (0,m) tocke iz R1*?, sa svojstvom da su skalari
p(1,€), p(o,m) veéi od 1. Tada one zadovoljavaju nejednakost

(7,€) — (0,m)]
p(1,6) +plo,m)’

(1) |(70,&0) — (00, m0)| < C
pri éemu su s Ty i Sy oznacene njihove parabolicke projekcije na P%, dok je C' pozitivna

konstanta (Slika 9). .

Dokaz leme je zbog svoje opseznosti izdvojen i nalazi se u Dodatku.
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T S

(A« |,
s

Slika 9. Prikaz varijabli u nejednakosti (1).

Pri definiranju nove varijante H-mjera, razmatrat ¢emo operatore odredene funkcija-
ma zadanim na P?. Toénije, funkciji @ € C(P?) pridruzit éemo operator A € £ (L*(R'™9))
definiran na sljedeé¢i nacin:

=|a T 3 u(r ’ x) = (a (7 a(r, €)Y (t,x
@ Auttx) = (g g ) 18 (60 = (0 (&) i€ (1)

Kao neprekidna funkcija na kompaktnom skupu, a je i omedena, te je stoga
[Aullge = [[AullLz = [la(ro, §o)tllpe < llallpeldllLe,

odnosno, A je neprekidan operator na LZ(R!*9) s normom (manjom ili) jednakom [|a||}«
i nazivamo ga (Fourierovim) mnoziteljem.

Za funkciju b € Co(R!*9) definiramo linearan operator B na L2(R?) sljede¢om
relacijom

(3) Bu(t,x) := b(t, x)u(t, x),

koji nazivamo operatorom mnozZenja (funkcijom b).
Komutator gore definiranih operatora je kompaktan, sto proizlazi iz sljedece leme.

Lema 2. (Prva komutacijska lema) Neka su A i B operatori na L2(R'*?) definirani
relacijom (2), odnosno (3). Tada je K = AB — BA kompaktan operator na L2(R!T4).

Dem. Na osnovu Stone-Weierstrassova teorema, te kompaktnosti skupa P?, funkciju a =
o(A) € C(P?%) mozemo uniformno aproksimirati nizom funkcija a, € WH*(P%). Nadalje,
funkeiju b mozemo uniformno aproksimirati u Co(R!'*?) nizom funkcija b, € S(R'*?) sa
svojstvom da njihova Fourierova pretvorba ima kompaktan nosac¢. Zaista, najprije izaberi-
mo niz f,, € S(R'Y) takav da f,, — bu Co(R!'T9). Svakoj od funkcija f,, mozemo pridruzi-
ti niz funkcija g € CP(R*9) takvih da g7 — fn u LY(R). Stoga (g™ — fo—bu
L®°(R!'*%). Koristenjem dijagonalnog postupka mozemo izabrati niz b, = (g, (n))\/ takav

da b, — b u Co(R!*9).
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Operatori A, By, pridruzeni funcijama a,, b, konvergiraju u normi k operatorima A
i B. Takoder, operatori K, := A, B,, — B, A,, konvergiraju u normi k operatoru K. Zaista,
imamo da je
1Ky — K| < ||AnBn — AB|| + || Bn Ay — BA|
< [[AnBn — ABy|| + [|AB, — AB|| + || BnAn — BrAl| + || BnA — BA|
< 2([|An — AlllIBnll + [ All| Bn — BI|) — 0.
Preostaje nam pokazati da su operatori K, kompaktni, iz ¢ega ce slijediti da je K kao
limes kompaktnih operatora takoder kompaktan.
[zracunajmo

F (Knu) (7€) = an(70, §0)F (bu)(7,§) = F (bn(Anu))(7, £)
= an (10, €0)(bn * @)(7,€) — (bn * (Ayu))(7 €)

z/ kn(7, €, 0,m)u(0o,n)dodn,

gd.]e je kn(T7 57 g, T’) = i)n(T — 0, é - "7) (CLn(T(), 50) - an(00> T’O)) Kako su funCije Qn Llp_
schitzove, to je na osnovu nejednakosti (1)

(7-7 €) — (Ja "7)|
(1,€) + p(o,m)’
za sve tocke (7,€) i (o,m) sa svojstvom da su skalari p(7, &), p(o,n) veéi od 1, pri éemu

su C!, C? pozitivne konstante. Stoga za parove tocaka (7,€),(0,n) sa svojstvom da je
(1 —0,€& —m) € supp by, te max {p(7,&), p(o,m)} > m, vrijedi nejednakost

!%%f@ﬂM%mM<CWm&%%mmm<ﬁ;

n

(4) [@n (70, €0) = an(00, m0)| < =
Zbog toga mozemo pisati

kn<7—7 67 g, TI) = BTL(T -0, £ - n)X;Ln(Tu 67 g, "7) + BH(T -0, 5 - n)Yryl(T’ 67 g, 77)7
pri cemu je za m € N, funkcija X" = (an(70,&0) — an(00,M0)) X5, gdje je s S;* oznacen
skup {(7,&,0,1) € R2 04D . (r —5 £ —n) € supp by, max{p(t, &), p(o,1)} < m}. Skupovi
S™ su kompaktni zbog kompaktnosti skupa {(7,£) € R4 : p(1,€) < m}. Nadalje, s Y,
je oznacena funkcija na R2(19) zadana relacijom Y, = (a, (10, £€0) — an(00,M0)) X(sme-

Bududi da je b, (T — o, & — ) X™(1, €, 0,m) omedena funkcija s kompaktnim nosacem,
to je ona iz prostora LQ(RQ(Hd))7 odnosno ona je jezgra Hilbert-Schmidtovog operatora na
L2(RU+9) koji je kompaktan (vidi [Ba]).

S druge strane, na osnovu Youngove nejednakosti i nejednakosti (4) imamo da je

2 Cn 2 2 N 2
L2(R1+d)< <_) ||(|bn|*|u|)(7->£)||L2(R1+d)

m

CnQAz )
< (52) Mol lilamase

~ 2
Ch
< (E) lull2gaea).

odnosno operator K, je limes (u normi) niza kompaktnih operatora, te je stoga i sam
kompaktan.

H/B”(T —0,§ —n)Y,"(1,§,0,m)i(o, n)dadn‘

Q.E.D.
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Koristenjem rezultata prve komutacijske leme u stanju smo dokazati postojanje nove
varijante.

Teorem 1. (Postojanje parabolickih H-mjera) Neka niz funkcija u, — 0 u prostoru
L2(R'4;, C"). Tada postoji njegov podniz (kojeg u daljnjem oznacujemo jednako), te
r % r hermitska matricna Radonova mjera p na R x P4 takva da za svaki izbor funkcija

¢1, ¢2 € Co(RMH), 4 € C(P?) vrijedi

6t [ F(610,) (7.0 © F(00,) (&) w0, &) = (. 013, 0)

Rl+d

Dem. Ozna¢imo li s A operator pridruzen simbolu 1 formulom (2), na osnovu Planche-
relove formule limes iz iskaza teorema je jednak

lim / (61un)(7, €) ® (A (7, €)drdE.

R1l+d

Kako zbog prve komutacijske leme vrijedi da je (Apa—p2A)uy, = Kuy, gdje je K kompaktan
operator na L2, to trazeni limes mozemo zapisati kao

(©) lim [ (612u,) (7€) © V) (r, €)drde.

R1+d

Gornji niz operatora je omeden s C||é1]| .0 || @210 [|¥]| - gdje je C'= sup,, HUn”iz(Rler;Cr).

Kako su prostori Co(R*?) i C(P%) separabilni, to mozemo sa S, odnosno T', oznagiti
njihove prebrojive guste podskupove. Primijenimo dijagonalni postupak za konstrukciju
podniza uy,, takvog da niz u (6) konvergira za svaki izbor funkcija (¢, ¢2,%) € S xS xT.
U tu svrhu indeksirajmo s m sve uredene trojke funkcija iz S x S x T'. Zbog omedenosti
niza iz (6) u £(C"), to za m = 1 postoji podniz u,, () takav da konvergira niz operatora

/ (Cb%qb_%unl(n))(ﬂ E) ® (Al unl(n)) (Ta S)deE

Rl+d

Za taj podniz, postoji njegov podniz, u,,) za kojeg konvergira niz analogan gornjem
nizu uz zamjenu m = 2. Nastavljaju¢i postupak, na taj nacin konstruiramo podniz
Upy (1)s Ung(2)s - - - Za taj podniz, niz

/ (1T, () (7€) © (A ) (7, €)drdE

R1+d

konvergira za svaki m, odnosno za svaki izbor funkcija (¢1, ¢2, 1) iz gustog skupa S xS x T
Konstruirani podniz u daljnjem dijelu dokaza oznacavat ¢emo jednako kao i sam niz.
U sljede¢em koraku dokazimo da niz u (6) konvergira i za proizvoljnu trojku funkcija

(61, P2,9) € Co(R) x Co(RM*Y) x C(P?). Zaista, neka je (¢F, o5, ¢v*) € S x S x T niz
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koji konvergira k (¢1, ¢2, ). Tada je
/ <<¢1%Un)(7a E) ® (Aun)(T: £) - (¢1%Um)(77 E) ® (Aum)(Tu €)> drd§

R1l+d

= / <((¢1%_¢lf¢_]2€)un)(7-a 5) ® (Aun)(Ta £)+(¢If¢_]§un>(7—a 5) ® ((A_Ak)un) (7—7 5)) de£

R1+d

~ [ (152 647, €) 8 T ) (7. €) + (01 ) (. €) 0 (A= AFJur 7 ) dr

R1ltd

+ / ((&hoBun) (7€) @ (AFu,) (7, €) = (6 dhun) (7. €) ® (AFu) (7, €)) drde.
RIl+d
Prva dva integrala na desnoj strani su omedena s C’(Hgbl%—qﬁlfqﬁ_gn |||+ ||¢’f¢_’2€|| qu—qp’fH) 7

C = sup, ||un||ig te su stoga, za k dovoljno velik, po volji mali. Preostali integral pred-
stavlja razliku m—tog i n—tog ¢lana konvergentnog niza iz ¢ega zakljucujemo da je niz u
(6) Cauchyev, odnosno, konvergentan.
Na taj nac¢in smo definirali preslikavanje s Co(R!*?) x Co(R'*9) x C(P?%) u L(C").
To preslikavanje je linearno po svakoj od funkcija ¢1, ¢2,1. Takoder, ono je i neprekidno,
jer je
[102un @ (Aun )1 < lP1dallLoc lunllpz | (Aun)llpe < Cli¢rdallpe ¥ llpee -

Kako to preslikavanje ovisi samo o produktu ¢q¢s, te funkciji 1, relacijom (6) je za svaki
i,j € {1,...,7} zadana bilinearna forma p;; := pe; - ej na Co(R*%) x C(P?):

(i 618, D) s =lim [ (6487, €))7

R1+d

—tim [ F(6r0in) (. F (213) (€ 0 (. o)

R1lt+d

(7)

gdje je ujy = uy - e;. Zamjenom indeksa 7 i j u zadnjoj jednakosti, te uzimanjem realnih
funkcija @1, @2, ¢ slijedi da je p;j = [ij; za svakii,j =1,...,r, odnosno matricna mjera p
je hermitska.

Nadalje, za ¢, > 0 uzmimo ¢1 = ¢o = \/¢. Tada za svaki X € C" vrijedi da je

2
<Z NN, ¢1po ¢>: 1iTan / Z )\i}"<\/gum>
]

Ri+d | ¢

¥ (70, &0)dTdE > 0

odnosno bilinearna forma B = pu\ - A je pozitivno poludefinitna. Stoga na nju mozemo
primijeniti Lemu 4. (vidi dolje) koja kaze da je forma B odredena Radonovom mjerom my.
Varirajué¢i vektor A u relaciji my = puX - A i koristeéi hermiti¢nost mjere g mozemo dobiti
sve komponente fi;;.

Q.E.D.

Mjeru p iz gornjeg teorema nazivamo parabolickom H-mjerom pridruzenom (pod)nizu

(un).
Direktna posljedica prethodnog teorema je svojstvo pozitivnosti parabolickih H-mje-
ra.
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Korolar 1. Parabolicka H-mjera p je pozitivno semidefinitna, odnosno za svaku vek-
torsku funkciju ¢ = (¢1,...,¢,) € Cp(RT4 CT) mjera ¢ - ¢ je (pozitivna) Radonova
mjera na R4 x P4,

Dem. Zamjenjujudi funkcije ¢1, ¢2 u (7) funkcijama ¢;, ¢;, uzimanjem realne nenegativne
funkcije 1, te zbrajanjem po indeksima i, j dobijemo tvrdnju.
Q.E.D.

Takoder sljedece svojstvo lokalizacije proizlazi direktno iz definicije.

Korolar 2. Neka je p parabolicka H-mjera odredena (pod)nizom (u,). Ukoliko sve kom-
ponente u,, - e; imaju redom nosace u zatvorenim skupovima K; C R'*? tada nosa¢ kom-

ponente pe; - e; je sadrzan u (K; N K;) x P2, .

Kao i za originalne H-mjere, vrijedi sljedeca relacija izmedu klasi¢ne defektne mjere i
nove varijante.

Korolar 3. Ako za niz funkcija u, € L2(R'T%) vrijedi da u, ® u, konvergira slabo x
(vague) k mjeri v, tada je za svaki p € Co(R!T%)

(v, 0) = (u,pX 1),

gdje je p parabolicka H-mjera pridruzena (pod)nizu (uy,).

Dem. Korolar slijedi iz (5) uzimanjem 1 = 1, te koristenjem Plancherelove formule.
Q.E.D.

Takoder, jednako kao u prvom poglavlju dokazuje se i sljedeca lema.

Lema 3. Neka je (u,) cist niz u L>(R'T%;C"), te u pripadna parabolicka H-mjera.
Tada je i niz (u,) c¢ist s pripadnom parabolickom H-mjerom v, te pri tom vrijedi da je
v(t,x,7,€) = p' (t,x, -7, —€).

Posebno, parabolicka H-mjera p pridruzena skalarnom realnom nizu je antipodalno

simetricna, odnosno vrijedi da je u(t,x,7,&) = p(t,x, —7, =&). .

U dokazu teorema postojanja koristili smo sljedeéu lemu o gustoci funkcija oblika
tenzorskog produkta u Co(X x Y') (za dokaz vidi [T3]). Tvrdnja leme je poznati rezultat
u slucaju kad su X i Y kompaktni skupovi (vidi [La]), a njome je on poopéen na lokalno
kompaktne skupove.

Lema 4. Neka su X iY dvije lokalno kompaktne (konacno dimenzionalne) mnogostru-
kosti klase C°, te B neprekidna bilinearna forma na Co(X) x Co(Y). Ako za proizvoljne
nenegativne funkcije f i g vrijedi da je B(f,g) > 0, tada postoji (pozitivna) Radonova
mjera m na X X Y takva da je B(f,g) = (m, f X g) za svaki f € Co(X) i g € Co(Y).
Drugim rije¢cima Radonova mjera na X XY je odredena svojim djelovanjem na funkcijama

oblika fR g, f € Co(X),g € Co(Y)

Ukoliko su A i B operatori redom pridruzeni funkcijama 1 € C(P?) i ¢ € Co(R%)
pomocu relacija (2), odnosno (3), limes iz Teorema 1. mozemo iskazati na sljedeéi nacin:

—

lim( ABun, | un ) 2giva) = Hm( (1 0 p) iin | (dn) )2mivay = (1, 6 W)

gdje je p parabolicka projekcija definirana na pocetku odjeljka, odnosno 1 op je parabolicki
homogeno progirenje funkcije v» na R4\ {0}.

Kao i u slucaju originalnih H-mjera, zanimaju nas primjeri nove inacice pridruzeni
titraju¢im, odnosno koncentracijskim nizovima.

46



Parabolicke H-mjere i primjene
Primjer 1. (Titranje) Neka je v € L2 (R!'™9) periodiéna funkeija s jediniénim peri-
odom (radi jednostavnosti) u svakoj od varijabli. Stoga je mozemo zapisati u obliku

vtx) = D el

(w,k)eZltd

gdje su s 7, oznaceni Fourierovi koeficijenti funkcije v, te pri tom pretpostavljamo da je
njena srednja vrijednost 9o = 0.
Za brojeve a, 3 € R™, definiramo niz perodi¢nih funkcija ¢iji periodi teze k nuli:

R a B
un(t,x) == v(nt, n’x) = Z Dok 2mi(nCwt+n’kx)
(w,k)eZ1+d

Njihove Fourierove pretvorbe glase:

ﬁn(ﬁ 5) = Z @w,k 5n"‘w (T)(Snﬁk(é) .

(w,k)eZl+d

Neka su za proizvoljne funkcije 1» € C(P%) i ¢ € Co(R!'*?) redom definirani operatori A i
B relacijama (2), odnosno (3). Tada je:

O .
(ABup, | up ) = (dn | (¥ o p)(¢* Uy)) A
= <@w,k 5naw(7—)6nﬁk(£)7a (p(T, 6)) @v,l 5(7— - naU’ 6 - nﬁl»

(w,k),(v,)ezZ1t+d

= Dk D1 <p (n®w, nﬁk)> d(n®(w —v),n’(k=1)),
(w,k),(v,l)eZ1+d

gdje je ¥ (p(1,€)) = ¢ (%, ﬁ) Zelimo izracunati limes gornjeg izraza (ukoliko
postoji), i na osnovu njega odrediti trazenu parabolicku H-mjeru.
Za ¢ € Co(R1?) je ¢ € S (R, pa prilikom prelaska na limes u (8) suma se

reducira na ¢lanove za koje je (w,k) = (v,1). S druge strane je

e} ﬁk
I oy k) = i LY -
ITILH@ZJ <p<n w,n )) lranw <\/(27m%))2 T (27Tnﬁ“(|)47 %/(27”10%(})2 + (27rn5|k|)4>

d k
=i
o <\/(2m)2 + (2 k) In2@F-)" {/(2mw)?n?(@=20) + (27r|k|)4)
(170, o> 23
= ¢(07 | ), a < 26
4 (% p(Tkk)> . a=20

Stoga je niz (uy) Cist, s pripadnom parabolickom H-mjerom

<
I~ s

=

0(.0)(7 &), a > 20
,u(t,X, T, 6) = Z |@w7k|2/\(t,x) 5(0,ﬁ)<7—7£)7 a <28
(w,k)eZ1+d 5(* $) (T, f), o = 25_

p2(w k) p(w,k)
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Kako bismo odredili parabolicku H-mjeru pridruzenu koncentracijskom nizu, trebat
¢e nam sljededi rezultat.

Lema 5. Neka su u,, v, omedeni nizovi u L>(R?) takvi da (u,, — v,) — 0 jako u L2(R%).
Tada za ¢ € L>®°(RY) vrijedi da je

lim/|un|2¢:lim/|vn|2¢.
n n

Dem.

im | [ (= ouf?) 6] = tin [ Jlan] = o]l + f) 2

< (f = o )% (f tund +1en)? Wf

< up — UnHL?H@Z}HLOO (HunHL2 + ||Un||L2) —0

Q.E.D.

Primjer 2. (Koncentracija) Za zadanu funkciju v € L2(R'%) i brojeve o, 3 € RT

definiramo niz funkcija
U (t, %) := nF (02 n?x).

Lako se provjeri da je niz (u,) omeden u L?(R'*%) s konstantnom normom [unllp2ri+a) =
[v[ly2(r1+ay, te da konvergira slabo k nuli.

Kako bismo nasli parabolicku H-mjeru pridruzenu gornjem nizu najprije pokazimo
da za proizvoljnu test funkciju ¢ € Co(R!*%), niz funkcija (¢ — ¢(0, 0))u, konvergira jako
prema 0 u L2(R!'*9). Zaista, imamo da je

lim [|(¢ — ¢(0,0))un||f2(g1+a) = lim |6(t, %) = (0, 0)*[un(t, x)[Pdtdx
n n R1+d
— lim |6(t,x) — (0, 0)2n2@+BD) |y (n22¢, n?Px)|2dtdx
n R1ltd
=lim | (65 —53) — 6(0,0)P|u(s, y)Pdsdy.
n Jrita  n2e’n26

Kako je podintegralna funkcija u zadnjem integralu omedena s 4qu||%oo|v|2€ LY(RM9), to
po Teoremu o dominiranoj konvergenciji gornji limes iScezava za o, 3 > 0.
Stoga koristenjem Leme 5. za test funkcije ¢ € C(P?) i ¢ € Co(R!T9) slijedi

i [ (G (0. )rdg = Tim [ 10(0.0) (@) (. €)P0(. Ere

n JR1+d
: 1 ¢
= lim| (0, 0)|2/Rl+d | 3 (o, €)drde

~timlo.0F [ lilemlv (pln**o,n? ) drod

Kako je
(.0, o> 28
liTILn@/J (p(nzo‘a, n?8 )) = ¥(0, %)7 a <20

o (o) o= 2,
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Parabolicke H-mjere i primjene
to imamo da je pripadna parabolicka H-mjera

fR1+d |@(U7 "7) |26(ﬁ,0) (7-7 €>5(0,0) (t7 X) dO'd’l’], a > 26
§

p(t,x,7,€) = Jriva l(o, 77)|25(0,%)(7'a )0(0,0)(t,x) dodn, <23

fR1+d |@<O-7 "7)‘25 (o.m) (7-7 5)6(0,0) (ta X) dadn7 Q= 25

(e0:m0)

"
Primijetimo da je u oba razmatrana primjera za o > 23 mjera p nosena u polovima, a
za a < 23 na ekvatoru plohe P% u dualnom prostoru, bez obzira na izbor pocetne funkcije
v. Kao §to smo ve¢ primijetili u drugom poglavlju takve restrikcije na nosa¢ H-mjere
onemogucuju dobivanje odgovarajuéeg prijenosnog svojstva, odnosno veze izmedu pocetnih
veli¢ina i mjere pridruzene nizu rjesenja neke zadace. Nadalje, vidimo da u slucaju a = 23
za opCenitu (periodiénu) funkciju v parabolicka H-mjera iz gornjih primjera moze biti
nosena u bilo kojoj tocki plohe P?, te stoga pretpostavljamo da ée novouvedena mjera biti
prikladna upravo za proucavanje viseskalnih zadaca u kojima je omjer vremenske i prostorne

skale jedan na prema dva (sukladno omjeru reda vremenske i prostorne derivacije).

3. Lokalizacijsko svojstvo

U analogiji s izotropnim Soboljevljevim prostorima H*, definirajmo za s € R posebne
anizotropne prostore vezane uz parabolicku jednadzbu:

H55Gﬂ+%::{ueh§:(Qhak@wﬂ2+%2ﬂéwgsﬁeIPGU*%}
;:{uesh(41+pwgﬂfaeL%RH%y

Sa skalarnim produktom definiranim relacijom

(] 0)gsoqeisa = ( (Y140 €1) 0| (Y14 0(m,601)0)

L2(R1+d)
novouvedeni prostori su Hilbertovi.
Lako se provjeri da je za s € Rt prostor H~2 (R!*%) neprekidno ulozen u H=2~¢(R!*9).

s . 2
Zaista za u € H_i(R1+d) integral fR1+d (1+(27r|;;(2:§)2|ﬂ£|)4)% drdg je konacan, pa tvrdnja sli-

jedi iz nejednakosti

1 ’ 1 2
<2 .
(% ypeep <2w|£|>4> s (m e <27r|e|>2>

Teorem 2. (Lokalizacijsko svojstvo) Neka niz funkcija u, — 0 u L2(R'*¢;C"), pri
cemu su projekcije nosaca u, na Ry sadrzane u fiksnom kompaktnom skupu. Nadalje,
neka

9) V(b un) + dive(Au,) — 0 u H 2 YR

gdje je b € Cyp(R1T4 C"), A € Cy(R4 My, (C)), dok je VO pseudodiferencijalni ope-
rator s polihomogenim simbolom +/2miT, i.e.

Vou = F (Variri(r)) .
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Tada za parabolicku H-mjeru p pridruzenu nizu (uy,) vrijedi da je
T (\/2m’7’ b+ 2m’AT£> —0.
Drugim rijecima, stupci matrice p (u oznaci "™, m = 1,...,r) su okomiti na vektor
V2miTb + 2miATE.
Dem. Pokazimo najprije da analogon relacije (9) vrijedi i za lokalizirani niz (¢u,), gdje

je ¢ € CgO(RHd). Pretpostavimo najprije da funkcija ¢ ne ovisi o f, odnosno da je
¢ € C*(RY). U tom slucaju je

VBi(b - dun) + divx(Adun) = o (\/ét(b un) + divx(Aun)> + V- Auy,

Kako niz (uy) konvergira slabo u L2 (R*9), to zadnji ¢lan konvergira jako u H= 2~ (R+).
Clan uz ¢ konvergira u istom prostoru po pretpostavei teorema, te je tim tvrdnja dokazana.

Uzmimo sad proizvoljni ¢ € CgO(RH’d). Pritom funkciju ¢ mozemo pisati kao ¢ = ¢,
gdje je p € Cgo(Rd) sa svojstvom da je ¢ = 1 na projekciji nosaca funkcije ¢ na R%. Stoga
je

V(b - $up) +divx(Agun)|l .,

(R1+d)

_||(\/1+ omr)? 27r|£|)) (\/%f@b-un)mmgf(mun)) H

L2(R!*)

< (3 enr + (anle?) " (VamimF (b ua) + 2mig F(pAun)) |

= ||P1(¢90b : Un) + P2(¢<PAUn)||L2(R1+d)
= [|¢ (PL(¢b - un) + Pa(pAun)) [l 2gitay + I[P, @](b - un) + [P2, (9 Aun) [ 2(g1+a),

gdje su s Pj, Py redom oznaceni operatori pridruzeni simbolima py, ps € C(P?) zadanim s

p1= (2”2)7 P2 = Q(TE) Na osnovu Prve komutacijske leme komutatori u zadnjoj relaciji

1.2 R1+d

su kompaktni operatori na L2(R1+d), te stoga zadnja dva ¢lana konvergiraju jako k nuli
u L2(R'*9). Kako niz (¢u,) ima uniforman kompaktan nosa¢ u R te kako po pr-
vom dijelu dokaza on zadovoljava pretpostavku (9), to mozemo na njega primijeniti Lemu
6. (dolje), i zakljuciti da i niz funkcija (Py(¢b - up) + Pa(¢@Auy,)) konvergira jako k nuli u
L2(R!*9). Na taj nacin smo dokazali da v/0;(b - ¢uy,) + div x(Apu,) — 0 u H*%’*l(RHd)7
kao i da

(10)

peya (\/QWin(qbb un) + 2m5f(¢Aun)) 0

jako u LZ(R1*9).
Pomnozimo li n—ti ¢lan gornjeg niza s F(oul )b (9, &0),m € {1,...,7},¢ € C(P?)
te dobiveni umnozak integriramo, na osnovu (10) dobijemo da je

[ (Y2 T
-y / (Y vt o) > F o T

X TS0, €0)F (0 Al F) ) rde
k,l

p(7,€)
—\2miT im =2 AR Sk
= ]m m T e
;< b )+ %X“ e )
= <p(7'1 3 ™ - (bV2rit 4 21iATE), \¢]2w>
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Kako je parabolicka H-mjera nogena na skupu P? na kojem je p(7, &) = 1, to slijedi tvrdnja.

Q.E.D.

Lema 6. Neka je f izmjeriva funkcija na R%, g strogo rastuéi multiplikativni homo-
morfizam na R i h neprekidna funkcija oblika h(x) = Y, |27zt a; € N,i = 1,...,d.
Nadalje, neka je (up) niz funkcija s nosacima sadrzanim u fiksnom kompaktnom skupu
takav da u, — 0 u L2(R%), te

ek
go(l+h) ™"
Ukoliko je f € L2 (RY), tada vrijedi da i

H o

goh "lra(ra)

_>
1.2 (Rd)

Dem. Iz pretpostavki na niz (u,) slijedi njegova omedenost u L'(RY). Buduéi da je
Fourierova pretvorba neprekidno preslikavanje s L' u L, mozemo sa S € R oznaciti
supremum niza (||ty||1 ). Stoga za dani € > 0 mozemo uzeti kuglu K = K(0, ) takvu da

Je ”gohHLQ(K) < % :
Zbog toga u izrazu

.
goh™"

S [
LQ(Rd) go L2(R4\K) go L2(K)

drugi ¢lan na desnoj strani jednakosti je manji od HnghH HanHLoo RY) < 5-

Za ocijeniti prvi ¢lan, primijetimo da zbog pretpostavkl na funkcuu h, postoji realna
konstantna C' > 1 takva da je h(€) > ~_ za |€| = r, odnosno, da je |

<

goh‘ ’go 1+h) ‘

L2RAK) S n|| L2(R)’ Budu¢i da zadnji izraz

po pretpostavci tezi k 0, to postoji ng € N takav da za svaki n > ng je ||

gdje je C' = g(C). Stoga je || Lt Peeeatl
1+h) nHLQ(Rd) <
30

Q.E.D.

4. Primjena na jednadzbu provodenja

U sljede¢em koraku htjeli bismo primijeniti novouvedenu parabolicku H-mjeru na
jednadzbe proucavane u drugom poglavlju. Primjenu ¢emo zapoceti s homogenom jed-
nadzbom provodenja. Toc¢nije, razmatrat ¢emo niz zadaca
(11) { Opty, — div (AVuy,) =0

un(o) = Tn,
pri ¢emu je A neprekidna, omedena, pozitivno definitna matrica u varijablama ¢ i x, sa
svojstvom da postoji @ € RT takav da je A(t,x) €& - € > al€]?, € € R?, dok niz v, — 0 u
L2(R%).

Na osnovu rezultata odjeljka I1.2. znamo da je disipacija mikroskopske energije opi-
sana ¢lanom Vu, koji konvergira slabo k nuli u prostoru L%([0, 7] x R% R%) za T € R*.
Stoga mu mozemo pridruziti parabolicku H-mjeru g koja ¢e predstavljati makroskopski
gubitak energije. Kao i u drugom poglavlju, cilj nam je izra¢unati mjeru g, odnosno naci
relaciju koja je povezuje s pocetnim uvjetima i koeficijentima zadace (11).

Za primjenu parabolicke H-mjere na gornju zadacu, uz prije dobivene ocjene trebat
¢e nam i ocjene na niz funkcija v/Osu,,. Njih éemo izvesti koristenjem sljedeéih rezultata o
razlomljenim derivacijama [LM, 1.4].
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Teorem 3. Neka su X,Y dva Hilbertova prostora, te u € W(—o00,00, X,Y). Tada je
I7|"a € LA(R; [X,Y],), r€0,1],
gdje je [X, Y], klasi¢ni meduprostor prostora X 1Y s indeksom r. Pri tom vrijedi ocjena
71"l 2 ryx vy < Ml oo00,x,v):

Posebno za X =V, Y = V' vrijedi da je |7|'/?4, € L*(R; H), pri ¢emu je H Hilbertov

prostor takav da 'V, H,V' tvore Geljfandovu trojku, odnosno da je V dogdv, .

U cilju primjene zadnjeg teorema, kao i lokalizacijskog svojstva za parabolicke H-
mjere, najprije ¢emo lokalizirati funkcije u,. Mnozeéi (111) funkcijom § € CL(R*) dobije-
mo da je

Ot (Ouy,) — div (AVOuy,) = qn,

pri ¢emu je g, = (0¢0)u,. Na osnovu rezultata odjeljka I1.2. niz (g,) konvergira k nuli u
L2(R'%), stoga i jako u H*%’*l(RHd), pa mnozenje funkcijom 6 ne utjece na primjenu
lokalizacijskog svojstva na jednadzbu (11;). Iz tog razloga u daljnjem ne¢emo oznacavati
razliku izmedu niza rjesenja (u,) i lokaliziranog niza (fQuy,).

Nadalje, za niz (lokaliziranih) funkcija u, vrijedi da u,, — 0 u W (—o0, oo, HY(R%)), te

je na osnovu gornjeg teorema i Plancherelove formule /0 (uy,) := ( 2miT @)v omedeno
u L2(R!'*), odnosno konvergira slabo k nuli u istom prostoru.
U sljedeé¢em koraku uvedimo oznaku v, = (v9,v,) = (v/Opun, Vu,). Na osnovu

gore dokazanog uvedeni niz funkecija konvergira slabo k nuli u L? (R“’d; R1+d), te definira
parabolicku H-mjeru g oblika

~ _ [ HO  HO1

H (Mlo M ) ’

pri éemu je s pp oznacena H-mjera pridruzena nizu v = \/Guy,, dok p oznacuje mjeru
pridruzenu nizu v,, = Vu,,. Primijetimo da u ovom slu¢aju nemamo apriorne ocjene na jaku
konvergenciju niza funkcija v, dok smo kod primjene originalnih H-mjera na jednadzbu
provodenja imali da ¥ := u, — 0 jako u LIQOC(RJr x R%), zbog ¢ega su prvi stupac i redak
pripadne matri¢ne mjere g bili trivijalni.

Koristenjem uvedenih oznaka jednadzbu provodenja mozemo zapisati u obliku

90 — div (Av,,) =0,

na koji mozemo primijeniti lokalizacijsko svojstvo. Ono nam daje da je
d .
(12) p2mir = " pm2mi(ATE); =0, m=0,...,d.
j=1

Kako bismo poblize odredili mjeru p pokuSajmo pronaci dodatne relacije izmedu njenih
komponenti. Najprije, primjenom lokalizacijskog svojstva na Schwarzove relacije o}, =
Ojvy, 1,7 =1,...,d dobijemo da je

gzﬂjngjﬁlm7 i?j:17"’7d7 m:07"‘7d7

odnosno . ‘
5iﬂjm:fjﬂlm7 iajamzla"'ad'
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Na nacin na koji je to napravljeno u odjeljku II.3, iz zadnje relacije se dobije da je
(X&) u = eyt

Buduéi da je parabolicka H-mjera definirana na razinskoj hiperplohi P zadanoj s (277)% +
|2m€|* = 1, to slijedi da je

1— (277)2 7 = (27)%€:E5trp,

odnosno, mjera g je odredena skalarnom mjerom trp svugdje osim na polovima plohe P¢.
Nadalje, imamo da je

Vo), — djvn = (\/9:0; — 07/ Dy )un
= /0, (2rit;tn)" — 0 (% an)v
— (Varir 2m5jan)v — (2rig; Vi an)v — 0,
pa mozemo opet primijeniti lokalizacijsko svojstvo koje nam daje da je
(13) VoriTpd™ = 2mi&; ', j=1,....d, m=0,....d

Posebno, iz toga slijedi da je za & = 0 mjera g = 0, odnosno mjera g je nosena izvan
polova, i na nosacu je u potpunosti opisana relacijom

(14) p= %tru.
4

Koristenjem zadnjih dvaju izraza slijedi da jeza € #0im=1,...,d
oir

(15) pom = V2
271 |2

Uvrstavanjem relacija (15) i (14) u (12) dobijemo da za trag mjere p vrijedi
Em(T —2miATE Etrp =0, m=1,...,d.
Buduéi da je mjera trp nosena izvan polova & = 0, to je
(1 —2miATE - E)trp = 0.

Kako je izraz u gornjoj zagradi uvijek razlicit od nule, to zaklju¢ujemo da je mjera p
trivijalna, odnosno, da homogena jednadzba provodenja ne dozvoljava Sirenje pocetnih
poremecaja. Ovaj rezultat je oCit u sluéaju konstantnih koeficijenata (matrice A), jer iz
regularnosti rjesenja zadace (11) slijedi da Vu,, — 0 jako u L2 (RT x RY). Medutim, kao
i primjenom originalnih H-mjera, koristenjem njihove parabolicke varijante taj je rezultat
poopéen na slucaj varijabilnih koeficijenata.

Nadalje, uz odgovarajuéi izbor indeksa izraz (13) poprima oblik

VoriTi?® = 2mig; i,

odnosno

VoriTi = 2mig V.
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Konjugirajmo prvu od gornjih dviju relacija i pomnozimo s 2mi§;, dok drugu pomnozimo
s Vv 2miT da bismo njihovim zbrajanjem dobili

277 | = (27)2&i&; o,

odnosno, koristenjem (14),
277 |tr = (270€)% o

Birajuéi zatim odgovarajuce indekse u (12), primjenom analognog postupka slijedi da je

277 |0 = (27)2p (ATE) - (ATE).

Na osnovu zadnje dvije relacije zakljucujemo da je pg = %tru, te o = 0 za & =
0, odnosno, mjera g je takoder trivijalna i niz v0 = \/Jpu, konvergira jako k nuli u

U sljede¢em koraku novouvedene mjere ¢emo primijeniti na nehomogenu zadacu

(16) { Opup, — div (AVu,) = divf,

un<0) = Tn

gdje f, — 0 u L (RY;L2(R%4RY)), 4 — 0 u LE(R?), dok matriéna funkcija A
zadovoljava prije navedena svojstva. Sliéno kao za homogenu zadacu, definirajmo niz
(lokaliziranih) funkcija v, = (v2, vy, ) := (v Ostn, Vi, fn) koji konvergira slabo k nuli u
LQ(RHd; RHQd). S ft oznacimo parabolicku H-mjeru pridruzenu uvedenom nizu, koja je

oblika

Ho  HO1 02
p=1po M P12,
H20 p21 My

pri ¢emu su s pg i pu redom oznacene mjere pridruzene nizovima vg = /Opuy, i vy = Vuy,
dok py predstavlja parabolicku H-mjeru pridruzena nizu f,. Lokalizacijsko svojstvo za
jednadzbu (161) daje

1 0
gl Voerir |0 —2mi [ ATE| | =0.
0 3

Gornja relacija zapisana po komponentama mjere f glasi

HoVv 2miT — 271'2]110 : ATS - 27Ti/,l,20 : € =0
(17) poyV2mit — 2mip TATE — 2mipd € =0
ooV 2miT — 2mip]y ATE — 27ri,u,}£ =0.

Nadalje, iskoristimo odnose medu komponentama funkcije v,,, kako bismo preciznije opisali
mjeru ft. Sliéno kao i u homogenom slucaju, relacija

(18) Vi, — 0508 = [\/3r, O = 0
nam daje da je

Vormirpd™ = 2mi&; ", j=1,...,d,m=0,...,2d.
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Posebno, za m = 0 iz toga slijedi

(19) V2miTpo = 2mipog,

dok uzimajuéi m = 1, ..., d dobijemo da je V2miTp/™ = 2mi&ppy,7 =1,...,d, odnosno
(20) V2miTp = 2mi€ ® pgy,

iz cega slijedi da je mjera p nosena izvan polova plohe P?. Matri¢énim mnozenjem zadnje
jednakosti slijeva s €' slijedi

_ V2mit§ Tu

21 = 0.
(21) o1 omig? £+
Analogno za m = d+1,...,2d dobije se da je

V2mit€"
(22) po = Y2TE 2 e g

2mig2

Nadalje, konjugiranjem jednakosti (19), mnozenjem (20) s v/2miT, te koristenjem relacije
o = Mgy, slijedi da je

(23) 277 | = dr’po € © €.

Sli¢éno kao za relaciju (18), primjena lokalizacijskog svojstva na Schwarzove relacije djv; =
v, 1,7 =1,...,d daje da je

(24) G = &R dj=1,...,d, m=0,...,2d.

Posebno, uzimajuéi m = 1,...,d u zadnjoj relaciji, dobije se kao i u homogenom slucaju
da je mjera p oblika

(25) p= St €40

Nadalje, uzimajuéi m =d +1,...,2d u (24) dobijemo da je
el = gk, igk=1,....d

Stavljaju¢i posebno k = i, te zbrajajudi gornji izraz po ¢ dobije se da je (p12§); = &jtrpr2,
odnosno

(26) p12€ = (trpi2)€.
Konjugiranjem pak slijedi slican izraz za mjeru po;:
(27) p91€ = (trpan)é.

Uvrstavanjem izraza (21) i (25) u (172), dobijemo da je

5_12 (7 - 2miATE €) = 2mipfi€, € £0.
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Skalarnim mnozenjem zadnje jednakosti s €, te koristenjem (27) slijedi da je
(28) (T —omiATE 5) trpn = 2mi€2tr o).

Analogno, uvritavanjem izraza (22) u (173), matricnim mnozenjem slijeva vektorom &',
te koristenjem (26) dobijemo da je

(r —omiATE 5) trpens = 2mip ) € - €,
odnosno konjugiranjem
<7’ + QWiATE . E) trpo = —27riuf€ £

Kombinirajuéi zadnju relaciju s (28) dobijemo vezu izmedu parabolicke H-mjere pridruzene
desnoj strani i nepoznate mjere p:

_ (27€)°
e = 72+ (2rATE - £)2uf€ &

odnosno, zbog (25),

(2m)?

(29) e orATe ¢

(np€-£ERE.

Koristenjem veze medu mjerama pg i g, odnosno izraza (24), imamo da je

B |2707|
= 2 oA e - €)

Na taj smo nacin u potpunosti eksplicitno opisali nepoznate makroskopske energetske izraze
pomocu zadanih podataka (niza f,) za zadaéu (17).
Posebno u slucaju A =1 slijedi da je

p=(27) (ns€ - £)EDE
po = [277|(2m)? s - €.

Dobivene rezultate mozemo provjeriti na primjeru iz odjeljka I1.3.

Primjer 3. Neka je fy(t,z) = sin (2m(an®t + fnz)) niz L (R?) funkcija (a i 8 su
proizvoljne realne konstante). Na nacin na koji je to napravljeno u Primjeru 1. (parabolicke
H-mjere za oscilirajuce nizove) pokaze se da je pripadna mjera

mr=g |0 e 8 )T e s | HA
A\ Vot Varest)  Valeit Vares

gdje A predstavlja Lebesgueovu mjeru na fizikalnom prostoru R?. S druge strane za niz
rjesenja u, zadaca (16) (uz d = A =11, = 0) vrijedi da je

(—27?52 sin <27r(om2t + 57”)) + « cos (27?(0471215 + ﬁnx))>
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(do na jako konvergentan ¢lan u L2 (R x R)). Stoga je

_ @rp?)? ', ( 2mag® NP\ (2n6?)?
"\ a2 @i +a2) )M T a2 @nE M
Pri tom u izvodu gornje jednakosti za mjeru p koristimo da su parabolicke H-mjere

pridruzene nizu periodickih funkcija generirani funkcijama sin, odnosno cos jednake, te
da ¢lan

2sin <27T(04n2t + ﬁnw)) cos <27r(0m2t + ﬁnx)) = sin <47r(an2t + ﬁn:z:)) —0

u L (RY).
Dobivena relacija izmedu mjera p i y1y poseban je oblik izraza (29) iz kojeg se dobiva
uvrstavanjem 7 = i\/ﬁ ié= ié/%ﬁéi (tocke u kojima je mjera nosena). .

5. Primjena na Schrodingerovu jednadzbu

Razmatrat ¢emo niz pocetnih zadaca za Schrodingerovu jednadzbu

(30) { i0¢uy + div (AVu,) =0
Un(O) = /yna

pri cemu je A omedena, hermitska matricna funkcija u varijablama ¢ i x, sa svojstvom
da je A(,x) € Cl(Rar;ded(C)) za svaki x € R%, te da postoji @ € R* takav da je
A(t,x)€- € > al€)?, € € R?, dok niz funkcija v, — 0 u H'(R%).

Primjenom rezultata iz I1.4, kao i Teorema 3. o razlomljenim derivacijama, na nac¢in
kojim je to napravljeno u prethodnom odjeljku pokaze se da niz (lokaliziranih) funkcija v,, =
(00, vn) == (v/Oun, Vu,) konvergira slabo k nuli u L2(R"*9; R1*9). Stoga mu mozemo
pridruziti parabolicku H-mjeru g koja je oblika

~ [ Moo Mol
H (/1»10 M ) ’
pri ¢emu je s pg oznacena H-mjera pridruzena nizu vg = /Osu,, dok p oznacuje mjeru
pridruzenu nizu v, = Vuy,.
Primjenom lokalizacijskog svojstva za parabolicke H-mjere na jednadzbu (30;) dobi-
jemo izraze

(31) mo\T/% + 2mipg - ATE =0
ipgyV2miT + 2mip TATE =0,

iz kojih slijedi da je

(32) 1277 o = 4m’puTATE - ATE.

Na slican nacin, primjenom lokalizacijskog svojstva na relaciju 8151}% = ajvg dobijemo da

e

—2mipg & + V2miT pg = 0

33
(33) —2mipgy @ €+ V2mitpu' =0,
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Rjesavajudi se nedijagonalnih elemenata mjere @1 u gornjim dvjema jednakostima slijedi da
je

(34) 277|p" = 4r’ o € ® €.

Na kraju, na osnovu Schwarzovih relacija imamo kao i prije da je mjera p oblika

T
€[

Ubacivanjem gornjeg oblika u (32) i (34) dobiju se sljedece relacije izmedu skalarnih mjera
po 1 trp

(35) trp.

Te. )2
(36) 12707 | o = 4#2%tru

277 |trp = 472 € po.

Eliminacijom mjere pg slijedi da je

(37) (I27r? = (2m)* (AT €)?) tru =0,

odnosno, zbog hermiticnosti matri¢ne funkcije A, mjera p je nosena u tockama za koje je
7%= (2m)*(ATE - €)* = (21)* (AL - €).

U slucéaju A =1, oduzimanjem relacija u (36) dobije se da je

(|207| + (27€)*) (10 — trus) = 0,

iz cega slijedi ekviparticija energije g = trp. Opéenito, odnos medu dvjema mjerama
zadan je relacijom

277

"0 (e

Primijetmo da je u slucaju A =1 zbog (37) gornji razlomak jednak 1.
Medutim, nosa¢ mjere p mozemo opisati i bolje nego sto je to napravljeno relacijom
(37). Naime, eliminirajuéi mjeru po1 u (312) i (332), te koristenjem oblika (35)

trpe.

(27T + 4T3 AL - E)trp = 0,

odnosno mjera p je nosena samo na juznoj hemisferi hiperplohe P?% u tockama oblika
ot = —4m? A€ - €.

Parabolicku H-mjeru ¢emo izracunati za niz rjeSenja Schrodingerove jednadzbe iz
Primjera I1.5. Na taj na¢in ¢emo provjeriti rezultate dobivene u ovom odjeljku, kao i
usporediti originalnu H-mjeru s njenom parabolickom varijantom.

Primjer 4. Razmatramo niz rjeSenja zadaca (30) zadanih nizom pocetnih uvjeta:

1
Yo =5

2minb-x
b

gdje je b proizvoljni jediniéni vektor u R%. Uz pretpostavku da je matrica A konstantna,
rjesenje za n € N glasi
1 el (27n)? Ab-b t+27inb-x

Upy = ———
2mn
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Mi zelimo izracunati parabolicku H-mjeru g pridruzenu

Vu, = —ib el (27rn)2Ab~bt+27rinb-x.

Na nacin na koji je to napravljeno u drugom poglavlju dobije se da je za test funkciju

¢ R 1p € C (R x PY)

- tim (6 0 p)(7,£)5un(7, €) | (B05n) (. €) )
= i lim $(0,0) ((w op)(=27n*Ab - b,nb) + (¢ o p)(—27n*Ab - b, —nb))bibj,

gdje je funkcija (¢ o p)(7,&) = ¥(109,&0) parabolicki homogeno prosirenje funkcije ¥ na
R!*?. Zbog toga se prelaskom na limes u (38) dobije da je

1
1= 7 (Or.60) + O(r.—g0)) (T )AL x)b @ b,
. _ _ _—2mAbb g _ b
gdje je 1o = /127 Ab-b|+bb i €0 V/|2rAbb|tbb’
Vidimo da je mjera g noSena u tockama za koje je 1o = —2w A& - &o, Sto je u skladu

s gore dobivenim lokalizacijskim svojstvom (37).
Primijetimo nadalje da je H-mjera pridruzena nizu funkcija V~, = sin(27nb - x)b
jednaka

W0 = 1 (o 1 01) (ONx)b B b.

Vidimo da & komponente tocaka u kojima je noSena mjera p imaju isti smjer (vektora
+b) kao i tocke u kojima je nosena mjera 1. Ta ¢injenica nam omoguéuje da uz pomoé
lokalizacijskog svojstva (37) odredimo tocke u kojima je noSena mjera p, bez ra¢unanja niza
rjesenja Schrodingerove zadace koji je odreduje. Tocnije, na primjeru vidimo da ukoliko
mjera p” ima komponentu 0¢ za & € S? tada mjera p ima za komponentu Diracovu mjeru
u tocki S7(x, &), gdje je S~ operator podizanja sa sfere S41

—2mA(X)€ £ ¢ ) |
VEOHAK) € €2+ rle)t Vn (AR € &) + (2rl€])

Na taj nac¢in mozemo direktno konstruirati mjeru g iz pocetnih podataka, odnosno njima
pridruzene parabolicke H-mjere.

na plohu P¢%:

6. Poopcenje lokalizacijskog svojstva

U dosadasnjim primjerima proucavali smo parabolicke H-mjere pridruzene nizu funk-
cija vy, := (09, vy,) := (VOsun, V) € L2 (RT x R?) koje zadovoljavaju jednadzbu oblika

loc
(39) V(b - vp) + divy(Av,) =0,

te stoga na njih mozemo primijeniti lokalizacijsko svojstvo iskazano Teoremom 2.
Medutim, sto ako imamo jednadzbu drugog oblika? Na primjer, jednadzbu ploce koja
glasi
O (poyuy,) + divdiv(MVVu,) = 0.
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Energija sustava pridruzena toj jednadzbi je za svaki n odredena izrazom

/ |0, |> + MV Vu, - VVu,.

Njen makroskopski limes je opisan H-mjerom pridruzenom nizu funkcija v,, = (’Ug, Vp)
(Opun, VVuyp)e L2 (RT x RY) koje zadovoljavaju

dr(pvd) + divdiv (Myv,,) = 0.

Vidimo da je zadnja jednadzba sli¢cnog oblika kao i (39), u smislu da je odnos reda vre-
menske i prostorne derivacije i dalje 1:2. Medutim, lokalizacijsko svojstvo kako je dokazano
u trecem odjeljku ovdje nije primjenjivo. Stoga ¢emo izvesti njegovo poopcenje s ciljem
primjene na opc¢enite zadace u kojima je odnos reda vremenske i prostorne derivacije 1:2.
Teorem 4. (Lokalizacijsko svojstvo — poopéenje) Neka je (u,) niz funkcija s nosacima

sadrzanim u fiksnom kompaktnom skupu koji konvergira slabo k nuli u L2(R'*%;C"), te
neka

(40) VO bru)+ > 02(aau) =0 HOET(RIT),
|d]=s
aeNg

gdje je s € Ng,b € Cp(R™?;, C"), dok je s aq oznacen niz vektorskih funkcija iz prostora
Cy(R4; C"). Tada za parabolicku H-mjeru p pridruzenu nizu (u,) vrijedi da je

p' ((\/%)SbJr > (27rz'£)aaa) =0.

|o|=s

aeNyd
Drugim rijecima, stupci matrice p (u oznaci ", m = 1,...,r) su okomiti na vektor u
gornjoj zagradi.

Dem. Kao i kod dokaza Teorema 2, pokazimo najprije da analogon relacije (40) vrijedi i
za lokalizirani niz (¢uy,), gdje je ¢ € CX(RTY). Vrijedi da je

Vo' u) + S 02 (aa - dun)

||=s

S

- R1+d)

V2miT (2mig)*
S b n S ‘F o’ Un
< ({l/(2ﬂ-7-)2 T (27-(‘£|)4) Qb u +azs< 27TT (27_‘_|€’)4 > (¢a u ) L2(R1+d)
= ||P1(#b - up) + Z Po(¢aq - un) L2(R1+d)
la|=s
= ¢<P1(b : Un)"‘lcﬂzzspa(aa' Un)> ’ L2(R1+d)+H[P1’ ¢J(b- Un)"‘Z_ [Pa: ¢l(aa- un) L2(R1+d)

A S
gdje su s P, P, redom oznaceni operatori pridruzeni simbolima p; = <pV (2772,;) ,P2 =

(3(7; Zg? Na osnovu Prve komutacijske leme komutatori u gornjoj relaciji su kompaktni

operatori na LQ(RH'd), te stoga zadnja dva clana konvergiraju jako k nuli u L2(R1+d).
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Kako na osnovu relacije (40), te Leme 6, i niz funkcija ¢ (Pl(b “Un) + 2 ja)=s Palaa - un)>
konvergira jako k nuli u istom L? prostoru, to i \/Es(b - puy) + Z|a|:8 0% (aq - Pup) — 0
u H-273(R'*4), odnosno,

) (o©) (Ve F(ob-ua) + Y (2mi€)* F(daa - un)) — 0
jal=s

jako u LZ(R1*9).
Pomnozimo li n—ti ¢lan gornjeg niza s F(opu )b (9, &0),m € {1,...,7},¢ € C(P%)
te dobiveni umnozak integriramo, na osnovu (41) dobijemo da je

0 = lim / (( 2””) Y(m0, €0) Y Flobju) F(ouiy)

Rlt+d

+ 3 CTiE)” o, &0) Zf ap - up)F <¢um>)d7ds

s p(7,§)*
B m \ 2miT m u 27”5)
2l ’”m( ) URDIPITELLY B
_ <p(:€>8 " (VriTy b+ Y (2mi€)%aa) , |60,
! la|=s

Kako je H-mjera nogena na skupu P? na kojem je p(7,€) = 1, to slijedi tvrdnja.
Q.E.D.

7. Primjena na jednadzbu ploce

Prije same primjene najprije ¢emo iznijeti ocjene na rjeSenje jednadzbe ploce. S
ciljem primjene rezultata dobivenih u [DL, Ch. XVIII, §5], jednadzbu ¢emo zapisati u
apstraktnom obliku :

d
gpcCiul),v) +atul),v) =(f0) [v)n, veV,

gdje je gornja jednakost shvaéena u smislu distribucija na (0, 7). Pri tom V' i H oznacavaju
Hilbertove prostore sa svojstvom da je V Joomg s V' dok je za T € R*' s a(t;-,),
t € [0,T], oznacena familija neprekidnih, seskvilinearnih formi na V' x V' sa svojstvom da
postoje M, € R™, te A € R takvi da je

(a(;u,0) € CH0,T)), wveV

a(t;u,v) = a(t;v,u), te€[0,T], u,v eV

(42) a(t;u,u) + A|u|f = allully, t€[0,T],ueV

alt;w,0)| < Mullylelly, te0,T), uveV.

d
dt

\

Uz gornje pretpostavke, forma a definira familiju neprekidnih linearnih operatora A(t) :
V — V' zadanih izrazom
vi( A, v)v = a(t;u,v).

61



Poopéenja H-mjera i primjene

Nadalje, s ¢(t;-,-), je oznacena neprekidna, seskvilinearna forma na H x H sa svojstvom
da postoji a € RT takav da je

c(u,v) € CH[0,T]), w,veV
(43) c(tyu,v) =c(t;v,u), te€[0,T], u,veV
c(tyu,u) > oz||u|\?;1, tel0,T],ueV.

Pri tom za svaki ¢ € [0, T] forma ¢ definira neprekidan linearan operator C(t) € L(H ):
(Ct)u | v)g = c(t;u,v).

Za funkciju f pretpostavljamo da je f € L2([0,T]; H).
Uz iznesene pretpostavke vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 5. Postoji jedinstveno rjesenje u € C([0,T]; V) zadace

d

L cou) o)+ vl Ao}y = (0 | v}

sa svojstvom da je v’ € L2([0,T];V) N C([0,T); H), te su pri tom norme [ullo0 0,771

[/l 20,7,y £ 1100 (0,778 ©doZ80 omedene normama funkcija ug, uy i f. .

Pri primjeni parabolicke H-mjere razmatrat ¢emo niz zadaca

Oy + divdiv(MVVu,) =0
(44) un(0) =, =0 u H%RY
u, (0) =06, =0 u L*RY.

Pri tom je za (¢,x) € RT x R% M(t,x) simetri¢ni, realni tenzor ranga 4, sa svojstvom da
je

M(-,) € Cy(RT x R £ (Mgxq))

M(-,x) € CH(RY; £ (Mgxa))

MA-A>aA-A, A€My

Na osnovu rezultata Teorema 5, pokaze se da niz rjeSenja u,, konvergira slabo prema nuli
u L>([0, T]; H*(R%)), odnosno u!, — 0 u L>([0, T]; L*(R%)). Stoga makroskopski limes
energije ploce, odnosno izraza f (|(9tun|2 + MVVu,, - VVun), mozemo opisati pomocu pri-
padnih H-mjera.

Prije nego sto ispitamo svojstva tih mjera, uvedimo oznaku koja ¢e nam olaksati

) . . , . — 2 . )
zapis racuna. U daljnjem ¢emo za matricu A € Mgyg s A € RY oznacavati vektor
—
¢ije komponente, indeksirane uredenim parovima (7,7), 7,7 = 1,...,d, su zadane s A;; =

(A)i;. Drugim rjecima, A sadrzi elemente matrice A slozene u vektor iz RY .

Koristenjem gore navedenih ocjena na niz (u,), te Aubinove leme o kompaktnosti
pokaze se da za test funkciju ¢ € CX(R!*9) niz (¢u,) takoder zadovoljava jednadzbu (441),
do na jako konvergentan ¢lan u H~1H~2(R!*9). Stoga mnozenje funkcijom ¢ ne utjece na
primjenu lokalizacijskog svojstva na jednadzbu ploce, te iz tog razloga u daljnjem ne¢emo
oznacavati razliku izmedu niza rjeSenja (uy) i lokaliziranog niza (¢uy,).
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Oznaéimo s v, € L2 (RT x Rd;R1+d2) niz (lokaliziranih) funkcija v,, = (v9,v,,) :=

(Orup, VVuy), te s 1 pripadnu parabolicku H-mjeru koja je oblika

~ _ [ MO HO1

H (Mm 7 ) '
Pri tom je p matriéna d? x d? mjera, Gije retke i stupce indeksiramo uredenim parovima
(1,7), 4,7 =1,...,d. Novouvedeni niz zadovoljava diferencijalnu relaciju

875112 + divdiv Mv,, = 0,

na koju mozemo primijeniti poopc¢eno lokalizacijsko svojstvo. Njime dobijemo jednakost:

~T( 2miT > _0
P\ aemgwe) )

Raspisan po komponentama, on glasi

T
2miTpy — A’ 1o - M(E® €) =0

(45) —,
omiTpg — 4mip M€ ® &) = 0.

Kao i prije, cilj nam je mjeru p izraziti pomocu skalarne mjere (trp). U tu svrhu, osim
jednadzbe ploce, moramo iskoristiti i relacije koje proizlaze iz ¢injenice da su komponente
vektora v, definirane kao parcijalne derivacije skalarne funkcije. Koristenjem Schwarzova
teorema imamo da je 0;;vg; = Oxivij, iz Cega primjenom lokalizacijskog svojstva slijedi da
je
&i&jpn = Ek&itbij,

pri cemu je s p;; oznacen (i, j)-ti redak matrice p. Analogno dokazu Leme I1.4, iz gornje
relacije se dobije da je

_E9foEad,
€1

Zaista, stavljajuéi (m,n) = (4,7) u relaciji &&;ikimn = Epittijmn, te zbrajajuéi po svim
uredenim parovima (i, j), dobijemo da je

Z prtij &5 = ) Mijig k&t = Se&itras,
)

(1,) (i,

(46) 1—(277)2

— (2r)

odnosno
—_— —_—

pEDE = (rn) €@ E.
S druge strane je
§iljtktmn = SkSitbigmn = EkSilmnis = Em&nlikti; = EmSnkijkls
pri cemu smo koristili hermiti¢nost parabolicke H-mjere pu. Mnozeéi gornju relaciju s &,&,,

te zbrajajuéi po uredenim parovima (m,n) slijedi da je

(Z 5m>2 Hijkl = Z Lretmn §i&i&m&n = &i&EREItr
(m;n)
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sto povlaci (46). Posebno vrijedi da je mjera p simetricna, odnosno realna.
Lokalizacijsko svojstvo takoder mozemo primijeniti na (d? skalarnih relacija) d;v, =

E® SUO te time dobiti izraz
T
~T —47T2£ ® & =0,
—2mitl

odnosno po komponentama

e—
—Am*E ® & po — 2miTp10 =0
(47) N
—4r’pd, ® € @ € — 2mitp = 0.

Eliminacijom mjere po; iz (472) i (452), te uvrstavanjem oblika (46) imamo da je

0=(2r7)°pn—2n)' uMERE R EDE

EREQERE)MERE)
25®€|§4€®£ rw— (27’(’)4( |£|4> ®£®£tl’y;

= <(27T7')2 —2m)'M(E®E)-€® 5) %t H

= (277)

Koristeci da je

MERE) £08=) (MERE) &6 =MEDE)-(E26).

2%

imamo da je za € # 0 na nosacu mjere u

(48) 2r7)? = 2m) ' M(E®E) - (E®E).

Medutim, kako relacija (472) povlaci da je p = 0 za & = 0, to gornji izraz vrijedi na cijelom
nosacu mjere p. Takoder vidimo da je pozitivnost tenzora M nuzan uvjet da bi mjera p
bila netrivijalna.

Nadalje, eliminacijom mjere w19 iz (45) dobijemo izraz

2
(M(£®£>~£®£>
(277) 20 = 27) uM(E @ €) - M(E @ &) = (27)* 3 trp,

koji u slucaju M =1 prelazi u
(49) (277)2po = (27 [€[)trpe.

Analogno, na osnovu (47) slijedi:

2€®€®€®€

(2r) '€ ®&-E® &g = (2m7)*p = (27) ot

odnosno

(50) (2m €] o = (277) trpe.
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Oduzimanjem relacija (49) i (50) dobije se da je
((27m)% + (27[€)*) (uo — trp) = 0,

iz cega slijedi ekviparticija energije za promatranu zadac¢u, odnosno g = tru.

Dobiveno lokalizacijsko svojstvo za mjeru p je slicno onom dobivenom u slucaju
Schrodingerove jednadzbe. U oba sluc¢aja pripadna parabolicka H-mjera je nosena u toc-
kama oblika 7 = ¢(&), gdje je ¢ homogena funkcija stupnja dva odredena koeficijentima
pripadnih jednadzbi, A, odnosno M. Razlika je u tom sto je kod Schrodingerove jednadzbe
pripadna mjera noSena samo na juznoj hemisferi, dok kod jednadzbe ploce pripadna mjera
je antipodalno simetricna i noSena na obje hemisfere. Razlog tome mozemo traziti u
¢injenici da se rjesenje jednadzbe ploce moze prikazati kao u = u; + ug, gdje je u; rjeSenje
Schrodingerove jednadzbe, dok us = u; rjesava konjugiranu Schrodingerovu jednadzbu.

Navedeno ¢emo ilustrirati na primjeru niza zadaca u kojima ¢emo radi jednostavnosti
uzeti d = 1, te konstantne koeficijente M = a:

attun + 8xm(a28xxun) =0
up(0) =, =0 u HARY)
up, (0) = 0.
Pripadna rjesenja su oblika u, = u;" + u,,, gdje funkcije u,jf rjeSavaju zadace

atuf = j:iaw(a(()xuf)

1
7%(0) = 5’771‘

Stoga su funkcije v := d,u;" rjeSenja niza zadada za Schrodingerovu jednadzbu
o =0, (adyv)))

1
v (0) ==y — 0 u HYRY.

u

n
2
na koje mozemo primijeniti rezultate petog odjeljka. U skladu s njima mjera p1, pridruzena
nizu (9,v;}), je noena u tockama oblika 277 = —472al¢|?. Na osnovu Leme 3. mjera po

pridruzena nizu d,v,, je nosena u tockama oblika 277 = 472a|¢|?, odnosno na sjevernoj
hemisferi plohe P!,

Zbog toga je parabolicka H-mjera p pridruzena nizu Opzu, = O,v, + Oyv, oblika
p = p1+p2+2Re p12, gdje mjera 19 odgovara produktu funkcija 9, v, i d,v;,, odnosno ona
je vandijagonalni element matri¢ne mjere fx pridruzene nizu (9,v;", d,v;, ). Kako mjere p i
pe2 imaju disjunktne nosace, to na osnovu Korolara 1, odnosno dijagonalne domininantnosti
mjere fi, zaklju¢ujemo da je g2 = 0. Stoga je mjera p pridruzena jednadzbi grede oblika
(= p1 + 2, te je nosena u tockama oblika 277 = 4472a|¢|?, §to je u skladu s izvedenom
relacijom (48).

8. Primjena u homogenizaciji

Vet smo spomenuli da je nastanak H-mjera vezan uz proucavanje homogenizacijskih
problema, te im odatle potjece naziv. Toc¢nije, Tartar je modelirao odredene hidrodina-
micke probleme s ciljem boljeg razumijevanja turbulentnih pojava. Pri tom je koristio
model temeljen na Stokesovom sustavu:

ov —vAv+ V71 =b
divv =0.
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Polaze¢i od gornjeg sustava izvodi se sljede¢a homogenizacijska zadaca. Neka niz
vektorskih funkcija u, konvergira k ug slabo u prostoru L2([0,T]; H'(R?)) i slabo * u
L>°([0,T]; L2(R3)) (prijelazom na podniz i koristenjem ulaganja H!'(R?) — LS(R?) ovo
mozemo dobiti iz drugih pretpostavki, no to nam u ovom ¢asu nije vazno), pri ¢emu svaki
¢lan niza zadovoljava:

{ Oy, — vAuy, + Uy, X rot (vo + Avy,) + Vp, = divB,

51
(51) divu, = 0.

Pri tome pretpostavljamo da je vo € L2([0, T]; L>°(R3))+L>([0, T]; L3(R?)), dok su funkci-
je vn oblika v, = vl +v2 gdje vl — 0 u LI([0,T];L>®(R3)) i v2 — 0 u prostoru
L>°([0,T]; L"(R3)) (slabo *) za neke ¢ > 2 i r > 3. Za niz tenzora (B,) pretpostav-
ljamo da B,, — By jako u L2([0, 7] x R3; M3x3), dok je niz (p,) omeden u L([0, 7] x R3).
Parametar A € R™ odreduje ja¢inu titranja.

Cilj nam je razumjeti kako titranje u koeficijentima (niz (v,,)) stvara titranje u rjeSenju
(niz (Vuy)), te odrediti jednadzbu koju zadovoljava limes niza (u,), funkcija ug.

Premda gornja jednadzba ne modelira stvarnu pojavu, clanovi sile oblika u X rot A se
pojavljuju u stvarnim primjenama, kao rezultat Lorentzove sile ¢(u x B) u elektromagne-
tizmu, ili u fluidima opisanim Navier-Stokesovim sustavom; gdje piSemo:

Jul®

5 -
Tako ova sila ne djeluje neposredno (ne radi se o koeficijentima, nego o nelinearnosti u
jednadzbi), ona ipak generira titranje koje rasipa energiju na mikroskopskoj razini, $to
postaje vidljivo u rjeSenju jednadzbe.

Vrijedi sljedeéi teorem (za dokaz vidi [T2]):

(Vu)u=u xrot(—u)+V

Teorem 6. Uz gornje pretpostavke, postoje podniz niza (vy,) 1 nenegativna simetricna
matricna funkcija M, ovisna o izboru toga podniza, takvi da limes ug zadovoljava jed-
nadzbu:

(52) { dpug — vAug + ug X rotvy + A>Mug + Vpg = div By
divug =0,
te da vrijedi konvergencija:
v|Vun > — v|Vuo|?> + N®*Mug-ug u D'({0,T) x R3) .
"

Matri¢na funkcija M iz iskaza gornjeg teorema se dobije preko niza rjeSenja pomocénih
zadaca
(53) { —Ow,, — vAwW,, + k X r.ot v, = =V,

divw, =0,
s (recimo) homogenim Dirichletovim uvjetom u trenutku 7". Pri tom je k proizvoljan vektor
iz R3.

Za svaki n € N taj sustav ima toc¢no jedno rjeSenje (wy, 7). Pri tom je niz (r,)
omeden u L2([0, T]; L2(R3)), dok w,, konvergira slabo k 0 u prostoru L?([0, T]; H'(R3?)) i
slabo * u L*°([0, T]; L2(R?)). Koristenjem Soboljevljevih ulaganja pokaze se da je funkcija
M odredena pomocu niza (w,,) relacijom

V/ ¢|an|2dx—> (,DMk kdx ,
R1+3

R1+3
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gdje je ¢ test funkcija iz prostora C2°((0,7T
Nadalje, vrijedi da je M € L2([0,7]; H
>

u smislu distribucija na (0, T) x R3.

Cilj nam je izraziti homogenizacijski ¢lan odreden funkcijom M direktno preko niza
koeficijenata v, iz zadaca (51), odnosno njima pridruzene H-mjere. Na taj nacin izbje-
gavamo potrebu za konstrukcijom pomoéne zadace (53).

Primjenom parabolickih H-mjera dobivamo eksplicitnu formulu (koja, naravno, ovisi
o pripadnoj mjeri) za matri¢nu funkciju M.

Teorem 7. Ako je p parabolicka H-mjera pridruzena podnizu niza (vy,), onda je matricna
funkcija M dana formulom:

(E®¢)

72 + 12472 |EY

M(t, %) o, x)dtdx = 4nv( (trplg]* — - (€ ©6)) oR1),

R1+3

gdje je € C((0,T) x R3).
Dem. Za rjesenja w, pomoc¢nog sustava (53), uz homogene Dirichletove rubne uvjete,
vrijedi konvergencija

l// §0|VWn|2dX—> gDMkkdX,
R1+3

RI+3

pri éemu je M € L2([0, T); H}(R3; M3x3)), dok w, — 0 u L2([0, 7]; H}(R?)). Koristeci
gore navedene ocjene za nizove (ry,) i (v5), na osnovu jednadzbe (531) slijedi da wj, — 0

u L2([0, T; ng(lj(R3)) Primjenom Aubinove leme o kompaktnosti mozemo zakljuciti da
wy, — 0 jako u L2 ([0,T] x R3). Stoga je
lim loVwy,|* dx = lim/ IV (owy,)|? dx,
n R1+3 n R1+3

pa se dokaz teorema svodi na racunanje limesa na desnoj strani zadnje jednakosti.
Najprije lokalizirajmo funkcije, mnozeéi (53) s ¢ € C((0,T) x R?), §to nam daje:

(54) —O(pwn) — vA(pwn) + kX 1ot (pvn) = =V (orn) +dn
pri éemu q, — 0 u L2(R'*3) (pa i jako u H*%’*l(RH?‘)). Zaista:
dn = — ()W, — v(Ap)wy —20(Vwy,) Ve + k X (Vo x vy,) + 1,V ,
a kako w;,, — 0 slabo u L2([0, T]; H'(R?)), to i (lokalizirani) w,, i Vw,, konvergiraju slabo u

L2([0,T] x R3). Naravno, isto vrijedi i za lokalizirane nizove (v,,) i (r,). Zbog omedenosti

. .. . . .. _1
nosaca funkcije ¢, to imamo jaku konvergenciju u H=271.

Primjenom Fourierove pretvorbe na (54) dobivamo:
(=2miT + var?EH) pw,, = —k x ((2m£) X @) —2Tiprp€ + Qn

odakle dijeljenjem s (—27i7 + v4n2£€?) imamo:

—

PWn =

—k x ((2mi€) x BV ) = 2miFTR + dn
—2miT + vin2g? '
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Pretposljednji ¢lan ¢e iS¢eznuti ako ga projiciramo na ravninu koja je okomita na &; tu
projekciju oznac¢imo s P.

S druge strane imamo da je divw, = 0, odnosno & - w,, = 0. Na zalost, to ne vrijedi i
za div (pwy,) = Vi - wy,, ali desna strana tezi jako u L2 k nuli, pa i u Fourierovom prostoru
imamo:

27€ - ow,, — 0.

Dakle, nakon primjene projekcije P¢ imamo:

—Pe(k x ((2mi€) x @ ) ) + Pen
—2miT + vam2€?

—

PWn =

+dn |

pri ¢emu d,, — 0 u L2,
Stoga je (koristenjem Plancherelovog teorema)

lim V|V (pw,) |2 dtdx = lim/ van2€? |(g;vv\n)|2d7d€
n R1+3 n R1+3
i ) Pe(kx ((2mi€) x 7)) — én) -
- R1+3 vm'E? ’ —2miT + vdn2€2 Tdg
2
!Pe (k x (<2ms> X @) —dn)
= lim drdg
n R1+5 2+ v24r2|€|

Koristenjem Leme 6. pokaze se da

€]an
V24 vr?El!

jako u L2(R'*3), pa ga mozemo zanemariti u brojniku zadnjeg izraza, kao i imaginarnu
jedinicu uz &.
S druge strane iskoristit ¢emo svojstva projekcije I, za koju vrijedi

Py (ko ()| = 0l — o - mof?)

gdje je mo jedinicni vektor u smjeru n. Pri tom koristimo ¢injenicu da su k i n realni, a da
je samo a kompleksan vektor. Stoga imamo :

2
M Jr VIV o) Pdtdx =t f | Amog T2 PARfE] Tk -

Mnozeéi i dijele¢i gornji razlomak s (277)2 + (27€)* dobijemo da je gornji limes jednak

€0/ (K - £0)*

drdé = Ar°v(trp,
Td§ = 4 v (trp 72 + 12472 €[4

©Pp)

2 2
o (k&) (el - 6]
11?1/ TV Tg+V247T2|€0|4
R1+3

—47T l/< ( SO)

I, T g |49090€o®€0>

Varirajuéi vektor k € R? dobijemo trazenu formulu za M.

Q.E.D.
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Napomenimo da u slucaju v = 1 formula iz iskaza teorema prelazi u

M(t, ) (¢, x)dtdx = (2m)*( (trule” — p- (€9 €)) (€ © €).0M 1),

R1+3

sto je formula dobivena za stacionarni model u [T3] (do na multiplikativhu konstantu
(2m)1), s tim §to se integracija provodi samo po R3.
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Poopéenja H-mjera i primjene
1. Postojanje poopcéenih H-mjera

Na kraju ovog rada htio bih iznijeti ostale moguénosti poopc¢enja H-mjera s ciljem
njihovih primjena na zadace koje u sebi sadrze opcenite vrste odnosa medu raznim vari-
jablama. Pri tom prvenstveno mislim na omjere izmedu reda derivacije po vremenskoj i
prostornim varijablama, razli¢itim od 1:1 (hiperbolicke zadaée), odnosno 1:2 (parabolicke
zadace). Analogno konstrukciji parabolicke varijante, novouvedene mjere bile bi definirane
na skupu R x ¥, gdje je & glatka razinska hiperploha u R'? definirana kao

(1) Y=Y = A{(1,€) : (277)" + (27[€])° = 1}.

Pri tom su r i s prirodni brojevi, pri ¢emu 7 : s predstavlja omjer izmedu reda derivacije
po vremenskoj i prostornim varijablama. Zbog dodatnog zahtjeva na kompaktnost skupa
Y pretpostavljamo da su r i s parni. Takoder, budu¢i da izbor odgovaraju¢eg poopcenja
ovisi samo o omjeru r : s, pretpostavit ¢emo da je 2 jedini zajednicki faktor brojeva r i s.
U slucaju r = s skup ¥ = S%, dok je za 2r = s skup ¥ = P<.

Pri tom se skup R.1*? projicira na ¥ duz krivulja oblika 7" = |€|* koje pokrivaju
cijeli prostor (zrake u hiperbolickom, odnosno parabole u parabolickom slucaju). S druge
strane, funkcije definirane na ¥ se progiruju na R1*% kao konstante duz tih krivulja.

Za dokaz egzistencije poopc¢enih mjera, trebat ¢e nam i odgovarajuca inacica prve
komutacijske leme. U dosad razmatranim slucajevima dokaz prve komutacijske leme se
temeljio na nejednakostima geometrijskog tipa:

£ n & —n
S Ayl N
el ™ Tl = el

u hiperbolickom, odnosno na nejednakosti

(7, &) — (0,m)]
p(7, &) + plo,m)

u parabolickom slucaju. Dok se prva gornja nejednakost dokazuje relativno jednostavno,
dokaz druge se zasniva na razmatranje niza podslucaja koji se moraju posebno tretirati (vidi
Dodatak). Stoga pretpostavljamo da bi opéenitu nejednakost, primjenjivu za proizvoljno
gore opisano poopcenje bilo tesko dokazati.

Medutim, u ovom trenutku mozemo iskoristiti opéi oblik prve komutacijske leme
(neobjavljen rezultat Luc Tartara) ¢iji iskaz (i dokaz) ne ovisi direktno o vrsti izabranog
prosirenja. U tu svrhu, analogno kao u tre¢em poglavlju definirat ¢emo dvije vrste oper-
atora na L2(R%). Operator mnozenja s b € L>®°(R%), oznac¢en B, je omeden operator s

L2(R%) u L2(R%):
(2) (Bu)(x) == b(x)u(x) ,

s normom jednakom ||b||L°O(Rd)' Takoder, funkciji a € L>°(R?) mozemo pridruziti linearni
operator definiran sljede¢om relacijom preko Fourierove pretvorbe:

|(10,&0) — (00,m0)| < C

(3) F(Au) = au .

Kako je Fourierova pretvorba izometrija na L2(R), to je £(L*(R%); L?2(R¢)) norma ope-
ratora A jednaka [|a||,ccga)-
Za dane M, p € R™ definirat ¢emo skup

(4) Y =Y(M,p)={(&mn) eR*:[&|,|n| > M & | —n| < p},
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skiciran na Slici 10.

Slika 10. Skice skupova koristenih u dokazu opcéeg
oblika prve komutacijske leme

Sad mozemo pristupiti dokazu opcéeg oblika prve komutacijske leme.

Lema 1. (opéi oblik prve komutacijske leme) Ako je b € Co(R%) i a € L®(RY)
zadovoljava uvjet

(5) (Vpe e RT)(EM eRT) a(€) —a(n)| <e (ss (&m) € Y(M,p)),
tada je C' := [A, B] kompaktan operator na L*(R%), pri éemu su operatori A i B, te skup
Y definirani relacijama (2) - (4).

Dem. 1. Prepostavimo dodatno da b ima kompaktan nosac, te da je |supp i)| <peRT.
Za u € S(RY) tad imamo

Cul6) = al€)(bu)(©) - (b (1)) (©) = [ bl mitman.
gdje je k(&,m) = (a(§) —a(n))l;(ﬁ—n). Po pretpostavci, za p odreden s supp b i proizvoljno
mali ¢ > 0 mozemo na¢i M takav da vrijedi nejednakost (5). Oznac¢imo s X komplement
skupa Y na dijagonalnoj pruzi p (Slika 10). Nadalje, napravimo dekompoziciju C' = D+ E,
gdje je

Du(e) = /X K(E, m)i(n) dn
Fu(g) = /Y k(& m)a(n) dn

Kako je X omeden skup, D- je integralni operator s omedenom i kompaktno nosenom
jezgrom, te stoga i Hilbert-Schmidtov operator. Kako je F izometrija, to je i D takoder
Hilbert-Schmidtov operator, posebno kompaktan.
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S druge strane, na skupu Y vrijedi da je |k(€,1)| < £]|b(€ — n)], §to kao posljedicu
primjenom Youngove nejednakosti ima da je ||Ea||2 < <€||ZA7||1||11||2 za u € S(RY). Kako je
S(RY) gust u L2(R%), to primjenom Plancherelovog teorema imamo ocjenu na operatorsku
nomu ||| < e/l

Uzimajuéi niz brojeva ¢ — 0, mozemo C' dobiti kao limes (u topologiji operatorske
norme) niza Hilbert-Schmidtovih (posebno kompatnih) operatora, zbog cega je i C' kom-
paktan.

IT. Ukoliko je b proizvoljna funkcija iz Co(R?), operator C' je omeden, s normom manjom
(ili jednakom) od 2[al|,||bl|o,- Posebno, ako b, — b u L*®(RY)tada niz operatora
Cm = [A, Bp] konvergira u operatorskoj (uniformnoj) topologiji k C'. Stoga ¢e i C' biti
kompaktan operator, ako su to operatori C,.

Medutim, proizvoljni b € Co(R?) mozemo aproksimirati nizom funkcija b, sa svo-
jstvom da njihova Fourierova pretvorba ima kompaktan nosa¢ (vidi dokaz Leme II1.2), te
primjenom I. dijela dokaza, dobiti niz kompaktnih operatora C,, koji konvergiraju k C'.

Q.E.D.

Sljede¢a lema nam govori kako mozemo progiriti funkciju a s glatke plohe ¥ na R,
pa da dobiveno prosirenje zadovoljava uvjet (5).

Lema 2. Neka je m : R?\ {0} — X glatka projekcija na glatku kompaktnu plohu %,
takva da |V (€)|| — 0 za |§| — oo, te a € C(X). Tada prosirenje funkcije a definirano
s a(€) = a(m(€)) zadovoljava (5).

Dem. Oznacimo li s C konstantu odredenu uniformnom neprekidnosti funkcije a na kom-
paktu ¥ imamo:

i(§) — a(m)| =

a(x(8)) — alr(m)| < C|a(€) ~lm)| < Cl¢ =l sup [Vr(C)].

pri cemu je zadnja nejednakost posljedica Teorema srednje vrijednosti za projekciju .
Zbog pretpostavke na normu V7 mozemo za dani €, p > 0 na¢i M > p dovoljno velik

takav da je za (&,m) € Y(M, p) desna strana zadnje nejednakosti omedena s .
Q.E.D.

Provjerimo primjenjivost gornjeg rezultata na dva dosad razmatrana primjera: orig-
inalne i parabolicke H-mjere. U oba slucaja imamo neprekidnu funkciju a definiranu na
glatkoj kompaktnoj plohi ¥ (S9! ili P4~1), prosirenu na R? uzduz krivulja koje presije-
caju X i pokrivaju cijeli prostor (zrake u hiperbolickom, odnosno parabole u parabolickom
slucaju). Ostaje jedino pokazati da odgovarajuce projekcije m zadovoljavaju uvjete Leme 2.
Direktnim racunom se lako pokaze da je ||V (&)|| < 1/|€] u prvom slucaju, te ||V (7, €)| <
c/p(r,€) u drugom (za neki c € R™).

Analogno kao i u drugom odjeljku, sad se dokazuje teorem egzistencije za poopcene
H-mjere.

Teorem 1. (postojanje poopéenih H-mjera) Neka je (uy) niz u L2(R%; C"), takav

2
da unL 0 (slabo). Tada postoji podniz (u,/) i r X r kompleksna matricna Radonova
mjera p na R x ¥ takva da je za svaki izbor funkcija 1,02 € Co(R%) i¢) € C(X)

i [ F(prine) © F (o) (00 7) dE = {1, (1) B 0)
Rd

- / 1 () P2 (E) dpu(x, £)

RixX
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Mjeru p iz gornjeg teorema nazivamo (3) poopéenom H-mjerom pridruzenom podnizu

(un’)'

Direktna posljedica gornjeg teorema je sljedeci rezultat.

Korolar 1. Poopéena H-mjera p je nenegativna, odnosno za svaku vektorsku funkciju

¢ = (o1,...,0r) € Cy(R%: C") mjera p ¢ - ¢ je (pozitivna) Radonova mjera na R% x .
"

Takoder sljedece svojstvo lokalizacije proizlazi direktno iz definicije.

Korolar 2. Neka je p H-mjera odredena (pod)nizom (u,s). Ukoliko sve komponente
u,/ - & imaju redom nosace u zatvorenim skupovima K; C R?, tada nosa¢ komponente

pe; - e; je sadrzan u (K; N Kj) x 2. .

Poopéene H-mjere se mogu koristiti i za izrazavanje slabo * limesa kvadratnih velicina.
Korolar 3. Ako za niz funkcija u, € Lz(Rd) vrijedi da u, ® u, konvergira slabo
(vague) k mjeri v, tada je za svaki ¢ € Co(RY)

(V) = (01,
gdje je p poopéena H-mjera pridruzena (pod)nizu (uy,).

2. Lokalizacijsko svojstvo i primjeri

Napomenimo da je egzistencija poop¢enih H-mjera dokazana za proizvoljnu glatku
kompaktnu plohu 3, te proizvoljnu pripadnu glatku projekciju w. U sljede¢em koraku
zelimo iskazati i lokalizacijsko svojstvo za poopéene mjere. Medutim za njegov iskaz (i
dokaz) moramo se ograniciti na plohe 3, ¢ oblika (1) i pripadne projekcije na ¥, s oblika

Trs(T,€) = ( T , ¢ ) .
' I 2rT)r + (27€)5 3/ (2nT)" + (27€)°

Lagano se provjeri da projekcije m, s zadovoljavaju uvjete Leme 2, odnosno da za funkci-
ju a € C(X,5) njeno prosirenje definirano s a(§) = a(m,5(§)) zadovoljava uvjete prve
komutacijske leme.

Analogno kao i za parabolicku inacicu u tom sluc¢aju se dokazuje sljedeéi teorem.

Teorem 2. (Lokalizacijsko svojstvo za poopéene H-mjere) Neka je (up,) niz funkci-
ja s nosacima sadrzanim u fiksnom kompaktnom skupu koji konvergira slabo k nuli u
L2(R'*4; CP), te neka

(6) 2 (bun) + Y 0(aa up) — 0 u HTTE(RI)
|e|=gs

aeNg

gdje je ¢ € Q takav da je ¢s € N, b € C(R'"9; CP) dok je s aq oznacen niz vektorskih
funkcija iz prostora C(RHd; CP). Tada za poopéenu H-mjeru p definiranu na Rt x Xrs
pridruzenu nizu (uy,) vrijedi da je

i ((QWiT)(qT) b+ ) (2m’§)aaa) =0.

lo|=gs
d
OCGNO
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Pri tom je
Hor—es(RIH) = [y e & - (1 4 (2nr) + (27T|5|)S)_qa e LA(RI*T)

Hilbertov prosotor sa skalarnim produktom definiranim relacijom

—q —q
(ulvy = (14 @rr) + 2nlg)*) @l (1+ @rr) + (2nlg))*) U>L2(Rl+d).
Kao i dosad, koncentracijski i titrajuc¢i nizovi ¢e biti ¢isti, te ¢e nosa¢ pripadne H-
mjere biti nosen na polovima, ekvatoru ili pak cijeloj plohi ¥, ovisno o obliku promatrane
viseskalne zadace.

Primjer 1. (Titranje) Neka je v € LIQOC(Rd) periodi¢na funkcija s jediniénim periodom

(radi jednostavnosti) u svakoj od varijabla. Stoga je mozemo zapisati u obliku

U(t, X) _ Z @w7k627ri(wt—|—k-x) ’

(w,k)eZ1+d

gdje su s 9, Kk oznaceni Fourierovi koeficijenti funkcije v, te pri tom pretpostavljamo da je
09,0 = 0.
Za brojeve a, 8 € R*, definiramo niz perodi¢nih funkcija koji tezi slabo prema 0 u
L2(R!FD):
N i(n® By.
Uun(t,x) = v(nt,n’x) = Z vw,kezm(” witn“kx)

(w,k)eZltd

Definiran niz (uy) je ¢ist, s pripadnom X, ¢ poopéenom H-mjerom
O

9 W,O)(Ta E)v a > %ﬁ
ILL(t,X, T, 5) = Z ‘f}w,k‘ /\(t,X) 5(0 k )(Ta 5)7 a < %ﬁ

"I
(w,k)ezZ!+d (5(7”,78(“,’1())(7'7 £), Q= %ﬁ

Primjer 2. (Koncentracija) Za zadanu funkciju v € L?(R!'*%) i brojeve a, 3 € R*

definiramo niz funkcija
U (t,x) = n®HPy(n2%, n?0x).

Uvedeni niz je takoder ¢ist s pripadnom ¥, ¢ poop¢enom H-mjerom

Jri+ali(o, 77)’25(%,0)(775)5(0,0)(t>x) dodn, a>30

p(t,x, 7,6) =9 Jriral0(o, "7)|25(07%)(77 €)d(0,0)(t,x) dodn, o< If

fRH—d |ﬁ(0-7 T’)|25(7rr,s(0,n))(7_7 5)5(0,0) (t7 X) dodn, o= %ﬁ

"

Vidimo da ¢e za proucavanje viSeskalne zadace odredene koeficijentima a i 3 biti
prikladna upravo poop¢ena H-mjera definirana na ¥, s, pri ¢emu je ra = s3, bududi da
u tom slucaju nosa¢ poopéene H-mjere nije restringiran na ekvator, odnosno na polove
plohe ¥, ;. Stoga mozemo zakljuciti da se uz odgovarajuci izbor poopcenja pomocu H-
mjera mogu proucavati viseskalne zadace raznih oblika. Pri tom sam se u ovom radu
koncentrirao na parabolicke zadace, uzimajuci to samo kao primjer za uvedena poopcenja.
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3. Zakljucak

U ovom radu polazim od primjene originalnih H-mjera, kako su ih definirali Tartar
[T3] i Gérard [G1], na jednadzbe parabolickog tipa. Pri tom za pojedinu jednadzbu proma-
tram niz zadac¢a odredenih nizom pocetnih uvjeta, odnosno nizom nehomogenih ¢lanova.
Cilj je bio dobiti relaciju kojom bismo izrazili H-mjeru pridruzenu nizu (gradijenata) rje-
senja preko zadanih podataka, analogno onom $to je napravljeno za valnu (hiperbolicku)
jednadzbu. Medutim, dobiveni rezultati nisu ispunili taj cilj u potpunosti, i to je bila
motivacija za uvodenje nove, parabolicke varijante H-mjera koje bi bila bolje prilagodena
parabolickim zadac¢ama.

Uzrok neadekvatnih rezultata sam trazio u neodgovaraju¢em skaliranju dualne var-
ijjable u definiciji H-mjera (&/|€]). Stoga je za novu varijantu skaliranje dualne varijable
definirano na nacin koji bolje reflektira razliku izmedu vremenske i prostornih varijabli
prisutne u parabolickim jednadzbama. Analogno originalnim H-mjerama, za parabolicke
H-mjere vrijedi niz svojstava koja proizlaze iz same definicije, kao i lokalizacijsko svojstvo
koje je primjenjivo na opcenite jednadzbe u kojima je omjer reda vremenske i prostorne
derivacije 1:2.

Primjenom nove varijante na homogenu jednadzbu provodenja s varijabilnim koefici-
jentima dobije se da je pripadna mjera pridruzena nizu gradijenata rjesenja (Vu,) trivi-
jalna. Taj rezultat jednak je onom dobivenim primjenom originalnih H-mjera i proizlazi
iz same naravi jednadzbe koja ne dozvoljava Sirenje pocetnih poremecaja. Kao posljedicu
imamo da niz (Vu,,) konvergira jako k nuli u LIQOC, Sto je poopcenje rezultata poznatog u
slucaju konstantnih koeficijenata.

Prilikom primjene na nehomogenu jednadzbu provodenja uspjeli smo u potpunosti
opisati nepoznatu parabolicku H-mjeru pridruzenu nizu gradijenata rjeSenja preko desne
strane, odnosno pripadne parabolicke H-mjere. Time je u tom slucaju ispunjen cilj kojeg
smo imali prilikom uvodenja nove variajnte.

Kod razmatranja Schrodingerove jednadzbe, originalne H-mjere su bile nosene isklju-
¢ivo u polovima. Nasuprot tomu, nova varijanta je nosena na cijeloj juznoj polutki domene
P? (osim samog pola), te je pri tom sacuvala smjer sirenja poremecaja odreden pocetnim
uvjetima. To nam je omogucilo konstrukciju nepoznate mjere direktno preko pocetnih
podataka, odnosno preko njima pridruzene parabolicke H-mjere. Razlog izostanka antipo-
dalne simetri¢nosti nalazi se u imaginarnoj jedinici prisutnoj u Schrédingerovoj jednadzbi,
odnosno kompleksnosti pripadnog rjesenja.

Slican rezultat smo dobili i za jednadzbu ploce, Cije rjeSenje mozemo gledati kao
kombinaciju rjesenja dviju zadac¢a za Schrodingerovu jednadzbu. Razlika je u tom, sto je
pripadna mjera sad antipodalno simetri¢na i nosena na cijeloj domeni P? (osim polova).

Nova varijanta je omogucila i poop¢enje homogenizacijskih rezultata dobivenih pri-
mjenom originalnih H-mjera na model temeljen na stacionarnom Stokesovu sustavu [T3].
Njenom primjenom na nestacionarni model izrazili smo pripadni homogenizacijski ¢lan
direktno preko koeficijenata jednadzbe i na taj nacin izbjegli potrebu konstrukcije niza
pomoc¢nih zadaca.

Na temelju navedenih primjera i dobivenih rezultata mozemo zakljuciti da je uvodenje
nove varijante bilo opravdano. Dobivene mjere su noSene izvan tocaka oblika £ = 0, a na
nosacu vrijede izrazi koji ih povezuju sa zadanim podacima za promatranu zadacu, kao
Sto je to bio slucaj s originalnim H-mjerama i hiperbolickim zada¢ama. Pri tom racun s
parabolickim H-mjerama nije bitno slozeniji nego sto je to bio s originalnim H-mjerama.

Na kraju je prikazano i opcenito poopéenje H-mjera prilagodeno zadacama koje u
sebi sadrze proizvoljne vrste odnosa medu raznim varijablama. I za njih se dokazuje niz
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svojstava koja proizlaze iz same definicije, kao i lokalizacijsko svojstvo. Na primjerima
mjera pridruzenim koncentracijskim, odnosno titraju¢im nizovima vidi se da su uvedena
poopcéenja podesna za proucavanje viseskalnih zadaca raznih oblika. S njima na odgovara-
juci nac¢in mozemo tretirati Siroku klasu jednadzbi, a odgovarajuci izbor poopcenja ovisit
¢e o vrsti razmatrane jednadzbe.
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Dokaz Leme II1.1

Lema 1. NekasuT = (7,€) i S = (0,n) tocke iz R1*?, sa svojstvom da su skalari
p(1,€), p(o,m) veci od 1. Tada one zadovoljavaju nejednakost

|(T7€) — (07 77)|
p(7,€) + plo,m)’

(1) (10, &0) — (00,m0)| < C

pri ¢emu su s Ty = (10,&0) i So = (60,M0) oznacene njihove parabolicke projekcije na P,
dok je C' pozitivna konstanta (Slika 11).

T S

0 >

j pT PS 57

Slika 11. Prikaz varijabli u nejednakosti (1).

1Y

Dem. Prije nego sto zapo¢nemo sa samim dokazom leme, uvedimo pokrate r = p(T),s =
p(S). Totke T i S mozemo tada zapisati kao T = (r219,7&p), S = (s%00,5m0). Nadalje,
neka tocke 7' i Tj leze na plohi (paraboloidu) 7 = a&?, a tocke S i Sp na plohi (paraboloidu)
T = b€2, za neke a,b € R. Koordinate to¢aka T i Sp mozemo tada zapisati i kao

0 - ¢
Vo rent O e et

To =

te
b n

e et T b 1 )t
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Zbog simetrije nejednakosti (1) s obzirom na tocke 7"1.5, bez smanjenja opéenitosti mozemo
prepostaviti da je |a| > |b], $to povlaci da je |o| = |ool, te |€o] < |nol.

Dokaz leme podijelit ¢emo u tri dijela.
I. (d =1, sign& # —signn, signT # —signo)
Koristeci simetriju s obzirom na koordinatne osi mozemo pretpostaviti dasu 7,0,&,1m € RS’.
U tom slucaju je za a = b nejednakost (1) trivijalna (7 = Sp), pa stoga u daljnjem uzimamo
a > b.

Ovaj dio dokaza zasniva se na nejednakosti analognoj (1) koja vrijedi za parabolicko
skaliranje na plohu 277 4 (27€)? = 1. To¢nije, najprije ¢emo pokazati da je

|(7,€) = (o,1)]

p(7, &) + plo,m)’

gdje je za T = (1,¢) € RY) tocka Ty definirana kao parabolicka projekcija tocke T na
plohu 277 + (27€)? = 1, odnosno

(2) TySo| < C

Ty = (70,60) = | s— : —( U )
O NS 2k (206)2 2T + (2n6)? pA(7,6) p(1,6) )
pri cemu je p(7, &) := \/2n7 + (27€)2. Koristedi parametre a i b koordinate tocaka Ty i So

mozemo zapisati i kao

% . a g . 1
07 @ra)+ (2m2 0 (2ma) + (2m)2
odnosno
oo b 1
T r e T ) s @

Nadalje, ozna¢imo s 1" tocku na presjeku krivulja 7 = a&? i 2n7 + (27€)? = p(T).
Analogno, tocka S’ lezi na presjeku parabola 7 = b&? i 27 + (27€)? = 5(S) (vidi Sliku 12).

TA

3

Z3

Slika 12. Prikaz varijabli u nejednakosti (2).
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U daljnjem ¢éemo koristiti pokrate 7 = p(7),s = p(S). Koordinate uvedenih tocaka
mozemo sad zapisati kao

T' = (8%, 38) S = (50, i),
dok je )
T = (#7,7&), S = (8260, 5Mp).
Stoga je na osnovu nejednakosti trokuta
(3) (7: + §)|T0§0|£ = |TS/|§ + |ST/‘§ < |TS|§ + ’T/S/k,
te analogno o
(7 + 8)|ToSo|r = |TS'|- + |ST'|- < TS| + |T'S|-.

U slucaju 7 = 3, vrijedi da je 7" =T i S’ = S, pa je na osnovu gornjih izraza nejednakost
(2) dokazana.

Pretpostavimo sad da je 7 < 5. U tom slucaju se lako provjeri da je |T"S'|¢ < |T'S|¢, iz
|

ne mozemo dobiti, jer |T'S|; moze iscezavati za ]TOSOIT # 0. Medutim, tocke Ty i Sy se
1—(27€)?

2T )

¢ega na osnovu relacije (3) slijedi da je |TOSO|§ . Analognu ocjenu za 7 komponentu

nalaze na plohi 277 4 (27€)? = 1, odnosno na grafu glatke funkcije 7 = f(£) =
te po Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti imamo da je

7o — &0 = () (&0 — 7o)
za neki ¢ € [0, 5=]. Stoga je
ToSol- < | ()1 ToSole < 2(2m)[ToSole,
Sto povlaci da je
(7 + 51T S0l = (7 + )% (IToSol2 + [ToSol?) < (7 + 5)(4(2m) + 1) [ToSo 2 < 26%/TS 2

¢ime je nejednakost u ovom slucaju dokazana.
Razmotrimo sad slucaj 7 > 5. Opet se lagano provjeri da je |T"S’|; < |T'S|;, odnosno

|ToSo|» < ?ﬁ;ﬂ < 2);1‘?. Ostaje dokazati nejednakost za & komponentu. Na zalost,
ne mozemo se posluziti trikom s Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti, odnosno s
jednakosti | Ty, Spl¢ = m|f()g()|7 za ¢ € [0, 5=, zbog toga §to f' iscezava u 0.

Medutim, kako uzduz parabola 7 komponenta raste kvadratno, a £ linearno, ocekuje-

mo da ¢e prva dominirati, odnosno da ¢e ocjena |T'S’|, < |T'S|, povlaciti da je
() ') < T
Zadnja nejednakost je ekvivalentna s

(8&0 — 7iin)? + (8270 — 7260)% < (7€ — 570)? + (P70 — §260)°,

odnosno

22 2\=2 | =4 Ay =2 <4y ~2

(7 = )i + (7 — 5455 < (7 = )5 + (7 — 597
Kako je po pretpostavci 7 > s, te o9 = %,ﬂ) = %7;50), to zadnja nejednakost
prelazi u

(om0 2\ 2 952\ 2
7B+ (7 + ) <—1 f:”“) <G+ P+ (—1 gf“) ,
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pa je nejednakost (4) ekvivalentna opadanju funkcije

1- <2w5>2)2

2

g ((2r8)?) =&+ (P + &) (

:@%NW+?W%V—Wﬁ+%—D@@%uﬁ+%»

Kako je graf funkcije g parabola s tjemenom u 1— 2(T21+S ) to je ona opadajuca na intervalu

[0 1 - 2(T2+ )] (Slika 13). Stovise za (27€)? < 1 — G 2+~2) vrijedi da je g ((27¢)?) >
mn)*) za svaki n € [£, ako je za 7, § > 1 veli¢ina = veca od 3, to je
27n)? ki =]1. Kak 7,5 > 1 velitina 1 — (oo veca od 3, to ]

(7 + 8)|ToSo| < |TS|+ |T'8"| < 2|TS|
¢ime je nejednakost (1) u ovom sluc¢aju dokazana za (27r§0) %

TA

Slika 13. Graf funkcije g.

Za vrijednosti éo vec¢e od #, mozemo se opet posluzti trikom s Lagrangeovim

teoremom srednje vrijednosti (primijetimo da smo izbacili kriti¢ni dio o ~ 0). Stoga je za
neki ¢ € [#, 1]

- 1 ~ 1 - =
Ty, S TS T = 105, Tg_TST7
| To, Sole = ‘\ 0:50] 2(27T)C| 0:50] \/5\ 0.50]

|f’( )

Sto povlaci da je
L 2 & RN Sy = 3. 9 2925 &
(7 + 5)%|ToSo|? = (7 + 5)? (|T050|3 + |TOSO|§> < §(r2 + 55)YTpSo|? < 6|T'S)?.

Time smo dokazali nejednakost (2) uz konstantu C' = 26. Nejednakost (1) ¢e slijediti ako

pokazemo da je [Ty So| < C1|T0So|, odnosno m < Cgm.

Zadnja nejednakost je ekvivalentna tome da je
(5)
p(1.€) + plo.n) = {/ @2rr)2 + @mle + {/ (270)? + (2nln])!

< Oy (277) + (2rJ€])? + 1/ (270) + (2aln])? = Ca (3(7.€) + plorm)
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Medutim kako je (¥a + vb)* < 16(a + b), to je

4
({1/(2#7) (2r|E))* + \/ 210)2 + (27|n|)* ) <16 ((27r7-)2+ (27r|§|)4+ (2770)2+ (27r|77|)4)

<16y (omryr (orle 2+ (oros arlal?).

pa nejednakost (5) vrijedi uz Cy = 2.
Za dokazati preostalu nejednakost uocimo da je

CH|ToSol7 = [ToSol?

9 a b 2 a b ’
¢ (2M+ (2m)2  2mb+ (27r)2> - <\/(27m)2 et /)t (%)4)

a a b b
- ((Cl 2ra+ (2m)%  \/(27a)? + (2@4) - <Cl 27b+ (27)%  \/(27b)2 + <2ﬂ>4>>

a a b b
' <<01 orat (2m)? Vra)? + (27r)4> - (Cl 2mh + (2m) V2rh)2 + (27r)4>> ’

pa nejednakost (za 7 komponentu) ovisi o tome da li su funkcije hy () := Clm +

I S
(2m€)2 +4(27r)4

« )( z v ) , to se lako vidi da odgovaraju¢a nejednakost za 7 komponentu vrijedi u

27€)?2

slucaju C1 = 2(27)2.

Analogno se dokazuje i nejednakost za £ komponentu. Naime, imamo da je

2
istovremeno rastuce, odnosno padajuce. Kako je h/y(£) = Cl% +

CT|ToS0lz — [ToSolz

o 1 - 1 ’ - 1 - 1 ’
"\Vera+ 2m)2 /27 + (27)2 3/(2ma)? + (2m)° {‘/(27rb)2+(27r)4

1 1 1
- ((Cl V2ra+ 2m)2  {/(@ra)? + (27r)4)_ <Cl V210 + 212 {/(2nh)? 4>>

1 1 1
| <(Cl v/2ma + (27)? ! v (2ma)? + (27r)4) N <Cl V27b + (27)2 N Y/ (2mb)? 4)>

U ovom slu¢éaju moramo ispitati tok funkcija hy(§) := C 1 + 1

Y 2rer@n) — @ne)2t 2ot

Kako je b/ =-C 2 (2m)*s , to je takoder |TS C1|ToSol¢ za
je hly(§) YR F ey 2m ] j ToS0l¢ < C1]ToSo¢ 2
Cy = 2(27)2.

Time smo zavrsili s prvim dijelom dokaza leme, i pokazali da nejednakost (1) vrijedi
wz C = Cp:= C1CCy = 1672  26.

II. (d =1, sign{ # —signn, signT = —sign o)
Koristeci simetriju s obzirom na os £, bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da
jeT>01i0<0.

83



Poopéenja H-mjera i primjene

Pretpostavimo nadalje da je r < s. Oznacimo sa S’ 1 S zrcalne slike tocaka S 1 Sy
obzirom na os £ (Slika 14).

Slika 14. Prikaz varijabli u slu¢aju sign 7= —signo.

Tvrdnju ¢emo dokazati polazeéi od nejednakosti trokuta |ToSo| < [T0.5p| + |SySo]- Na

osnovu L. dijela dokaza je [TpS(| < Cf ‘fi' Cq L}Ci' S druge strane je za r,s > 1

|s'3| TS|, 1TS| _ TS|
32 T2 ps?2 T s

|S0S0] =

te je nejednakost (1) dokazana uz C' = Ct + 4.

Slucaj r > s dokazuje se analogno, zrcaljenjem tocaka T i Ty obzirom na os £.

II1. (d > 1)
Ukoliko su vektori &, n iste orijentacije, slucaj se svodi na prethodna dva.

U suprotnom, pretpostavimo da je r < s. Definirajmo zatim S’ kao tocku na presjeku
ploha 7 = b¢2 i p(7,€) := +/(277)2 + (27€|)? = s sa svojstvom da je njena & komponenta

jednake orijentacije kao i € komponenta tocke T', odnosno S’ = (s%0¢, s ||g7||€0) (Slika 15).

Takoder, neka je S = (oo, IEOEEO) njena parabolicka projekcija na P¢.
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Dodatak

&1
Slika 15. Prikaz varijabli u slucaju d > 1.
U tom slucaju je
(6) 1SoTol < [SoSp| + [SoTol-

Kako je

155le _ o195le _ o |5Tlg +1T5e
ST r4s r—+s ’

Kako tocke T¢ i Sg, Sé redom leze na koncentricnim kruznicama radijusa r, odnosno s, te

15050] = 1S0Sple =

su pri tom T¢ i S¢ iste orijentacije, to je [T'S’|¢ < [T'S|e, pa je

ST |¢
r+s

(7) |S0Sp] <4

S druge strane, tocke S’ i T imaju & komponente jednakih orijentacija, pa na njih
mozemo primijeniti prvi dio dokaza, po kojem je
ST 18T

STyl < O =C .
[SoTol DS +p(T) ~ st

Kako je
ST = [STR + ST = [STI2 +|S'T[Z < ST +|ST12

to je |S{To| < Cr gﬁ, pa tvrdnja leme slijedi iz relacija (6) i (7) uz C' = Cy + 4.
Slucaj r > s dokauje se analogno.

Q.E.D.
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Oznake

Multiindeksi i geometrija na R

Pri prouc¢avanju kompleksnih funkcija definiranih na R?, u : R — C, koristio sam
oznake koje je uveo Laurent Schwartz. Multiindeks je d-torka nenegativnih cijelih brojeva,
a=(ay,...,aq) € N¢. za koju definiramo duljinu

la| =a1+ -+ ay

i faktorijel

al =ay!l-ayl.
Na skupu Ng multiindeksa imamo parcijalan uredaj: a < 8 ako je a1 < By, ..., ag < Bg-
Za vektor x = (z!,... 7% € R?i a € N¢ definiramo potenciranje x® := (z1)®1 ... (z9)%,

Binomne koeficijente definiramo formulom:

(a) :{m 7 B < o
B 0 inace .

Derivaciju reda a definiramo s

oled

a._ o1 9% —
O = O O = e e

Prilikom rada s varijablama iz prostora R17¢ = Ry x RZ, koristit ¢emo sljedeéu notaci-
ju. Varijable u RxR? ¢emo oznacavatisy = (4%, 4%, ...,9%) = (t,x) = (t,2", ..., 2%), ovis-
no o tome $to je prikladnije. Sli¢no za dualnu varijablu pisemo n = (ng, n1,...,nq) = (7, &).
Za derivaciju koristimo simbole Vy = (04, V), te takoder crticu za 0;, odnosno V za V.
Derivacije po dualnoj varijabli & oznacujemo s podignutim indeksom uz znak derivacije:

i
” Za matricu A € M, s a;(a’) oznacujemo i-ti redak (stupac) matrice A. Takoder,
za kvadratnu matricu A reda d nad poljem F rabimo oznaku A e F za vektor cije
komponente, indeksirane uredenim parovima (i,7), 4,7 = 1,...,d, su zadane s Kij =
(A)i;. Drugim rjecima, A sadrzi elemente matrice A slozene u vektor iz F?

e; - oznacuje vektor kanonske baze u RZ.

RY - oznacuje skup R\ {0}.

S?=1 - oznacuje jediniénu sferu u R%.

P? - oznacuje glatku razinsku hiperplohu u R? definiranu relacijom P? := {(7,£) :
(277)? + (2m(€))* = 1}.
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Za funkciju ¢ definiranu na S4~! s ¥y oznacujemo njeno homogeno prosirenje reda 0 na

R, odnosno (&) == v(§).

Parabolicka projekcija p skupa RLIT? na P? je definirana relacijom

-
p(r.€) = : S —
V(2r7)? + 2r[€))t V/(2n7)? + (2n(€])
Parabolicku projekciju tocke T = (7, &€7) € RET4 na P¢ oznacujemo s

To = (70,&0) = p(Tr, &T)-

p - oznacuje preslikavanje definirano izrazom p(7, €) := {/(277)% + (27|€])4,

Operacije na funkcijama
U ovom radu koristimo sljedeéu definiciju Fourierove pretvorbe
F0NE) = F€) = [ ¢ flxax.

dok ¢e njezin inverz biti zadan relacijom

F()(x) = f(x) = / 27 f() de.

Rd

S f oznacujemo promjenu predznaka argumenta, to jest,

f(x) = f(==).
Poissonova zagrada diferencijabilnih funkcija a i b je funkcija definirana izrazom
{a,b} :=Vea-Vxb—Vya-Veb.
[A, B] :== AB — BA oznacuje komutator operatora A i B.

® - oznacuje vektorski tenzorski produkt, definiran s (a®@b)v = (v-b)a (po komponentama

(a®@b)ij = aiby).
X - oznacuje tenzorski produkt funkcija (distribucija) u razlic¢itim varijablama.

(-|-) - predstavlja (kompleksni) skalarni produkt vektora iz nekog unitarog prostora. U
slucaju kad su argumenti skalarnog produkta konstantni vektori, odnosno matrice na C¢,
krade ¢emo ga zapisivati s u-v = > u;U;, odnosno A - B = tr(AB*).

(-, ) - predstavlja seskvilinearan dualni produkt, kojeg uzimamo da je antilinearan po prvoj
varijabli, linearan po drugoj. U sluc¢aju kad su argumenti dualnog produkta vektorske ili
matricne funkcije, interpetiramo ga kao (u,v) = [v-u, odnosno (A,B) = [B- A =
[ tr(BA™).
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Oznake

Prostori funkcija i distribucija

Cg': Banachov prostor funkcija ¢ije sve derivacije do reda m opadaju prema nuli u beskon-
acnosti.

Cp': Banachov prostor funkcija Cije su sve derivacije do reda m omedene.

C2°([a, b]): Vektorski prostor restrikcija na [a, b N R funkcija iz CZ°(R), pri cemu su a,b €
R.

L?: Lebesgueov prostor, to jest prostor klasa ekvivalencije skoro svuda jednakih izmjerivih

funkcija takvih da je norma
1/p
fulhy = ([ tuto)pac)

|lullj 0 =1nf{C € R : |u(x)| < C (ss)},

za 1 < p < 00, odnosno

konacna.
Ukoliko nema straha od zabune, norme u L¥ prostorima ¢emo krace oznacavati s || - [| .

Skalarni produkt na L? ée nam biti zadan relacijom
(ulv)= /u(x)v(x)dm

Lebesgueovu mjeru oznacéujemo s A, te integraciju po R% obzirom na Lebesgueovu mjeru

s dx = d\(x)
W (a,b; X,Y): Hilbertov prostor definiran izrazom
W(a,b; X,Y) = {u:u e L?([a,0; X),u' € L*([a,b];Y)}

pri cemu su X,Y dva kompleksna Hilbertova prostora takva da je X =N Y, te a,b € R.
. . 2 2 2

Pripadna norma je [[ully = [[ullt2((q,0,x) + 1412 (0,50

U slucaju kad je X = V, Y = V’, gdje je V' dual Hilbertovog prostora V', kra¢e ¢emo

oznacavati W(a,b; V) := W(a,b; V, V).

S: Schwartzov prostor, i.e. prostor C* funkcija ¢ takvih da je za svaki k& € N polunorma

|61k = sup{|x*Igd(x)|;x € R, [ + B] < k}

konacna. S je Fréchetov prostor s toplogijom generiranom familijom gore navedenih polu-
normi.

H?: Soboljevljev prostor kojeg sacinjavaju sve distribucije takve da je A\*a € L2, pri ¢emu
je A(€) = (1+ |2n€[?)%/2. H® su Hilbertovi prostori opskrbljeni normom

lulfs = IX*illf2 = /(1 + |27 )% |a(€)Pde.
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Takoder se koriste oznake H™> = | JH?® i H* = [ H".

S’: Dual prostora S, sastoji se od takozvanih temperiranih distribucija. To su linearni
funkcionali na § neprekinuti u sljede¢em smislu

(3CER)ENeN)(¥o€S) [(u,8) < Cloly .

88?1: Hormanderova klasa klasiénih simbola reda m, odnosno prostor funkcija a(x, &) €

C®(R? x RY) takvih da je za svaki par multiindeksa o, 3 € Ng funkcija ABI="9,684q
omedena.

X™: Banachov prostor koji se sastoji od svih funkcija sa svojstvom da sve njihove derivacije
do reda m pripadaju prostoru .7-"L1(Rd), to jest da je njihova Fourierova pretvorba L'
funkcija. Norma na X™(R9) dana je s

fuwlln = [ 1+ l2reP)iFw(©)] de

U™ Prostor pseudodiferencijalnih operatora reda m (vidi definiciju na strani 4). Glavni
simbol operatora A € U oznacujemo s o, (A).

Skup svih pseudodiferencijalnih operatora je U = | J¥"™ dok se elementi skupa ¥~ =
(Y™ zovu izgladujuéi operatori.

U™(RY) oznacuje potprostor u U (R?) koji sadrzi operatore ¢iji simboli su kompaktno
noseni u varijabli x.
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Sazetak

Od svog uvodeja krajem osamdesetih godina proslog stolje¢a H-mjere su se pokazale
prikladnim sredstvom za primjenu na hiperbolicke zadace. Pri tom su se uz linerarne,
proucavale i polulinerarne zadace s neprekidnim koeficijentima.

U ovom radu pokusao sam ispitati primjenjivost H-mjera na nehiperbolicke (poseb-
no parabolicke) zadace. Cilj primjene bio je dobiti relaciju kojom bi izrazili H-mjeru
pridruzenu nizu (gradijenata) rjesenja promatrane zadace preko zadanih podataka, analog-
no onom §to je napravljeno za valnu (hiperbolicku) jednadzbu. Medutim dobiveni rezultati
nisu ispunili taj cilj u potpunosti. Naime, dobivena relacija izmedu nepoznate H-mjere i
zadanih podataka vrijedi svugdje osim u polovima sfere u dualnom prostoru. Medutim,
upravo informacije sadrzane u te dvije tocke imaju posebnu vaznost, jer su s jedne strane
za odredene viSeskalne zadac¢e H-mjere upravo noSene u polovima, dok je s druge strane
razmatrana H-mjera u slucaju Schrodingerove jednadzbe iskljucivo noSena u polovima.
Stovise, pokazao sam da izraz koji bi opisao razmatrane H-mjere u potpunosti i ne postoji.

Stoga sam pristupio konstrukciji nove varijante H-mjera koja bi u sebi sadrzavala dru-
gacije skaliranje dualne varijable, bolje prilagodeno nehiperbolickim zadac¢ama. Dokazuje
se postojanje kao i osnovna svojstva za novouvedenu, parabolicku H-mjeru, koja se zatim
primjenjuje na niz zadaca parabolickog tipa. Za razliku od originalnih H-mjera, rezultati
dobiveni primjenom nove varijante omoguc¢uju njihov potpuni opis pomocu zadanih po-
dataka, odnosno njima pridruzenih mjera. Tocnije, dobivene mjere su nosene izvan polova,
te su u sebi sacuvale podatke o smjeru Sirenja poremecaja prisutnih u pocetnom trenutku.

Analogno parabolickoj varijanti, na kraju se analiziraju moguce konstrukcije drugaci-
jih poopcenja, primjenjive na zadace koje u sebi sadrze opéenite vrste odnosa medu raznim
varijablama. Navode se njihova svojstva i opisuju reprezentativni primjeri.
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Summary

Since their introduction by the end of eighties of the last century, H-measures have
turned out as a useful tool for the study of oscillation effects related to hyperbolic problems.

This work tries to explore their applicability to non-hyperbolic (in particular, parabo-
lic) problems. The goal is to obtain a relation expressing H-measure related to a sequence
of (gradients of) solutions via given data, similarly to what was done for the wave (hyper-
bolic) equation. However, the results obtained failed to achieve this. More precisely, the
obtained relation between an unknown measure and given data is valid everywhere except
at North/South pole of the sphere in dual space. However, these two points have spe-
cial meaning, as H-measures related to (some type of) multiscale problems are supported
exactly in them. On the other side, an H-measure related to the Schrodinger problem is
supported in the poles exclusively. Furthermore, it is shown that the relation completely
describing considered H-measures does not exist.

Therefore, a new variant of H-measures has been constructed. It contains a different
scaling of the dual variable better suited to non-hyperbolic equations. The proof of the
existence, as well as the basic properties of the introduced, parabolic H-measure are given.
It is then applied to a sequence of parabolic type problems. Unlike the original H-measures,
the results obtained by this application enable the complete description of the introduced
variant via given data. More precisely, the measures obtained are supported outside poles,
and preserve information on the direction of propagation of initial disturbances.

Analogously to the parabolic variant, possible constructions of other generalisations
are considered, applicable to problems containing general relations between different vari-
ables. Their basic properties are given, as well as some representative examples.
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Zivotopis

Roden sam 4. travnja 1975. godine u Dubrovniku, gdje sam zavrsio osnovnu i sred-
nju skolu. Tijekom ¢itavog Skolovanja bio sam odlican ucenik. Sudjelovao sam u vise
matematickih i fizickih natjecanja u kojima sam ostvario zapazene rezultate (izmedu os-
talog tre¢e mjesto na drzavnom nivou). Maturirao sam 1993. godine s odli¢nim uspje-
hom. Iste godine upisao sam se na Prirodoslovno matematicki fakultet Sveucilista u Za-
grebu, Matematicki odjel, profil diplomirani inzenjer matematike. Na trecoj godini studija
odabrao sam smjer primijenjene matematike. Tokom studija moj prosjek ocjena je bio 4,9.

Diplomirao sam u jesen 1998. godine pod mentorstvom dr. Nenada Antonica. Naslov
diplomskog rada je Globalna rjesenja Boltzmanove jednadzbe. Rad se temelji na ¢lanku
Ronalda J. DiPerne i Pierre-Louis Lionsa objavljenom u Annals of Mathematics 1989.
godine. U njemu se dokazuje egzistencija renormaliziranog rjesenja, slabijeg od klasi¢nog,
koje se dobije kao limes rjeSenja niza aproksimativnih zadaca.

Zele¢i produbiti moje znanje fizike, 1995. godine sam paralelno upisao studij fizike na
Prirodoslovno matematickom fakultetu u Zagrebu, profil diplomirani inzenjer fizike. Na taj
nacin sam se upoznao s fizikalnom pozadinom jednadzbi koje matematicki obradujem. Na
tre¢oj godini studija fizike odabrao sam smjer geofizika, da bih na ¢etvrtoj godini izabrao
profil metereologija i fizicka oceanografija. Moj prosjek ocjena na studiju fizike iznosi 4,65.

Naslov mog diplomskog rada na tom studiju glasi Modeliranje termohalinog strujanja
u okragngim bazenima uz uvaZavanje lateralnog trenja. Izraden je pod mentorstvom prof.
Mirka Orli¢a, a obranio sam ga u sijecnju 2004. U njemu je izraden analiticki hidrostatski
model koji opisuje cirkulaciju sjevernog Jadrana u zimskim mjesecima, pokrenutu razlikama
u polju gustoce. Proucava se ovisnost strujanja o koeficijentima turbuletnog trenja, kako
vertikalnom, tako i lateralnom, kao i o pridnenom trenju.

Nakon diplomiranja, 1998. godine sam se zaposlio kao znanstveni novak na Matemat-
ickom odjelu Prirodoslovnog matematickog fakulteta u Zagrebu. Clan sam projekta Titra-
juca rjesenja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi sponzoriranog od Ministarstva znanosti
i tehnologije.

U akademskoj godini 98/99. zapoceo sam postdiplomski studij matematike.

Akademsku godinu 99/00. sam proveo na Max Planck Institutu za primjenjenu mate-
matiku u Leipzigu, Njemacka, gdje sam bio pozvan sudjelovati u projektima vezanim uz
H-mjere i njihove primjene.

Magistrirao sam u srpnju 2002. pod mentorstvom prof. Nenada Antoni¢a. Naslov
magistarskog rada je H-mgjere i primjene. U njemu se bavim primjenom H-mjera na polu-
linearnu valnu jednadzbu, kao i na simetricne hiperbolicke sustave. Koriste¢i prijenosna
svojstva H-mjera, pokazano je da dodavanje nelinearnog c¢lana nije rezultiralo promjenom
makroskopske gustoce energije pridruzene valnoj jednadzbi.

Dosad sam odrzao desetak priopéenja na medunarodnim konferencijama, te objavio
sljede¢e znanstvene radove:

- Nenad Antoni¢, Martin Lazar: Computation of Power-Series Expansions in Ho-

97



Poopéenja H-mjera i primjene

mogenisation of Nonlinear Equations u Proceedings of the 1. Conference on Applied Math-
ematics and Computation (Dubrovnik, 1999), pp. 69-80, M. Rogina et al. (ur.), Department
of Mathematics, Zagreb, 2001.

- Nenad Antoni¢, Martin Lazar: Microlocal energy density for hyperbolic systems u
Applied Mathematics and Scientific computing (Dubrovnik, 2001), pp. 179-190, Z. Drmac
et al. (ur.), Kluwer Academic/Plenum Publishers,; 2003.

- Martin Lazar, Marko Pavi¢, Zoran Pasari¢, Mirko Orli¢: Analytical Modelling of
Wintertime Coastal Jets in the Adriatic Sea, Continental Shelf Research 27 (2007) 275-285

- Nenad Antoni¢, Martin Lazar: H-measures applied to non-hyperbolic equations,
poslano

Moj osnovni interes je u matematickom pristupu fizickim problemima. Posebno sam
zainteresiran za parcijalne diferencijalne jednadzbe i njihove primjene, posebno na po-
drucju fizicke oceanografije. Takoder, proucavao sam probleme prijelaza iz mikroskale na
makroskalu, odnosno probleme homogenizacije. Jedan od alata koristenih u homogenizaci-
ji su i H-mjere, ¢ijim svojstvima i primjenama sam se bavio u magistarskom radu, a ¢ije
poopcéenje je sadrzaj moje doktorske disertacije pod naslovom Poopcéenja H-mjera i prim-
jene.
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