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Predgovor

Ludwig Boltzmann je 1872. godine napisao jednadzbu koja opisuje ponasanje razrije-
denog plina. Boltzmannova jednadzba je i dalje osnova kineticke teorije plinova i primjen-
juje se za proucavanje ne samo klasi¢nih plinova, koje je Boltzmann imao na umu kad ju
je pisao, nego uz odgovarajuca poopcenja, koristi se za proucavanje prijenosa elektrona,
neutrona i fotona u odgovaraju¢im sredinama. U zadnjih dvadeset godina povecano je
zanimanje za nju i jedan od najnovijih rezultata na tu temu je ¢lanak Ronalda DiPerne
i Pierre Louis Lionsa u kojem dokazuju egzistenciju globalnih rjesenja Boltzmannove jed-
nadzbe. U ovom Radu sam pokusao dati prikaz tog dokaza i pri tom pojasniti mnostvo
detalja, koji su u ¢lanku ostali nerazjasnjeni.

Ovom prilikom Zelim se zahvaliti svom mentoru dr. Nenadu Antoni¢u na nesebi¢noj
potpori i razumijevanju koje sam imao za vrijeme pisanja ovog Rada. Isticem da sam kroz
cijelo to vrijeme mogao racunati na njegovu pomo¢ u razjasnjavanju svih nejasnoca na
koje sam nailazio. Mnostvom korisnih savjeta trudio se pojasniti i prikazati zanimljivim
relativno tesko i meni do tada nepoznato gradivo, koje se u Radu koristi. Na kraju se
zahvaljujem i asistentima Nevenu Balenovié¢u i Marku Vrdoljaku na ulozenom vremenu i
korisnim savjetima kojima su mi pomogli rijesiti odredene probleme vezane uz ovaj rad.

Zagreb, lipnja 1998.
Martin Lazar
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I. Kineticka teorija plinova



Globalna rjesenja Boltzmannove jednadzbe

1. Fazni prostor

U statistickoj mehanici prikladno je opisati stanje mehanickog sustava G sa s stup-
njeva slobode pomocu vrijednosti Hamiltonovih varijabli q1, g2, - -, qs; p1,p2,- -+, ps. Jed-
nadzbe gibanja tada poprimaju sljede¢i oblik

@__GH @_8H
dt Oq;" dt N op;

(1)

gdje je H Hamiltonova funkcija 2s varijabli ¢i,-- -, ps (pritom pretpostavljamo da H ne
ovisi o vremenu t eksplicitno). Vremenska derivacija funkcije H se lako izra¢una koristeci

(1):
Z 8quz Z 8Hdpz B
dq; dt op; dt
Zbog toga sto sustav (1) sadrzi samo jednadzbe prvog reda, na osnovu jedinstvenosti
rjeSenja Cauchyeve zadace za sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, slijedi da znajuéi
vrijednosti Hamiltonovih jednadzbi u trenutku ¢y mozemo odrediti njihove vrijednosti u
svakom drugom trenutku t.

Uvedimo sad 2s dimenzionalni euklidski prostor I', ¢ije tocke imaju Kartezijeve ko-
ordinate qi,- - -, ps. Svakom stanju mehanickog sustava G odgovara jedna tocka u I' koju
zovemo imaginarnom tockom danog sustava, a cijeli prostor I' faznim prostorom. Buduéi
da je stanje mehanickog sustava u svakom trenutku ¢ jedinstveno odredeno stanjem u
nekom fiksnom trenutku ¢y, onda ¢e i gibanje imaginarne tocke u I', sto predstavlja prom-
jenu stanja danog sustava, biti jedinstveno odredeno njenim polozajem u tg. Krivulja koju
odreduje to gibanje zove se trajektorija. Slijedi da kroz svaku tocku faznog prostora prolazi
tocno jedna trajektorija.

Pogledajmo vremenski interval [tg,t]. U tom vremenu svaka tocka Py € T" prijede u
drugu, jedinstveno odredenu tocku P, dakle cijeli prostor I' se transformira u samog sebe.
Ovo gibanje faznog prostora zove se prirodno gibanje i ima sljede¢e svojstvo: premjestaj
svake tocke u intervalu At =t —tg ovisi o njegovoj duljini i o polozaju u tg, ali ne i o izboru
to. To svojstvo uvjetuje stacionarnost gibanja, to jest brzina tocaka faznog prostora ovisi
jedino o njihovom polozaju, i ne mijenja se s viemenom. U nastavku Hamiltonove varijable
q1,- - -, ps danog sustava GG zvat ¢emo dinamickim koordinatama njegove imaginarne tocke u
prostoru I' i oznacavati slovom P, a svaku funkciju tih varijabli zvat ¢emo faznom funkcijom
(Hamiltonova funkcija je primjer fazne funkcije). Radi jednostavnosti zapisa uzet ¢emo i
da je tg = 0.

Definirajmo jo$ invarijantan dio I' C T' kao svaki podskup faznog prostora koji se
tokom prirodnog gibanja transformira u samog sebe.

Svako neprekidno preslikavanje faznog prostora u samog sebe ne mora biti njegovo
prirodno gibanje, budué¢i da ono ima i neka dodatna svojstva koja opisuju sljede¢a dva
teorema.

Teorem 1. (Liouville) Neka je M (u smislu Lebesguea) izmjeriv skup tocaka faznog
prostora I' danog mehanickog sustava, koji u prirodnom gibanju faznog prostora u vremenu
t prelazi u My C T'. Tada vrijedi:

A(M) = A(My)
gdje je s A oznacena Lebesqueova mjera (volumen) na R?s.
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Kineticka teorija plinova

Dem. Uvedimo nove oznake radi jednostavnosti:

Ty = qia xS-i—’L' == pl )
OH OH
X' — e
" Ops o dq;

zat1=1,2,---,s.
U novim oznakama raspisane jednadzbe (1) glase

d
% = Xl(xlu o, - JxQS)
(2) e
d:L'Q
dts = X?S(xla X2, ,1'25) )
odakle primjenom Schwarzovog teorema o simetriji derivacije slijedi
2s 8XZ
=0.
= Omi
Ako su xl(-o) (1t =1,2,---,8) pocetne vrijednosti varijabli z; (u trenutku 0), onda je jedin-
stveno rjesenje sustava (2) sljedeceg oblika:
0 0 0

U integralu
)\(Mt) = / d:l:‘l tee dl'gs
M

zamijenimo varijable stavljajudi:

XTg = fl(t7y17 e 7?/25) ’

gdje t shvacamo kao pomoc¢ni parametar.
Bududéi da je (y1,---,y2s) € M ako i samo ako je (x1,---,xe5) € My, vrijedi da je

A(My) :/ J(ty1 - y2s)dyr - - - dyas
M

gdje je s J oznacen jakobijan

8(3;1 .. 'x25)
J(ty, -, = """
( . yQS) a(yla o 7?/28)
Deriviranjem po parametru ¢t dobivamo
dA(My) oJ
3 —_— = —dyy - - - dyas -

Vrijednost % mozemo izracunati pomocu pravila za derivaciju determinante. Na taj nacin
imamo da je:

2s
oJ
(4) % ; Ji



Globalna rjesenja Boltzmannove jednadzbe

pri cemu je

Ny vov g 0%
Ji _ (I’l, y Li—1, Ot y Li+1, 71:28) (1 <i< 25)
(Y1, Y2s)
Zbog toga §to su x; funkcije samo po varijabli ¢ i relacije (2) imamo da je:
Ji: a(l'l,‘",xifl,Xi,$i+1,"‘,$23) (1§Z§2S)
a(yb e »?JZs)
Medutim,
0X; Ox,
1<i<25,1<kE<2
3yk Zaxrayk dis2sl<k<as),
(]i _ Z aX 8(:171’ Cy Xg—1, Tpy Ti41, 7'r25) '
61’7’ a(yla e 7925)
U gornjoj sumaciji jedino je Clan uz r = ¢ razlicit od nule, pa je
0X;
Ji=J .
‘ 8:51-
Uvrstavajudi taj izraz u (4) dobijemo
2s
oJ 0X;
—=J =0.
ot zz ox;
Sada zbog (3) vrijedi:
dA(My) 0
a
Q.E.D.

Gledajmo sada tocku P € I'. U prirodnom gibanju kroz vremenski interval ¢ ona
prelazi u jedinstveno odredenu tocku, koju ¢emo oznacavati s P;. Za proizvoljnu faznu
funkciju f definirajmo funkciju f; na R x I' izrazom:

it P) = f(P) .
Neka je M Lebesque—izmjeriv podskup kona¢ne mjere faznog prostora, a f fazna funkcija
Lebesque—integrabilna na I". Zamjenom varijabli dobivamo sljedec¢e jednakosti:

fPyavi= [ prgav = [ pePyav
M; M M
Zbog Liouvilleovog teorema je dV = dV;, pa slijedi:
f(P)dV = / fi(t, P)dVv
U slucaju da je M invarijantan skup (My = M) imamo:

/f )dV = /fltP

Teorem 2. (Birkhoff) Neka je M Lebesque-izmjeriv podskup konacne mjere u faznom
prostoru, a f Lebesque—integrabilna fazna funkcija na M. Tada za skoro svaku tocku

P € M postoji limes
lim — (t, P)d
05200/ ult

a taj limes postoji skoro svuda i kad C' — —oo0.
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Kineticka teorija plinova

Veli¢ina (1/C') fOC f1(P,t)dt je srednja vrijednost funkcije f duz trajektorije koja pro-
lazi kroz P, u vremenskom intervalu (0,C). Limes ove vrijednosti kad C' — oo zovemo
vremenskim usrednjenjem funkcije f na trajektoriji kroz tocku P. Drugacije iskazano,
Birkhoffov teorem kaze da za integrabilnu funkciju postoji vremensko usrednjenje na tra-
jektoriji koja u ¢asu t = 0 prolazi kroz P, za skoro svaki P. Dokaz teorema se moze naci
u [H, str. 20].

Proucimo sada jedan primjer fazne funkcije. S fizickog stanovista najvaznija fazna
funkcija je energija E(q1, -+, qs,P1,"*,Ds) -

U izoliranom mehanickom sustavu energija je konstantna. To znaci da je za svaki
a € R skup F(a) invarijantan podskup od TI'; takve podskupove ¢emo zvati povrsine
konstantne energije.

Uvedimo oznaku Y, za povrsinu konstantne energije £/ = x.

Pretpostavit ¢emo da za nas mehanicki sustav vrijede sljedece cetiri pretpostavke koje
su obi¢no ispunjene u sustavima razmatranim u statistickoj mehanici:

1) Nenegativnost funkcije E. Taj se zahtjev moze uvijek ispuniti namjestanjem aditivne
konstante u formuli za potencijalnu energiju.

2) Dio faznog prostora definiranog nejednakoséu £ < z je jednostruko povezano podrucje
ograniceno povrsinom ..

3) X, je zatvoren i dovoljno gladak skup.

4) Za x1 < x2 je ¥z, unutar podrucja omedenog sa 3;,, pa familiju (X;,z € RBL)
mozemo predociti familijom koncetricnih sfera.

Osim ovih pretpostavki u mehanickom sustavu vrijedi i to da je ukupna energija
podudarna s Hamiltonovom funkcijom.

Zbog zakona sacuvanja energije za M C X, vrijedi i M; C ¥,,t € R; . Problem s
kojim se sada suocavamo je definiranje mjere na >,. Naime, ako za M C ¥, definiramo

mjeru
m(M) ::/ ax,
M

onda ta mjera nece biti invarijantna s obzirom na prirodno gibanje, to jest za nju nece
vrijediti Birkhoffov i Liouvilleov teorem. Zato zelimo uvesti novu mjeru na Y.

Razmotrimo sada dvije infinitezimalno bliske povrsine >, i ¥, Az, a skup omeden
njima oznac¢imo s D. Tada je zbog Liouvilleovog teorema volumen

/dV
D

invarijantan s obzirom na prirodno gibanje.
Oznac¢imo s n normalu na povrsinu .. Gornji se integral moze napisati na sljedeéi

nacin:
z+Az
/ dV = / / d>dn
D T M
1 vrijedi

T+Ax T+Ax
(5) / / dXdn = / / dSdn .
x My x M

Kako je dz; = cos(n, x;)dn, to imamo

2s
Ax =dE = alacZ Z

cos n, z;)dn .

ox;
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Zbog
E .
cos(n, z;) = a‘v/g’%
vrijedi
2
(5
(6) dE = — ( "”> dn = |VE|dn

IVE|

pa mozemo definirati mjeru g na ) :

ax
HM) = /M VE

Koristeci (5) 1 (6) vidimo da mjera u zadovoljava Liouvilleov teorem, to jest

(7) p(Mp) = p(M) .
Ukoliko zelimo normirati mjeru u, tada je mozemo predefinirati na sljede¢i naé¢in:
(M)
po(M) = -
1(Xz)

2. Liouvilleova jednadzba

Razmatrat ¢emo slucaj plina s N molekula i uvesti funkciju gustoce p, definirane tako
da integral

/ p(t,p,q)d’pd’q
D
predstavlja broj molekula koje se u trenutku ¢ nalaze u skupu D C I
Funkcija gustoce zadovoljava Liouvilleovu jednadzbu:
dp _ 9p i(@@ Op dgi

at ot Op; dt aq,-dt)zo'

i=1

Smisao jednadzbe je da prirodno gibanje tocaka u faznom prostoru, shvaceno kao gibanje
fluida, ima svojstvo inkompresibilnosti toka.

Da bismo dokazali da Liouvilleova jednadzba vrijedi za funkciju p, uzmimo proizvoljni
volumni element w u I', i sa S oznacimo njegov rub. Tada vrijedi

d
il I — )
(8) dt/wpd /Sn vpdS ,

gdje je n jedini¢na normala na rub S, a v je 2s-dimenzionalna brzina:

V= (q17"'7QSap17”'7ps) :

Na osnovu teorema o divergenciji imamo:

/divvde:—/n-vpdS,
w S



Kineticka teorija plinova

pa kombinirajuéi gornju relaciju s (8) i koristeéi proizvoljnost skupa w dobivamo
dp

— +div =0.

T (pv)

Raspisivanjem slijedi

= div (pv)

= Z l p% i (ppz):|
. _,0' N 2 9. 9.
N Z {3% L o pz} +;p {%ipz i 0q'qz} '

7

(9t

Iz Hamiltonovog sustava jednadzbi slijedi da su ¢lanovi u drugoj sumaciji u zadnjoj jed-
nakosti jednaki nuli, pa ona prelazi u Liouvilleovu jednadzbu i time je dokaz gotov.

3. Poincaréov teorem

Mehanicki sustav zatvoren u konaé¢ni volumen s konacnom energijom ¢e se u kona¢nom
vremenu vratiti u proizvoljnu blizinu skoro svakog pocetnog stanja. Preciznije, vrijedi
sljedeci

Teorem 3. (Poincaré) Ako za proizvoljno malen A C ¥, C ' s B C A ozna¢imo skup
svih tocaka koje se ne vracaju u A nakon sto ga jednom napuste, onda je u(B) = 0.

Dem. Oznac¢imo s Bj, Bs, Bs, ... podru¢ja dobivena prirodnim gibanjem skupa B nakon
vremena t, 2t,. ... Zbog definicije skupa B mozemo uzeti t dovoljno velik tako da je BNB; =
(). Tvrdimo da je tada

(Vn,k) ,BpNBpix =10

U suprotnom bi ¢injenica da je P € B, N B,,+; zbog nepresijecanja trajektorija povlacila
da je P € B,_1 N By+;_1 1 dalje induktivno da je P € B N By, §to je u kontradikciji s
definicijom skupa B.

Zbog (7) vrijedi da je u(B) = u(B1) = ..., pa ako je u(B) > 0 slijedi da je mjera
cijele energetske povrsine neogranicena, sto je u suprotnosti s pretpostavkom teorema, pa
je zato

w(B)=0.

Q.E.D.

Vrijeme koje je potrebno sustavu da se vrati u pocetno stanje zove se Poincaréov
krug.
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Globalna rjesenja Boltzmannove jednadzbe
1. Fazni prostor i Liouvilleova jednadzba za plin

U razmatranju plina s N molekula uvest ¢emo 6/N-dimenzionalni vektor z koji se
sastoji od komponenata vektora polozaja x; i brzina &; cestica, te 6 N-dimenzionalni vektor
Z koji se sastoji od komponenata brzina &; i sila na cesticu po jedinici mase X;. Pripadni
fazni prostor je skup I' = QY x R3Y | gdje je Q C R3 dio prostora u kojem se gibaju estice
plina. Novouvedeni vektori x i & odgovaraju vektorima q i p iz Hamiltonovog sustava, a
broj stupnjeva slobode s jednak je 3N (svakoj ¢estici pripadaju tri stupnja slobode). Mi
¢emo razmatrati samo hamiltonijane oblika

3N o

D3
H(paq) :ZﬁWLV(QLQQ,”WQSN)a

i=1
gdje suma predstavlja kineticku energiju sustava, a funkcija V' potencijalnu energiju. U
daljnjem radu ¢emo pretpostavljati fizikalnu situaciju u kojoj mozemo zanemarivati poten-
cijalnu energiju, to jest uzet ¢emo V = 0, pa Hamiltonove jednadzbe poprimaju sljedeci

oblik: )

q=p

p=0.
Zadnja jednadzba iskazuje ¢injenicu da u naSem sustavu nisu prisutne sile. Pomoc¢u vektora
X i & gornji sustav jednadzbi se moze zapisati na sljedeéi nacin:

(1) "=,

sto je upravo Newtonov sustav jednadzbi gibanja, koji je sustav obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi prvog reda, pa vrijednost rjesenja z u pocetnom trenutku odreduje vrijednost
rjeSenja z u svakom drugom trenutku.

Ako ne znamo pocetne vrijednosti s apsolutnom to¢noséu, moramo uvesti vjerojat-
nosnu distribuciju P(t,z), koja predstavlja gustocu vjerojatnosti nalazenja tocke u faznom
prostoru u trenutku ¢. Preciznije, vjerojatnost nalazenja tocke z u skupu D C I' u trenutku

t jednaka je integralu
/ P(t,z)dz .
D

Imajuéi zadanu pocetnu vjerojatnosnu distribuciju Py := P(0,z), zelimo izracunati dis-
tribucije P(¢,z) u kasnijim trenucima. Da bismo to postigli, potrebno je odrediti evoluci-
jsku jednadzbu za P(t,z).

Intuitivan nacin na koji se to moze postici je sljedeé¢i. Na vjerojatnosnu distribuciju
mozemo gledati kao na gustoéu nase tocke u faznom prostoru, pa zakon sacuvanja mase
daje

88—];+div(PZ) =0.
Koristedi relaciju
div(PZ)=7Z-V,P+ PdivZ

medusobnu neovisnost varijabli prostora i brzine, te odsustvo sila, imamo
divZ =) (divy&i +dive,X;) =0.

Iz gornjih relacija slijedi Liouvilleova jednadzba:

op
4 Z.V,P=0.
5 T2 VaP =0

10



Izvod Boltzmannove jednadzbe

Relacija (1) jedinstveno odreduje prirodno gibanje faznog prostora, pa je zato svakoj tocki
zo pridruzena jedinstvena tocka z(t,zg) u koju se z preslika u vremenskom intervalu t.
Prirodno gibanje, kako je pokazano u prvom poglavlju, zadovoljava Liouvilleov teorem:

(2) /R dz = /R 0 J(2)20)dzo = /R 0 dzo .

koji slijedi iz ¢injenice da je %—‘t] =01 J(zo/z0) = 1.

Liouvilleova jednadzba i teorem su oboje izvedeni uz pretpostavku glatkoce funkcija z i
Z. Medutim, ¢esto je korisno razmatrati granicni slu¢aj u kojem sustav ima samo diskretna
medudjelovanja s kona¢nim impulsima, Sto je dobra aproksimacija za jake odbojne sile
kojima molekule medusobno djeluju na veoma malim udaljenostima. Ovakva razmatranja
dovode do pojma plina satavljenog od ¢vrstih lopti, tzv. biljarskih kugli, koje medusobno
ne djeluju na dovoljno velikoj udaljenosti, a pri sudaru se elasticno odbijaju. Promjer
molekula ¢ tada odgovara dometu medumolekularne odbojne sile. Ovakva interpretacija
nam kvari glatko¢u funkcija z i Z, koje vise nisu ni neprekidne jer prilikom sudara molekula
dolazi do trenutne promjene njihovih brzina. Pokazat ¢emo da usprkos tome Liouvilleov
teorem sacuvanja volumena i dalje vrijedi. Dokaz se zasniva na ¢injenici da jakobijan
transformacije varijable z prilikom sudara ostaje jednak 1. Pogledajmo to detaljnije.

U sudaru dvije identi¢ne kugle, njihove brzine (&7, &5) prije i (&1, &2) poslije sudara
su povezane relacijama:

& =6 —nn- (& - &)
§2=& —nn- (§&-§),

gdje je n jedini¢ni vektor u smjeru vektora koji spaja sredista dviju kugli. Relacije se
dobiju iz zakona sacuvanja energije i impulsa.
Lako se provjeri da su relacije reverzibilne, tj. da vrijede sljedec¢e jednakosti:

g =& —nn- (& — &)
& =& —nn-(&— &)

Iz ovoga slijedi da se komponente brzina dviju ¢estica prilikom sudara linearno transformi-
raju. Matricu te transformacije oznaéimo s A. Njen inverz A~! je jednak A, pa je zato
A? jedini¢éna matrica. Njezina determinanta, odnosno jakobijan transformacije koordinata
brzina Ji je zato jednak 4+1. Pokazat ¢emo da je on upravo jednak —1.

Uvedimo sljede¢u transformaciju varijabli:

(3)

- 1, , - 1
13 =§(€1+€2)7 525(51+€2),

V=g -& V=£6-6&.

Nove varijable odgovaraju brzinama centara mase, odnosno relativnim brzinama dviju
Cestica, prije i poslije sudara.
Koristedi (3) vidimo da su nove varijable medusobno povezane relacijama

€=¢
V=V —-2nn-V).

11



Globalna rjesenja Boltzmannove jednadzbe

Jakobijan ove transformacije je ocigledno —1. Ako s Jy oznac¢imo jakobijan transformacija
(&1, &) — (EI,V’) i (€1,&2) — (€, V) (one ocigledno imaju jednake Jakobijane), dobijemo
za jakobijan transformacije (3):

Ti = J(€1,€21€], €5) = J(&1, &€, V)J(E, VIE, V') J(E, V'€, &)
=(1/Jo) - (~1)- Jo=—1.

Jakobijan transformacije J varijable z prilikom sudara jednak je produktu Jakobijana J; i
J2 koji odgovaraju transformaciji varijabli brzine i polozaja (zbog nezavisnosti varijabli x

i §)

Cinjenica da je Jo = —1 moze se intuitivnho dosta lako prihvatiti, heuristicki je to
izvedeno u [C, str. 17|, dok se strogi dokaz toga moze naci u [S, str. 1297].
Pokazali smo da je J; = —1 i pozvat ¢emo se na to da je Jo = —1, pa je J =1, ¢ime

smo dokazali sacuvanje volumena u faznom prostoru.

Uzmimo proizvoljan skup Do C I'i sa D ozna¢imo njegovu sliku u prirodnom gibanju
faznog prostora, tj. D = T'Dy. Vijerojatnost da je zg € Dy jednaka je vjerojatnosti
z = T'zy € D, pa koristeéi transformaciju varijabli dobivamo:

/ Po(z0)dzo = / P(t, 2)dz / P(t, Ttz0)J (2/20)dz .
Do D Do
Zbog proizvoljnosti skupa Dg lokalizacijom slijedi:
P(t, T'20)J(z/20) = Po(z0) -
Pokazali smo da je J(z/zp) = 1, §to nam daje
P(t,T'zo) = Py(z0) ,

tj. funkcija P je konstantna na trajektoriji svake tocke i vrijedi Liouvilleova jednadzba:

N
0P
(4) gﬂL;ﬁrVnP:O-

Gornju jednadzbu moramo nadopuniti odgovarajué¢im pocetnim i rubnim uvjetima. Po-
¢etni uvjeti su zadani funkcijom distribucije Py u trenutku ¢ = 0. Rubni uvjeti se moraju
zadati ¢ak i ako nas plin nije zatvoren u neki konacni volumen, jer su podrucja koja odgo-
varaju preklapanju dviju kugli iskljucena iz faznog prostora. Zato moramo predefinirati
fazni prostor I' = QY x R3V isklju¢ujuéi iz njega sve tocke koje zadovoljavaju

gdje je o promjer svake kugle.

Na rubovima isklju¢enih podruc¢ja moramo zadati rubne uvjete tako da P ostane
konstanta na trajektoriji. Budué¢i da funkcija brzine ima prekid na rubu, moramo zahti-
jevati da P poprima istu vrijednost u z’ i z, gdje z’ i z predstavljaju tocke na rubu koje
odgovaraju stanju sustava prije i poslije sudara. Detaljnije:

(5) P(t>X17£17"'7Xi7€ia"':Xjasja"'7XN7£N> =

P(t,x1,&1,- -, %, & —ngj(ng; - Vij), -+, x5, &5 + (05 - Vi), -+, xn, &)
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Izvod Boltzmannove jednadzbe

za
i —xj| =0 (i #]j),

gdje je Vij = & — &;, a n;; jedinicni vektor u smjeru vektora koji spaja sredista i-te i j-te
kugle.

U slucaju da se © ne sastoji od cjelokupnog prostora R3, moramo zadati i rubne
uvjete na granici koja zatvara na$ plin. Najcescée se tu zadaju uvjeti zrcalne refleksije
(& =& —n;(n; - &)), a njihovo fizicko znacenje odgovara elasticnom srazu sa stijenkom.

2. Heuristicki izvod Boltzmannove jednadzbe

Liouvilleova jednadzba, koju smo dosad razmatrali, ne moze se koristiti u prakticnom
racunu zbog velikog broja varijabli (reda 10?Y). To su imali na umu Maxwell i Boltzmann
kad su poceli raditi s funkcijom distribucije jedne cestice P(l)(t,x, £). Ta funkcija zavisi
samo od sedam varijabli, to jest komponenata vektora polozaja x i brzine £ i vremena
t. Boltzmann je pomoéu heuristickih argumenata izveo jednadzbu za PW) i sada ¢emo
prikazati taj izvod.

Prvo ¢emo precizno definirati funkeiju P (t,x,&); ona predstavlja vjerojatnost nala-
Zenja fiksne Gestice (oznacimo je s 1) u tocki (x,£) € I' u trenutku t. PV i P su povezane
jednostavnom relacijom

PY(t,x,€) :/ P(t,x1,&1,%2,&2, -+, XN, &N )dx2dEa - - - dxyd€ N .

QN-1xR3N-3

U odsutnosti sudara P takoder zadovoljava jednadzbu (4) kao i P (s jedinom ra-
zlikom da moramo uzeti N = 1). Ostaje nam izracunati posljedice sudara na evolucijsku
jednadzbu za P1). Vjerojatnost sudara nase fiksne cestice bit ¢e povezana s vierojatnoséu
nalazenja bilo koje druge cestice s centrom udaljenim od centra prve ¢estice tocno o. Iz
toga zakljuéujemo da ¢e nam u evolucijskoj jednadzbi za P trebati uvrstiti novu funkeiju
P®@)_ koja odreduje vjerojatnosnu distribuciju za dvije fiksne cestice. P2 (t,x1,&1,%2,&2)
dakle predstavlja vjerojatnost (to¢nije gustoéu vjerojatnosti) nalazenja prve estice u tocki
(x1,&1) 1 druge u (x2,&2) u trenutku ¢. Definirajmo uz to funkcije L i G' na sljedeé¢i nacin.

Za D C T integral
t+h
/ / Ldedefl
D Jt

predstavlja oc¢ekivani broj cestica u dijelu faznog prostora D, koje u vremenskom intervalu
h napuste taj dio faznog prostora. Na slican nacin se definira funkcija G' takva da

t+h
/ / Gdsdxid&,
D Jt

predstavlja o¢ekivani broj cestica koje u vremenskom intervalu h udu u dio faznog prostora
D. Tada za P vrijedi sljedeca jednakost:

p)
(6) a@t +& -V P=G-1L.

Jasno je da za dovoljno mali skup D i vremenski interval h, Cestica koja se nalazi u D
¢e napustiti taj skup prilikom svakog sudara, pa ono sto treba izracunati je vjerojatnost
sudara cestice 1 s bilo kojom drugom cesticom. Buduéi da preostalih cestica ima N — 1,

13



Globalna rjesenja Boltzmannove jednadzbe

i one su identi¢ne, dovoljno je racunati vjerojatnost sudara s jednom odredenom cesticom
koju ¢emo zvati cestica 2.

U racunu ¢emo se posluziti jednostavnim trikom; c¢esticu 1 ¢emo zamisliti kao staci-
onarnu kuglu s dvostruko ve¢im promjerom od stvarnog, a ¢esticu 2 kao tocku s brzinom
Vo =& — &1. Neka je xo tocka na sferi radijusa o s centrom u x1 i neka je on vektor koji
spaja x1 1 Xg, pri ¢emu je n jediniéni vektor. Nadalje, neka je dS = o2dn infinitezimalno
podrucje na sferi oko x2 (dn je infinitezimalno podrucje na sferi oko vrha vektora n).
Cestica 2 s brzinom &; ¢e pogoditi podrucje dS na sferi u vremenskom intervalu dt samo
ako se nalazi u cilindru visine |V - n|dt s bazom dS. Zato je vjerojatnost sudara cestica 1
i 2 na dijelu sfere dS s vrijednostima unutar intervala [x1,x; +dx1], [£1, &1 + d€1], [x2, X2 +
dxs)], [€a, &0 + d€s], [t,t + dt] jednaka P(2)(t,x1,Xso, &1, &)dx1d€1dE20%dn|Vy - n|dt. Ako
zelimo izrac¢unati ukupnu vierojatnost sudara moramo integrirati brzinu &€ po R? i polozaj
x2 po dijelu sfere na kojem je Vo -n < 0 (Cestice se kreéu jedna prema drugoj, tj. doéi ¢e
do sudara), pa dobivamo

=(N—-1) /3/ J(t,x1,€1,x1 + on, €1, &) [Vy - njo?dndgs
Rr3Js_

gdje je sa S_ oznacena hemisfera na kojoj je Vo -n < 0.

Na analogni nacin se nalazi izraz za funkciju G, s time da se sada gledaju brzine &; i
&9 poslije sudara, pa moramo integrirati po hemisferi S definiranoj relacijom Vg -n > 0.
Tako dobijemo

- —1// )(t.x1, €1, %1 + om, £1,5)|Va - nlo%dndg, |
R3Js,

Sada jednadzbu (6) mozemo zapisati u obliku:

1

o Vi, P=(N-1) / / J(t,x1,€1,%1 + on, &, &) Vs - no’dndé; .

ot R3

U gornjem integralu smo ispustili apsolutnu vrijednost, a umjesto po hemisferi integriramo
po cijeloj sferi S.

Gornja jednadzba jos uvijek nam nije od velike koristi. Ono sto se zeli dobiti je
jednadzba koja ¢e sadrzavati samo funkciju PO Ty jednadzbu je napisao Boltzmann i
ona nosi njegovo ime.

Sljedece sto ¢emo iskoristiti je neprekidnost vjerojatnosne distribucije P prilikom
sudara. Stavljajuéi i = 11 j = 2 u jednakost (5) i integrirajuéi po vektorima brzine i
polozaja preostalih N — 2 cestica, dobijemo:

PO(t,x1,€1,%2,&) = PP(t,x1,€ —n(n- V), x,€ +n(n-V))

za |X] —Xa| = o, pri ¢emu smo V pisali umjesto V2, a n umjesto nj2. Radi kradeg zapisa,
koristit ¢emo oznake

& =& —nn-V)
&H=8&&+nn-V).

Koristec¢i gornje relacije mozemo ovako pisati izraz za funkciju G poprima oblik:

(7)

(8) G=(N-1)o / / (1, %1, €}, x1 + om, €1, €)[Vs - njdndés |
R3 JS,
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Izvod Boltzmannove jednadzbe

U ovom trenutku potrebno je uvesti dodatne pretpostavke, Boltzmannove argumente.
U razrijedenom plinu broj cestica N je veoma velik, a ¢ malen. Na primjer uzmimo da
imamo plin zatvoren u kutiju volumena 1 cm? pri sobnoj temperaturi i pri atmosferskom
tlaku. Tada je N = 10% i ¢ = 10~8cm, pa procjenjujemo da je (N — 1)0? = No? =1
m?, §to je znacajna veli¢ina, dok razliku izmedu x i X 4+ on mozemo zanemariti. Zato
¢emo koristiti tzv. Boltzmann-Gradov limes pri kojem N — oo, 0 — 0, a No? ostaje
konstantan.

Osim toga, buduéi da volumen koji zauzimaju Gestice iznosi No3 = 10™* e¢m?, sudar
dviju odredenih cestica je malo vjerojatan slucaj. Zato se za Cestice prije sudara moze
pretpostaviti da su statisticki neovisne, tj. da za njih vrijedi relacija

PO(t,x1, &1, x2,8) = PO (t,x1,&)PY(t, %2, &) ,
ili preciznije zapisano
PO (t,x1, &1, %1 +on, &) = PU(t,x1,6)PY(t,x1 + on, &)

7Za
(§2—&1) - n<0.

Naravno, pretpostavka o statistickoj neovisnosti se ne moze prosiriti i na cestice koje su se
upravo sudarile. Ovo sad mozemo primijeniti na izraz za L, buduéi da se tu razmatraju
cestice koje se tek trebaju sudariti. Problem je kako primijeniti statisticku neovisnost na
izraz za funkciju G. RjeSenje se nalazi u pisanju izraza za G u obliku (8), buduéi da
transformacija (7) preslikava hemisferu S™ na hemisferu S~.

Uzimajuci u obzir sve Boltzmannove pretpostavke, dobivamo sljedece izraze za funk-
cije G1i L:

G = No® /R 3 /S (¢, x1, &) PD(t, 2. €5)] (€2 — 1) - nld€adn

L = No? /3/ )(t,x1, &) PW (¢, %9, €)| (&2 — &1) - n|d€adn .
R3.Js_
Uvrstavajudi ove izraze u relaciju (6) konacno dobivamo Boltzmannovu jednadzbu:

orW
ot

=No /Rs/ )(t, %1, &) PY (t, %2, €5)— PW (¢, %1, &) PY (¢, x2, £)]| (€2—€1) n|déadn .

Vs, P

Boltzmannovu jednadzba je evolucijska jednadzba za P(Y) koja u sebi ne sadrzi P i to
je njena glavna prednost. Pisanje jednadzbe mozemo sada pojednostavniti. Kao prvo
mozemo ispustiti indeks (V) koji nam vise ne treba, a umjesto varijabli &; i & pisat ¢emo
&1 &.. Jednadzbu ¢emo tada napisati na sljede¢i nacin

P
%t +£&-Vy, P = No? / / (P'P, — PP,)|V -n|d€.dn .

Treba pojasniti da je P funkcija od t,x 1 &; Py od t,x 1 &; P, od t,x1&,;a P od t,x 1
¢'; gdje je
§=&6-nn-V), &L=&+nn-V), a V=£-&.
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Globalna rjesenja Boltzmannove jednadzbe
1. L? prostori

Buduéi da ¢emo rjesenje Boltzmannove jednadzbe traziti u prostoru L', najprije se
namece potreba iskazivanja definicije LP prostora.

Zap € [1, 00] Lebesgueov prostor LP(R?) definiramo kao Banachov prostor svih (klasa
skoro svuda jednakih) izmjerivih funkcija na R¢, s normom

1/p
fulhy = ([ lGorax) oy e o)
ullj o :=nf{M € R : Ju(x)| < M(ssx)} .

Analogno se definiraju LP prostori i na svakom Lebesgue-izmjerivom podskupu A C R
Cesto ¢emo koristiti i prostor Lf B C(Rd) kojeg sacinjavaju sve funkcije u sa svojstvom
da se za svaki kompaktan skup K, njihova restrikcija na K C R? nalazi u LP(K). Tome je
ekvivalentna tvrdnja da je za svaku funkciju ¢ € C(R%) produkt ¢u € LP(R%). Umjesto
proizvoljne funkcije 1) mozemo se u definiciji ograniciti na prikladan niz takvih funkcija

(tn). Tada je s |lun|| := [[¥nullpge) dan niz polunormi koji odreduju topologiju prostora
Lfoc(Rd). S tom je topologijom LfOC(Rd) Fréchetov prostor, odnosno potpun metrizabilan

lokalno konveksan Hausdorffov topoloski vektorski prostor.
Za eksponent p definiramo njegov konjugirani eksponent p’ preko relacije:

1 1
S+==1
p p

(formalno, 1/00 = 0, pa je 1’ = 00).

Lema 1. (Holderova nejednakost) Neka je p € [1,00], a p’ njegov konjugirani ekspo-
nent. Ako su f i g izmjerive funkcije na R%, onda vrijedi

||f9||L1(Rd) < ||f||Lp(Rd)||9||Lp’(Rd) .

"
Neka je p € [1,00], a p’ pripadni konjugirani eksponent (% + ]% = 1). Po Hélderovoj

nejednakosti svaki g € L odreduje neprekinut linearni funkcional G € (LP)":

G(f) = /fg,

Vazno je da se na gornji nacin moze prikazati svaki funkcional iz dualnog prostora
(LPY, stovise ako su p,p’ € (1, 00) konjugirani eksponenti, onda vrijedi

(Vo (LPY)3g € /) (W f € 1) wU%Z/fg

gl = llell oy -

pa je (L?)" izometricki izomorfan s L”. U tom slucaju se identificira dualni prostor (LPY s
prostorom ¥, Ako jep =1 (p/ = 00), rezultat vrijedi uz dodatnu pretpostavku da je p
o-konac¢na mjera. Za p = oo vrijedi da njegov dual strogo sadrzi L.

Na kraju navedimo jos iskaz jednog teorema kojeg ¢emo koristiti u sljede¢im poglav-
ljima.
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Pregled analitickih rezultata

Teorem 1. (Egorov) Neka je (X, 9, ) prostor konacne mjere, a f, i f neka su izmjerive
kompleksne funkcije na X. Ako f, — f (ss), onda

Ve>0)(FAeM) wA) <ec& fp :;f|X\A :

|x\4

2. Distribucije

Za otvoreni skup Q2 C R? definirajmo C2°(Q2) kao skup svih C* funkcija ¢iji je
nosaé kompaktan. Posebno, ukoliko je © = R? pisati ¢emo D = C(R4).

Sljedeci prostor koji ¢éemo uvesti je Schwartzov prostor S brzoopadajucih funkcija. U
tu svrhu najprije definirajmo familije polunormi

lellgp = Ix*0%¢llc ,

ol == sup [l¢llag -
la+BI<k

Schwartzov prostor S je prostor svih C* funkcija ¢ za koje je ||¢l|,, < oo, za svaki k € Ny.
Na njemu mozemo definirati prirodnu topologiju kao najslabiju topologiju u kojoj su sve
polunorme |[|¢||,, neprekidne. Vrijedi da je Schwartzov prostor S, zajedno s prirodnom
topologijom Fréchetov prostor. Metrika na S se moze zadati s

= —kM
o) = L T,

Nadalje, za svaki p € [1,00] je S C LP(RY).

Za dokaz osnovnog teorema u cetvrtom poglavlju trebat ¢e nam funkcije koje pomno-
zene s funkcijom iz S opet daju brzoopadajuéu funkciju. U tu svrhu uvedimo skup funkcija
najvise polinomijalnog rasta u beskonacnosti, kojeg oznacujemo s O. Skup O definiramo
na sljedeéi nacin: ¢ € O C C*°(R%) ako

(Vae ND)(EC e RY)(3n e N)(Yx e RY) 0% (x)] < C(1+ |x[*)".

Nama je vazna ¢injenica da je S je zatvoren na mnozenje s funkcijama iz O.

Posebno nas zanimaju topoloski duali uvedenih prostora.

Za otvoren skup Q C R? definira se distribucija ili poopéena funkcija u na Q kao
linearan funkcional na C2°(2) koji je neprekinut (ogranicen) u sljede¢em smislu (s Kq
oznacujemo klasu svih kompaktnih podskupova skupa ):

(VK € Ko)(3C € RN)(3n € N)(Vp € CX(Q))

supp € K = [{u, )| < C sup sup |0%(x)| .
la|<nxeK
Prostor distribucija na Q je topologki dual prostora D(2) = C(2) i oznacujemo ga s
D'(Q) (posebno je D' := D'(R?)).

Ako postoji broj ng € Ny takav da gornja nejednakost vrijedi za svaki K s tim brojem
namjesto n, onda je distribucija konacnog reda. Najmanji takav broj ng zovemo redom
distribucije u. Distribucije reda nula nazivamo Radonovim mjerama. Prostor Radonovih
mjera oznacuje se s M i on je u dualnosti s prostorom C..

19



Globalna rjesenja Boltzmannove jednadzbe

Specijalan primjer distribucije je Diracova masa, d,, definirana na sljede¢i nacin:

<5a>90> = 90((1) .

Dual prostora S, 8’ se sastoji od takozvanih temperiranih distibucija. To su linearni
funkcionali na § neprekinuti u sljede¢em smislu

BCeRNEANeN)(VpeS) [(u,p)] < Cllelly -
Za uvedene prostore vrijedi sljedeci niz relacija
DcS—S8cD.

Definirajmo sada neka preslikavanja na prostoru § koja ¢emo koristiti u dokazu os-
novnog teorema.

Za proizvoljnu funkciju v € § mozemo definirati Fourierovu pretvorbu Fu := 4
formulom:

u(€) = /Rd e~ 2mIX 8y (x) dx .

Pretvorba u je ogranic¢ena i neprekinuta funkcija iz S. Nas ¢e zanimati moguca prosirenja
Fourierove pretvorbe F.

Teorem 2. (Plancherel) Fourierova se pretvorba na jedinstven nacin prosiruje sa S do

unitarnog operatora s L>(R%) na samog sebe. .

Stovige, za 1 < p < 2, Fourierova pretvorba se prosiruje do ogranicenog linearnog

operatora s LP(R%) u Lp/(Rd), norme manje ili jednake 1.
Za f,g € S definiramo konvoluciju f * g formulom

(f*g)(x):= fx—=y)g(y)dy .
Rn

Za svaku funkciju f € S, preslikavanje g — f * g je neprekinuto preslikavanje prostora S
na samog sebe. Znacajno je da kod deriviranja konvolucije mozemo prebaciti derivaciju
na bilo koju njenu komponentu, toc¢nije receno vrijedi da za svaki a € Ng je 0%(f xg) =
(0°F) g = f % (0%).

Poznavajuéi Fourierovu pretvorbu, mozemo definirati Soboljevljev prostor H*, s €
R* (koji se jos oznacuje i s W52(RY)) kao skup svih izmjerivih funkcija u € L2(RY) za
koje vrijedi:

fulfi= [ (1 €PYlae) e < oo

Niz funkcija (p,,) je izgladujuéi niz ako vrijedi:
i) supp pn, — {0}

i) [|pn(zx)|de <C 1 [ pp(z)de —1.
Posebno, za

__ 1
o() = {Ce TP e <1

0 ,inace

_ 1
(C je konstanta birana tako da je C' [ e 1-I*Fdx = 1), definiramo izgladujuéi niz p,(z) :=
np(nx).
Svaki izgladujuéi niz konvergira slabo * u Radonovim mjerama k Diracovoj mjeri dy,

to jest za svaku funkciju ¢ iz prostora C.(R%) (pn, p) — ©(0).
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3. Slaba kompaktnost u LP

Podsjetimo se Dunford-Pettisovog kriterija slabe kompaktnosti u L'. Neka je ( Jn)nen
niz u L1(R?). Tada je slaba (nizovna) kompaktnost niza (f,), .y ekvivalentna sljede¢im
tvrdnjama:

a) (fa) je ograni¢en u L'(R%).

b) (Ve > 0) (35 > 0) (VE € M(RY))

)\(E)<5:>sup/\fn]dxge.
n JE

c) (Ve > 0) (3K € K(R?))

Sup/ | fuldx < €.
n JRANK

Mi éemo upotrebljavati kriterij na sljedeé¢i nacin. Ako su h € C(R™;RT) i w €

(R4, RY) takvi da limg_,o ht) — o i lim|y| o0 w(x) = 00, onda nejednakost

Lye ;

loc

(1) sup [ (A + 1£1(1 + )i < oc

povlaci da (f,,) zadovoljava (a) - (c).

Osnovni problem sa slabom kompaktnoséu je sto nelinearne funkcije nisu opéenito
slabo neprekidne. Standardni primjer toga je niz sin(nx) - x|o,1(), koji konvergira slabo u
0, dok niz sin(nz)? *X[0,1) (%) konvergira k %X[O,l} (). Medutim, korisno je $to su konveksne
funkcije barem odozdo poluneprekidne. Ako je F : R — R konveksna i ako f, — f u L!,
onda je

/Fofdx < liminf F o frdx .
n—oo

Dokaz toga se moze nadi u [D, str. 74].

Cinjenica koju ¢u koristiti je da za slabo konvergentan niz funkcija f, — f u L', i
omeden niz funkcija (g,)u L, takvih da g, — ¢ (ss) , vrijedi da je niz produkata f, gy
slabo konvergentan u L'; stovise,

(2) Jngn — [9 ulLl.

Dokaz se zasniva na pomo¢noj tvrdnji, koja uz gore navedene uvjete, tvrdi da za svaki
€ > 0 postoji kompaktan skup K takav da je

®) w [l +17ode <.

te na Egorovljevom teoremu, koji nam osigurava postojanje proizvoljnog malog skupa
E C K, takvog da g, — g¢ jednoliko na K \ E. Po tvrdnji b) iz Dunford-Pettisovog
teorema ¢e za E dovoljno malen vrijediti da je sup,, |’ g | faldz < €. Koristedi to, uzmimo
proizvoljnu funkciju ¢ € L™ i rastavimo integral [ |(fngnt — fgtb)|dx na tri integrala s
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Globalna rjesenja Boltzmannove jednadzbe

podru¢jima integracije R\ K, K \ E' i E, kako bismo dobili sljedeée ocjene

/’fngnw - fgw dx < HwHL‘X’/R\K(Ungn’ - \fg)!)dX+/K\E!(fngn—fgn+f9n—f9)¢\dx

+/ |(fngn_fng+fng_fg)¢|dx

FE

<C]WHL°°€+/ (\9n’|(fn—f)¢\)dx+/ (1 fllgn — gll¥]) dx
K\E K\E

+ [ Ufullan = allwhax-+ [ (ol - oD dx

Sad redom ocjenjujemo integrale u zadnjoj nejednakosti. Integrali fK\E (lgnll(fr = F)])

i[5 (gll(fn = F)¥]) teze k nuli kad n — oo zbog slabe konvergencije niza f,, i omedenosti
niza g, u L*°. Integral fK\E(|f||gn — g||¥|) tezi k nuli zbog uniformne ogranic¢enosti niza
gn- Zadnji integral je omeden linearno s €, uniformno po n. Tako je dokazana tvrdnja (2).

Za dokazati nejednakost (3) uo¢imo da zbog omedenosti niza g¢,, niz f,g, takoder
zadovoljava Dunford-Pettiseve kriterije, pa iz (¢) imamo egzistenciju kompaktnog skupa
K takvog da sup,, fRd\Kl |fugn| < qe/2. Kako je produkt fg € L!, takoder postoji
kompaktan skup Ky takav da je fRd\Kg |fg] < ge/2. Definirajmo K = KN K3 i time smo
dokazali (3).

Pokazimo, nadalje, da za svaki slabo kompaktan niz (f,) u L! vrijedi

(4) sup/ fndx —0 kad R — o0.
fn2R

n

Zbog uniformne ogranic¢enosti niza (fy,) imamo ocjenu

R-A{fn>R}</ fudx < C,
fm=2R

odnosno o

koja vrijedi uniformno po n. Po drugom uvjetu Dunford-Pettisovog teorema za dani € > 0
postoji 6 > 0, takav da za svaki skup F, ¢ija je mjera manja od 9, integrali fE fn su manji
od €. Uzmimo R takav da je % < 6, slijedi da je sup,, AM{fn, = R} < 0 i time je dokazana
tvrdnja (4).

4. Prijenosni teorem

Nakon sto smo uveli i opisali osnovne pojmove, sposobni smo iste iskoristiti za dokaz
sljedec¢eg teorema.

1
loc

(5) Tf=h

Teorem 3. (prijenosni) Neka su f,h € L (R x R? x R%) i pretpostavimo da je

u smislu distribucija.
Tada je f4(-,x, &) apsolutno neprekidna obzirom na t za skoro svakix i €, h¥(-,x,€) €

Ll (R) i vrijedi

loc

to
(6) F(t2) — fH(t) = / Hi(s)ds

t1
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Pregled analitickih rezultata

za sve t1,to € R.

Obratno, ako je f apsolutno neprekidna obzirom na t za skoro svaki x i €, a hf €
L .(R), onda (6) povlaci (5)
Dem. Uzmimo ¢ € D(Rd x RY), p € D(R) i pomnozimo (5) s 1(x — t&) - p(t). Koristeci
¢injenice da su f,h € LIOC(R x R4 x Rd) i da funkcije ¢ i p imaju kompaktne nosace,
dobiveni izraz mozemo integrirati. Parcijalnom integracijom dobivamo

[ [ vox=teptomaxdear = [ [ [ r(6x - epp(oixaga
—— [ [ [ vtx—te)0/ 0y paaga.

Zamjena varijabli (¢,x,&) — (t,x + t€, €) nam daje

/// () f*+ p(t )hﬂ)dt}@u(x,gdxd&:o’

/ (WO + p(t))dt = 0

u smislu distribucija, za svaki p € D(R).

Za zavrsetak dokaza koristiti ¢emo niz izgladujucih funkcija p,, kojima ¢e aproksimi-
rati karakteristicnu funkciju skupa [t1,%3]. Definirajmo funkciju x = xp, 4,) koju ¢emo
aproksimirati nizom glatkih funkcija definiranih x,, := p, * x. Nadimo derivaciju funkcije
X (u smislu distribucija):

to jest

to
X0} = — 000 = — / (5)ds = —((t2) — p(t1)) = {61y — b1pr0) -

t1
sa d, smo oznacili Diracovu mjeru u tocki a. Dokazali smo
=94 )
X = 0t; — Oty

(u smislu distribucija). Uz oznake Ty¢(y) := ¢(x — y) (translacija za vektor x) i p(y) =
p(—y), imamo da je rezultat konvolucije Diracove funkcije i glatke funkcije ¢ dana izrazom

p* ba = (0a, Tup) = (Tep)(a) = p(x —a) .
Na osnovu toga mozemo zakljuciti
X% = pn * 0t; — pp ¥ Oty = pn(t —t1) — pu(t —t2) .
Iz konvergencije p, — 0 u odgovarajuc¢em prostoru slijedi
[ ol =150) — s (i=1.2).
i time smo dokazali jedan smjer teorema.

ii) Za dokaz obrata uzmimo t; =t ity =t + h i podijelimo (6) s h. Gledajuéi limes
desne strane dobivene jednakosti kad h — 0 dobivamo

t+h
lim/ ht — h¥ (ss)
t
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Globalna rjesenja Boltzmannove jednadzbe

loc loc (R X Rd X Rd), mozemo
primjeniti Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji iz kojeg slijedi:

ar*
dt

No buduéi je gornji integral zbog hf € Ll (R) omeden u L}

Be

u smislu distribucija.
Relacija (1)se sada lako dobije mnozeéi gornju jednakost glatkim test funkcijama i
koriste¢i zamjenu varijabli.

Q.E.D.
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Globalna rjesenja Boltzmannove jednadzbe
1. Prve ocjene rjesenja

U ovom poglavlju ¢emo pokusati opisati uvjete koji nam osiguravaju egzistenciju
rjesenja Boltzmannove jednadzbe. Clan |V - n| u Boltzmannovoj jednadzbi zvat ¢emo
jezgrom sudara. 1z tehnickih razloga mi ¢emo proucavati mnogo opcenitije jezgre sudara i
oznacavat ¢emo ih s ¢. Na taj nacin dolazimo do generalizirane Boltzmannove jednadzbe:

1) @+€Vaf= [ [ atx-&mlr'f. - finde..
Rd Jg§d-1
Desna strana jednadzbe sadrzi kvadratni izraz Q(f, f), definiran s

Qf. ) = / / 4(x,& — & m)[f'f] — f1.]dndg.

Ovaj izraz se zove integral sudara, a kvadratiéni operator () operator sudara. lzraz ¢emo
cesto rastavljati na sljedeé¢i nacin

Q(fvf):Q+(f7f)_Q*(faf):QJr(faf)_fR(f)7

Arn=[ [ arfande.
drn=[ [ artne,

D= [ [ o

Lema 1. Pretpostavimo da je q nenegativna funkcija u Lﬁfc(Rd x R% x S971) koja ovisi
samo o X, |& — &,| 1 |(€ — &) - n|, te ima najvise polinomijalni rast s obzirom na x i & — €, u
beskonacnosti. Ako je f € Cl(Ra“;S(Rd x R%)) nenegativno rjesenje Boltzmannove jed-
nadzbe takvo da | In f| ima najvise polinomijalni rast po (x,&) u beskonac¢nosti, uniformno
na kompaktnim (vremenskim) intervalima u RJ, onda vrijede sljedece jednakosti:

) [ [ s saxde = [ [ 50, )axae.
3) [ [ reogaxig = [ [ 0.,
(1) [ [ ok~ tefaxig = [ [ 50, x%axae

(5) //flnf(t,-)dxdﬁJr/Ot//e(f)dxdfds_//flnf(o,-)dxdﬁ,

gdje je

I
e(f)(t, %, €) = // (%, — &m)(f'f. — ff)Tn (ff*)@,x,s,s*,n)d&*dn.

gdje su

26



Cauchyjeva zadaca za Boltzmannovu jednadzbu

Ove jednakosti povlace sljedece ocjene:

//flnf )(1 4 [x|2 + €} dxdé < //f (14 2|x|? + (2t + 1)|€|?)dxd€

//f Il 1n f(t, ydxd§+/// f)dxdéds

/ /f )(|1n £(0, )] + 2|x[2 + 2[€[2)dxdé + Cy |

gdje je Cy konstanta koja ovisi jedino o dimenziji prostora d.

Dem. Ako jezgra sudara g ima gore iskazana svojstva, te je ¢ € O(R?), a g € S(R%)(obje
funkcije u varijabli €), onda je dobro definiran integral

[ ats.9)vde

kao integral produkta brzoopadajuce funkcije i funkcija najvise polinomomijalnog rasta u
beskonacnosti. Taj integral mozemo ekvivalentno zapisati na jos nekoliko nacina. Najprije
u desnoj strani jednakosti

(8) /Qg 9)pd§ = ///gg* 99+)p(&)qd€d€dn

napravimo zamjenu varijabli (&, &,) — (&x, &) iz Cega slijedi

9) /Qg 9)pd€ = ///gg* 99) (&) qd€ddn .

Slicno, zamjenom (&, &,) — (£.,¢') dobivamo

Qg 9)ed = 99« — 9'd)p(€')qd€'d€ . dn
(10) / ///
/// 99« = gg* E )qdfdﬁ*dn

pri c¢emu smo za posljednju jednakost koristili ¢injenicu da je apsolutna vrijednost jakobi-
jana zamjene (€, &,) — (€,&') jednaka jedan, pa mozemo pisati d€d€, umjesto d€’'d€..
Na kraju napravimo opet zamjenu (£, &) — (€x, &), Sto nam daje

(11) /Q 9, 9)pd€ = /// 99+« — 9'9%)0(€.)qd€d€ dn .

Zbrajanjem jednakosti (8), (9), (10) i (11) nalazimo

(12) /Q(g,g)wdé = —i///(g’gi — 99:)(¢' + ¢l — ¢ — i) qdEdEdn .

Desna strana jednakosti je jednaka nuli ukoliko je ¢ invarijantna na sudare (to jest ako je
o'+l =0+ ).
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Globalna rjesenja Boltzmannove jednadzbe

Pretpostavimo sada da je ¢ € CLYRJ x R? x RY) takav da su ¢ i %“f najvise poli-
nomijalnog rasta po (x, &), uniformno po ¢ na kompaktnim skupovima. Pretpostavljajuéi

dajei T = 0, slijedi
G | [ reixae = [ [)paxe

— [ [ s poxae.

Ako je k tome za svaki (t, x) funkcija ¢(¢,x, -) invarijantna na sudare, onda je

%//fgpdxd&z().

Jednakosti (2) — (4) sada slijede birajuéi redom ¢ = 1,|€J?, |x — t&|%. Izbor ¢ = 1 dovodi
do zakona saéuvanja mase, ¢ = |£|? do zakona sacuvanja energije, a ¢ = |x — t€|? do
sacuvanja momenta inercije. Sli¢no, racunamo

%//flnfdxd{z//(1+lnf)Q(f7f)dXd€,

stavljamo ¢ = In f u (12) i koristimo da je ¢ = 1 invarijantan na sudare:

G [rmsaxie=—5 [ [ [ sm (J}:]f) d€dg.dndx .

Integrirajuéi gornju jednakost po vremenskoj varijabli dobivamo (5). Nejednakost (6)
slijedi iz (2) — (4), te iz ocjene

x|? < 2x — t&]* + 263 (€7

koja se lako provjeri. Da bismo dokazali posljednju nejednakost u lemi, dokazat ¢emo
najprije pomocénu ocjenu

(13) / Klf\lan//quancg,

adje je © = { (x,€); e 1P < £t x,6) < 1}
Oznacimo s Q' skup {(X, £ : f(t,x, &) < 67|X7t£|27|€‘2}. Tada imamo

[ fomsi=] fyr(=5)

a kako je tIn(1/t) < Covtzat € (0,1) i Cy > 0, koristeéi ¢injenicu da je e~ IxI” brzoopada-
juca funkcija, zakljucujemo da je

//Q/f|1nf| < 00//e—<|x—te2—s|2>/2 <

gdje konstanta C”, ne ovisi o funkciji f.
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Cauchyjeva zadaca za Boltzmannovu jednadzbu

Kako na skupu € vrijedi |In f| < |[x —t€&|?> + |€|?, to je integral na desnoj strani u (13)
omeden s [ [(|x —t&|? + |€|%) fdxd€. Sad to koristimo da bismo dokazali nejednakost (7):

f(t, )] In f(¢t,-)|dxd€ + t e(f)dxd€ds = 2 ft, )| In f(t,-)|dxd€
/] J -
v f [ 101 gt + I /f el
- / [ I, + /Om//f<1 o(f)dxdeds

Na osnovu nejednakosti (5) gornju sumu mozemo ocijeniti s

/ / (Ix—t€[>+|e)f +2C) + / F(t, )T £(0, ) dxde + / / £t )T £(0, )| dxde .
f<1 =1 <1

sto je zbog (3) i (4) manje od

[ [ 101 10,01 + 20 + 21¢)axde + Cu

i time je dokazana nejednakost (7).
Q.E.D.

2. Osnovni teorem

Sada ¢emo odrediti pretpostavke na jezgru sudara q(& — &, ) za koju ¢e opéi rezultat
biti dokazan. Oznacimo V = & — &,. Pretpostavimo da je ¢ € Li (R? x S 1), ¢ > 0, i
da g ovisi samo o |V|i |V - n|. Definirajmo

loc

A(V) = /Sd_l q(V,n)dn

Pretpostavimo, nadalje, da za svaki R > 0 vrijedi

1

(14) TR o 660 =0 e el o
te da je

(15) A e L (RY .

Lako se provjeri da jezgra sudara za ¢vrste kugle

=[(§—&)-n|,

koja predstavlja najvazniji slucaj u ovom radu, zadovoljava gornja dva uvjeta.
Podsjetimo se da smo definirali operator R(f) pomocu rastava Q(f, f) = Q+(f, f) —
fR(f); taj je operator upravo konvolucijski operator s novouvedenom funkcijom A kao
jezgrom (R(f) = Ax f).
Egzistencija globalnog klasi¢nog rjesenja Boltzmannove jednadzbe nije dokazana. Za-
to ¢emo sada definirati neke alternativne pojmove rjesenja te jednadzbe. Pri tom ¢emo
rabiti oznaku

Gt x,€) = g(t,x + L€, €)
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Globalna rjesenja Boltzmannove jednadzbe

za svaku izmjerivu funkciju ¢ na [0, 00) x R? x R,

Kazemo da je izmjeriva funkcija f definirana na [0,00) x R? x R blago rjesenje
Cauchyeve zadace za Boltzmannovu jednadzbu s pocetnom vrijednoséu fy ako za skoro
svaki (x, &)

Q:I:(fa f)ﬁ(UXag) S L110c<[07 OO>) )

i ako za svaki t > 0 vrijedi

t
F4(t,%,€) = folx,€) + /0 QU F)i(s.x. €)ds .

Jedna od kljuc¢nih ideja Ronalda DiPerne i Pierre-Louis Lionsa je bila uvesti pojam
jaceg rjesenja (i dalje bitno slabijeg od klasi¢nog), kako bi se ocjene (6) i (7) mogle najbolje
iskoristiti, a zatim opet prelaskom na limes dobiti blago rjesenje. Ojacano rjeSenje su
nazvali renormaliziranim, i ono je definirano na sljede¢i nacin.

Funkcija f € Llloc(Rar; L#(Rd x R%)) je renormalizirano rjeienje Boltzmannove jed-
nadzbe ako su

Q=(f, f)
(].6) ﬁ € Llloc(R(_)F X Rd X Rd)
i ako za svaku Lipschitzovu funkciju 3 : RaL — R, koja zadovoljava uvjet |5'(t)| < l%_t za

svaki t > 0, vrijedi

(17) T8(f) = B'(F)Q(f, f)

u smislu distribucija.

Zanimljivo je da se definicija renormaliziranog rjesenja moze znatno pojednostaviti.
Umjesto svih funkcija § s gore navedenim svojstvima, dovoljno je gledati samo jednu:
funkciju G(t) = In(1 4+ t). DiPerna i Lions su to ¢ak uzeli kao definiciju renormaliziranog
rjeSenja, a zatim pokazali da iz toga slijedi (17), za gore naveden skup funkcija § (dokaz
toga se moze naci u [DL1, str. 331]).

Lema 2. Neka je f € LL (R x R? x RY).

i) Ako f zadovoljava (16) i (17) s 3(t) = In(1+t), onda je f blago rjesenje Boltzman-
nove jednadZzbe.

ii) Ako je f blago rjesenje Boltzmannove jednadzbe i Qellf) ¢ 1 (R x R x R%),

: S o 1+f loc
onda je f renormalizirano rjesenje.

Dem. i) Pretpostavljamo da vrijedi

Q(f, /)
1+ f

T(n(1+ f)) =

u smislu distribucija.
Za 0 > 0 uvedimo funkciju Fs(y) = %ln(l + 6(e¥ — 1)) definiranu na R*. Po
pretpostavci je T(In(1 + f)) € Li (R x RY x RY), a zbog ocjene 0 < In(1 + f) < f

loc
i pretpostavke f € LL (R$ x R? x RY), slijedi i da je In(1 + f) € LL (R$ x R? x RY).
Kako je B5(In(1 + f)) = %, to slijedi
TBs(In(1 + f)) = B5(In(L + f)) - T(In(1 + f))
_ QUL
1+0f
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Cauchyjeva zadaca za Boltzmannovu jednadzbu

u smislu distribucija. S druge strane je G5(In(1 + f)) = % n(1l+ f), pa imamo da je
Q(f, f)
T(Sln(l—i-f) 1o/

u smislu distribucija za svaki 6 > 0.
Definirajmo g5 := %ln(l + f). Iz ocjene g; < 4 5-0f = f i cinjenice da je f €
Llloc(R x R4 x RY), slijedi i da je g5 € Lloc(R x R x R%), pa mozemo primijeniti pri-
i

jenosni teorem (IIL.3) iz kojeg zakljucujemo da je g5 za skoro svaki x,§ i svaki § > 0

Q4 (f.f)*
146 f%

. # . . .
Kako je fﬁ = e9%1 — 1, ff je takoder apsolutno neprekidna po t za skoro svaki x, &; pa su
Q+(f, HI(,x,€) € LIOC([O, o0)) za skoro svaki x,&. Koristeéi transportni teorem imamo
da za svaki ¢ > 9 vrijedi:

apsolutno neprekidna po £, te da su lokalno integrabilni po vremenskoj varijabli.

LQf. f)F

B0 =gl = | T

pa prijelazom na limes kad ¢ N\, 0 dobivamo

do

t
i x,€) — fi(s,x,€) = / QU (0. x.€)do

ii) Ako je f blago rjesenje, onda je f* apsolutno neprekidna po t za skoro svaki
(x, &), pa je to takoder i funkcija In(1 + f*). Zato sto funkcija g = In(1 + f) zadovoljava
gt (t) — gi(s) = fst ﬁ@(f, f)idr, koristedi transportni teorem vidimo da vrijedi

pa na osnovu napomena koje su prethodile iskazu Leme zakljucujemo da je f renormali-
zirano rjesenje.

Q.E.D.
Preostali dio ovog rada posvecen je dokazu sljedeceg teorema.

Teorem 1. (DiPerna i Lions [DL1]) Pretpostavimo da je fo € Li. (R? x R?%) nenega-

tivna funkcija koja zadovolja

/ / fo1+ |x[2 + |€[2)dxde < oo

[ [ folin flaxe < oo

Tada postoji renormalizirano rjesenje Boltzmannove jednadzbe f € C(R{; L}F(Rd x RY))
takvo da je f|t_0 = fo, te da zadovoljava ocjene (6) i (7).

loc

3. Klasi¢na rjesenja pomocne Cauchyeve zadace iterativnim postupkom

Renormalizirano rjesenje f naéi ¢emo kao limes funkcija koje zadovoljavaju jed-
nadzbu dobivenu rezanjem. Za neki 6 > 0 i modificiranu nenegativnu jezgru sudara
g € CX(RY x %71 takvu da G is¢ezava za (€ — £€*) - n < §, definiramo:

Q(g.9) // 7(9'g, — gg«)dndg,
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Globalna rjesenja Boltzmannove jednadzbe

i

(19 R T

Lema 3. Neka je fo € S(R? x R%) nenegativna funkcija takva da |In fo| ima najvise
polinomijalni rast u beskonacnosti. Tada Cauchyeva zadaca

{ Tf=Q(f. f)

(19) f|t:O = fo

ima jedinstveno globalno rjesenje f koje zadovoljava hipoteze Leme 1. Ono takoder zado-
voljava ocjene (6) 1 (7).

Dem. Za dokaz leme trebat ¢e nam sljedece ocjene:

) ¢ < C dé
(20) | 10l <Cs [ lode
(21) HQ(gag)”LOO(Rg) < Csllgllemg) -
22 ) —Q d¢ < C — glde€ |
(22) | 1000 = QUi < Cs [ 17 = glag
1
(23) 1Q(g. 9) — Q(F, f)HLOO(Rg) < Csllg - f||L°o(Rg) ;

pri ¢emu Cj oznacuje razne konstante neovisne o g i f.
Da bismo dokazali prvu od gore navedenih ocjena, pokazimo da vrijedi

(24 [ [ [1ssland.ae < ( [1aiae) (1+5 [ alae)

Buduéi da je § € C(R? x S471), to mozemo § ograniiti odozgo nekom konstantom
M > 0, to jest vrijedi ¢ < M. Na osnovu toga zakljucujemo

([ atan) ssaeer < ([ anam) [l ( [ 1o1ce.)
(] ue) ()

<cr( [1omae) (1+ [ 1aae) -
Na istovjetan nacin se pokaze i da je

(25) ///\qg’gi|dnd£*dx<02 (/Ig|d><> <1+5/!9|d£> :

pa se zbrajanjem (24) i (25) dobije ocjena (20), jer konstante C; i C ocito ne ovise o g.
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Za dokaz nejednakosti (21) dovoljno je dokazati da vrijedi

< Co||gHLé :

(26) [ ], € = mg(€)ande.

. 1 1
’ g— _/:k +— //_ "
1Q(9,9)] 1+5f|g|‘//qgg 1+5f|g|‘ aq9yg
<trapalole=| [ [ e+ sgpalole=] [a [ o
\1—1—5[\9\ * 1+ []g| ¥

lg9llL=Co [ |g| 1
< gllz=C [ |g«|
L+4 [|g] 1+6 [ gl
< Chllgllp= + Collgll e,

Naime

iz cega slijedi (21).

Tvrdnju (26) dokazimo najprije za slucaj & = 0. Oznacimo v = |n - &|. Tada
¢emo v interpretirati kao radijalni dio varijable &, u polarnim koordinatama, dok ¢emo
s n oznaCavati njezin smjer. Zamijenimo integral [¢4—1 [ga Jgdnd€, u (26) s integralom
Jsi-1 [y [y agdwdvdn, gdje W oznacuje ravninu kroz tocku n(n-£,) okomitu na n. Prim-
ijetimo da smo formalno smanjili podruéje integracije, ono vise nije cijeli R?, ali integral
se time nije promijenio, jer g iS¢ezava za (&, -n) > 0. Sada integral u (26) mozemo pisati

u obliku
> q
/ / / ——9(v, n)v?tdwdvdn .
Sd—-1 Jo w U

Zbog pretpostavke ¢ € C2°, postoji R > 0 takav da je suppqg C Bp, te uz oznaku M =

max ¢ vrijedi
q M
/ %dwgf —dw < Cp .
w v Bpr )

Zakljucujemo da je

00 J o0
/ / / —9(v, n)v*dwdvdn < C / / g(v,n)v? " dvdn .
gdi—1 Jo w v Sd-1Jo

Integral na desnoj strani je upravo integral [ |g|d€, samo zapisan u polarnim koordinatama
(jakobijan transformacije je v?1). Time je (26) dokazan za slucaj & = 0, to jest vrijedi

(1) |, [, =& mg(—nin-€.))andé. < Cullgly

Uzmimo sada & # 0 i u integralu

/Rd [Sd_l q(€ — & m)g(§ +n(n- (£ —&))dndé.

napravimo zamjenu varijabli (§ — &) — 7. Dobivamo integral

/ / q(n«,n)g(§ +n(n - (ns)))dndn, .
Rd J§d-1
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Definirajmo funkciju f(n) := g(& + n) i uvrstimo je u gornji integral. Slijedi

/Rd /Sdl q(n«,m) f(n(n - n,))dndn,

a to je upravo integral na lijevoj strani nejednakosti (27), pa je on omeden s C’O||f||Lé.

Kako ocigledno ¢ i f imaju jednake norme u Lé, to slijedi da (26) vrijedi za svaki & € R%.
Za dokaz ocjena (21) i (22), vidjeti [CIP, str. 145].
Pretpostavke (20)—(23) nam sluze da bismo pokazali da iteracije

T0=0
(28) T = Q" ™)
fﬁ:o = fo

konvergiraju u prostoru C([0,T]; L}(R? x R%) N L*(R¢ x RY)). Najprije, oznacimo sa S
operator koji funkciji g pridruzuje funkciju v dobivenu kao rjesenje linearne hiperbolicke
jednadzbe prvog reda s konstantnim koeficijentima

Tu = Q(g.9)
= fo -

Yo

S je dobro definiran operator s prostora C([0, T];L}Y(R¢ x RY) N L*(R4 x RY)) u
C([0, T); LY R x RY)NL>*(RY x RY)). Za svaku omedenu neprekinutu funkeiju v mozemo
napisati eksplicitni izraz za Sv:

(20) Swaxazwamx—ww@A@@ﬂwax—ﬁ—$aa@

Ako pokazemo da je S kontrakcija, onda mozemo primijeniti Banachov teorem o fiksnoj
tocki. Za f,g € C([0, T; LY (RY x RY) N L*(RY x RY)) oznacimo u := Sf i v := Sg. Uz
oznaku || f — gl[ar = maxicjo 1y [|f — 9l (maxma) imamo sljedece ocjene

= el aoern® = [ [ | [ (QU.0) - Q0.0)) (5. ¢ - 18, €1 awa
///\ (1) = Ql.9)) (5.x — (¢ = 8)€, &)| el
< [ [ [eslis - oo o e aeas

t
:ACMV—NUmwm%W%<QWV—NM

Predzadnja nejednakost je zaklju¢ena na osnovu (22). 1z ocjene koju smo dobili slijedi da S
ne mora nuzno biti kontrakcija; medutim, ako primijenimo operator S vise puta, dobijamo
ocjenu

m m mtm
1S™f = 5" gl maxray(t) < Cs ﬁ”f_gHM~

Ocjena vrijedi uniformno po ¢t € [0,7], pa slijedi da je operator S kontrakcija u
C(0, T]; LY (R4 x RY)) za dovoljno veliki m.
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Na potpuno analogan nacin, koristeéi (23), zaklju¢ujemo da je Sm,, za dovoljno veliki
m’, kontrakcija u C([0, T]; L>®°(RY x R%)), odnosno da je Smm' kontrakcija u prostoru
C(jo, T; LY(RY x RY) N L*(RY x RY)). Zato ¢emo u nizu (f") prije¢i na podniz, koji
¢emo jednako oznacavati, a koji je dobiven relacijom "% = SP f%-1 gdje je p = mm/'.

Sada na osnovu Banachovog teorema o fiksnoj tocki mozemo zakljuciti da postoji
jedinstveno rjesenje problema SPf = f u prostoru C([0, T]; L}(RY x RY)NL>*(RI x RY)).
Naravno, mi zelimo pokazati da vrijedi Sf = f. Medutim, to neée biti problem postici,
buduéi da analognim zaklju¢ivanjem dobivamo i da preslikavanje SP*! ima fiksnu tocku, i
ona je jednaka fiksnoj tocki preslikavanja SP, pa imamo

f=5"f=8(5f)=Sf.

Dobili smo jedinstveno rjesenje problema (20) u C([0, T];L'(RY x RY) N L>®(R4 x RY)).
DiPerna i Lions su pokazali da iterativni postupak konvergira i u C([0, T]; S(RY x RY)). Mi
zelimo pokazati i vise, to jest da se nade rjesenje nalazi u prostoru C*([0, T]; S(RY x R%)).
U tu svrhu primijetimo da za svaku funkciju f, iz naSeg iterativnog niza vrijedi f, €
CH([0,T] x RY x RY) (zato sto je g, € CP(R? x S971) i fo € S(R? x RY)). Koristedi
Weierstrassov teorem o konvergenciji niza funkcija dobijemo dajei f € C1([0, T|x R4xRY).
Buduéi da za svaki t € [0, 7] vrijedi

Oif(t,) =—€-Vif +Q(f, f) €e SR x RY)

nasa je tvrdnja dokazana.

Ostaje nam jos za provjeriti da rjesenje f Cauchyeve zadace (19) zadovoljava uvjete
Leme 1, odnosno da je f nenegativna, te da je | In f| ograni¢eno polinomom u beskonac¢nosti.
Iz pretpostavke da |In fy| ima najvise polinomijalni rast u beskonacnosti lako se pokaze da
vrijedi

fo(x,€) > e~ Crlx*+g*)

za neke konstante K > 0,C7 > 01 k € N. Takoder, ako je f™ nenegativna (Sto zbog stroge
pozitivnosti funkcije fp i formule (29) mozemo uvijek zakljuciti barem za male vrijednosti
vremenske varijable ), imamo

A
146 [ frde

T > fr==Caf",

pri ¢emu je A(V) = [¢ao1q(V,n)dn i Co > 0. Gledajudi limes gornje nejednakosti kad
n — oo dobivamo

Tf>-Caf .

Ovo povlaci da je

F(t,x, &) > Ke~Crllx—€tl'+lgl")  —Cat

iz ¢ega slijedi pozitivnost rjesenja i ogranic¢enost |In f| polinomom u beskonaénosti.

Q.E.D.
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4. Aproksimativna rjesenja

Neka je (gn) niz nenegativnih funkcija u C(RY x S9=1) koji zadovoljava (16) i (17)
(uniformno po n) i pretpostavimo da ¢, — ¢ skoro svuda (pri tom ¢ ima svojstva iskazana
u prvom dijelu ovog poglavlja). Nadalje, aproksimirajmo funkciju fo u L}k(Rd x R%) nizom
funkcija (f7) u S(R? x RY) takvih da

(Vn € N) Gun > 0)  f§ > e P

[ [+ gliaxde — [ [+ gep).
[ [ fimsglaxdg — [ [ ol folixa.

To je moguce zbog pretpostavke na rast |In fo| u beskonacnosti (vidi dokaz Leme 3).
Neka d, \, 0, i neka je Q" jednak @) (definiranim relacijom (18) s 6 = d,,7 = qn).
Onda Lema 3 osigurava egzistenciju niza (f™) takvog da je
{ T =Q"(f" f")
n _ n
f|t:0 - fO )

te da vrijedi:

pa pomocu (6) i (7), te gornjih zahtjeva na niz pocetnih vrijednosti dobijamo

(30) (VT > 0) sup sup//fn (14 |2 + |€[2)dxdé < oo |
t€[0,T
™n f™|dxd
(31) (VT>0)t€s[téf>T]sglp//f|nfIxs<oo,
(32) sgp/0 //en(f Ydxd€dt < oo ,
gdje je

(33) (f”)—1(1+5 / f”ds) / / w7~ ) In <";n;’;>ds*dn.

Predefinirajmo sada jezgre sudara ¢, tako da one ovise i o prostornoj varijabli x i
vremenskoj varijabli £, na sljede¢i nacin

1
146, ffntx£)£

Integral sudara ¢emo sada definirati izrazom

U mexe = [ [ s Vol s - e,

gn(t,x,V,n) = gn(V,n) .

1+ 0dn ffntxng/Rd/;dl anf* ff*]dndﬁ*'

Nasuprot tome s A, ¢emo i dalje oznacavati funkciju od samo jedne varijable A, (V) =
| ga-1 qn(V,n)dn. Sad smo spremni dokazati sljedecu lemu.
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Lema 4. Za svaki T > 0, R > 0 nizovi

Q:L-(fna fn) i QT_L(f’fh fn)
1+ fn 1+ fn

su sadrzani u slabo kompaktnom podskupu od L'([0,T] x R¢ x Bg).

Dem. Za Q™ imamo 0 < ml(f—’}nf’ﬂ < Ay * fr. Provjerit ¢emo Dunford-Pettisov kriterij za
Ay, * fp, koristeéi ocjene (14), (30) i (31) (koje vrijede uniformno po n za sve Ay).

Da bismo pokazali (a) primijetimo da koristeéi (14) imamo:

[ e rica= [ [ [ e e
/Rd /Rd/ n(€ —m)dE " (n)dndx

<[] e+ mP)mnax < ¢

Za dokaz tvrdnji (b) i (c¢) gledajmo prvo jednostavniji slu¢aj kad je A integrabilan, to
jest ||A||L1(Rd) < 00. Onda zbog pretpostavke da ¢, — ¢ skoro svuda, koristeci eksplicitnu
konstrukciju aproksimacije konvolucijom s izgladuju¢im nizom, mozemo postié¢i da a, :=
”AnHLl(Rd) — HAHLl(Rd), pa bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti ograni¢enost

niza a,.
Definirajmo funkciju
. tlnt, t>1

Funkcija ¢ je konveksna i zadovoljava nejednakost

< L

4(1) < () +LIna

za svaki a > 0. Koristedi tu ¢injenicu dobivamo

Ay x f n
L] ot mdeix<an [ [ o(Z22 0 agdxo+ | nanfonll s sy
R’ JBp R JBpr a

n

Buduéi da je ¢ konveksna funkcija, mozemo primijeniti Jensenovu nejednakost na prvi
sumand na desnoj strani u gornjem retku:

¢<Anaifn> =0 (/Rd An(€ _fz)f"(ﬁ*)dg*)
< [ PRy ne g - 2t CUn).
Rd

Qnp Qp

An (E)

Pri tom je po Radon-Nikodymovom teoremu integrabilna funkcija shvac¢ena kao gus-

to¢a normirane mjere na R? (s obzirom na Lebesgueovu mjeru).
Na osnovu toga slijede ocjene

/ (A + f7)dEdx < / / A+ O(f™)dedx + | 0 aplan]| "l axren
RY Bpr R4 Bpr
o / O(f™)dedx + | n anlanl| "l axre) -
R4 Ry
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Sada uvjet (b) slijedi iz ocjene za [gq fBR d(Ap * fT)dEdx.
Da bismo provjerili posljednji uvjet u Dunford-Pettisovom teoremu razmotrimo clan
Jra f\§|>K A, x fd€ i ocijenimo

/Rd /5|>KA x f'd€ < /Rd /Rd/ n(§ = &) f" (1%, §) X (e, > K 2y dEdEdx
+/Rd /Rd /Rd X{je|= KX (&= K /2y An(€ — &) [T (T, X, &) d€dEdx

4% / / \52\f" t,x, € )dEdx + (/|>K/2An(z)dz)- Il [

Desna strana tezi uniformno k nuli po n it kad K — oo, i (c) slijedi.

U sljede¢em koraku odstupamo od zahtjeva uniformne integrabilnosti niza (A,). Sve
sto smo do sada pokazali vrijedi ako A, ima nosac sadrzan u kompaktnom skupu, tj. ako
vrijedi

An(€) = An(&) - Xxqe1<Ky -

U suprotnom, definirajmo A, x kao desnu stranu gornje jednakosti. Slaba kompaktnost
niza (Ay, * f") Ce slijediti ako pokazemo

sup || A i % f" = An * "L o101 (RIxBR)) — 0 kad K — o0,
n
Ocito, A,, ¢e tada zadovoljavati tre¢i uvjet Dunford-Pettisovog teorema, a to jedino tre-
bamo pokazati, budué¢i da za prva dva uvjeta je dokaz valjan i kad je varijabla brzine &

neogranicena.
Za dokaz gornje konvergencije, primijetimo da je

||An,K*fn_An*fn||Loo(Rd><BR) = / / / An(€—€*>X{|£,€*‘>K}fn(t,X, E*)df*dfdx,
R4 JBRr JRA

pa pomocu (14) imamo

An(€ — £)dE < (1 + ) + C

Br
Uz to je {E* : |£—E*| > K} - {E* : |€*| > K_R} za |€| < R, jer je |E*| > |€—€*|_|E| =
K — R.
Slijedi

/Rd /BR /Rd An(€ = &) - X1 (%, & )A€ dEdx

<[ [arieprs (Kf—m? [ Jueri.

pa tvrdnja slijedi pustajuéi K — oo, te € \, 0. ,
Da bismo dokazali slabu kompaktnost niza <M> u L1([0,7] x R? x R%), naj-

1+fn
prije ga ocijenimo nizom (Q" (fy, fn)):

(34) QL f) < KQ (s ) + oenlfa)
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en(f") = / / Gl& — &) (7 — M I (J;ji ) dg.dn .

i K > 1. Dokaz tvrdnje (34) ¢emo provesti na kraju leme. Na osnovu (5), niz (e,(f™)) je

ogranicen u L1([0,7] x R? x R?) uniformno po n, pa buduéi da smo veé provjerili slabu

kompaktnost za ml(f—’};f"), pomocu (34) imamo da je niz (Q’j_( fn, fn)) uniformno omeden

u L1([0,7] x R? x R%). Time smo provjerili uvjet (a).
Kako bismo pokazali da vrijede i preostala dva uvjeta uzmimo proizvoljni izmjeriv
skup A C R% x R%, kuglu Br u R% x R% i ocijenimo

gdje je

Sup/ / / XA (% &) + X (x| +|¢|> Ry (X, 5))Q1<_{n}fn)d£dxdt

Q (fnafn) C
supK/ /Rd /Rd Xa(X, &) + X{x|+le|=Rr) (X, €)) ——— o dedx dt+ﬁ

Uzmimo K dovoljno velik takav da je 10—7}“( < €/2 (to mozemo, buduéi da relacija (34)
vrijedi za svaki K > 1). Buduéi da je niz (%W) slabo kompaktan, mozemo uzeti

dovoljno veliki R i malen § > 0 takav da za svaki skup A mjere manje od J je integral u
desnoj strani gornje nejednakosti manji od €/2K. Time smo dokazali slabu kompaktnost

niza (QE(I—};M)

Za. dokaz relacije (34), oznagimo s A% = {(g, gon): [V > K fg} i B = cAT,
pa onda vrijedi

@ = [ [ass
<k [ [arsmm + [ [a(rn =+ [ o

Na skupu A% je In ffnﬁn In K, pa (34) lako slijedi.
Q.E.D.

Na isti nacin kao i (34) moze se dokazati i da vrijedi

Q" (s ) < KQ (fus fo) + ——enlfy)

5. Prijelaz na slabo konvergentan podniz i prva svojstva limesa

Zato sto funkcije fy, imaju uniformno ogranic¢ene entropije i druge momente (relacije
(30) i (31)) iz kriterija relativne kompaktnosti (III.3) slijedi da je za svaki t € [0,7] niz
(fn(t,-)) slabo relativno kompaktan u L'(R¢ x R%). Takoder, vrijedi da (f,) ima podniz

oznac¢imo s f. Definirajmo g§ := (15 In(1+df™). Tada vrijedi

(35) S[ur;] sup [[f"(t,-) = g5 (¢, )i raxrey =0 kad 0 —0.
te[o, 7] n
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Za dokaz te tvrdnje definirajmo funkciju Gs(t) := % n(1 + dt) koja zadovoljava 0 <

Bs(t) <ti
t — Bs(t) < er(0)t +txp=py 5
za t € [0,00), R < 00, i funkciju eg takvu da eg(d) — 0 kad 0 \, 0. Gornja nejednakost
se lako pokaze koriste¢i razvoj u red ¢lana In(1 + 0t) (pri tom se uzme § < 1/R, kako bi
produkt |4 - ¢| bio manji od 1, $to nam onda omogucuje razvoj). Vidi se da mozemo uzeti
funkciju ep(d) = %, koja ocigledno zadovoljava trazene uvjete.
Sada mozemo izvesti sljedece ocjene

[ 1 = sriaxde < [ [leno)riaxd + [ [ 15 lixdg
—enl®) [ [1rmaxde+ [ [ g e

Buduéi da je niz (f,) slabo konvergentan, koristeéi (30) dobivamo ocjenu (35) gledajudi
limes kad R — oo i 0 N\, 0. Takoder, na osnovu prijenosnog teorema (II1.3), zbog

Tgs =

)

dobivamo
QRS £
t 144/ (s)
Na osnovu slabe predkompaktnosti niza (in({—w> u LY([0,7] x R% x R%), dokazane u

prethodnoj lemi, slijedi i da je niz (%W) slabo predkompaktan. Zbog toga je niz

e ] [

slabo predkompaktan u L'[0,77], za svaki § € [0, 1]. Na osnovu recenog mozemo zakljuciti
dajezasvakiT >0i R >0

t+h Qn fn fntt
sup sup [55°(t+ ) = G5Ol oy < swp s [ [ ] o)

gyt +h) — gii(t) =

funkcija

te[0,T] n t€[0,T) L+ 6fm(s)
t+h
< sup sup/ ‘F" ‘ — 0,
teo, 7] n

kad h — 0.
Koristeé¢i (35) dobivamo

sup [|f™(t+h) — 40| 1 mascray < O0) + sup g5+ h) — g () 11 mery) -
te[0,T te[0,7]

Iz ovoga lako slijedi

sup_sup || (t + h) = f4(1)]| 1 rasmay — 0 kad b — 0,
teo, 7] n

i koriste¢i Arzela-Ascolijev teorem dobijemo da (slabi) limes f* niza ( fﬁ) zadovoljava
ff € CRF: L' R x RY))
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idazasvaki T >0

sup |[ff(t+h) — fH )] — 0 kad h—0.
t€[0,T]

Zapravo, provodec¢i zamjenu varijabli pokaze se da je
f e CRS;LYRY x RY)) .

Takoder, koriste¢i konveksnost funkcije z +— z - max{ln z,0}, za svaki t € RaL vrijedi

(36) //f|lnf\dEdeLlimnsup/ot//en(fn)dédx

< [ [ ool + 27 + 206 ) deax + €

//f<1+|x|2+|€|2>d€d><< //f0(1+2|x|2—|—(2t2+1)|§|2)d§dx_

Lema 5. Neka u € L2(R x R% x Rd) ima kompaktan nosac i pretpostavimo da je Tu €
L2(R x RY x RY). Onda je funkcija
[t e

u prostoru H'/2(R x R%), i njezina norma ovisi samo o ||ul| 2,||Tu| ;2 i nosacu funkcije w.
Dem. Neka je 4(T,z, €) Fourierova transformacija funkcije u obzirom na varijable ¢ i x:

a(r,z,€) = /R /R ) e~ 2m ) (4 x €)dxdt .

Zbog Plancherelovog teorema i jednakosti:((9; +£& -V )u)" = 2mi(r+&-2)0 , 41 (1+£&-2)i
su funkcije u prostoru LQ(R x R% x Rd) i imaju kompaktan nosa¢ obzirom na &. Rastavimo
integral

/ﬁ(z,ﬁy)dﬁ =L +1.

12 79 = %,Zo = %, te definirajmo

L = / udg
{Imo+€z0|< 5}

I = / ide
{Imo+€z0|> 3}

Za ocjenu prvog ¢lana koristit ¢emo ¢injenicu da za svaki kompaktan skup K C R postoji
€0 > 01 C > 0 takvi da za svaki € € (0, €)

Oznacimo p = (72 + |z|?)

sup ME€ K :|ro+ €z < e} < Ce.
(10,20)€S4

Ta se relacija dokazuje tako da na zbroj 79+ & - zg gledamo kao na skalarni produkt vektora
(1,€) i (10,20) u R, pri ¢emu je drugi vektor jedinican. Oznacimo s & € R? vektor
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za koji je |19 + & - zo| = 0. Za proizvoljan € € R? napravimo rastav & = & + £/, pa
zakjucujemo

70 + & - zo| < |10+ (0 + &) - 2ol < € - 20| < |€] -
Ako sa B, oznaéimo volumen jediniéne kugle u R%, onda vrijedi

sup MEe€ K :|mo+&zo| <e} SNMEeK  €=¢€+¢ ¢ <€} < Bye.
(10,20)€54

Stavljajudi e = % u upravo dokazanoj relaciji i koriste¢i Cauchy-Schwartzovu nejed-

nakost, dobijamo:

L < ( / 1ds)-( / ral2ds>< ¢ / a2 dg
{Imo+¢&zol<} P

T+ €z)2
L2 = /{ UK L PR

§EK:|To+€20[>S ) |70 + &20p

1 .
< —2(/ 70 +szOr2d£)-(/ 7+ €af?lifd)
P7\J{eeK:|ro+€z0|> S}

C 5
<= [ I+ eallapae.
Zadnja jednakost slijedi iz elementarne integracije

/ 7o + €20 2dE < ' p.
{€eK:|ro+€z0[> 5}

Konstanta C” ovisi o nosacu funkcije @ u varijabli €. Zbog toga $to su a, (7 + & - z)u €
L2(R x R? x RY) ocjene za I i I impliciraju

(37) //p(|]1|2 4 | L) dzdr = //(72 + |z|2)1/2’ /a(z,g,f)dgfdzdr <0

Sada jedino preostaje dokazati da zadnja nejednakost povlaci
/ ud§ € HY/?

Norma funkcije f u prostoru Hl/Z(R x R%) je dana izrazom

112 = (//(1+(72+‘z|2)1/8>2|f(7,z)|2dzd7') ,

pa imamo da za f := [ud€ vrijedi

||/ud£|\H1/z ://<1+2(T2+|z|2)1/8+(7'2+|Z|2)1/4) ‘/ﬁ(z,{,T)dﬁ‘dsz.

Pomoéu (37) zakljucujemo
dzdr < / / ( / ade
{2 +[z[><1}

[ [+ 12| [ aae
+// (72+|z|2)1/2‘/ad§‘dzdr
{2 +lz[>>1}

<// (2| dédadr
R JRIxR4
+// (T2+|z|2)1/2‘/ad§‘dzdr
R /R4
< 0.

dzdTt
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Cauchyjeva zadaca za Boltzmannovu jednadzbu

Sli¢éno se pokaze i da vrijedi ocjena ff(7'2+|z|2)1/8‘ Ik ﬁdﬁ‘dsz < 00, dok nejednakost

N ‘ fﬂdé‘dsz < oo slijedi trivijalno iz ¢injenice da je @ € L2. Time smo dokazali da je

| [ ud€|gg1/2 < 00, odnosno [ ud¢ € HY/2.
Q.E.D.

6. Jaka konvergencija

Lemu 5 ¢emo koristiti za prijelaz sa slabe na jaku konvergenciju koji vrsimo u sljedecoj
lemi. Ona ¢e biti kljuéna u zavrsavanju dokaza glavnog teorema.

Lema 6. Pretpostavimo da je g, C L'([0,7] x R? x R%) slabo relativno kompaktan i
da je Tg, slabo relativno kompaktan u L%OC([O,T] x R4 x RY). Ako je 1, omeden niz u
L>([0,T] x R? x RY) koji konvergira (ss), tada je ([ gnind€) kompaktan u normiranoj
topologiji L'([0, T] x R%).

Dem. Buduéi da na osnovu (II1.3) za svaki € > 0 postoji kompaktan skup K C (0,7") x
R? x R%) takav da za svaki n

///CK(|gn¢n|+|g¢’)<€,

mozemo pretpostaviti da svi g, (uklju¢ujuéii g) imaju nosa¢ sadrzan u kompaktnom skupu.
Takoder, zbog Egorovljevog teorema 1), — 1 uniformno, osim na skupu proizvoljno male
mjere, pa mozemo uzeti v, = ¥ za svaki n. Stovise, dovoljno je uzeti ¢» = 1: naime, ako je
1 dovoljno glatka, tada g, zadovoljava iste zahtjeve kao i g,, a ako je ¥ u L*°, mozemo je
aproksimirati s C*° funkcijama ¢, takvim da || — || 1 — 01 supy, [|k]|z~ < oo. Onda

vrijedi
//‘/wkgndﬁ—/¢gnd€‘dxdt<///Wk—wﬂgnldtdxdg.

Zbog omedenosti niza ‘wk — w‘ u L, prema teoremu Banach-Alaouglu-Bourbakia on je

kompaktan u slaboj * topologiji. Kako je L! separabilan prostor, to slijedi da su omedeni

skupovi u L® metrizabilni u slaboj * topologiji, pa je zato kompaktnost niza ‘wk -

ekvivalentna posjedovanju slabo * konvergentnog podniza, kojeg ¢emo jednako oznacavati.
Medutim, konvergencija 1, — 1) — 0 (ss) povlaéi [, — ¥]|——0, stoga

[ ] [ 1= vlimlatixag 0.

pa smo time dokazali da je dovoljno razmatrati slucaj ¢ = 1.
Definirajmo sada funkcije u,, i h, na sljede¢i nac¢in:

{ Tun = Tgn * X{(x£.t)Tgnl<M}
Un|t:0 =0

hn|t=0 =0.
Ocito je gn = Up + hy, jer T'(up + hy) = T'gn, a g, je jedinstveno rjesenje Cauchyeve zadace

Tf = TgTw f|t:0 = 0.
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Globalna rjesenja Boltzmannove jednadzbe

Zbog slabe kompaktnosti niza (Tg,) mozemo iskoristiti ocjenu (II1.4), pa koristedi
eksplicitnu formulu za funkciju h

t
hn(X+t£,£,t)—/0 Tgn(x+t€7£7t>X{|Tgn|>M}(X+t£7€7t>d7

/oT /Rd /Rd | (x, €, 1)|dxd€dt — 0.

Niz (T'uy,) je ogranic¢en u prostoru L°°; pa iz eksplicitne formule za funkcije u,, zaklju¢ujemo
da su i one ograni¢ene u L. Medutim, iz uniformne kompaktnosti nosac¢a niza (gn)
slijedi da su (uy) i (T'uy,) omedeni nizovi u L2, §to nam omoguéuje koristenje Leme 5, po
kojoj zaklucujemo da je ( Ik undﬁ) omeden u HY/2. Zbog kompaktnosti ulaganja prostora

slijedi

HY2 u 12, slijedi da je (f undﬁ) kompaktan u L?. Zato §to smo pretpostavili da niz
(9n) ima uniformno kompaktan nosac slijedi da i niz ([ u,d€) ima isto svojstvo. Njegov
nosa¢ oznacimo s K. Buduéi da je za svaki kompaktan skup L?(K) ulozeno u L*(K), i pri
tom je to ulaganje neprekidno, imamo da je niz ( J undg) kompaktan u L! i time je dokaz
zavrsen.

Q.E.D.
Korolar 1. Uz pretpostavke Leme 6, ako g, — g u L'([0,T] x R% x R%) i ¢, — 1 (ss),

onda vrijedi
| [ gutnde - [ gude]

Dem. Lema nam veé osigurava egzistenciju jakog limesa niza ([ g,nd€), kojeg ¢emo oz-
naciti s L, a ono §to treba provjeriti je da je taj limes jednak [ gid€. Dokaz se zasniva
na relaciji (II1.2), koja kaze da gnwn — gy u L0, 7] x R¢ x RY). Tada za proizvoljnu
funkciju ¢ € L°([0, 7] x R x R%) imamo

[ [ [ wmsiixag — [ [ [ guoaraxag
/ / / Gntbnddtdxdé — / / Lodtdx .

Zbog jedinstvenosti limesa slijedi

</g¢,¢>=<L,¢>,

to jest [ gy i L su jednaki u smislu distribucija, i time je dokaz zavrsen zbog ulozenosti
prostora L' u prostor distribucija.

— 0.
L1([0,T]xR%)

Q.E.D.

Lema 7. Neka je (f,) relativno slabo kompaktan niz u L'([0, T] x R? x R%) i pretpostavi-
mo da postoji familija realnih, uniformno Lipschitzovih funkcija (85,6 > 0),35(0) = 0 za
svaki 9, takvih da

i) Bs(s) — s kad 6 — 0, uniformno na kompaktnim podskupowma od RJr

ii)  niz T(Bs5(f™)) je za svaki § slabo relativno kompaktan u LL ([0, T] x Rd x RY).
Ako uz to f* — f, i ako je (1) omeden u L®°([0,7T] x R¢ x RY) iwn — 1) (ss), onda

vrijedi
lim H/fnwn
n—oo

44
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Dem. Po pretpostavci je (f,) slabo kompaktan, pa pomocéu (I11.4) zaklju¢ujemo da je za
dovoljno veliki R izraz sup,, f (fr>R)} | /™| proizvoljno malen. Sli¢no, po Dunford-Pettisovom

teoremu mozemo ocijeniti sup,, fRd\ 5 |f™] za neki kompaktan skup K. Iskoristit ¢emo

takoder Lipschitzovo svojstvo funkcija s, tako da iz jednakosti G5 = 0 dobijemo |G5(f™)| <
C|f"|. 1z toga neposredno zakluc¢ujemo da je niz (3s5(f")) slabo kompaktan u L', i jedno
njegovo gomiliste ozna¢imo sa g5 (podniz ¢emo i dalje oznacavati jednako kao i limes).

Pokusajmo sada ocijeniti integral [ [ [ |f™—35(f™)|dtdxd€. Rastavimo ga na sljededi
nacin

[ ] [ stemasig< [ [ [ it
y /{f@m\f”— betas(f")\dtdxdg
NN R R
<[/ /{fngR}\K<0+1>|f”|dtdxd§
]y 17 o

+///{fn>R}(C+1)\f”]dtdxd£.

Zbog toga sto (G5(s) — s uniformno na kompaktnim skupovima, zakljucujemo da

(38) sup 1™ = Bs(f")lly — 0,

kad 6 — 0. Sada mozemo primjeniti Lemu 6 na niz funkcija g := B5(f") iz Cega slijedi

| [ e - [ rodg

<] / Futbnd€ — / B5(f")oncle|
+| [ ostsmynde = [ gpuae]

L1

+
L1

| [ gsvie - [ sude

Dokaz leme ¢e biti potpun ako pokazemo da ||f — gs]l;,1 — 0 kad 6 — 0. To se pak
lako pokaze koriste¢i relaciju (38) i

.1

If =gl = sup /(f—ga)~<b,

eSS

sup lim [ (f = B5(f"))é < liminf sup (f = G5(/)6

peLe T peL>®

Q.E.D.
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7. Limes je renormalizirano rjeSenje

Lema 8. Neka je (f") niz aproksimativnih rjesenja Boltzmannove jednadzbe definiranih
u prethodnom odjeljku. Tada on ima podniz sa svojstvom da za svaki T > 0 vrijedi
i) [ frdé — [ fd€ u LY([0,T] x RY), kao i za skoro svaki (t,x),
i) Ap* f* — Ax f uLY([0,T] x R? x BR) za svaki R > 0, kao i za skoro svaki (t,x, &),
iii) za svaku funkciju ¢ € L>®([0,T] x R? x R%) s kompaktnim nosacem vrijedi

J QL™ fM)pdE . J QLS f)odE
1+n [ frdé 1+n [ fd€

u L1([0,7] x RY).
Dem. i) Definirajmo funkciju 85(s) = +In(1 + ds). Na osnovu Leme 4 je T(B5(f")) s-
labo konvergentan u Llloc([(), T] x R? x R%), a kako uz to 35 zadovoljava i sve ostale pret-
postavke Leme 7, primjenjujué¢i nju uz ¢, = 1 dobivamo konvergenciju niza ( J f”dﬁ)
u LY([0,T] x RY). To povlaéi postojanje podniza koji konvergira skoro svuda i time je
dokazana prva tvrdnja.

ii) Dokaz ove tvrdnje je slican dokazu prethodne, a detaljno raspisan moze se pronadi
u [DL1, str. 340].

iii) Za dokaz konvergencije Q" = Jﬁf}”}kg; - ¢ definirajmo v, = % ~p. Iz (i) i
(ii) slijedi da 1, — % (ss), pa nam Lema 7 opet daje tvrdnju. Za slucéaj Q)4 provode se

slicna razmatranja. Koriste¢i zamjenu varijabli, mozemo napisati

J QUL f1)pdE _ IS anf" 12
1+n [ frde 1+n [ frde -

Oznac¢imo

bt x.€) = St Jsis 0n€ = &) [ (1%, £)9(x. &', 1)dndE.
n\t, &, <1+nffnd€>

Zelimo pokazati da v, zadovoljava uvjete Leme 7 kako bismo iz nje dobili trazenu tvrdnju.
Za to pokazati, koristit ¢emo se opet Lemom 7. Uz oznaku

77/; (t X 5) — fRd f5d71 Qn(f — &, n)¢(x7 £l,t)dnd€*
n\l; X, <1+nff"d£> ’

zbog tvrdnje (i) i svojstava niza (g,) slijedi da Uy — 1 (ss), pa primjenom Leme 7 za-
kljuéujemo da 1, — 1 u L. Jaka konvergencija povlaci konvergenciju skoro svuda (uz
prijelaz na podniz), pa nam Lema 7 daje tvrdnju.

Q.E.D.

Definirajmo sada operator 7! koji funkciji g pridruzuje rjesenje Cauchyevog prob-
lema
Tu=g
U| =0.
t=0
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Eksplicitan izraz za funkciju 7~ 1g je

t
190t x,6) = [ glsix— (- )€, €)ds
0

Lako se provjeri da je T~! neprekidan operator iz prostora L' ([0, T >< R? x R%,,.)
u C([0, T]; LYR? x R%,.)), te da za nenegativnu funkciju g vrijedi da je T~!g nenegativno.
Uzmimo F € C([0,T]; LY(R? x R%,.)), F > 0 te definirajmo operator T iz e Fp-1eF,
Iz svojstava funkcije F' slijedi da je T takoder neprekidan iz L!([0, T] X Rd X Rdloc)
C([07 T]; Ll(Rd X Rdloc))'

Za omedeni niz (F,) u C([0, T]; L*(R¢ x R%,.)) za koji vrijedi F}, > 0, Fj,(t,x,&) —
F(t,x, &) za svaki t i skoro svaki (x, €), ako g, — g u L'([0,T] x R? x R%,.) onda imamo
da za svaki ¢t € [0, 7] vrijedi

(39) T lgn(t) = T g(t)

u LY(RY x RY,,). Za dokaz relacije (39) uoc¢imo da je

t
Tplgn(t, ., €) = /0 e~ Inltx &) eFn(sx—(I=988) g (5 x — (t — 5)€,€)ds

Uzmimo proizvoljnu funkciju A € L¥(R% x R%,,.) i pokazimo da

/ / / n(tx8) Fnlsx=(t=8)88) o (s x — (t — s) &, €)ds - h(x, £)dxd€
_}/// Ftx8) Flsx=(t=5)88) g (g x — (¢t — 5) &, &)ds - h(x, &)dxdE .

Pokazat ¢emo da za svaki s, t vrijedi Fy,(s,x — (t —s)&, &) — Fy(t,x,€) < 0. Tada ¢e naime
za funkciju

H(t,x, £) 1= ¢Fn(sx— (=968 ~Faltx8) . px g)

vrijediti H € L>®([0,T] x R% x R%,.), pa ¢e zbog slabe konvergencije niza (g,,) u prostoru
L1([0,7] x R? x R%,,) dokaz biti zavrsen. Medutim, trazena nejednakost se lako dokaze:

Fo(s, x—(t—5)€, €)—Fa(t, %, €)= Fa (0.x— (t—s>£,£>+/o TE(r.x—(1— )~ (s—T)EL)dr
t
~E(0.x— (- )€, €) - /0 TE,(r,x — (t — 7)€, €)dr
_ —/tTFn(T,x— (t— 7)€, E)dr <0

Oznacimo F,, = T~ (A, * f,) i iskoristimo (39) za dokaz egzistencije renormaliziranog
rjeSenja Boltzmannove jednadzbe:

Mnozedi jednadzbu s ef™ zakljucéujemo da vrijedi

T(f"ef) = (TfM)ef + [T F)ef™ = QY (o, fu).
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Djelovanjem operatora 7! na gornju jednakost slijedi
_ 0 _
T (T(f7e™)) = et — g =17 (P QL (fus fa)
odnosno, zbog FY = 0

(40) fr=fee TR QN (s ) -

Na osnovu Leme 8 zaklju¢ujemo da je (F,) omeden niz u C([0, T]; LY(R? x R%,.), te da
za svaki t € Rar vrijedi

Fp— F=TYAxf) (ss) .
Lema 9. Za svakit € R] je T51Q+(f, f) € LYRI x RYy,.) i

f=fe P +T-'Q4(f, f) -

Dem. Definirajmo ,,(t) = min{t,m} za t > 0 i m € N. Po Dunford-Pettisovom teoremu
mozemo zakljuciti da

Im = Bmo f" = gm
u L1([0,7] x R? x R%), pa na osnovu dokaza Leme 7 slijedi da

gn — [ kad m — o

u LY(RY x RY,,). Na osnovu Leme 4 i relacija

T = Q") Xtpremy < o+ 2L

imamo da niz (g,) zadovoljava uvjete Leme 7, pa na potpuno analogan nacin kao u dokazu
tvrdnje (iii) Leme 8, zakljuéujemo da Q™ (g%, g%) — Q+(gm, gm) u L1([0,T] x R? x Bg),
za svaki R > 0.Kako je (g),) niz rastu¢ih funkcija omedenih odozgo funkcijom f,, Sto
povlaci nejednakost Q" (g, gr,) < Q1 (f", f™), pa pomoc¢u (40) zaklju¢ujemo

r= fge A T QN (g g -
Gledajuéi slabi limes gornje nejdnakosti iz (39) slijedi
f= fOe_F + TF_1Q+(gmagm> .

Iz Lebesgueovog teorema o monotonoj konvergenciji zakljucujemo da T, 1Q+ (Gms Gm) —
Tﬁ?lQJr(f,f) pa na osnovu zadnje nejednakosti mozemo zakljuciti da je TEIQJr(f,f) €
LY([0,7]xR? x RY) i

(41) f=foe F+ TR Qu(f, 1) -
Za dokaz suprotne nejednakosti definirajmo
hy, :=mIn(1 4 f*/m) .

48



Cauchyjeva zadaca za Boltzmannovu jednadzbu
Koriste¢i racun slican onom kojeg smo koristili za dobivanje (40), lako se dobije

Qﬁ(fnyf”))
1+ fr/m

-1 n n fn
+ 15 (An*f <hm_—1+f”/m)> .

Zakljucujuéi na jednak nacin kao i prije, te prelaskom na podniz po potrebi, mozemo pisati

hy, =mln(l + fg'/m) + T:L1 (
(42)

A —~hpy  hm—f u L
f’I’L

— m = L.
1+ f*/m m, l ! b

Pri tom smo pri zakljuc¢ivanju zadnje konvergencije koristili Lemu 4 i ocjenu

Q o Q
(14 fo/m)2 = 1+ fo/m

Takoder vrijedi

QL™ /")

(43) 1+ f7/m

— Qim -

Podsjetimo se da na temelju Leme8 (iii) vrijedi

J QL™ f)pd€ . JQ+(f, f)od§
1+ [ frdg 1+ [ fd¢

(44)

za svaku funkciju ¢ € L°° s kompaktnim nosacem. Pomnozimo lijevu stranu (43) s

pdg
1+n [ fd¢’

ocjene (44) ovaj limes je manji od

(¢ > 0) i integrirajmo po varijabli £&. Dobiveni niz konvergira k [ Qrmode Zbog

1+ fd€
[ Q+(f.f)ode
1+ fd€

Q-‘r,m < Q-i-(fa f) (SS) .

, pa iz toga zakljucujemo

Gledajudi slabi limes kad n — oo u (42), nalazimo

b <t (14 L) o L T1Qu (1) 4 T (A = ).

Uzimajuci opet limes, ovaj put po m, dobivamo trazenu nejednakost

F< foe P+ TR'Q4(F. f)

koja zajedno s nejednakoséu (42) implicira tvrdnju ove leme:

(45) f=rfoe "+ T Q(f, f) -

Q.E.D.
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Zadnja jednakost nam ve¢ govori da funkcija f zadovoljava Boltzmannovu jednadzbu
u nekom smislu. Mi éemo sada po kriterijima danim u poglavlju (IV.2) jednostavno prov-
jeriti da je to trazeno renormalizirano rjesenje.

Prvo, koristec¢i pretpostavke na A i relaciju

sup sup [ [ (1 xl? + gy iede < oo

teo, 7] n

lako se pokaze da je za svaki T' < oo

(46) %fff) e LY([0,7] x R x RYy,,) .

Za dokazati analognu tvrdnju za Q4 (f, f), prisjetimo se da na osnovu (36) imamo
QL™ ") / ey,
<V L T coonim 46 | .
T4 of prag S 2ORUN TR0 [ e o S e

Buduéi da je e, (f™) nenegativan i da vrijedi

sup [ [ [ entrmiaxags < oo

mozemo pretpostaviti da e, (f™) konvergira slabo (u D’) k ograni¢enoj nenegativnoj mjeri
. Lema 8 nam daje slabu konvergenciju preostala dva ¢lana u L', pa prijelaskom na slabi

limes dobijamo
Q+(f, f) 2Q=(f. /) 4
< + i
1+0[fd¢ ~1+06[fdé mn2(1+46 [ fde)
Gornja nejednakost ¢e i dalje vrijediti ukoliko mjeru g zamijenimo s njezinim apsolutno
neprekidnim dijelom e € LY([0,7] x R? x RY), pa promatrajuéi limes kad § \, 0, slijedi
da je

pri cemu je F € LY([0,7] x R? x R%). Relacije (46) i (47) nam daju
Q+ (f7 f)

2Dl e LYo, T d d .
7 e L' ([0, 7] x R® x R%¢)

Za pokazati da je Qy(f,f)(-,x,&) € LY([0,T]) za skoro svaki x i &, iskoristimo
Lemu 9 na osnovu koje je za svaki ¢, funkcija TF_lQJ’_(f, f) € LYREx RY,,) i F(t,-) €
L'(RY x RY,.). Eksplicitno, vrijedi

t
| Qutrppe PO s € LYRY < R
0
za svaki t, pa zbog toga §to je F¥ nenegativna, rastuéa po varijabli ¢, slijedi da je Q+(f, f)’j €
L1([0,T]) za skoro svaki x i €. Za @Q_ isti zaklucak slijedi na osnovu (47).

Mnozedi relaciju (45) s ef' i djelovanjem s operatorom T~!, koristeéi transportni
teorem (II1.3) dobivamo

t
FH(E%,€) = folx,€) + /0 QU f)(s.x, €)ds
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Time je pokazano da je f renormalizirano rjesenje Boltzmannove jednadzbe.
Jedino nam preostaje pokazati da f zadovoljava ocjenu entropije (8). Da bismo to
zakljucili, iskoristimo dokaz Leme 8 iz kojeg slijedi da za svaki § > 0 vrijedi

otk
1+0[frde 1+6 [ fd€
A i

L+0[frde  1+6 [ fd€

u LY([0,7] x R? x R? x R x §971). Koristeéi konveksnost funkcije
T
(.9) = (@ —y)Ino
na RT x R™, vidimo da je za svaki T > 0

/ //1+5ffd€dxd£dt hmlnf/ //1+€gf;nd§d}cd£dt'

Ocjena entropije sada slijedi iz (38) i Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji.
Time je zavrsen dokaz teorema 1.
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