
Parcijalne diferencijalne jednadžbe II

Parcijalne diferencijalne jednadžbe II - kolokvij

1. [10+15 = 25] Riješite jednadžbe u D′(R):
a) (x− 1)(x− 2)T = 0,
b) (x− i)(x− 1)(x− 2)T = δ1.

2. [10+10+10 = 30] Definirajmo distribuciju Cλ, λ ∈ R, formulom

〈Cλ, ϕ〉 := lim
εց0

(
∫ −ε

−∞

cosλx

x
ϕ̄(x) dx+

∫ ∞

ε

cosλx

x
ϕ̄(x) dx

)

, ϕ ∈ C∞
c (R) .

a) Pokazati da je Cλ distribucija. Koji je njezin red?
b) Riješite jednadžbu u D′(R):

xT = cosλx ,

gdje je λ ∈ R.
c) Odredite limes za λ → 0+ i za λ → ∞ distribucija Cλ.

3. [10+15 = 25]
a) Odredite Fourierovu pretvorbu funkcije u1 : R

2 → R dane formulom

u1(x, y) =
1

(a2 + x2)(b2 + y2)
,

gdje su a, b > 0 konstante.
b) Koristeći Fourierovu pretvorbu izvedite rješenje za valnu jedndžbu











utt −∆u = 0 , u R+ ×R2

u(0, ·) = 0 ,

ut(0, ·) = u1 ,

gdje je u1 kao u a) dijelu zadatka.
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4. [7+5+5+8+5 = 30]
a) Izvedite formulu za elementarno rješenje Φ(t,x) diferencijalnog operatora na R×Rd

P =
d

dt
− ν∆ , ν > 0 .

b) Dokažite da
Φ(t, ·) → δ0 , t → 0+

u prostoru temperiranih distribucija S ′(Rd).
c) Za T ∈ S ′(Rd) i f ∈ S(Rd) dobro je definirana konvolucija T ∗ f ∈ S ′(Rd). Ako

Tn
S′

−−⇀ T , dokažite da tad i Tn ∗ f
S′

−−⇀ T ∗ f .
d) Dokažite koristeći Fourierovu pretvorbu da početna zadaća

{

utt = ν∆u , u R+ ×Rd

u(0, ·) = u0 ,

ν > 0, ima jedinstveno rješenje za u0 ∈ S(Rd) koje je dano formulom

u(t,x) = (Φ(t, ·) ∗ u0)(x) , t > 0 ,

gdje je Φ kao u a), te ∗ označava konvoluciju samo po x varijablama.
e) Dokažite koristeći b) i c) da u definiran u d) zadovoljava početni uvjet, tj.

lim
t→0+

u(t,x) = u0(x) .
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