Prva zadaca: Parcijalne diferencijalne jednadzbe |
08.11.2016.

1. [7] Nadite formulu za rjesenje pocetne zadace

u; +c-Vu

f
u
9

pri cemu su zadane funkcije f € C®°(RY x RY) i g € C°(R?) strogo pozitivne te c
konstantni vektor iz R
2. [8] Rijesite zadacu
2yu, +uy, =0
u(z,0) = g(z) za x>0
u(x, 2?) = g(x) za x <0
na R? transformacijom jednadZbe u novi koordinatni sustav £ = z —y?, n = y. Skicirajte

projicirane karakteristike u pocetnom koordinatnom sustavu i u novom koordinatnom
sustavu. Kakva je glatkoca rjesenja ako je g € C*(R)?

3. [8] Metodom karakteristika rijesite Cauchyjevu zadacu
(cosy)u, +u, = (yffyl)z

na ) = {(x,y) € R? | y # +1}. Skicirajte projicirane karakteristike. Pokazite da rjesenje
nije jedinstveno na € i dajte primjer krivulje (ili krivulja) na kojima treba biti dodatno
zadana vrijednost funkcije u tako da rjesenje bude jedinstveno.

4. [7] Neka je Q C C 1-povezano podrucje ¢iji se rub Fr {2 moze parametrizirati regularnom
C! krivuljom 7 : [a,b] — FrQ takvom da je v(a) = v(b). Nadalje, neka je f : C — C
funkcija iz C'(C1Q) koja zadovoljava Cauchy-Riemannove uvjete. Koriste¢i formulu

/gxidx—/ gv;dS(z)
Q FrQ

koja vrijedi za svaki ¢ € C'(CIQ), pri éemu je v; i-ta komponenta jedini¢ne vanjske
normale v na rub Fr (), dokazite da funkcija f zadovoljava

]{fdv = /bf on(t) -~/ (t)dt = 0.

Mnozenje u drugom integralu je mnozenje kompleksnih brojeva.
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1. Pretpostavimo da imamo rjesenje v dane zadace. Definiramo funkciju
2(7) = u(xo + 7¢,7),

gdje je xo zadana tocka u RY. Tada je

Mg

Citlz, (Xo + 7€, T) 4+ us(xo + 7C, 7).
=1
f(xo+7¢,7)

2(7)

Prebacimo z(7) na drugu stranu i integriraju¢i dobivamo

2(1) = 2%(0) + 2/ f(xo + sc, s)ds,
0
to jest
u?(xo +7¢,7) = g%(x0) + 2/ f(xo + sc, s)ds.
0

Konacno oznacimo li x = xo + 7¢c i t = 7, dobivamo
t
u?(x,t) = g*(x — tc) + 2/ f(x+ (s —t)c, s)ds,
1/2
u(x,t):< (x — tc) —|—2/f s—tcs)ds) .

Dokazali smo da ako je u rjeSenje dane jednadzbe, onda nuzno ima prethodni oblik
(primijetimo da se implicitno pretpostavlja u jednadzbi da je u # 0, a prethodna nam
formula daje da je uistinu v > 0 na cijeloj domeni pa je sve konzistentno; pri korjenovanju
smo uzeli pozitivan predznak jer je u(x,0) = g(x) > 0 za sve x > 0).

Provjerimo jos je li prethodna formula uistinu i rjesenje. Vidimo da je zadovoljen
pocetni uvjet, pa derivirajmo jednadzbu gdje nismo korijenovali.

2u(x, t)ug(x,t) =2 g(x — tc)(—c) - Vg(x — tc) + 2 f(x, 1)
42 /t(—c) SV F(x+ (s — t)e, s)ds,
2u(x, t)Vu(x, t) =2 g(x —0 tc)Vg(x — tc)
+2/ Vfx+ (s —t)c,s)ds.
Mnozeé¢i drugu jednakost skalarno s c i zbrajajuéi je s prvom dobijemo nakon kracenja
2u(x, t) (ur(x,t) — c- Vu(x, t)) = 2f(x,1).

Kako je u > 0 jasno iz formule, mozemo dijeliti s 2u i slijedi tvrdnja.



2. Oznacimo v(&,n) = u(x,y) pri cemu vrijede relacije € = z —y* in = y. Iz toga
slijedi po lanc¢anom pravilu da je yu,(z,y) + u,(z,y) = v,(§,n) = 0. Integrirajuéi po n
dobijemo da postoji funkcija ¢ : R — R takva da je v(&,n) = ¢(§). Funkciju ¢ odredit
¢emo iz pocetnih uvjeta. Za t > 0 vrijedi g(t) = u(t,0) = v(t,0) = ¢(t), azat <0 je
g(t) = u(t, t?) = v(t — t4t3) = ¢(t — t*).

Prethodno nas motivira da definiramo funkciju ¢ : R — R

za koju se lako provjeri da je C3(R) bijekcija koja nije iz C*(R). Kako je o/(t) # 0
za svaki t € R, moZemo primijeniti teorem o inverznoj funkciji za zakljuciti da je ¥~*
takoder iz C3(R) i da nije iz C*(R). (MoZe se naéi i eksplicitna formula za inverz jer je
¥ polinom stupnja 4 za t < 0).

Zakljucujemo da je ¢ = go ™!, a kako je u(x,y) = v(&,n) = ¢(£), slijedi

u(z,y) =go 'z —y?),

i u je C?(R?) funkcija kao kompozicija takvih. Za dokazati da u nije opéenito iz C*(R?),
uzmimo g(s) = s za svaki s € R (ili bilo koji C*(R; R) difeomorfizam; $tovise moze biti ¢ak
i samo lokalni C* difeomorfizam oko 0) i definirajmo krivulju v : R — R? s 7(¢) = (¢, 0).
Tada kada bi u bio C*(R?), posebno bi bio takav i u o, no uoy(t) = ¥'(t), sto je
kontradikcija.

Konacno, kako je ocito iz jednadzbe v, = 0 da su pravci {§ = C, C' € R, karakteris-
tike, slijedi da su karakteristike u poéetnom koordinatnom sustavu krivulje z — 3% = C,
C € R (ovdje koristimo da su karakteristike o¢uvane promjenom koordinatnog sustava,
za nasu jednadzbu je zapravo lako provjeriti direktno da su karakteristike u pocetnom
koordinatnom sustavu oblika z — y* = C preko jednadzbi za karakteristike).
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3. Prepoznajemo da je a(x,y,2) = (cosy,1) i b(x,y,z) = (y;lfyl)g. Rubni uvjet je zadan

na krivulji S = {F = 0} gdje je F(z,y) = y, pa je normala VF(z,y) = (0,1). Slijedi da
je za (x¢,0) € S
a(z,0,g(z0)) - VF(x0,0) =1 #£0,
i zakljucujemo da nema karakteristicnih tocaka.
Sljedece rjesavamo inicijalni problem za karakteristi¢ne jednadzbe

w'(7) = cos(y(7))

y'(r) =1
) = 4y(7)
(y(r)? = 1)
s pocetnim uvjetima x(0) = xo, y(0) = 0, 2(0) = g(zo). 1z druge jednadzbe dobivamo da
je y(t) = 7, pa uvrstimo li to u prvu jednadzbu i integriramo, dobivamo da je z(7) =
xo + sin(7). Isto tako uvrstimo i u treéu jednadzbu i integriranjem dobivamo z(7) =
g(70) + 2% — 2. Dakle, karakteristika kroz (g, 0, g(z0)) je

1-72

x(T) = xo + sin(7)
y(r) =
2

2(7) = (x0) + g
Zelimo da projicirana karakteristika prolazi kroz neku zadanu tocku (z, y) € Q. Iz pret-
hodnog dobivamo jednadzbe x = xo+sin(7r) i y = 7 pa je g = x —sin(y) i 7 = y. Slijedi
da je nase rjesenje u(z,y) = z(7) = g(x —siny) + ﬁ — 2 i vidimo da je dobro definirano
na ().

Kako je rubni uvjet zadan na samo jednoj komponenti povezanosti, rjeSenje nije je-
dinstveno. Funkcija definirana s

B g(ac—siny)—i—#—Q7 za —l<y<l1
U(l’,y)—

— 2.

5? zay > 1iliy < —1

je takoder rjesenje na 2. Primjer krivulja na kojima treba dodatno zadati vrijednosti
funkcije u da rjesenje bude jedinstveno su {y = —2} i {y = 2} jer projicirane karakteristike
pokrivaju cijeli prostor i svaka projicirana karakteristika sijece ove krivulje.
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4. Definiramo funkciju v(t) = (G (t)l\( ¥5(t), 71 (t)) pri cemu je ~; realni, a 7, imaginarni
dio krivulje v. Reparametrizirajuci ako treba u suprotnom smjeru, mozemo pretpostaviti
da je v vanjska (jedini¢na) normala na Fr; ovo ¢e promijeniti predznak integrala, a to

nije vazno jer tvrdimo da je integral jednak 0. Raspisimo izraz f: fo~(t) -+ (t)dt.

b

b
/ fon(t) -+ (H)dt = / (10 7(8) + ifs 0 7(0) (7, + h)dt
a ab
_ / fr oy (s — fo o1 (t)dt

i / fr 0B+ fr o ()t

b

- /(f1 o Y(t)ra(t) + f2 0 y(H)ra (1))l (1)t

a

T / (fa 0y (E)ualt) — f 04 (E)n (D) 7/ (1) |t

:/ (five + for1)dS +i (fova — firn)dS
FrQ FrQ
:/(6f1+8f2)d5+|/(3y — 0, f1)dS

= 0.

Posljednja jednakost slijedi iz Cauchy-Riemannovih uvjeta.



