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Poglavlje 1

Uvod

U ovom radu promatramo korektnost metode konacnih volumnih elemenata za
sljedecu elipticku rubnu zadac¢u

—div(AVu) = f uQ,
u=0 mna 0,

gdje je Q C R? ogranicena konveksna poligonalna domena s rubom 09, A = a; j(x)
je 2 x 2 simetricna i uniformno pozitivno definitna matrica u €2, a funkcija f
je dovoljno regularna tako da gornji rubni problem ima jedinstveno rjeSenje u
odredenom prostoru Soboljeva. Pod korektnoséu metode podrazumijevamo ana-
lizu i ocjenu greske metode u standardnim normama H*, L? i L*. Pritom koristimo
samo linearne konformne elemente na trokutima.

Metode konaé¢nih volumena imaju dugu tradiciju koristenja kao znacajan alat
za numericko rjesavanje diferencijalnih jednadzbi. Opcenito govoreéi, numericka
tehnika metoda konac¢nih volumena lezi negdje izmedu metoda konac¢nih dife-
rencija i metoda kona¢nih elemenata. Njihova fleksibilnost baratanja komplici-
ranim domenama slicna je metodi kona¢nih elemenata, a s druge strane, jedno-
stavnost implementacije mozemo usporediti s konacnim diferencijama na jednosta-
vnim mrezama. Takoder, analiza metode konac¢nih volumena svodi se na neku od
ovih metoda. Vazno svojstvo metode konacnih volumena jest i to da numericko
rjeSenje koje ona generira obi¢no ima neka svojstva sacuvanja.

Metoda kona¢nih volumnih elemenata koju promatramo u ovom radu je jedna
varijacija metode konac¢nih volumena koju ¢emo interpretirati i kao Petrov-Gale-
rkinovu. O korektnosti metode koristeci pritom linearne konformne elemente obja-
vljivano je dosta znanstvenih radova pa izdvojimo samo najvaznije rezultate. To
su u prvom redu ocjene greske metode u H' i L? normi (vidi npr. [3]). Dugo



vremena u literaturi su bile poznate sljedece ocjene

[ = unlly < Chljullz,
lu = unllo < ChZ[Julls,

gdje su u i uy egzaktno, odnosno numericko rjesenje metodom konacnih volu-
mnih elemenata. Primjetimo da ove ocjene imaju optimalni red konvergencije
kao i odgovarajuée ocjene za metodu kona¢nih elemenata. Medutim, zahtjev H3
regularnosti egzaktnog rjesenja u L? ocjeni o¢ito je prestrog jer u primjenama
najceS¢e nemamo ispunjen taj uvjet. U ovom radu prezentiramo noviji rezultat o
korektnosti metode konac¢nih volumnih elemenata iz rada R. E. Ewinga i drugih [1]
koji pokazuje da je za kvadratiéni red konvergencije metode u L? normi dovoljna H?
regularnost egzaktnog rjesenja, ali moramo dodatno pretpostaviti H' regularnost
funkcije f Sto nije slucaj kod klasicne metode konacnih elemenata. Konkretno,
prezentiramo sljedeéu L? ocjenu

lu = unllo < CH*(lfull2 + [ £111)

koja je optimalna u smislu da daje najbolji moguéi red konvergencije za H? regu-
larnost tocnog rjesenja. Takoder, na samom kraju ovog rada, kontraprimjerom
¢emo pokazati da se zahtjev H' regularnosti funkcije f u gornjoj ocjeni ne moze
oslabiti.



Poglavlje 11

Elipticke rubne zadace

1 Slaba derivacija i prostori Soboljeva

Mnogi problemi u teoriji parcijanih diferencijalnih jednadzbi formuliraju se i
proucavaju u okviru odredenih funkcijskih prostora koji nose ime ruskog mate-
maticara S.L. Soboljeval upravo zbog njegovog ogromnog doprinosa razvoju te
teorije.

Neka je 2 C RY domena. Za funkciju u : Q — R kaZemo da je apsolutno
integrabilna ako je, u Lebesgueovom smislu,

/ luldz < +o00.
Q

Na skupu svih takvih funkcija uvodi se relacija ekvivalencije u; = us ako je fQ |ug —
ug|dr = 0. To je dobra relacija ekvivalencije i skup svih klasa ekvivalencije u
odnosu na = oznacava se s L'(Q). Tradicionalno se govori o funkcijama iz L' (1),
a pritom podrazumijevamo klase. Na isti nac¢in uvode se prostori LP(2) kao klase
svih Lebesgue izmjerivih funkcija v na €2 za koje je

/|u|pdx < 400, 1<p< oo,
Q

ess sup |u(x)| < 400, p= 0.
e

Dobro je poznato da su LP(€2), 1 < p < oo Banachovi prostori (vidi [4]) s normama

1/p
||u||p,9={ / |u|pdx} Cl<peoo
Q

[ulloo,0 = ess sup |u(z)|, p= oo,
e

1Sergej L. Soboljev (1908 — 1989)



te da je L?(Q2) Hilbertov prostor sa skalarnim produktom

(u,v)o.0 = / uvdz, u,v € L*(9).
Q

Kada je jasno o kojoj domeni je rije¢, indeks €2 u gornjim oznakama normi i
skalarnog produkta najcesce se ispusta. Sljedeci teorem pokazuje nam u kakvom
su odnosu LP prostori ako je domena ogranicena.

Teorem 1.1 Neka je Q0 ogranicena domena i1 < p < q < co. Ako je u € L)
onda je takoder u € LP()) i

laull, < 19QEP=AD |,
tj. LUQ) je neprekidno ulozen u LP(QY). Nadalje, ako je u € L*°(Q) onda vrijedi
[ulloc = Timffull,.
p—o0

Dokaz. Vidi [4]. O

Za funkciju u, definiranu skoro svuda na 2, kazemo da je lokalno integrabilna
ako je u € L'(K) za svaki kompaktan skup K C €. Skup svih takvih funkcija

oznacava se s L ().
S D oznacavamo diferencijalni operator reda |«
e glal
0x0xg? ... 0z
gdje je v = (ay, g, ..., ag) € N multi-indeks i |o| = 30, ai.

Definicija 1.1 Neka je u € L}, .(Q) i « multi-indeks. Ako postoji funkcija g, €
L} .(Q) takva da vrijedi

loc
[ uprods = (1) [ guodz, o e cr@),
Q Q
onda kaZemo da je g, slaba derivacija od wu.

Definicija 1.2 Za proizvoljan prirodan broj m i 1 < p < oo definira se prostor
Soboljeva W™P(Q) s

WmP(Q) ={u € LP(Q): D% € LP(), za sve 0 < |a] < m}.



Na prostoru W”?(2) definira se norma

1/p
||u||m,p,9=< 3 ||Dau||§,9)  1<p<oo,

0<|a|<m
[ullmoco = max [[D%wq, p= oo,
0<|al<m

uz koju je W™P(Q2) Banachov (vidi [4]). Cesto koristimo i polunorme | - |0,
0<k<m,1<p< oo definirane s

1/p
|u|k,p,9:(z||mn§,g) Cl<peso

la|=k

R L

|

Zbog njihove vaznosti, za prostore W™?2(Q) koristimo posebnu oznaku, H™(Q), a
normu i polunorme, kada je jasno o kojoj domeni je rije¢, oznacavamo sa || - ||, i
| - |- Dogovorna oznaka za prostor L*(Q) je H°(Q) pa u skladu s time L? normu
u daljnjem oznacavamo s || - ||o.

U teoriji parcijalnih diferencijalnih jednadzbi vazni su i prostori H{"(§2) koji
se mogu definirati kao upotpunjenje prostora C§°(€2) u normi || - ||,,. Takoder,
prostori H™ () i HJ*(2) su Hilbertovi (vidi [4]) sa skalarnim produktom

(U, V) = Z (D%, D%),.

0<]al<m

Za prostor H}(Q2) oznacimo s H'(€) njegov dualni prostor, tj. prostor line-
arnih neprekidnih funkcionala na HJ (), a djelovanje funkcionala f € H~!(Q) na
v € HY(Q) oznacavamo s (f,v). Na prostoru H~(2) uvodimo sljede¢u normu:

1£ll-1 = sup{{f,v) | v € Hy(Q), [[vllr < 1}.



2 Varijacijska formulacija eliptickih rubnih
zadaca

Elipticke rubne zadac¢e matematicki su modeli koji opisuju ravnotezna stanja
mnogih fizikalnih procesa.

Kao sto je ve¢ i naznaceno u Uvodu, odredenosti radi, promatramo Dirichletovu
rubnu zada¢u s homogenim rubnim uvjetom

2.1
u=0 mna 0, (2.1)

{— div(AVu) = f u Q,
gdje je Q C R? ogranic¢ena domena s dovoljno glatkim rubom 99Q. Klasi¢no rjesenje
zadade (2.1) je funkcija u € C%(Q) N Cy(Q) koja zadovoljava diferencijalnu jed-
nadzbu u svim tockama domene i ponistava se na rubu. Da bi imali takvo rjeSenje
koeficijenti matrice A moraju biti barem neprekidno derivabilne funkcije, a funkcija
f barem neprekidna. Takav strogi zahtjev na glatko¢u ulaznih parametara u jed-
nadzbi Cesto je neprirodan u opisu fizikalnih procesa. Naime, prirodno je da koefi-
cijenti jednadzbe mogu biti i funkcije koje imaju skokove. Na taj nacin dolazi se do
potrebe generaliziranja smisla diferencijalne jednadzbe, a time i pojma rjesenja.
Najprirodniji na¢in bio bi zamjena diferencijalne jednadzbe integralnom jer to
fizikalno gledajuci obi¢no predstavlja neki zakon sacuvanja, medutim pokazuje se
da s teorijskog stajalista to i nije jako korisno. Drugi nacin generalizacije je var-
yacijska formulacija koja ima dosta dodirnih tocaka s integralnom formulacijom,
a teorijski je puno pogodnija za daljnju analizu rubnih zadaca.

Pomnozimo jednadzbu iz (2.1) s proizvoljnom test funkcijom v € C§°(£2) te
prointegrirajmo taj izraz po cijeloj domeni . Koristenjem formule parcijalne
integracije i Teorema o divergenciji dobivamo

/QAVU -Vudx = /vadx. (2.2)

Dakle, ako je u klasiéno rjesenje zadace (2.1) onda u zadovoljava jednakost (2.2) za
sve v € C§°(Q). Zbog gustoce prostora C5°(Q) u H}(Q) (vidi [5]) pokazuje se da
jednakost (2.2) vrijedi i ako umjesto glatke funkcije stavimo v € Hj (). Odavde
se prirodno namece generalizacija zadace (2.1),

naéi u € Hj(Q) takvo da

. (2.3)
/ AV - Vodr = / fvdx, Vv e Hy(Q).
Q Q

Sve parcijalne derivacije u (2.3) su u slabom smislu, a integrali su Lebesgueovi.
Rjesenje zadace (2.3) tada nazivamo slabo rjesenje zadace (2.1). Primjetimo da je
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ovo dobra generalizacija zadace (2.1). Naime, ako je slabo rjesenje dovoljno glatko
(klase C?) onda se, koriste¢i Osnovnu lemu varijacijskog racuna, lako pokazuje da
je ono ujedno i klasi¢no. Sada mozemo znatno oslabiti pretpostavke o glatkodi
koeficijenata jednadzbe. Da bi gornji integrali u Lebesgueovom smislu postojali,
dovoljno je da koeficijenti matrice A = {a; j(z)} budu L*> funkcije i f L? funkcija.

Pretpostavimo dodatno da je domena € konveksan poligon u R? te matrica
A = {a;;(z)} 2 x 2 simetri¢na i uniformno pozitivno definitna skoro svuda u €,
tj. postoji konstanta ¢ > 0, neovisno o z € (), tako da je

A(x)€ - € > cl¢f?

za sve £ € R? i za gotovo sve x € ().
Definirajmo formu a : H}(Q2) x H}(2) — R formulom

a(u,v) = /QAVu -Vodr, (u,v) € Hy(2) x Hy(S2).

Uz gornje pretpostavke na matricu A, forma a je neprekidna i koercitivna sime-
tricna bilinearna forma na H}(Q) x HJ(Q2). Nadalje, za f € L*(2) preslikavanje
v+ (f,v)o je neprekidan funkcional na H}(Q) i u tom smislu je L*(Q) € H1(Q)
pa taj funkcional mozemo oznaéiti s f. Stovise, L*(Q) je neprekidno ulozeno u
HYQ), t5. 1fl-1 < | fllo- Zadacu (2.3) mozemo sada zapisati u obliku

{ naéi u € Hy () takvo da (2.4)

a(u,v) = (f,v), Vv € H)(Q).
Sljededi teorem daje egzistenciju i jedinstvenost slabog rjesenja zadace (2.1).

Teorem 2.1 (Lax-Milgramova lema) Neka je V' Hilbertov prostor i a : V x
V — R neprekidna i koercitivna bilinearna forma. Tada za svaki f € V' postoji
jedinstvent u € V' rjesenje zadace

a(u,v) = (f,v), YveV.

Nadalje, vrijedi ocjena
u — '
V = o \%

gdje je a > 0 konstanta koercitivnosti forme a.

Dokaz. Vidi [5]. O



Poglavlje 111

Metoda konac¢nih volumnih
elemenata

3 Metode konacnih volumena

Iz varijacijske formulacije (2.4) elipticke zadace vrlo intuitivno dobivamo najva-
zniju klasu numeric¢kih metoda za njeno rjesavanje. To je konformna Galerkinova
metoda konacnih elemenata:

a(tn,vn) = (f,vn), Yon € Vi, (3.1)

{ nadi @, € V,, C Hy(Q) takvo da
gdje je Vj, kona¢nodimenzionalni potprostor od Hj (£2).

Za razliku od metode konacnih elemenata koja prirodno slijedi iz varijacijske
formulacije, osnovna ideja metode konac¢nih volumena zapravo dolazi od integralne
formulacije elipticke zadace koju smo prethodno odbacili kao jednu mogucu gene-
ralizaciju eliptickih diferencijalnih jednadzbi.

Za definiciju metode konacnih volumena prije svega potrebno je napraviti
konacnu subdiviziju domene takvu da je svaka poddomena poligon i presjek bilo
koje dvije poddomene je prazan skup. Poddomene u toj subdiviziji nazivamo kon-
trolni volumeni. Takvu subdiviziju moguée je napraviti na vise nacina i ovisno o
tome dobivamo razli¢ite metode.

Neka je Q C R? poligonalna domena i 7;, reqularna triangulacija na 0 (vidi
[2]) sastavljena od trokuta i indeksirana maksimalnim dijametrom h, tj. h =
maxger, hx, gdje hx oznacava dijametar trokuta K. Oznacimo s Nj skup svih
¢vorova triangulacije 7,. Neka je N, = N, N €, tj. skup svih évorova u un-
utrasnjosti domene Q. Za évor x; € Ny, oznacimo s I1(i) skup svih susjednih
¢vorova od x;. Konstruirajmo sada dualnu mrezu 7, mreze 75, na sljede¢i nacin.
U svakom trokutu K € 73, s vrhovima z;, x; i 23 uzmimo tocku ¢ u unutrasnjosti
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i tocke x;; na svakom bridu 7;7;. Ravnom crtom +;; x spojimo tocku ¢ sa svakom
tockom x;;. Tada za svaki ¢vor x; € Ny, s V; oznacimo poligon ¢iji bridovi su ;5 k-,
gdje je x; € K i z; € II(i). Kazemo da je V; kontrolni volumen centriran oko
¢vora x;. Za ¢vorove x; koji leze na rubu domene, pripadne kontrolne volumene
V; konstruiramo na slican nac¢in s tom razlikom da je sada x; vrh poligona V; cija
granica ukljucuje i dio granice 9€). Ocito imamo

U vi-n

Iieﬁh

i dualnu mrezu 7, tada definiramo kao kolekciju svi kontrolnih volumena V;.
Kao sto je za analizu metode konac¢nih elemenata potrebna regularnost trian-
gulacije 7y, slican zahtjev kod metode kona¢nih volumena imamo na dualnu mrezu

Definicija 3.1 KazZemo da je familija dualnih mreza (7, )n=o regularna ili kvazi-
uniformna ako postoji konstanta C' > 0, neovisna o h, tako da je

C~'h? < |Vi| < Ch?
za sve V; € T, 1 za sve h > 0.

Postoji vise nacina konstrukcije regularne dualne mreze, no svakako najpopularniji
nacin, jer vodi do relativno jednostavnih racuna, je odabir tocke ¢ kao tezista (bari-
centra) trokuta i tocaka x;; kao polovista bridova triangulacije. Takve poligone
nazivamo Donaldovi dijagrami (vidi [6]).

Slika 3.1: Kontrolni volumen V;.

Objasnimo ukratko generalnu ideju metoda konaénih volumena. Uzmimo proizvoljni
V; € T;*! 1 integrirajmo jednadzbu iz (2.1) po V;. Primjenom Teorema o divergen-

ciji dobivamo
—/ AVu - ndo :/ fdx. (3.2)
oV; Vi

amilija kontrolnih volumena moze biti konstruirana i na neki drugi nacin




Odgovarajuca diskretizacija lijeve strane u gornjoj jednakosti vodi na linearnu
jednadzbu u kojoj su nepoznanice vrijednosti funkcije u u ¢vorovima triangulacije.
Na isti nacin, integracijom po ostalim kontrolnim volumenima dolazimo do siste-
ma linearnih jednadzbi koji preostaje numericki rijesiti da bi dobili aproksima-
tivno rjesenje zadace (2.1). U tom su smislu metode kona¢nih volumena sli¢ne
metodi konacnih diferencija. Medutim, ako ¢-tu linearnu jednadzbu pomnozimo
s proizvoljnim v; € R i sve sumiramo, dolazimo do formulacije problema preko
diskretne bilinearne forme. Na taj nac¢in metodu konacnih volumena promatramo
u okviru teorije metoda konacnih elemenata. Tom idejom zapravo dolazimo do
metode kona¢nih volumnih elementa koju promatramo u ovom radu.
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4 Metoda kona¢énih volumnih elemenata

Neka je Vj, standardni prostor linearnih kona¢nih elemenata definiran na tri-
angulaciji 7,

Vi ={v € C(Q) : v|g je linearna za sve K € T, i v|pq = 0},

i neka je V;* prostor konacnih volumnih elemenata definiran na dualnoj triangulaciji
Vi ={v e L*(Q) : v|q je konstanta za sve V € T, i v|sq = 0}.

Oznacimo s ¢; standardne nodalne bazne funkcije pridruzene ¢vorovima triangu-
lacije x; i s y; karakteristicne funkcije volumena V; (vidi [2]). Tada je ocito

Vi = span{¢; - x; € Ny} 1 V) = span{x; : z; € N,,}.

Nadalje, definirajmo interpolacijske operatore I, : C(Q) — V;, i I} : C(Q) — V;* s

Ihu = Z wg; 1 fu= Z UiXi,
T, ENp T, ENp,
gdje je u; = u(z;). Definirajmo diskretnu bilinearnu formu aj : ((Hg (Q)NH?*(Q))U
Vi) x V¥ — R formulom

ap(un,v;) == Y vf | AVu,-ndo, (w,v;) € (Hy(Q)NH*(Q)UV,) x Vy,

IZ'EN}L 6Vi

gdje je v = vj(x;). Dirichletov rubni uvjet iz zadace (2.1) uzeli smo u obzir
odabirom prostora Vj,, odnosno V;*. Kontrolne volumene koji imaju neprazan
presjek s granicom 0f2 stoga ne uzimamo u obzir u definiciji forme aj,.

Metoda konacnih volumih elemenata za zadaéu (2.1) tada se definira sljedeéim
diskretnim problemom:

{ naéi u, € Vj, takvo da (4.1)

ap(un, vy) = (f,vp),  Vup € Vi,

Sto je zapravo metoda Petrov-Galerkinovog tipa. Iskoristimo li ¢injenicu da je

Iily, : Vi — ViF bijekcija te definiramo diskretnu formu ay, : ((H3(Q) N H?(Q2)) U
Vh> X Vh — Rs

ah(uh,vh) = a;‘l(uh, [Z’Uh), up € ((Hg(Q) N HQ(Q)) U Vh), vy, € Vi, (42)

11



dobivamo ekvivalentnu formulaciju zadace (4.1) koja glasi:

naéi up € V3, takvo da
{ h= Th Y (4.3)

ah(uh,vh) = <f, ];;Uh>, Vvh € Vh.

Primjetimo da je zadaca (4.3) konformna Galerkinova metoda konac¢nih elemenata
Sto znacajno olaksava daljnju analizu. Naravno, prije svega postavlja se pitanje
egzistencije i jedinstvenosti rjesenja zadace (4.3), no zbog konacnodimenzionalnosti
problema ta dva pitanja su ekvivalentna.
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5 Pomocé¢ni rezultati

U ovom paragrafu navodimo pomocne rezultate koje ¢emo kasnije koristiti u
analizi metode i ocjenama greske.
Definirajmo najprije diskretne norme i polunormu na prostoru Vj.

Definicija 5.1 Za u; € V), definiramo diskretnu L? normu s
HuhHah = (un, un)o,n,
gdje je
(Uh,vh)o,h = Z Wi|uivi = (I;Uh,[;:vh)o

IiENh

i u; = up(z;). Nadalje, definiramo diskretnu H' polunormu s

2
= X5 w0
ij

Z‘iEN}L Tj EH(i)

gdje je d;; = d(z;,x;), te diskretnu H' normu s

3 n = llunllgn + lunly s
Kako je prostor Vj, kona¢nodimenzionalan, jasno je da su na njemu norme || - ||o i
| - llo.n, odnosno || - ||y 1] - |l1,n ekvivalentne, no vrijedi i puno vise.

Lema 5.1 Postoje konstante Cy, Cy > 0, neovisne o h, takve da vrijed:

Collvnllon < llvnllo < Cillvnllon, Yun € Vi,
Colvnlin < lunlt < Ciloplin, Yo, € Vi

Dokaz. Neka je K € 7, proizvoljan trokut ¢ije vrhove oznac¢imo s xi, xo i x3.
Polovista stranica nasuprotnih vrhovima x; oznac¢imo s m;, a teziste trokuta s q.
Za uy, € Vj, koristenjem integracijske formule iz [2] imamo

[ e = 5 (3m) + ) + wma) ) 16

1

=5 [?ﬁl(m) +ud (29) + i (23) + <Uh(x1) + up(22) + uh(xg)) ] K|,

odakle je ocito

1
b + a4 e |11 < [
K

13



Zbog Jensenove nejednakosti vrijedi i druga nejednakost

1
[ s < g i) + o) + o) 1K1
K

Kako je
1
ol =5 3 (vhe) + i) + o) ) )

K:Axix]'xke’fh

sumiranjem gornjih nejednakosti po svim K € 7}, slijedi uniformna Vj-ekvivalen-
tnost normi || - || 1 || - ||o,n. Ostaje jos pokazati uniformnu Vj-ekvivalentnost polu-
normi |- |y 1|-|1,5. U tu svrhu koristimo tehniku referentnog elementa, tj. ¢injenicu
da su konacni elementi definirani na trokutima afino ekvivalentni. Specificirajmo
sada referentni trokut K na sljedeé¢i nacin. Vrhove trokuta u Kartezijevom ko-
ordinatnom sustavu oznacimo s &o = (0,0), ; = (1,0) i 2o = (0,1) (vidi Sliku
5.1).

&2

A

X2

To 1 &

Slika5.1: Referentni trokut .

Neka je K € 7, i Fx pripadno afino preslikavanje definirano na referentnom
trokutu K s

Fi(#) = B + by

Navedimo neka vazna svojstva preslikavanja Fi koja ¢emo koristiti dalje u dokazu.

~

K = Fx(K),
Ni = {z:} = {Fr (@)},
Px ={poFg' : pe P},

gdje su z; i £; nodalne tocke (u nasem slucaju to su vrhovi trokuta) te Py i p
prostori (linearnih) polinoma na K, odnosno K. Iz Teorema o zamjeni varijabli
za viSestruke integrale direktno slijedi |K| = |det Bk ||K]|.
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Sljedeci rezultat kljucan je u ovom dokazu. Uz pretpostavku regularnosti fami-
lije 75, §to je ionako nasa stalna pretpostavka u ovom radu?, postoje konstante
C1,Cy > 0, neovisne o h, tako da vrijedi

G

h lv| < |Bg'v| < %]V\, VveR? VK €T, (5.1)

Dokaz svih ovih tvrdnji moze se naé¢i u standardnim referancama za metodu
konaé¢nih elemenata (npr. [2]). Imajuéi u vidu sve gore navedeno, ra¢unamo:

lunlt i = / |V |*de = / |Bi" Vii|?|det B |d
K K
= |det B ||BxTVi|* K| = |K|| B V.
Prema (5.1) tada slijedi da postoje konstante C, Cy > 0, neovisne o h, tako da je

Co| K|
h2

Ch| K|, . .
A il < i < 25 wap, (5:2)

gdje je & = up, o F. Vu lako izracunamo. Vu = (u(21) — 4(Zo), U(22) — u(Zg)) =

(un(x1) — up (o), up(z2) — up(xo)), odnosno krace pisano Vi = (u1 — ug, us — ug).
Koristenjem nejednakosti

Csd(xi,xj) < hg < Cyd(xi, %), w;, xj € K, i # j,

Cs ((u1 —ug)? + (up — u0)2> < (ug —ug)* + (ug — ug)* + (ug — up)?
< 06((U1 — ug)® + (up — U0)2>,

iz (5.2) slijedi

2 2 2
2 Uy — Up Ug — Ug U — U7
| ’LK | ’( d(z1,20) d(z2, 0) d(2, 1)
Sumiranjem posljednje nejednakosti po svim K € 7, i uzimajuéi u obzir regu-
larnost dualne mreze 7,* dobivamo

lun|i < Calup i p.

Druga nejednakost slijedi analogno iz (5.2). O

Dokazimo sada neke dobro poznate ocjene iz teorije aproksimacija.

2 neke tvrdnje u ovom radu vrijede i bez pretpostavke regularnosti familije 7y,

15



Propozicija 5.1 Neka je Q C R? poligonalna domena i 7T;, triangulacija na Q.
Tada postoji C' > 0, neovisno o h, tako da je

If = frllopx < Chrlflipx, YK €T, Vf€WH(Q), 1<p<oo, (53)

gdje je fx = ﬁ fK fdx. Takoder vrijedi i globalna ocjena

‘f - f”&p < Ch’f‘lypa vf € Wl’p(Q)a 1 < p < 0, (54)

gdje je f = fr na K € Ty,

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je f € C*°(Q). Uzmimo proizvoljan K € T;,. Tada
za x € K imamo

'““”)_fK':‘ @ |K|/f ] = | [0 - 1000
< 51 | 1@ = 1w (55

Kako je K konveksan, za sve z,y € K primjenom Newton-Leibnitzove formule
vrijedi

ly—z| ly—z|
fy) — f(x) =/0 %f(ertZ)dt:/O Vf(x +tz) - zdt,

gdje je z = v Odavde u nejednakosti (5.5) dobivamo

[y —w|

ly—z|
F) — fx| < % /K /0 IV f(x + £2)]|2|dtdy,

odnosno zamjenom varijabli y — z = w slijedi

i@ -sd <o [

Prelaskom na polarne koordinate u integraciji po K — z, iz (5.6) imamo

(@) pr
|f(z) = fx] < %/S/Oé /0 IV f (x4 &) |dtrdrds,

VS (x + t%) 'dtdw. (5.6)



w .
gdje je S! jedini¢na kruznica, @ = m, dw element kruznice, 6(w) = max{r :
w

r+rw € K} < hg, dw = rdrdw i radijus r = |w|. Dalje ra¢unamo:

£@) — fil < % /] w{ [ wtdt} rdrdis
|Vf(:E~|—tw)| }r i

|K| // U g dtjrdrd
IV f(w+10)]
\K\ 51(/ rdr)/ —t tdtdw

L[S g
a 2 |K| st Jo

Ponovnom zamjenom varijabli dobivamo

hie 1 [V (z + ) Wi 1 [ IV/)l
f(2) = [l < =5 == u= 2 dy. (5.7)
2 K[ Jk— Il 2 |K| Ji |z =yl
_ [ VW)l . . y NP
Izraz I(f) = ﬁdy naziva se Rieszov potencijal. Koriste¢i Holderovu ne-
K |t —Y
jednakost mozemo ga ocijeniti na sljedec¢i nacin:
Vi, _ [ IVfWl 1
K [z =yl K [ = y[VP e —y[tVd

- ( K %dy) : ( /K B i Jl dy) 1/‘17 (58)

gdje su 1l < p,q < oo takvi da vrijedi 1/p+1/q = 1. Drugi faktor u (5.8) ocijenimo

ovako:
1 1 @y .
—dy = —dz = —rdrdw < hg|S'| = 2rhg. (5.9)
K [T =yl v K |7 stJo T
Koristenjem ocjena (5.9) i (5.8), za proizvoljni 1 < p < oo, iz (5.7) slijedi
hie 1Y Viwl
z) — Pdx < —K—>/</ d>d:c
Jovror =< (S) [ (55
R% 1 \" 1 P
< (_K_> / </ dy) < V()] dy)dx
K1) Jix \Jk &=yl ]

2
2 p p
h_KL) (gﬁhK)p/q/ mdydx‘ (5.10)
2 |K| kJi |z =yl

<
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Zamjenom poretka integracije u (5.10) i primjenom ocjene (5.9) imamo

h?. P dz
15 = 5l < ("B ) Comer'e [ s ([ 22 )

K|x_y|

h2 1 b Pq
< () Cmtt [ 9spay

p
T
= (Wh%> | f15 e

Konacno, zbog regularnosti mreze 7y, za sve K € Tj, i za sve f € C*°(Q) vrijedi

If = frllopx < Chl|flipr, 1<p<oo, (5.11)

gdje konstanta C' > 0 ne ovisi o hg.

Zbog gustoce prostora C®(Q) u WP(Q) za sve 1 < p < oo (vidi [5]), prelaskom
na limes u (5.11) slijedi (5.3). Uzmimo sada f € W*(Q), tada je prema Teoremu
1.1 funkcija f — fx € LP(Q) za sve 1 < p < oo. Koridtenjem veé pokazane ocjene
(5.3) za 1 < p < oo, prema Teoremu 1.1 imamo

1 = Jxcllooorc = lim [[f = frllopr < Chic lim [flip.x = Chic| oo

Time smo u potpunosti pokazali (5.3). Globalna ocjena (5.4) o¢ito je direktna
posljedica lokalne. O

Propozicija 5.2 (Lokalni Teorem o tragu) Neka je 7Ty, triangulacija na Q). Ta-
da za svaki K € Ty, i za sve u € H'(K) vrijedi

lulloox < C(hElulia + g llullox), (5.12)
gdje je C' > 0 konstanta neovisna o K.

Dokaz. Tu dokazu ove propozicije koristimo tehniku referentnog elementa. Uzmimo
K € T, te neka je F pripadno afino preslikavanje. Neka je 4 : [0, 1] — 0K globa-
Ina parametrizacija ruba referentnog trokuta. Kako F bijektivno preslikava OK
u 0K, tada je Fxo? :[0,1] — 0K globalna parametrizacija od 0K pa po definiciji
krivuljnog integrala imamo

1
/ \u|2do—:/ ) |aoFK1\2da:/ |aoFgloFKo&|2|(FKo&)/]dt
oK Fr(9K) 0
1 !/ 1 !
= [ laoaPIVE tdt = [ o aPlBe |
0 0
1
< |1Bx| / @0 415 |dt = || Bx] / aPdo.
0 0K

18



Odnosno, dobili smo ocjenu
lulls orc < I BlllElG oz
Koristenjem Teorema o tragu (vidi [5]) na referentnom trokutu slijedi

[ullg ox < ClIBxlI([af; 4 + l1allg 2).

gdje C > 0 ovisi samo o referentnom trokutu K. Nadalje, iskoristimo sljedece
ocjene:

0], 7 < CldetBi ||| Bg ™ [v]mxc,  ¥m >0,
|Bg|| < Chyx i hi < C|detBgl,

gdje C' > 0 ne ovisi o trokutu K (vidi [2]). Kona¢no imamo

lullg ox < CllBrll(detBre| ™ | Biel[*uli s + |det By [[ull5 x)
< Clhx|uli ¢ + i llulls i)

a odavde lagano dobivamo ocjenu (5.12). O

Teorem 5.1 Neka je u € H*(Q)). Tada postoji konstanta C > 0, neovisna o
K €17, tako da vrijedi

Hu — [hUHLK < ChK|u\27K, VK € 77“ (513)

odnosno
lu — Ihul|ly < Chluls. (5.14)
Dokaz. Vidi [6]. O

Propozicija 5.3 Za sve ¢y, € V}, i za svaki K € Ty, vrijedi

on — Indnllo,x < hic|dnlix, (5.15)
|én — I dnlloor < C'h%2|¢h\1,f<, (5.16)

gdje je C > 0 konstanta neovisna o hy. Sumiranjem nejednakosti (5.15) po svim
K € T}, dobivamo globalnu ocjenu

l¢n — Iidnllo < hlénl, Yon € Vi (5.17)
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Dokaz. Uzmimo proizvoljne ¢ € Vj, 1 K € 7, te oznacimo vrhove od K s xq, x5 i
r3. Tada rac¢unamo:

6 = Tionll s = [ 160 = Tionfda = Z [6n(2) = n ()P
KNV;
Bududi da je Vo |k = const, slijedi
60(2) — n(w0)] < |7 — 31| Ven(2)| < hxlVen(z)l, VzeK, i=1,23
Stoga je
Jon = Lol < h%{Z | IVonta)ds = ol
KnNV;
Analogno dobivamo
l6n — Tinl o < haz / V() Pz = W% [Vn PIOK| < Ch Vol
OKNV;

Zbog regularnosti triangulacije 7;, slijedi

16n — il o < ChiclK|[Vénl? = Chyc / Vonde = Chiclf? g,
K

gdje je C' > 0 konstanta neovisna o K. O

Lema 5.2 Za sve wy, € Vj, vrijedi
/ (wp, — Lywy)dx = 0, za sve K € Ty,
K

Dokaz. Neka su ¢; bazne funkcije pridruzene vrhovima trokuta K € 7, te E; =
KNV, Tada je

/ Iywpdx = Z

z, €K

/ Ihwhdx— w;| B,

iEK

gdje je w; = wp(x;). S druge strane ra¢unamo

/whd:p— sz/gbzd:v—ZwZZ/ bidx

;€K ;€K ;€K

Y uy [ow-Yuf (X o)
;€K r;jeK ;€K T;eK
Zwl/ dx—ZwllE]

z, €K z, €K

20



gdje smo iskoristili ¢injenicu da su ¢; zapravo baricentricke koordinate na K te da
vrijedi fE ¢idr = fE ¢jdx. 0
g 1

Propozicija 5.4 Za sve ¢, € V), vrijedi

l¢n — Lidnll—1 < Ch?|nls, (5.18)
gdje je C' > 0 konstanta koja ne ovisi o h.

Dokaz. Po definiciji norme || - ||_; i svojstvu monotonosti supremuma imamo

|on — Inénll-1 = sup (¢n — I 0n, d)o
Il <1
PEH}(Q)

= sup Z (én — Indn, )o,x

< sup Z (On — I5dn, @)ox-

l¢ll1<1
¢EH1 (Q) KeTy,

Prema prethodnoj lemi je (¢, — I};én, ¢)o.x = (¢ — Lidn, ® — ¢ )o x Pa u daljnjem
ocjenjivanju primjenom Schwarz-Cauchyjeve nejednakosti i Propozicije 5.1 dobi-
vamo

lén = idnll 2 < sup > (o0 — Lidn, ¢ — dx)oxc

llolli<1
¢)€H11(Q) KeT,
< sup Y lon— Lidnlloxlle — dxllox
||¢H1§1 KeT,
peH' ()
< sup Y Chillon — Lidnllox|dlix
loli<t o7,
PpeH ()
< Chll¢n — Idnllo sup |@h
llolli<1
PpeH ()
< Chllén — Ir¢nllo-
Konacno, prema Propoziciji 5.3 slijedi ocjena (5.18). O
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6 Analiza metode

U svim narednim tvrdnjama pretpostavljamo da su elementi matrice A iz jedna-
dzbe (2.1) W funkcije na svakom trokutu K triangulacije 7, a tocke diskonti-

nuiteta (ako postoje) nalaze se na bridovima triangulacije.

Sljedec¢a lema klju¢na je u analizi metode konacnih volumnih elemenata. Ona
daje eksplicitnu vezu formi a i a; te pokazuje koliko se, u ovisnosti o h, diskretna

forma a;, razlikuje od forme a.

Lema 6.1 Za sve uy, v, € Vj, vrijeds

ap(up, vp) = a(up, vy) + Ep(up, vp),

gdje je
Eh uh,vh = Z/ A AK Vuh Vvhda:—
KE'Z—}L
— Z Z / (A — A)Vuy, - ndo,
x; €ENp x;€I1(3) Vi
K :L‘y K € ,]77,7
m/
te

A=Ax na KeT,.

Nadalje, postoji konstanta C' > 0, neovisna o h, tako da vrijedi
| En(un, vn)| < Chllun||1p]lon]1n-

Za dokaz ove leme potrebna nam je sljedec¢a lema.

(6.1)

(6.2)

Lema 6.2 Pretpostavimo da su koeficijenti matrice A po dijelovima konstantne

funkcije. Tada vrijedi
a(up, vp) = ap(up, vy), Yuy, vy, € V.
Dokaz. Trebamo pokazati da za sve uy, v, € V}, vrijedi
— Z vz/ AVuy, - ndo = / AVuy, - Vupde,
z; ENp, Q

odnosno raspisano u bazi

Su Y u]U ij-nda] = Yy, uj[/ﬂij-widx].

z, ENp, 217]€Nh z; ENp, :l?]'GNh
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Prema tome, dovoljno je pokazati tvrdnju za bazne funkcije ¢;, tj. provjeriti jedna-
kost

- AV¢; -ndo = / AV - Vodx, zasvei#j.
av; 0

Odnosno, dovoljno je pokazati da za svaki K € 7, za koji je OV; N K # () vrijedi

—/ Avqu ‘ndo = / Angj : ngldx
oV;NK K

Fiksirajmo sada jedan takav trokut K s vrhovima x;, x; i o), polovistima stranica
m;, m; 1 my, te tezistem ¢ (vidi Sliku 6.1).

Slika 6.1: Trokut K.

Koristenjem Teorema o divergenciji i pretpostavke da je A konstantna po troku-
tima dobivamo

—/ AV¢; -ndo = —/ div(AV¢,)dx
OViNK KNV,

+/ AV¢; - ndo +/ AV¢; - ndo
lij lik
Lik, (6.3)

= AV¢; -ny |lij| + AV, -1y,
gdje je l;; = xTym;, odnosno l;; = Zymy. S druge strane, primjenom formule
parcijalne integracije imamo

K oK K

~ [ avo wodo+ [ (aVe,-woudo

T;Tp

= AV¢] : Illi]. ¢2d0' + Aqu] s 1y, ¢ld0' (64)

TiT;j TiTh

Primjetimo da je [, ¢ido = j|vizy|, odnosno [, ¢ido = gl pa iz (6.3) i
iLj i
(6.4) slijedi tvrdnja. O
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Dokaz Leme 5.3. Uzmimo proizvoljne uy, v, € Vj,. Tada je

ap(up,vp) — alup,vy) = — Z vi/ AVuy, - ndo — / AVuy, - Vopdx
av; Q

T, ENp,
= — Z Z UZ'/ AVuy - ndo — Z / AVuy, - Vupdz,
) Vij KeTy, K

xieNh I‘jEH(i

gdje je vi; = 0V;NIV;. Neka je granica kontrolnih volumena orijentirana vanjskom

normalom, premda sama orijentacija ovdje nije bitna veé¢ je vazno samo da je

konzistentna. Stoga su 7;; i 7;; dvije suprotno orjentirane krivulje pa je fﬂ/“ AVuy, -
ji

ndo = — fv-- AVuy, - ndo $to koristimo u daljnjem racunu:
ij
1
ap(up, vp) — alup,vp) = — B Z Z (Uz/ AVuy, - ndo
T, ENp .’L'jGH(’L) i

+Uj/
5

gt

AVuy, - nda) — Z / AVuy, - Vopdr
. K

KeTy,

:—%Z Z(Uz—’(}j>/ AVUhndO'—

Z‘ieﬁh T GH(i)

- Z / (A - AK)VU}L . VUhdZL’ -
K

KeTy,
- / A Vuy, - Vopdz. (6.5)
KeT, K

Prema prethodnoj propoziciji je

Z / AxVuy, - Vopde = — Z vi/ AVuy, - ndo
K ov;

KeTy, z;ENp,

:—% Z Z (vi—vj)/ AVuy, - ndo

Z‘ieﬁh :E]'GH(Z')

pa uvrtavanjem ovog izraza u (6.5) slijedi (6.1).
Pretpostavimo sada da je A € Wh>(K) za sve K € 7 i ocjenimo gresku Ej u
obliku

|Ep(up,vp)| < I + L.

L=\> /(A—AK)Vuh-Vvhdx <) / (A = Ag)Vup|[ Vs |dz
KeT, K KeT, K
<A = Ag)Vuglox | Voullox-
KeT,
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Lako se vidi da je
I(A = A)Vupllox < [|A = Alloo,x[[Vunlox.
a jer je A € WhH(K), prema Propoziciji 5.1 je
A = Alloso,x < Chic|Al1oo.
gdje je C' > 0 neovisno o hg. Stoga je

L <C Z hic| Al ook (VU |05 [V R lo,r < Chlugli|vn-
KeT,

Zbog ekvivalentnosti polunormi |- |1 i |- |14 (Lema 5.1) slijedi

[1 S Ch]uhh,hwhh,h. (66)

S Y (- /%(A—A)Vuh-nda

;€N z;€I1(3) Z

g—z > fui—vl [ (A= A)Vuyldo.

x; €Ny, z;€I1(4) Vij

.72:

Rastavimo integral po 7;; na dijelove v;; k = 7;; N K po trokutima K € 7}, za koje
je 7i; N K # 0 te napravimo odgovarajuée ocjene integrala po tim dijelovima:

| 1A= 0Tuldo < A= Aoy [ [Fualdo

'YLJ,K B PYZ_},K
< A = Allo,co,r | Vun| |75,k
S ”A—A|’07007K|Vuh‘h[(. (67)
S druge strane imamo
s = [ 1VunPds = [VunPIK] 2 €IV b (65)
K

gdje smo za dobivanje posljednje nejednakosti iskoristili regularnost triangulacije
7. 1z (6.7) 1 (6.8) slijedi da postoji C' > 0, neovisno o hg, tako da je

/ (A= A)Vupldo < ClLA — Ao sorc|unli i
Yij, K
odakle koriste¢i Propoziciju 5.1 dobivamo

/ (A — A)Vuy|do < Ch|A|y co.x|un 1 k-
Yij, K
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Prema tome vrijedi sljedece

123- S Y iy (A — A)Vuy|do

xzeNh x;€I1() Kry;70 Vij K

< ChlAloox >, Y, D lvi—vjllunhx

z; €Np, z; €T1(2) KNy 740

(s ¥ wum) (z > oy ()

i €Np, x5 €I1(5) KNy 70 2 €Np, x5 €T1(8) Ky 5740

Nadalje, zbog regularnosti dualne mreze 7" i Cinjenice da suma ) Ky 0 ima
najvise dva pribrojnika slijedi
> 2) 1/2

< cmuhh( >y (Y
odnosno zbog ekvivalentnosti polunormi |- |y i |- |1, imamo

z;ENp, Tj €ll(7)

I, < Chlup|inlvnip. (6.9)
Konacno, prema (6.6) i (6.9) slijedi tvrdnja (6.2). O

Propozicija 6.1 Postoje konstante Cy,Cy; > 0, neovisne o h, i postoji hg > 0
takvo da za sve O < h < hg vrijeds

lan(un, o) < Chllunllipllonllip v, vn € Vi, (6.10)
ah(uh,uh) > C()Huh”%,hﬂ up € Vj,. (611)

Dokaz. Dokaz uniformne Vj-neprekidnosti diskretne forme a; identican je postu-
pku ocjenjivanja izraza I, iz prethodne leme i stoga ga ovdje izostavljamo. Poka-
zimo sada uniformnu Vj-koercitivnost forme a,. Prema Lemi 6.1 postoji C' > 0,
neovisno o h, tako da za sve uy € Vj, vrijedi

|ah(Uh,Uh> - a(uhauh)| < Oh“uh”ih?

odnosno
an(un, un) — a(up, up) > — ChHuhHih'

Zbog koercitivnosti forme a i ekvivalentnosti normi || - ||; i || - ||1,, dobivamo
an(un, un) > (& = C)llun i -
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Odavde je jasno da postoji hg > 0 takav da je Cy = a — Chg > 0, neovisno o h, i
da za sve 0 < h < hg vrijedi

an(up, up) > COHUhH%,h-

U

Koristenjem prethodne propozicije, prema Teoremu 2.1, za dovoljno male h > 0
dobivamo rjesivost i korektnost zadace (4.3).

Teorem 6.1 Postoji hy > 0 takvo da za sve 0 < h < hg i za svaki f € L*(Q)
postoji jedinstveni uy, € Vi, rjeSenje zadaée (4.3) i pri tome vrijedi

[unllr.n < CIlflo, (6.12)
gdje je C' > 0 konstanta neovisna o h.

Dokaz. Propozicija 6.1 osigurava ispunjenost dovoljnih uvjeta u Lax-Milgramovoj
lemi. Ostaje jos samo provjeriti ocjenu (6.12). Uniformna V},-koercitivnost diskre-
tne forme @y, iz prethodne propozicije i uniformna Vj,-ogranic¢enost operatora I
daju

an(un, un) = (f, yun) < || fllollZ5unllo
1 f1lollwnl 1,

Collunlls

IAIA

odakle je

1
< — :
lenlfin = -1l

U

Slicno kao i Lema 6.1, sljede¢a lema daje nam jos jednu vaznu vezu forme a i
diskretne forme ay,.

Lema 6.3 Za sve u, € H*(Q) + Vj, i vy, € Vi, vrijedi

a(up,vp) = ap(up, vp) Z / (AVuy, - n) (v, — Lyvy)do —
KeT,

— Z / div(AVup)(vy, — Lvp)dx.

KeTy,
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Dokaz. Uzmimo proizvoljne uy i v, € V3. Formula parcijalne integracije po svim
trokutima triangulacije 7, daje nam:

Z / div(AVup)vpde = Z/ (AVuy, - n)vpdo — Z / AVuy, - Vopdx
K oK K

KET, KeTh, KeT,
= Z / (AVuy, - n)vpdo — alup, vy). (6.13)
KeT, oK

Analogno rac¢unamo:

> / div(AVup) Lopdr = > Y / div(AVuy) I opda
K KnV;

KeT, KeTy, x;eNy,

= Z Z / (Avuh'l’l)fgl)hd(f
A(KNV;)

KeT, x;eNy,

— Z / (AVuy, - n)ljvdo +
oK

KeT,

+ Z/ (AVuy, - n)lyvpdo
ov;

$i€Nh
= Z / (AVuy, - n)vpdo — ap(up, vy). (6.14)

KeTy, oK
Oduzimanjem jednakosti (6.13) i (6.14) slijedi tvrdnja leme. O
Lema 6.4 Neka je A € Wh>(Q), u € H}(Q) slabo rjesenje zadale (2.1) te uy, €
Vi aproksimativno rjesenje metodom konacnih volumnih elemenata. Tada za sve

v, € Vi vrigedi
ap(u — up,vp) = 0.

To je svojstvo ortogonalnosti forme ay,.

Dokaz. Po definiciji forme ay, i formuli parcijalne integracije po svakom kontrolnom
volumenu, za proizvoljni v, € V}, imamo

ap(u — up,vp) = — Z / AV (u — up) - nljvpdo
oV;

xiENh
Z / AVuy, - nl;v,do
aV;

:l?iGNh

= — Z / div(AVu)vpde +
v;

miGNh
= ([, Iyvn)o — an(up, v) = 0.
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7 Ocjene greske metode

Prvo promatramo ocjenu greske metode u H' normi. U tu svrhu iskazimo
najprije sljede¢u lemu.

Lema 7.1 Neka je uy, rjesenje aproksimativne zadace (4.3). Tada za sve vy, € V),
vrigedi

a(uh, ’Uh) = <f, I;;Uh> — Eh(uh, Uh). (71)
Dokaz. Slijedi direktno iz Leme 6.1 i formulacije zadace (4.3). O

Teorem 7.1 Neka je A € WH>(Q) i f € L*(Q) te neka su u slabo rjesenje zadacle
(2.1) i uy, rjesenje zadale (4.3). Pretpostavimo dodatno da je w € H*(Q). Tada
postoji C' > 0, neovisno o h, i postoji hg > 0 takvo da za sve 0 < h < hqg vrijedi

[ = unlly < Ch({[ull2 4[| f]lo)- (7.2)
Dokaz. 1z koercitivnosti i bilinearnosti forme a te Leme 7.1 slijedi

allu —upl|F < alu — up,u —up) = alu — up,u — ) + alu —up, Liu — up)

gdje je ¢, = Iyu — uy, € Vi,. Nadalje, koriste¢i neprekidnost forme a te Schwarz-
Cauchyjevu nejednakost i ocjenu (6.2) dobivamo

lu =l < Cllu—upllillu = Iyully + || fllollon — Iidnllo + Chllunllinllénllin-

Koristenjem Propozicije 5.3, zatim ocjene (5.14) za gresku interpolacije te ocjene
(6.12) slijedi

lu = unll < Chllu—unllslulz + Chliénlli [ flo- (7.3)
Nejednakost trokuta, uz ekvivalentnost normi || - ||; i || - [[1,5 1 ocjena (5.14) daju
[Dnllin < Mnw = ullin + llu = unllin < Chluly + Cllu —upll. (74)

Iskoristimo sada ocjenu (7.4) u nejdnakosti (7.3). Iz toga dobivamo

lu = wunll < Chllu — unlli|ulz + Chllu — w1l £llo + Ch2[| flloful.
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Primjenimo Schwarz-Cauchyjevu nejednakost na prva dva ¢lana u posljednjoj ocje-
ni. Tada je

1 1
le = unlls < CRANFIG + g llw = unlls + CP*ful; + Zllw = unlls + CP[|f lo|ul2

IN

1
Sl = wnllt + CR*(fulz + [ lolul2 + 1£15),

odnosno
Ju—upll} < Ch*(Juls + || fllo)?,

odakle ocito slijedi (7.2). O

Korolar 7.1 Neka vrijede sve pretpostavke Teorema 7.1 i dodatno pretpostavimo
da je f € HY(Q). Tada vrijedi sljedeéa ocjena

[ = unlly < Ch([[ulla + Al F]2)- (7.5)
Dokaz. Analogno dokazu prethodnog teorema, za ¢, = Iu — u; nalazimo:

lu =} < Chllu—wplliluls + | fllllén — Lidnll-1 + Chllunllipll@nllin-(7-6)

Lh

Ocjenimo ||luy||; koristeéi nejednakost trokuta i rezultat iz prethodnog teorema,

unlly < [Jun —ully + |lully < Ch(|[ull2 + || f]lo) + [Jull
< C(JJull2 + Rl fllo)-

Iskoristimo sada dobivenu ocjenu te Propoziciju 5.4 i ocjenu (7.4) u nejednakosti
(7.6):

lu = wnllt < Chllu —unllslulz + CH*[|fl11llénlln + Ch(llullz + Allfllo)l 6]
< Chllu — up|lrulz + CH*| fll1llénlln + Chllull2l|@nlln
< Chllu = upllullz + CR|[ fll1fulz + CR* [ fll1llw — unlly + CR*Jull3.

1,h

Nadalje, primjenom Schwarz-Cauchyjeve nejednakosti dobivamo
1 1
le —unllt < Ch*ull3 + Fllw = unll + CH[Ifllallulla + CRUIFIT + llw = uall,

odnosno

lu = unll < C(hllull2 + (1 F11)*,

sto je zapravo trazena ocjena. [

Sada smo konacno u stanju dokazati centralni rezultat u ovom radu. To je
optimalna ocjena pogreske metode u L? normi.
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Teorem 7.2 Pretpostavimo da je A € W>>(Q) i f € HY(Q)). Neka je u rjesenje
zadaée (2.1) koje ima dodatnu H? regularnost i uy, rjesenje zadaée (4.3). Tada
postoji C' > 0, neovisno o h, i postoji hy > 0 takvo da za sve 0 < h < hy vrijedi

lu = unllo < CH*(lfullz + 1 £1l1)- (7.7)

Dokaz. Neka je w € Hy () rjesenje zadade

{ — div(AVw) =u —up, u, (78)

w =0 na 0f.

Tada prema teoriji regularnosti za elipticke rubne zadace (vidi [5]) w je u Hj N
H?(Q) i vrijedi apriorna ocjena

lwllz < Cllu = unllo, (7.9)

gdje konstanta C' > 0 ovisi samo o domeni €2 i matrici A. Uzimanjem u — u;, €
H}(Q) kao test funkcije te koristenjem ocjene iz Korolara 7.1, za proizvoljni wy, €
V}, dobivamo:

lu — upll2 = alu — up, w — wy) + alu — up, wy)
< C(hllullz + h2(| fll)]Jw — whlly + alw — up, wy). (7.10)

Prema Lemi 6.3 imamo

a(u —up,wp) = an(u —up,wy) + > /M (AV(u —up) - n) (wp, — Lwy)do —

KeT,

=S /K div(AV (1 — wp))(wn — Iw)da.

KeTy,

Uzimajuéi u obzir ortogonalnost diskretne forme a; (Lema 5.6) i jednadzbu iz
zadace (2.1) dobivamo

a(u = up,wy) = Y /8K (AV(U — up) - n) (w, — Iywp)do +

KETh
+ Z / fwp, — Iywp)dz + Z / div(AVup,)(wy, — Ijwy)dx.
Ker, /K Ket, 7 K

Radi preglednosti u daljnjoj analizi, odnosno ocjenjivanju, prethodnu jednakost
zapisujemo u obliku

a(u — up, wp) = Jy(up, wp) + Jo(up, wp) + J3(w, up, wy).
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Izrazi za J; dani su redom:

Ji(up, wy) = Z /Kf(wh—];:wh)dx,

KeTy,

Jo(up, wp) = Z / div(AVup)(wy, — Ijwy)dz,
K

KeTy,

Js( ) = 3 /8 ) <AV(u ) n) (wh — [wp)do.

KeTy,

Ocijenimo sada izraze J;. Koriste¢i Lemu 5.2 te ocjenu (5.3) iz Propozicije 5.1 i
Propoziciju 5.3 imamo

Hunw) = Y [ (7= fi)un — Fun)io

KeTy,

<D = Frlloslhwon = Tiwllox
KeTy,
< Z Chi| f ik |lwnl,x
KeT,
1/2 1/2
< ChQ( 3 miK) ( 3 rwhr%,K) < OW?) 1l ol
KeT, KeT,

Analogno, koriste¢i pretpostavku da je A € W2>(Q), slijedi

Jo(wnwn) = 3 /K (div(AVuh)—(div(AVuh))K)(wh—I;wh)dx

KET}L

— Z /K ((divA—(divA)K)-Vuh)(wh—l;iwh)dﬂs

KeTy,

Z H(leA — (leA)K) . VuhHO,KHwh — I;;whHU,K

KeTy,

> " lldivA = (divA) koo [ Venllo.s lwn — Tiwnllox
KeT,

< Z Ch3|div A1 o x [un |1 x| wh|1.x
KeT,
< CP?|Jupllipllwallie < CR?|| fllollwalln-

IN

IN

Oznaéimo s A matricu definiranu po bridovima FE triangulacije 7}, s

Az) = A(x,.), x e F,



gdje je x. poloviste brida E. Bududi da je [,(w;, — Ijwy)do = 0 za svaki brid E,
tada je i fE(gVuh -n)(w, — Ijwy)do = 0. Zbog neprekidnosti funkcije Vu - n po
bridovima triangulcije i zbog obilaska svakog brida to¢no dva puta, ali u razli¢itim
smjerovima, dobivamo

Z/ (AVu - 1) (wy, — Ifwy)do = 0.

KeTy,

Prema tome je

Ta(u, up, wp) = Y / ( V(u — up) -n) (wp, — Tiwy)do.

KeTy,

Buduéi da je, prema Teoremu ulaganja, W**(K) C C*(K), (vidi [4]), primjenom
Teorema srednge vrijednosti vrijedi ||A— Allo.0co.x < Chi|Al100,x Pa u ocjenjivanju
izraza J3 imamo:

Js(w, up, wy) < C|Al oh Z / (u —up)||wy, — Iywy|do

KET}L

< Ch Y IV (u—un)looxllwn — Tiwlloox

KeT,
<Ch Y. ( WPV (u = up) ik + b HV(u—uh)HOK)
KeT,
Xhl/Q‘wh‘lK

< On S (Wt 1 = e ) ol

KeT,

U pretposljednjoj nejednakosti iskoristili smo Lokalni Teorem o tragu i ocjenu
(5.16) iz Propozicije 5.3. Primjenom Teorema 7.1 dalje dobivamo

Js(u, un, wy) < Ch? Z [ull2,k[[wn]l1, < Ch?|
KeT,

Skupimo sada ocjene za J;-ove i uzmimo wy, = Irw. Tada je

Jit Jy+ Ty < CR(Jlullz + (| £1]1)

Zbog uniformne Vj-ogranicenosti interpolacijskog operatora I, i ocjene (7.9) imamo

[Hhwllin < Cllwlly < Cllu = unllo
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pa je
Jit Jo+ s < CR(Jullz + [1f11)llu — usllo.

Iskoristimo ovu posljednju ocjenu i ¢injenicu da je wy, = I, w u nejednakosti (7.10).
Primjenom interpolacijske ocjene (5.14) dobivamo

lw = unll§ < Ch(hllullz + K[| fl) w2 + CR*(lullz + | Fl)llw — uallo
< CR*([lullz + £l |w = unllo.

odnosno
lu = upllo < CR*(Jlullz + 11 £]1).
O

Napomena. Primjerom se moze pokazati (vidi [1]) da se glatkoca funkcije f iz
prethodnog teorema ne moze smanjiti, a da se pritom zadrzi kvadrati¢na konver-
gencija metode u L? normi. Potvrdu ovog pokazujemo u sljede¢em paragrafu (vidi
Primjer 8.2).

Sljede¢a dva teorema, koja navodimo bez dokaza, daju ocjenu greske u W1t
odnosno L* normi.

Teorem 7.3 Neka je A € Whe(Q) i f € L>®(Q) te neka suu i uy, riesenja zadaca
(2.1) i (4.3) respektivno. Pretpostavimo dodatno da je u € W2>(Q). Tada postoji
C > 0, neovisno o h, i postoji hg > 0 takvo da za sve 0 < h < hg vrijedi

1
= unle < Chtog (1) (Tl + 11 ).
Dokaz. Vidi [1]. O

Teorem 7.4 Neka je A € W?>*(Q) i f € Wh(Q) te neka su u i up, rjesenja
zadaéa (2.1) i (4.3) respektivno. Pretpostavimo dodatno da je u € W (Q). Tada
postoji C' > 0, neovisno o h, i postoji hg > 0 takvo da za sve 0 < h < hqy vrijedi

1
=l < 0108 (1) (e + 171 ).

Dokaz. Vidi [1]. O
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8 Numericki rezultati

Prisjetimo se zadace (2.1) koju promatramo. To je elipticka zadaca s ho-
mogenim Dirichletovim rubnim uvjetom:

{— div(AVu) = f uQ, 51)

v =0 na 0f.

Ovaj oblik elipticke zadace promatran je radi jednostavnosti izlaganja i analize
metode konac¢nih volumnih elemenata. Metodu lako mozemo prosiriti i na ostale
tipove eliptickih zadaca. Dakle, u obzir dolaze i nehomogeni Dirichletov rubni
uvjet, Neumanovi te mjesoviti rubni uvjeti. Takoder, i samu diferencijalnu jedna-
dzbu mozemo prosiriti dodavanjem konvektivnog ¢lana div(qu) (vidi [5]), a veéina
rezultata koje smo napravili za zadacu (8.1) i dalje vrijedi. U nasim numerickim
primjerima promatrat ¢emo zadacée u kojima na rubu 02 imamo zadan Dirichletov
rubni uvjet.

Diskretizacija jednadzbe

Neka je 7;, triangulacija na 2 i 7," njena dualna mreza sastavljena od Donal-
dovih dijagrama. Uzmimo proizvoljan kontrolni volumen V; € 7,* i prointegrirajmo
jednadzbu iz (8.1) po V;:

—/ AVu~nda:/ fdx. (8.2)
V; Vi

Izraz favv AVu-ndo mozemo rastaviti po trokutima K € 7, za koje je KNV # (:

/ AVu -ndo = Z / AVu - ndo.
oV KeTy, IV;NK

KNV;#0

Fiksirajmo sada jedan takav trokut K i uvedimo lokalne oznake kao na slici (vidi
Sliku 8.1). Radi jednostavnosti, mozemo uzeti da je lokalni indeks vrha z; jednak
1. To nema nikakav utjecaj kasnije na algoritam asembliranja matrice sustava.
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Slika 8.1: Trokut K.

Neka su granice kontrolnih volumena orijentirane vanjskom normalom. Tada je

/ AVu -ndo = / AVu - ndo + / AVu - ndo.
OV;NK A —l3

Za racunanje linijskih integrala uzimamo formulu numericke integracije

T1 + X2
vdo = v |T175 |
ey 2

koja je tocna na polinomima prvog stupnja. Numericko rjesenje u,, trazimo u pro-
storu polinoma prvog stupnja po trokutima pa nadalje u diskretizaciji uzimamo da
je Vu| i = const. Koristenjem spomenute integracijske formule u gornjem izrazu
tada dobivamo

/ AVu -ndo = A(pl)Vu‘K : nl\ll| — A(pg)Vu|K . 1’13|13|.
oV;NK

Za lokalne bazne funkcije ¢X, (k = 1,2,3) na trokutu K imamo V¢ + Vol +
Vo =0 pa je

Time dobivamo

[ Vi nds = A (0 ~ uf V05 + (@~ a9 ) mlt
OV;NK

~Alps) (<u§ WYV 4 — >v¢§<) gl

= (A(p)mi|li| — A(ps)ns|ls|) - Vo (uff — uf’)
+(A(p )y |li] — A(ps)ns|ls]) - Vi (ulf — uf),
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gdje je uff = ul . (my).
Uvedimo oznake Di%, = (A(py)ny|lh| — A(ps)ns|ls]) - Voi, (k=2,3). Sada je

3
/ AVu - ndo = ZD{{k(ukK—u{{)
OViNK ’

k=2

Prijedimo na globalne indekse i oznac¢imo s D; ; = fav-mav AVu-ndo za x; € I1(7).
i J

Sada, koriste¢i prvo lokalno, a onda globalno indeksiranje dobivamo:

/ AVu -ndo = Z / AVu - ndo
ov; KeT, OV;NK
KNV;#0D

3
= > D Dilu —u)

KeT, k=2
KNV; 20D

= Z D; j(uj — u;).

x;€I1(1)

Tu smo uveli oznaku u; = u(x;).
Povratkom u jednadzbu (8.2) slijedi

( Z Di,j)ui— Z DZ'J‘U]':/ fdl’
) ) Vi

(EjEH(i :EjEH(i

Asembliranje matrice krutosti

Matricu krutosti ovdje asembliramo bez uvazavanja rubnih uvjeta. To odgo-
vara zadaci s homogenim Neumannovim rubnim uvjetom. Nehomogeni Neumann-
ov uvjet daje doprinos samo desnoj strani, a za Dirichletov rubni uvjet naknadno
modificiramo matricu. Matrica sustava je dimenzije N, x N, i oznacavamo ju
s M. Algoritam asembliranja je lokalnog karaktera, tj. za svaki trokut K € 7,
izracunamo lokalne koeficijente lefk i njih pridodajemo odgovaraju¢im koeficijen-
tima matrice M.

1: for K € 7;, do

2:  Izracunaj lokalne koeficijente fok, Lke{1,2,3}, 1 #k;

3:  Nadi globalne indekse vrhova i = glob(l), j = glob(k);

4: Mz’,j = Miﬂ' — Dl{(ka Mz‘,i = Mm’ + Dll,(k: zal, k € {1,2,3}, [ §£ k;
5: end for
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Racunanje koeficijenata fok

Radimo na trokutu K i koristimo oznake kao na Slici 8.1. U diskretizaciji
jednadzbe definirali smo koeficijente ka, k = 2,3 kao doprinos u integraciji po
dijelu granice kontrolnog volumena V; koji se nalazi u K. Analogno definiramo
koeficijente Dgfk, k=131 Dgfk, k = 1,2 kao doprinose u integraciji po dijelu
granice kontrolnih volumena centriranih oko ¢vorova msy i mg. Stoga dobivamo
sljedece formule:

D5y = (A(p2)nallz] — A(py)ny|lL]) - Vi, k= 1,3,
Dy = (A(ps)ns|ls| — A(p2)ns|lz]) - Vi, k=1,2.

Matrica A u praksi nam je poznata kroz vrijednosti u ¢vorovima triangulacije
pa vrijednosti u tockama py, (k = 1,2,3), dobivamo interpolacijom matrice poli-
nomom prvog stupnja na trokutu K. Stoga je

A1) = ~—(5A(my) + 5A(ms) + 2A(m3)),

12
1
Alp2) = 15 2A(m1) + 5A(mg) + 5A(m5)),
1
L
Za lokalne bazne funkcije se lako vidi da je Vor = —2||—[]€(||Nk, gdje je Ly stranica

trokuta K nasuprotna vrhu my, a N jedini¢na normala na L, k =1,2, 3.

Asembliranje vektora desne strane

Oznacimo s F' vektor desne strane u metodi konacnih volumnih elemenata. Iz
jednadzbe (8.2) slijedi da je i-ta komponenta vektora F' jednaka

Vi

Algoritam asembliranja vektora F' takoder je lokalnog karaktera po trokutima
triangulacije 7y, tj. za svaki trokut K € 7}, za koji je K NV; # () racunamo lokalni
doprinos 7* = [, fdr i-toj komponenti vektora F. [ nam oznacava lokalni
indeks ¢évora z;.

Rac¢unanje komponenti 7
Uzmimo proizvoljni trokut K € 7, i uvedimo lokalne oznake kao na Slici 8.2:
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1: for K € 7;, do

2. Izracunaj lokalni doprinos rf, [ € {1,2,3};

3:  Nadi globalne indekse vrhova i = glob(l), [ € {1,2,3};
4 F=F+rfzale{l,23};

5: end for

b1

i p3 "
2

Slika 8.2: Trokut K.

Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da lokalni indeks 1 odgovara globalnom
indeksu i. Tada je By = KNV;irk = fEl fdx. Spajanjem tezista g i vrha m,
podijelimo cetverokut F; na dva trokuta K; = Amygps i Ko = Amypsq. Zbog
aditivnosti integrala po podrucju integracije slijedi

rf(:/ fd:l:—l—/ fdz.
Ky K>

Za racunanje ovih integrala koristimo integracijsku formulu
1
/ vdr = | Axyzazs|(v(z1) + v(22) + v(23))
ANx1T2T3 3

koja je tocna na polinomima prvog stupnja.

Kako nam je funkcija f u praksi poznata samo kroz vrijednosti u ¢vorovima
triangulacije, za vrijednosti funkcije f u polovistima stranica i tezistu trokuta
uzimamo odgovarajuce aritmeticke sredine. Sada primjenom gornje integracijske
formule i sredivanjem izraza dobivamo

1 1
= (LS + 25+ 505) + | KGI(1Lf + 512 +2fs),

gdje je f; = f(my). Na potpuno analogan nacin izracunamo 7 i L.

Algoritmi asembliranja matrice krutosti i vektora desne strane implementi-
rani su u C++ datotekama mat_fvm. cpp i mat_source. cpp respektivno (vidi Do-
datak B i C). Algoritmi su implementirani u vanjskim funkcijama za FreeFem++,

39



programski paket za numericko rjesavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi
metodom konacnih elemenata. Matricu krutosti asembliramo preko vanjske funkcije
MatrixFVEM(Q), a vektor desne strane preko funkcije RHS (). Detalji oko same imple-
mentacije gornjih algoritama i vanjskih funkcija za FreeFem++ te nacin njihovog
koristenja mogu se na¢i u Dodacima i priru¢niku za FreeFem++ (vidi [7]).

Pokazimo sada na jednom test primjeru koristenje metode i ispitajmo eksperi-
mentalno red konvergencije.

Primjer 8.1 Neka je Q = (0,1) x (0,1), jedinicni kvadrat. Rijesimo sljedecu
Dirichletovu zadacu:
— div(AVu) = f u Q,
u=0 na 0.
1+ 1022 + 92 0

0 1+ a2+ 10y2] ’
izracunamo uzimanjem tocnog rjesenja u(x,y) = (z* — z)(y* — y).

Neka je matrica A = { a funkciju desne strane f

Rjesenje. Nacin rjesavanja u FreeFem++-u je sljedeci:

1. Prije svega u program treba ukljuciti vanjske linkove koji nam omogucava
koristenje vanjskih funkcija MatrixFVEM() i RHS() te definiramo ulazne po-
datke iz zadace koju rjesavamo.

load "mat_fvm";
load "mat_source"; // vanjski linkovi
//ulazni podaci
func u = (x"2-x)*(y"2-y);
func u0 = 0;
func f =-2%(-x"3+x"4+x* (-1+20%y-40%y~2)
+ X"2% (1-40*y+60*y~2) +y* (-1+y-y~2+y~3) ) ;

func A1l = 1+10*%x"2+y~2;
func A12 = O;
func A22 = 1+x72+10*y~2;

2. Zatim na domeni konstruiramo mrezu sa zeljenim brojem trokutova i defini-
ramo prostore konac¢nih elemenata.

mesh Th = square(100,100); // konstrukcija mreze

fespace Wh(Th,P0); // konstrukcija prostora PO elemenata

fespace Vh(Th,P1); // konstrukcija prostora Pl elemenata

Vh uh, vh, Fh; // numericko rjesenje, test-funkcija i vektor
// desne strane

matrix M; // matrica krutosti
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3. Definicija varijacijske forme.

varf a(uh,vh) = int2d(Th) (A11*dx(uh)*dx(vh)+A12*dy(uh)*dx(vh)
+A12xdx (uh) *dy (vh) +A22*dy (uh) *dy (vh) )
+ on(1,2,3,4, uh=u0);

4. Asembliranje matrice krutosti i vektora desne strane preko vanjskih funkcija
te modificiranje vektora desne strane zbog Dirichletovog rubnog uvjeta. Nai-
me, zbog Dirichletovog rubnog uvjeta, u rubnim ¢vorovima imamo zadane
vrijednosti rjeSenja pa odgovarajuce jednadzbe ne ulaze u linearni sustav.
FreeFem++ taj problem rjesava penalizacijom tako da vektoru desne strane
na mjestu koje odgovara Dirichletovoj tocki x; doda 1.0e+30%u0(z;), gdje
je u0 () funkcija kojom je dan Dirichletov rubni uvijet.

MatrixFVEM(M,Th, [A11,A12,A22]);
set (M, solver=GMRES, eps=1.0e-10, tgv=1e30, dimKrylov=150);
RHS(Fh([],Th,f);

Vh md; // penalizacija zbog Dirichletovog r.u.
md[] = a(0,Vh);
Fh[]+=md[];

5. Rjesavanje linearnog sustava.
uh[] = M"-1%Fh[]; // rjesavanje sustava

Kako nam je poznato to¢no rjeSenje, mozemo racunati greske u H' i L? normi
te uniformnim profinjavanjem triangulacije ekspetimentalno odrediti red konver-
gencije metode u obje norme. U donjoj tablici nalaze se greske u H' i L? normi,
ovisno o fino¢i triangulacije, te aproksimativni redovi konvergencije izrac¢unati u
FreeFem++ programu testl.edp (vidi Dodatak A).

| Ntr | h | [Ju — up|lr2 | red knv. | |lu — up[[g | red knv. |
200 0.141421 | 6.488e-04 2.428e-02
800 | 0.070711 | 1.611e-04 | 2.009563 | 1.216e-02 | 0.997185
3200 | 0.035355 | 4.021e-05 | 2.002528 | 6.085e-03 | 0.999364
12800 | 0.017678 | 1.005e-05 | 2.000639 | 3.043e-03 | 0.999846
51200 | 0.008839 | 2.512e-06 | 2.000159 | 1.521e-03 | 0.999962
204800 | 0.004419 | 6.280e-07 | 2.000036 | 7.607e-04 | 0.999990
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Kao sto smo prema teorijskim rezultatima i mogli zakljuciti, iz ovih izracuna
vidi se da metoda ima kvadratiéni red konvergencije u L?, odnosno linearni u H*
normi. U

Sljedeéi primjer je ve¢ prethodno najavljivan kontraprimjer preuzet iz [1] kojim
pokazujemo da je H' regularnost funkcije f nuzna za kvadraticnu konvergenciju
metode u L? normi.

Primjer 8.2 Neka je Q = (0,1) x (0, 1), jedini¢ni kvadrat. Promotrimo sljedecu

zadacdu 94
AU = —
U 251‘

5 na 0f).

(Sl

u €2,

u

Rjesenge. Lako se vidi da je u(z,y) = 28 totno rjeSenje koje je u H%(f2), ali nije u
H3(Q). S druge strane funkcija f(z,y) = —%x_% zbog singulariteta duz y-osi je
samo u L?(Q). Upravo zbog prisutnosti singulariteta, u asembliranju vektora desne
strane potrebni su nam precizniji izracuni. U tu svrhu gornju funkciju f definiramo
u vanjskoj funkciji RHS() i koristimo precizniju formulu numericke integracije

1
/ vde = S| Azrzas|(v(p1) + v(pa) + v(ps)),
Ax1712T3 3

gdje su p; polovista stranica trokuta Azjzers (vidi Dodatak E). Ova formula
tocna je na polinomima drugog stupnja. Sam algoritam asembliranja vektora
desne strane pritom ostaje isti.

Rezultati greska u H' i L? normi, ovisno o finoéi triangulacije, u donjoj tablici do-
biveni su u FreeFem++ programu test2.edp (Dodatak D) uz koristenje vanjskih
linkova mat_fvm i mat_source_sing (vidi Dodatak E).

| Ntr | h | [Ju— w2 | red knv. | [lu — up[[g1 | red knv. |
200 | 0.141421 | 1.575e-03 4.893e-02
800 | 0.070711 | 4.411e-04 | 1.836234 | 2.541e-02 | 0.945619
3200 | 0.035355 | 1.251e-04 | 1.817523 | 1.310e-02 | 0.955648
12800 | 0.017678 | 3.606e-05 | 1.794999 | 6.717e-03 | 0.963536
51200 | 0.008839 | 1.056e-05 | 1.771750 | 3.430e-03 | 0.969750
204800 | 0.004419 | 3.060e-06 | 1.787331 | 1.745e-03 | 0.974703

U cetvrtom stupcu vidimo da vise nemamo kvadratic¢ni red konvergencije me-
tode u L? normi, dok za H'! normu ipak mozemo reé¢i da zadrzava linearnu konver-
genciju. Dobivene rezultate mozemo usporediti s onima iz [1] i vidimo da je medu
njima jako mala razlika sto dodatno potvrduje korektnost nasih izracuna. O
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Poglavlje 1V
Zakljucak

U ovom radu analizirali smo metodu kona¢nih volumnih elemenata za nu-
mericko rjesavanje elipticke rubne zadace drugog reda. Pristup metodi kao Galerki-
novoj metodi kona¢nih elemenata omogué¢io nam je da ju promatramo kao per-
turbaciju klasicne metode kona¢nih elemenata za elipticke rubne zadace. To se
pokazalo izuzetno korisnim u izvodu apriornih ocjena gresaka u H' i L? normi.
Ocjene koje smo prezentirali su optimalne. Pokazali smo da je za optimalni red
konvergencije u L? normi potrebna H' regularnost funkcije f na desnoj strani, a
dodatnu regularnost trebamo upravo zbog diskontinuiranosti prostora test funkcija
(vidi zadacu (4.1)). Primjer 8.2 potvrduje da metoda nema standardni O(h?) red
konvergencije u L? normi ako je funkcija f samo L? regularna, ¢ak i kad je egzaktno
rjesenje u H?(Q).
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Dodaci

A testl.edp

include "ispis.edp" // pomocna datoteka za ispis gresaka
load "mat_fvm"; // vanjski linkovi load
"mat_source";
// parametri u funkciji ispis()
int [int] Ntr(10);
real [int] h(10);
real [int] errL2(10),errH1(10);
int noOfItems = 6;
bool zaglavlje = true;
string imel = "ispis_testl.tex";
// ulazni podaci
func u = (x"2-x)*(y"2-y);
func u0 = 0O;
func f = -2%(-x"3+x"4+x*x (-1+20%y-40%*y~2)
+x7 2% (1-40%y+60*y~2) +y* (-1+y-y~2+y~3) ) ;

func K11 = 1+10*x"2+y~2;
func K12 = 0;
func K22 = 1+x72+10*y~2;

for(int i=1,j=1; i<=32; i*=2){
mesh Th = square(10%*i,10%1i);
fespace Wh(Th,PO);
fespace Vh(Th,P1);

fespace Ph(Th,P2); // pomocni prostor

Vh uh, Fh;

Ph uhP2;

uhP2 = u; // interpolacija egzaktnog rjesenja
matrix A;

// definicija varijacijske forme
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varf a(uh,vh) = int2d(Th) (K11*dx(uh)*dx(vh)+K12*dy (uh)*dx (vh)
+K12xdx (uh) *dy (vh) +K22*dy (uh) *dy (vh) )
+ on(1,2,3,4, uh=ul);
// asembliranje matrice krutosti
MatrixFVEM(A,Th, [K11,K12,K22]);
// postavljanje parametara za rjesavanje lin sustava
set (A, solver=GMRES, eps=1.0e-10, tgv=1e30, dimKrylov=150);
// asembliranje vektora desne strane
RHS(Fh([],Th,f);

Vh md; // penalizacija zbog Dirichletovog r.u.
md[] = a(0,Vh);
Fh[]+=md[];

uh[] = A"-1%Fh([]; // rjesavanje sustava
// racunanje gresaka

Wh dijametriTrokuta = hTriangle;

h[j-1] = dijametriTrokutal] .max;

Ntr[j-1] = dijametriTrokutal].n;

errL2[j-1] = sqrt(int2d(Th) (u-uh)~2);

errH1[j-1] = sqrt(int2d(Th) ((u-uh)*(u-uh))
+ int2d(Th) ((dx (uhP2)-dx (uh)) "2
+ (dy(uhP2)-dy(uh))~2));

j+ts

}

ispis(Ntr,h,errL2,errH1,no0fItems,zaglavlje,imel);
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B mat fvm.cpp

#include <iostream>
#include <cfloat>
#include <cmath>

using namespace std;
#include "error.hpp"
#include "AFunction.hpp"
#include "rgraph.hpp"
#include "RNM.hpp"
#undef HAVE_LIBUMFPACK
#undef HAVE_CADNA
#include "MatriceCreuse_tpl.hpp"
#include "MeshPoint.hpp"
#include "lgfem.hpp"
#include "lgsolver.hpp"
#include "problem.hpp"

class MatrixFVEM : public E_FOmps {

public:

typedef Matrice_Creuse<R> * Result;

Expression emat, expTh, expKll, expK12, expK22;
MatrixFVEM(const basicAC_FO & args){
args.SetNameParam() ;

¥

emat =args[0];

expTh= to<pmesh>(args[1]);

const E_Array * a = dynamic_cast<const E_Array*>
((Expression) args[2]);

if (a->size() != 3)

CompileError("syntax: MatrixFVEM(A,Th, [K11,K12,K22])");

expK11= CastTo<double>((*a) [0]);

expK12= CastTo<double>((*a) [1]);

expK22= CastTo<double>((*a) [2]);

“MatrixFVEM(Q) {}
static ArrayOfaType typeargs(){

return

¥

static

ArrayOfaType (atype<Matrice_Creuse<R>*>(),
atype<pmesh>() ,atype<E_Array>());

E_FO * f(const basicAC_FO & args){

return new MatrixFVEM(args);
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int

}
AnyType operator() (Stack s) const ;

// lokalno racunanje matrice krutosti
fvemP1P0O(double DA[2] [2], double DB[2][2], double DC[2][2],
double m[3] [2], double al[3][3]){
double Dpi1[2] [2],Dp2[2] [2],Dp3[2] [2];
double z1[2],z2[2],z3[2];
double fi1[2],fi2[2],fi3[2];
double K;
double q[2]; // koordinate tezista
double p[3][2]; // koordinate polovista
// povrsina trokuta
= 0.5*fabs(m[0] [0]*(m[2] [1]-m[1] [1])
+ m[1] [0]*(m[0] [1]-m[2] [1])
+ m[2] [0]*(m[1] [1]-m[0] [11));
for(int i=0;i<2;i++)
for(int j=0;j<2;j++){
Dp1[i] [j1=(5*DA[i] [j1+6+DB[i] [j1+2+DC[il[j1)/12;
Dp2[i] [j1=(2*DA[i] [j]1+5+DB[i] [j1+5+DC[1i] [j1)/12;
Dp3[i] [j1=(5*DA[i] [j1+2+DB[i] [j1+5*DC[i] [j1)/12;
}
pl0][0] = (m[1][0]+m([2][0])/2; //p1.
pl0][1] = (m[1]1[11+m([2][11)/2; //p1.
pl1]1[0] = (m[0][0]+m([2][0])/2; //p2.
pl11[1] = (m[O][11+m[2][11)/2; //p2.
pl2]1[0] = (m[O] [0]J+m[1][0])/2; //p3.
pl2][1] = (m[0][1]+m[1][1]1)>/2; //p3.y
ql0]=(m([0] [0]+m[1] [0]+m[2] [0])/3; //q.x
ql1]l=(m([0] [1]+m[1] [1]+m([2] [11)/3; //q.y

H g M X

z1[0]= q[1]-p[2] [1]; //z1.x z1=Qx11, 11=q-p3,
// Q = rotacija za -pi/2

z1[1]= -(ql0]-p[2][0]); //z1.y

z2[0]= q[1]-p[0] [1]; //z2.x z2=Q%12, 12=q-pl

z2[1]= -(ql0]-p[0] [0]); //z2.y

z3[0]= q[1]1-p[1]1[1]; //z3.x z3=Q%13, 13=q-p2

z3[1]= -(ql0]-p[1][0]); //z3.y

fi1[0]= -(m[2] [1]-m[1] [1])/(2%K);
fi1[1]= (m[2] [0]-m[1] [0])/(2+K);
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fi2[0]= -(m[0] [1]-m[2] [11)/(2*K);
fi2[1]= (m[0] [0]-m[2] [0])/(2%K);
£i3[0]= -(m[1] [1]-m[0] [11)/(2*K);
fi3[1]= (m[1] [0]-m[0] [0])/(2%*K);
for(int i=0;i<3;i++)

for(int j=0;j<3;j++)

alil [j1=0;

al0][1] = (Dp1[0] [0]*z1[0] + Dpi[0] [11*z1[1]
- Dp3[0] [0]*z3[0] - Dp3[0] [1]1*z3[1])*fi2[0]
+ (Dp1[1] [0]*z1[0] + Dp1[1][1]x*=z1[1]
- Dp3[1] [0]*z3[0] - Dp3[1][1]*z3[1])*fi2[1];
(Dp1[0] [0]*z1[0] + Dp1[0] [1]1*z1[1]
- Dp3[0] [0]*z3[0] - Dp3[0] [1]1*z3[1])*fi3[0]
+ (Dp1[1] [0]*z1[0] + Dpi1[1][1]1*z1[1]
- Dp3[1] [0]*z3[0] - Dp3[1] [1]1*z3[1])*fi3[1];
(Dp2[0] [0]*z2[0] + Dp2[0] [1]*z2[1]
- Dp1[0] [0]*z1[0] - Dp1[0] [1]*z1[1])*£fi1[0]
+ (Dp2[1] [0]*z2[0] + Dp2[1] [1]1=*z2[1]
- Dp1[1]1[0]1*z1[0] - Dp1[1] [1]1*z1[1]1)*fi1[1];
(Dp2[0] [0]*z2[0] + Dp2[0] [1]1*z2[1]
- Dp1[0][0]*z1[0] - Dp1[0] [1]*z1[1])*fi3[0]
+ (Dp2[1] [0]*z2[0] + Dp2[1] [1]1*z2[1]
- Dp1[1]1[0]1*z1[0] - Dp1[1][11*z1[1])*fi3[1];
(Dp3[0] [0]*z3[0] + Dp3[0] [1]*z3[1]
- Dp2[0]1 [0]*z2[0] - Dp2[0] [1]1*z2[1])*fi1[0]
+ (Dp3[1] [0]*z3[0] + Dp3[1] [1]*z3[1]
- Dp2[1]1[0]*z2[0] - Dp2[1][1]1*z2[1]1)*fil[1];
(Dp3[0] [0]*z3[0] + Dp3[0] [1]1*z3[1]
- Dp2[0] [0]*z2[0] - Dp2[0] [1]1*z2[1])*fi2[0]
+ (Dp3[1] [0]*z3[0] + Dp3[1] [1]1*=z3[1]
- Dp2[11[0]1*z2[0] - Dp2[1]1[1]1*z2[1]1)*fi2[1];

// dijagonalni elementi nam nisu vazni pa ih

// ne treba racunati
return 1;

a[0] [2]

a[1] [0]

al1][2]

a[2] [0]

al2] [1]

}

AnyType MatrixFVEM::operator() (Stack stack) const {
Matrice_Creuse<R> * sparce_mat = GetAny<Matrice_Creuse<R>* >
((*xemat) (stack));
MatriceMorse<R> * amorse = 0;
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MeshPoint *mp(MeshPointStack(stack)) , mps=*mp;
Mesh * pTh = GetAny<pmesh>((*expTh) (stack));
ffassert(pTh);

Mesh & Th (*pTh);

{

map< pair<int,int>, R> Aij;
KN<double> D11(Th.nv);
KN<double> D12(Th.nv) ;
KN<double> D22(Th.nv) ;
double infini=DBL_MAX;

D11=
D12=
D22=

for

for

infini;
infini;
infini;
(int it=0;it<Th.nt;it++)
for (int iv=0;iv<3;iv++){
int i=Th(it,iv);
if ( D11[il==infini){
mp->setP (&Th,it,iv);
D11[i]=GetAny<double>((*expK11l) (stack));
+
if ( D12[il==infini){
mp->setP (&Th,it,iv);
D12[i]=GetAny<double>((*expK12) (stack)) ;
}
if ( D22[i]==infini){
mp->setP(&Th,it,iv);
D22[i]=GetAny<double>((*expK22) (stack)) ;

(int k=0;k<Th.nt;k++){

const Triangle & K(Th[k]);

const Vertex & A(K[0]), &B(K[1]),&C(K[2]);

R2 Pt(1./3.,1./3.);

MeshPointStack(stack)->set (Th,K(Pt) ,Pt,K,K.1lab);
// globalni indeksi vrhova A, B, C

int ii[3] ={Th(A),Th(B),Th(C)};
// koordinate vrhova trokuta ABC

double m[3][2]= {{A.x,A.y},{B.x,B.y},{C.x,C.y}};
// oznake cvorova

double where[3]={A.lab,B.lab,C.lab};
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}

// tenzori difuzije u tockama triangulacije
double DA[2] [2]={{D11[ii[0]],D12[ii[0]1]1},
{D12[1i[0]],D22[ii[0]1]1}};
double DB[2] [2]={{D11[ii[1]],D12[ii[1]1]1},
{D12[ii[1]1],D22[ii[1]11}};
double DC[2] [2]={{D11[ii[2]],D12[1i[2]11},
{D12[1i[2]],D22[ii[2]]1}};
double al3][3];
// asembliranje matrice krutosti
if (fvemP1PO(DA,DB,DC,m,a)){
for (int 1=0;1<3;1++){
for (int k=0;k<3;k++)
if ((k'=1)&&(fabs(all] [k]) >= 1e-30)){
Aij[make_pair(ii[1],iil[k])]-=all1] [k];
Aij[make_pair(ii[1],1ii[11)]+=al1][k];

}
// penalizacija zbog Dirichletovog r.u.
if (where[1])
Aij[make_pair(ii[1],ii[1])]1=1e30;
}//endfor (1)
}//endif

}//endfor (k)
amorse= new MatriceMorse<R>(Th.nv,Th.nv,Aij,false);
}
sparce_mat->pUh=0;
sparce_mat->pVh=0;
sparce_mat->A.master (amorse) ;
sparce_mat->typemat=(amorse->n == amorse->m) 7
TypeSolveMat (TypeSolveMat: : GMRES)
: TypeSolveMat (TypeSolveMat: : NONESQUARE) ;
*MP=mps ;
if (verbosity>3)
{ cout << " End Build MatrixFVEM : " << endl;}
return sparce_mat;

class Init { public:

Init();
};

Init init;
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Init::Init() {
cout << " lood: init Mat Chacon " << endl;
Global.Add("MatrixFVEM"," (", new OneOperatorCode<MatrixFVEM >( ));
}
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C mat_source.cpp

#include <iostream>
#include <cfloat>
#include <cmath>

using namespace std;
#include "error.hpp"
#include "AFunction.hpp"
#include "rgraph.hpp"
#include "RNM.hpp"
#undef HAVE_LIBUMFPACK
#undef HAVE_CADNA
#include "MatriceCreuse_tpl.hpp"
#include "MeshPoint.hpp"
#include "lgfem.hpp"
#include "lgsolver.hpp"
#include "problem.hpp"

class RHS : public E_FOmps { public:
typedef KN<double> * Result;
Expression expFh, expTh, expf;
RHS(const basicAC_FO & args){
args.SetNameParam() ;
expFh= args[0];
expTh= to<pmesh>(args[1]);
expf= CastTo<double>(args[2]);
}
"RHS O {}
static Array0OfaType typeargs(){
return ArrayOfaType(atype<KN<double>* >(), atype<pmesh>(),
atype<double>());
}
static E_FO * f(const basicAC_FO & args){
return new RHS(args);
}
AnyType operator () (Stack s) const ;
I
//***x lokalno izracunavanje vektora desne strane **x*
int source (double f[3], double r([3], double m[3][2]){
double q[2]; // koordinate tezista
double p[3][2]; // koordinate polovista
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plol[o] = (m[1][0]+m([2][0])/2; //p1.
plo]l [1] = (m[1][1]+m([2] [11)/2; //p1.
pl1]l[0] = (m[0] [0]+m[2] [0])/2; //p2.
pl1]1[1] = (m[0] [1]+m[2] [11)/2; //p2.
pl2]1[0] = (m[0][0]J+m[1][0])/2; //p3.
pl2]1[1] = (m[O0][1]+m([1][11)/2; //p3.y
q[O] (m[0] [0]+m[1] [0]+m[2] [0])/3;  //q.x
ql1]=(m[0] [1]+m[1] [1]+m[2] [11)/3; //q.y
for(int i=0; i<3; i++)
r[i]=0;
for(int i=0; i<3; i++){
double K1,K2;
int ip=(i+1)%3, ipp=(i+2)%3;
double f1,f2;
= 0.5%fabs(m[i] [01*(q[1]-plip] [1])
+ qLO0]*(plip] [1]-m[i] [1])
+ plip] [0]*(m[i] [1]-q[1]));
K2 = 0.5%fabs(m[i] [0]*(p[ipp]l [11-q[1])
+ plipp] [0]*(q[1]-m[i] [1])
+ q[0]*(m[i] [1]1-plippl [11));
// integracijska formula
= (K1/18)*(11*f [i]+2xf [ip]+5%f [ipp]l);
= (K2/18)*(11*f [1]1+5xf [ip]+2*f [ipp]l) ;
// lokalni doprinos po dijelu kontrolnog volumena
r(i]l= f1+f2;

Hg Mg M

}

return 1;

}

[/ Fkkskskokskokokskokkok sk okok sk ok kok ok

AnyType RHS::operator() (Stack stack) const {
KN<double> * F = GetAny<KN<double>* >((*expFh) (stack));
MeshPoint *mp(MeshPointStack(stack)) , mps=*mp;
Mesh * pTh = GetAny<pmesh>((*expTh) (stack));
ffassert(pTh);
Mesh & Th (*pTh);
{
KN<double> ff(Th.nv);
double infini=DBL_MAX;
ff=infini;
for (int it=0;it<Th.nt;it++)
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for (int iv=0;iv<3;iv++){
int i=Th(it,iv); // vektor desne strane
if ( fflil==infini){
mp->setP(&Th,it,iv);
ff [i]=GetAny<double> ((xexpf) (stack));

for (int k=0;k<Th.nt;k++){
const Triangle & K(Th([k]);
const Vertex & A(K[0]), &B(K[1]),&C(K[2]);
R2 Pt(1./3.,1./3.);
MeshPointStack(stack)->set (Th,K(Pt) ,Pt,K,K.lab);
// globalni indeksi vrhova A, B, C
int ii[3] ={Th(A),Th(B),Th(C)};
// koordinate vrhova trokuta
double m[3] [2]= {{A.x,A.y},{B.x,B.y},{C.x,C.y}} ;
// lokalni vektor desne strane
double f[3]={ff[iil[0]],ff[iil[1]],ff[ii[2]]1};
double r[3];
if (source(f,r,m))
for(int 1=0; 1<3; 1++){
(x(F[0]J+ii[1]))+=r[1];
}

}
return F;
}
class Init { public:
Init();
};
Init init;
Init::Init() {
cout << " lood: RHS " << endl;
Global.Add ("RHS"," (", new OneOperatorCode<RHS>( ));
}
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test2.edp

include "ispis.edp" // pomocna datoteka za ispis gresaka

load
load

int
real
real

"mat_fvm"; // vanjski linkovi
"mat_source_sing";

// parametri u funkciji ispis()
[int] Ntr(10);
[int] h(10);
[int] errL2(10),errH1(10);

int noOfItems = 6;

bool
stri

func
func
func
func
func
func

for(

zaglavlje = true;
ng imel = "ispis_test2.tex";
// ulazni podaci

u = x"(8.0/5);

u0 = x7(8.0/5);

f = -(24.0/25.0)*x"(-2.0/5);
Ki1 = 1;

K12 = 0;

K22 = 1;

int i=1,j=1; i<=32; i*=2){

mesh Th = square(10%i,10%i);
fespace Wh(Th,PO);
fespace Vh(Th,P1);

fespace Ph(Th,P2); // pomocni prostor

Vh uh, Fh;

Ph uhP2;

uhP2 = u; // interpolacija egzaktnog rjesenja
matrix A;

// definicija varijacijske forme
varf a(uh,vh) = int2d(Th) (K11*dx(uh)*dx(vh)+K12*dy (uh)*dx (vh)
+K12*xdx (uh) *dy (vh) +K22*dy (uh) *dy (vh))
+ on(1,2,3,4, uh=ul);
// asembliranje matrice krutosti
MatrixFVEM(A,Th, [K11,K12,K22]);
// postavljanje parametara za rjesavanje lin sustava
set (A, solver=GMRES, eps=1.0e-10, tgv=1e30, dimKrylov=150);
// asembliranje vektora desne strane
RHS(Fh[],Th);
Vh md; // penalizacija zbog Dirichletovog r.u.
md[] = a(0,Vh);
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b

Fh[]+=md[];

uh[] = A”-1%Fh([]; // rjesavanje sustava
// racunanje gresaka

Wh dijametriTrokuta = hTriangle;

h[j-1] = dijametriTrokutal] .max;

Ntr[j-1] = dijametriTrokutal].n;

errL2[j-1] = sqrt(int2d(Th) (u-uh)~2);

errH1[j-1] = sqrt(int2d(Th) ((u-uh)*(u-uh))
+ int2d(Th) ((dx (uhP2)-dx (uh)) "2
+ (dy (uhP2)-dy(uh))~2));

j+ts

ispis(Ntr,h,errL2,errH1,no0fItems,zaglavlje,imel);
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mat_source sing.cpp

#include <iostream>

#include <cfloat>

#include <cmath>

using namespace std;

#include "error.hpp"

#include "AFunction.hpp"
#include "rgraph.hpp"

#include "RNM.hpp"

#undef HAVE_LIBUMFPACK

#undef HAVE_CADNA

#include "MatriceCreuse_tpl.hpp"
#include "MeshPoint.hpp"
#include "lgfem.hpp"

#include "lgsolver.hpp"

#include "problem.hpp"

// 0Ovaj link radi samo za Primjer 8.2

class RHS : public E_FOmps { public:

};

typedef KN<double> * Result;
Expression expFh, expTh;
RHS(const basicAC_FO & args){
args.SetNameParam() ;
expFh= args[0];
expTh= to<pmesh>(args[1]);
}
"RHS O {}
static Array0OfaType typeargs(){
return Array0OfaType(atype<KN<double>* >(),
atype<pmesh>());
}
static E_FO * f(const basicAC_FO & args){
return new RHS(args);
}
AnyType operator() (Stack s) const ;

// funkcija desne strane iz Primjera 8.2
double ff (double x){

if (x>0.0)
return ((-24.0/25)*pow(x,-0.4));

o7



else
return (-1.0%pow(10.0,10.0));
}
//***x lokalno izracunavanje vektora desne strane **x*
int source (double r[3], double m[3][2]){
double q[2]; // koordinate tezista
double p[3][2]; // koordinate polovista

pl0]1[0] = (m[1][0]+m[2][01)/2; //pl.x
pl01[1] = (m[1][11+m[2][11)/2; //pl.y
pl[1]1[0] = (m[0][0]+m[2][0])/2; //p2.x
pl11[1] = (m[0] [1]+m[2] [1])/2; //p2.y
p[2]1 [0] = (m[0][0]+m[1][0])/2; //p3.x

pl21[1] = (m[01[11+m[11[11)/2; //p3.y
q[0]J=(m[0] [0]J+m[1] [0]+m[2] [0])/3; //q.x
ql1]=(m([0] [1]+m([1] [1]+m[2] [11D/3; //q.y
for(int i=0; i<3; i++)
r[i]=0;
for(int i=0; i<3; i++){
double K1,K2;
int ip=(i+1)%3, ipp=(i+2)%3;
double f1,f2;
K1 = 0.5%fabs(m[i] [0]*(q[1]-p[ip] [1])
+ ql0]*(plip] [1]-m[i] [1])
+ plip] [0)*(m[i] [1]-q[11));
K2 = 0.5xfabs(m[i] [0]*(p[ipp]l [11-q[1])
+ plipp] [0]*(q[1]-m[i] [1])
+ q[0)*(m[i] [1]-plipp] [11));
// integracijska formula
f1 = (1.0/3)*K1*(£f((m[i] [01+q[0])/2)
+ £f ((plip] [0]+q[0])/2)
+ ££((m[i] [0]+p[ip] [0])/2));
£2 = (1.0/3)*K2*(f£((m[i] [0]+q[0])/2)
+ ££((plipp] [0]+q[0])/2)
+ ££((m[i] [0]+p[ipp] [0])/2));
// lokalni doprinos po dijelu kontrolnog volumena
r(il= f1+f2;
b

return 1;

b

/] Fkkok ok ok sk ok ok ok ook ook Kok kK
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AnyType RHS::operator() (Stack stack) const {
KN<double> * F = GetAny<KN<double>* >((*expFh) (stack));
MeshPoint *mp(MeshPointStack(stack)) , mps=*mp;
Mesh * pTh = GetAny<pmesh>((*expTh) (stack));
ffassert(pTh);
Mesh & Th (*pTh);
{
for (int k=0;k<Th.nt;k++){
const Triangle & K(Th([k]);
const Vertex & A(K[0]), &B(K[1]),&C(K[2]);
R2 Pt(1./3.,1./3.);
MeshPointStack(stack)->set (Th,K(Pt) ,Pt,K,K.lab);
// globalni indeksi vrhova A, B, C
int ii[3] ={ Th(A), Th(B),Th(C)};
// koordinate vrhova
double m[3][2]= { { A.x,A.y} ,{B.x,B.y},{C.x,C.y} } ;
double r[3];
if (source(r,m))
for(int 1=0; 1<3; 1++){
(x(F[0]+ii[1]))+=r[1];
+

}
return F;
}
class Init { public:
Init();
+;
Init init;
Init::Init() {
cout << " lood: RHS " << endl;
Global.Add("RHS"," (", new OneOperatorCode<RHS>( ));
}
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