Lekcija 1

Sustavi Linearnih Jednadzbi

Studij linearne algebre poc¢injemo razmatranjem triju problema. lako ti
problemi na prvi pogled izgledaju vrlo jednostavno, oni ¢e nas dovesti
do iskustva da moramo biti vrlo oprezni kako ne bismo stvorili krive
zakljucke. Kad jednom usvojimo potrebnu dozu opreznosti, linearna
algebra ¢e se razvijati preko pitanja i odgovora na niz vrlo jednostavnih
pitanja.

Tri problema glase: pomocu elementarnih aritmetickih operacija
nadi sve trojke realnih brojeva x1, xs, x3 koji istovremeno zadovoljavaju
sljedece jednadzbe:

Problem 1
Ty +x3 = 0
To — T3 = 1
T1+2r+73 = 1

Problem 2
I —|— r3 = 0
To — Ty = 1
x|+ 21’2 — T3 = 1

Problem 3
r1+x3 = 0
To — X3 — 1
T+ 2$2 — X3 = 2.

Jednadzbe u tim problemima izgledaju vrlo slicno; u stvari jedna-
dzbe drugog problema razlikuju se od prvog samo na jednom mjestu u
tre¢oj jednadzbi, a jednadzbe treceg problema razlikuju se od drugog
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opet na samo jednom mjestu u tre¢oj jednadzbi. Slicnost vara, kao sto
¢emo uskoro vidjeti.

Jedan od zahtjeva u rjeSavanju tih problema jest koristenje osnov-
nih aritmetickih operacija. Mogli bismo krenuti nasumce, kao sto smo
radili s dvije jednadzbe i dvije nepoznanice u osnovnoj skoli. Ipak, u
izvrsavanju tih operacija pozeljno je imati neki red. Zgodno odabran
redoslijed operacija ¢e nas dovesti do dobro definiranog algoritma o-
dnosno programa ako ¢e se algoritam implementirati na racunalu.

Prije razmatranja gornjih triju problema, uvest ¢emo tri pravila ili
druk¢ije gledano tri transformacije, koje ¢e olaksati razmatranje. Ta
tri pravila ¢e ¢initi osnovu za skoro sva racunanja vezana uz rjesavanje
sustava.

Buducdi da se ista pravila mogu koristiti i za rjesavanje sli¢cnih, mozda
i kompliciranijih problema, korisno je izre¢i ih u $to opc¢enitijem obliku.
Promotrimo zato opceniti sustav od m jednadzbi sa n nepoznanica
oblika

fi(zy, e, . x,) = by
fo(z1, 9, ... xn) = by (1.1)

Ovdje su f; realne (ili kompleksne) funkcije od n realnih (ili komplek-
snih) varijabli. RijeSiti sustav znaci odrediti sve n—torke brojeva
1, To, ..., T, tako da svaka n—torka uvrstena u gornji sustav od m
jednadzbi na lijevoj strani daje totno one vrijednosti (u danom re-
dosljedu) koje se pojavljuju na desnoj strani jednadzbi. Svaku n—torku
sa tim svojstvom zovemo rjeSenje sustava jednadzbi (1.1). Tri pravila
koja ¢emo definirati daju nacin na koji mozemo dani sustav jednadzbi
zamijeniti drugim sustavom, koji je ekvivalentan (istovjetan) polaznom
sustavu. Za dva sustava jednadzbi kazemo da su ekvivalentni, ako je
svako rjeSenje prvog sustava ujedno i rjesenje drugog sustava i ako je
svako rjesenje drugog sustava takoder rjesenje prvog sustava. Drugim
rje¢ima, dva sustava jednadzbi su ekvivalentna, ako zamjenom jednog
sustava drugim niti gubimo rjesenja niti dobivamo neko novo rjesenje.

Tri pravila koja koristimo u dobivanju ekvivalentnog sustava jedna-
dzbi danom sustavu jesu:

1. Zamjena bilo kojih dviju jednadzbi sustava,



2. Mnozenje neke jednadzbe sustava brojem koji nije nula,

3. Dodavanje jednoj jednadzbi druge jednadzbe koja je pomnozena
nekim brojem.

Primjena bilo kojeg od tih pravila na dani sustav dovodi do sustava
koji je ekvivalentan polaznom sustavu. Uvjerimo se u to.

Pravilo 1. dovodi do ekvivalentnog sustava, jer poredak u kojem
se pojavljuju jednadzbe u sustavu (1.1) nema vaznosti za rjesenje. Za
rjeSenje je bitno da nakon uvrstenja, lijeva strana svake jednadzbe bude
jednaka desnoj srani.

Primijenimo sada pravilo 2. na sustav (1.1). Uzmimo npr. i—tu
jednadzbu

filzy, o, ..y xy) = by, (1.2)

i pomnozimo ju sa « koji nije nula. Dobivamo
afi(xy, oy xy) =ab;, a#0. (1.3)
Sve ostale jednadzbe novog sustava su identi¢ne odgovarajucim je-
dnadzbama starog sustava. Ako n - torka brojeva x1, xs, ..., z, zadovo-

ljava jednadzbu (1.2), onda ¢e zadovoljavati i jednadzbu (1.3). Tvrdnja
vrijedi bez obzira da li je a nula ili nije. Budué¢i da su sve druge je-
dnadzbe ostale iste, svako rjesenje starog sustava bit ¢e rjesenje novog
sustava. Podimo sada od jednog rjesenja xi, xo, ..., x, novog sustava.
S obzirom da je a # 0 (dakle, tek ovdje koristimo pretpostavku netrivi-
jalnosti o), mozemo pomnoziti i—tu jednadzbu novog sustava sa 1/a.
Sada na isti nac¢in kao i prije zaklju¢ujemo da je xy, xo, ..., x, rjeSenje
“jos novijeg” sustava, koji je zapravo stari sustav. Prema tome, svako
rjeSenje novog sustava je istovremeno rjesenje starog sustava. Dakle
novi sustav je ekvivalentan starom sustavu.

Pokazimo da 3. pravilo takoder vodi na ekvivalentan sustav. I-
zabiremo dvije jednadzbe polaznog sustava, recimo i—tu i j—tu je-
dnadzbu:

filzy, xay oy xy) = by (1.4)
fi(x1, e, ... x,) = b;.
Nakon primjene treceg pravila i—ta i j—ta jednadzba novog sustava
glase
fi([EhfL’Q,...,ZEn) :bz‘, (1 5)
fi(xr, e, . xn) + afi(xy, xa, ..., x,) = b; + ab;, '
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dok su sve ostale jednadzbe obaju sustava identi¢ne. Ako je x1, ..., x,
rjesenje od (1.4), onda ocito zadovoljava (1.5). S druge strane, ako
je w1, xa, ..., T, rjeSenje sustava (1.5), onda uvrStavanjem b; umjesto
fi(z1, 9, ..., x,) u drugoj jednadzbi od (1.5), jednadzbe (1.5) postaju
(1.4). To znaci da je xy, x, ..., x, ujedno rjesenje od (1.4). Prema
tome, 1, T3, ..., x, zadovoljava (1.4) onda i samo onda ako zadovoljava
(1.5). Buduéi da su ostale jednadzbe nepromijenjene, novi sustav je
ekvivalentan staromu.

Sada ¢emo upotrijebiti tri osnovna pravila u rjeSavanju problema
postavljenih na pocetku ove lekcije. Kod problema 1., zamijenjujemo
tre¢u jednadzbu razlikom treée i prve jednadzbe (to je pravilo 3., jer
prvu jednadzbu mnozimo s —1 i dodajemo ju trec¢oj jednadzbi). Dobi-
vamo

x| +x3 = O,
Ty — T3 = 17
2%‘2 = 1.

Rijesivsi trec¢u jednadzbu, dobivamo vrijednost za x5. Uvrstivsi tu vri-
jednost u drugu jednadzbu dobivamo vrijednost za x3. Uvrstivsi vri-
jednost za x3 u prvu jednadzbu dobivamo vrijednst za x;. Tako smo
dobili zy = 1/2, 29 = 1/2, xz3 = —1/2. Dakle postoji jedna i samo
jedna trojka brojeva, 1/2, 1/2, —1/2 koja zadovoljava sustav jednadzbi
iz problema 1. Citalac ée odmah primijetiti da sve §to smo do sada
koristili jesu aritmeticke operacije, sva tri pravila zapravo se sastoje
samo od aritmetickih operacija.
Vratimo se problemu 2. Ako zamijenimo tre¢u jednadzbu problema
2 s jednadzbom koja je razlika nje i prve jednadzbe, dobit ¢emo ekvi-
valentan sustav
r1+x3 = 0,
To — X3 = 1 s
2[L‘2 - 21’3 = 1.

Zamijenimo tre¢u jednadzbu novog sustava jednadzbom koja se dobije
tako da od treée jednadzbe oduzmemo drugu pomnozenu s —2 (opet 3.
pravilo), dobit ¢emo ekvivalentan sustav

ZL’1—|—I3 == 0,
T9 — T3 = 1,
0 = —1.



Zadnja jednadzba nam kaze: kad bi postojalo rjesenje sustava ono bi
bilo takvo da za njega vrijedi 0 = —1. Bududi da to ocito nije istina, ne
postoji rjeSenje sustava. Dakle, iako se sustavi u problemu 1 i proble-
mu 2 razlikuju samo u jednom predznaku u trecoj jednadzbi, njihova
rjeSenja su vrlo razli¢ita: problem 1 ima jedno i samo jedno rjesenje a
problem 2 nema niti jedno rjesenje.

Promotrimo i tre¢i problem. Primjenom trec¢eg pravila dva puta
(prvo od trece jednadzbe oduzmemo prvu, a onda jos oduzmemo drugu
jednadzbu pomnozenu s 2), dobivamo ekvivalentan sustav:

T+ T3 = 0
To — T3 = 1
0 =

Dakle, dobili smo sustav s dvije jednadzbe i tri nepoznanice

r| + r3 = 0
o — T3 = 1
Ako jednadzbe zapisemo u obliku z; = —x3, x5 = 1 4 3, vidimo da za

svaki realni (ili kompleksni) broj (3, sustav ima rjesenje

r1=—0, x=1+0, x3=0.

Ovaj sustav jednadzbi nema samo jedno rjeSenje, ima ih beskonacno
mnogo.

Sli¢nost problema 1., 2. i 3. pokazala se varljivim. Problem 1 ima
jedno i samo jedno rjesenje, problem 2 nema niti jedno, a problem 3
ima beskonacno mnogo rjeSenja. Nacin na koji smo dobili ta rjesenja
(primjenom triju pravila kojima mozemo dani sustav zamijeniti ekvi-
valentnim sustavom) daje nam algoritam za rjesavanje sustava triju
linearnih jednadzbi s tri nepoznanice. U opéem slucaju, primjenom
spomenutih pravila, polazni sustav se svodi na sustav jednostavnijeg
oblika koji mozemo izravno rijesiti. Npr. jedan takav sustav je onaj
u kojem se u drugoj jednadzbi ne pojavljuje nepoznanica x, u trecoj
nepoznanice i i xy itd., u zadnjoj jednadzbi se pojavljuje samo jedna
(ona s najve¢im indeksom) nepoznanica. Metoda koja svodi polazni
sustav na takav sustav zove se Gaussova metoda eliminacija.
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U sljedecoj tocki pocinjemo studij linearne algebre. Kao sto je go-
tovo svaki puta slucaj, novoj temi je potreban novi sustav notacije.
Notacija treba olaksati ¢itljivost i razumljivost teksta.

Zadaci

1. Koristedi tri “osnovna” pravila svedite sustav jednadzbi na ekviva-
lentan sustav koji ima gornju trokutastu formu:

a11x + a12Y + a13z2 — b1
Ay +axz = by
as33z — 63 .

Navedite koristeno pravilo u svakom koraku i nadite sva moguca rjese-
nja za slijedece sustave:

(a) (b)

1+ To+x3 = 4 ZL‘1+2I2—ZE3 = 5
T1—To+x3 = 2 201 — 394+ 23 = 0
201+ 19— 23 = 1 3r1 + 1629 + x5 = 21
(c) (d)
T, + 229 +x3 = 2 T1— 209 +2x3 = 1
2?[71 - 5I2 + r3 = 11 2!E1 + 29 — r3 =
31’1 + 2[EQ — T3 = —10 5[E2 — 3233 =0
(e)
T+ To+2x3 = 1+ 45
—T] + 1o — r3 = —1
Ty — X2 — T3 — —(1—|—2Z)

1] + 309 — 2ty = 8+ 31
201+ (=1 + )z + (2+3i)zy = —11+48i
T+ To+2x3 = 1+ 52
2. Odredite « tako da svaki sustav ima najmanje jedno rjesenje i nadite
sva rjesenja sustava.



(a) (b)

ZL‘1+3I2—ZE3 = 1 2171—]33 = -1

200 — 10+ 23 = a+2 1+ 3xy — 1423 = o —25
—.CE1—|—11£L‘2—5£E3 = 5 T —.2?24-41133 = 11
() (d)
2ZE1 + 29 + Trsy = 6 31’1 + 91’2 — 15(133 = 6
Tr1 —T9 — X3 = -3 2£L'1 + 61’2 - 101‘3 = 4
T, = « 41 4+ 12205 — 2003 = 14+«
(e) (f)
$1+$2+2l’3 = 243 2131+3132+$3 = —5+4+4
T, —To+x3 = 1—ai X+ X9 — 23 = —(3_+ 2i)
4$1 — 31’2 + 5!13’3 = 95 T+ QA_HJZ;J, = Oé%

3. Dokazite da ovi sustavi nemaju rjeSenja:

(a) (b)

T1+ 29 —3x3 = 1 r1+x9—3x3 = 1
21’1—(132+ZL’3 = 2 2I1—ZE2+JI3 = 2
—3?[72 + 71’3 = 3 31‘1 — 213 = 1
(c) (d)
2I1 + 3.’13‘2 — T3 = 0 -1 + 2132 — X3 = 0
r1 — 3T9 + X3 1 r1+8ry+x3 = 9
—3[L’2+l‘3 = 3 I +31‘2+ZL’3 = 5
(e) (f)
x| — Lo+ 3%3 =1 2£C1 — 11.%2 + 112%3 = 10
Ty — 5I2 — T3 = 4 QZII - 3.732 + i.l'3 =7
25171 - 6%2 + 2[[‘3 = 6 (1 — Z)l‘l — 45(]2 + 52%3 =1

4. Konstruirajte sustav od tri jednadzbe s tri nepoznanice tako da ima
(a) jedno i samo jedno rjesenje,
(b) vise od jednog rjesenja,
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(¢) niti jedno rjesenje.
U svakom od tri sluc¢aja reducirajte sustav na ekvivalentan sustav
u gornjoj trokutastoj formi.



Uvod u vektorske prostore

U ovom poglavlju prvo upoznajemo specijalne vektorske prostore urede-
nih n-torki realnih i kompleksnih brojeva, a zatim definiramo vektorski
prostor kao algebarsku strukturu. Kao sto smo napomenuli ranije,
prvo uvodimo oznake. Sa R i C oznacavamo skupove realnih odnosno
kompleksnih brojeva. Realne i kompleksne brojeve oznacavamo malim
grckim ili arapskim slovima, «, (3, a, b, ... Realne i kompleksne brojeve
jos éemo zvati (realni ili kompleksni) skalari. Skup svih cijelih brojeva
je Z, a prirodnih brojeva (tu su cijeli pozitivni brojevi) je N.

Neka je n € N. Uredena n-torka skalara je svaki niz od n
skalara. Uredene n-torke ¢emo pisati tako da niz skalara omedimo
parom zagrada. Npr. ako su xy,29,...,x, zadani skalari, tada ce
(1,9, ..., x,) oznacavati jednu uredenu n-torku tih skalara. Pritom
zagrade ukazuju da je xy na prvom mjestu u toj n-torki, x, na dru-
gom mjestu, itd. Uo¢imo da je (xq, 1,3, ..., 2,) jedna druga uredena
n-torka istih skalara.

Sa V,, (ili R,) ¢emo oznaciti skup svih uredenih n-torki realnih
brojeva. Rije¢ “svih” je vazna jer ukazuje da V,, ukljucuje bas sve n-
torke, od kojih je svaka oblika x = (21, x9, ..., x,), pri ¢emu je svaki z;
realni broj. Same n-torke oznacavamo malim arapskim slovima. Ako
pisemo z,y, z € V,, to ¢e znaciti da su x,y i z uredene n-torke realnih
brojeva. Njihove komponente ¢e biti x;, y;, z;, respektivno.

Sli¢no, n-torke kompleksnih brojeva ¢emo isto tako oznaciti malim
arapskim slovima, ali ¢emo naznaciti da su im komponente kompleksni
brojevi. Skup svih takovih n-torki ¢emo oznaciti sa C,. Npr. z =
(21,29, .., 2p) 1 w = (w1, we,...,w,) su iz C,, ako su z;,w; € C za
svako 1 < i <n.

U daljem tekstu ¢emo cesto uredene n-torke skalara krace nazivati
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n-torkama skalara.

Opce vektorske prostore ¢emo takoder oznacavati velikim, a njihove
elemente — vektore, malim arapskim slovima.

Skupove i podskupove ¢emo oznacavati velikim arapskim ili kaligraf-
skim slovima.

2.1 Vektorski prostor V,,

Ako imamo dvije n-torke x = (z1,22,...,2,) 1 Yy = (Y1, Ty, ..., Yn) 12
V.., postavlja se pitanje $to bi moglo znaciti x = y 7 Ako se n-torke
razlikuju u nekoj komponenti na istom mjestu, sigurno ne mozemo
prihvatiti da su jednake. Zato definiramo da je x = y ako je x; = y; za
sve indekse 1 < 7 < n. To znaci da jednakost x = y ima isto znacenje
kao i n jednakosti

T1=Y1, Ta=1Y2, ... Tp =Yn. (2.6)

Sljedeée bismo zeljeli uvesti neke operacije nad n-torkama. Po¢nimo od
zbrajanja. Ako su z i y kao gore, tada definiramo z + y kao n-torku
z = (z1,22,...,%,) sa svojstvom

21:$1+y1, ZQI.T2—|—y2, ZnIZEn—FyH (27)

Krace, to pisemo
zZ=x+y.

Jednako kao Sto nema smisla pitati da li je x = y kad z i y nisu iz istog
skupa V,, (npr. x € V,,, y € V,,,, n # m), tako nema smisla niti pitati
stojex+yzax eV, ye V,, n#m. Operacija zbrajanja n-torki
ima jedno vazno svojstvo: za svako z € V,, i svako y € V,, vrijedi
r+y € V,, jer je svaka komponenta od x + y kao zbroj realnih brojeva
realni broj. Dakle polaze¢i od proizvoljnih elemenata iz V,,, njihova
suma je ponovo u V,. Zato se kaze da je skup V,, zatvoren s obzirom
na operaciju zbrajanja (elemenata iz V,,). Da bi naglasili ¢injenicu da
je na V,, definirana operacija zbrajanja i da je V,, zatvoren s obzirom
na nju, cesto se pise (V,, +).

Sljedeca operacija koju mozemo jednako jednostavno definirati na
V., je operacija mnozenja n-torki realnim brojevima. Ako je x € V,, i



2.1. VEKTORSKI PROSTOR Vy 11

a € R, tada je ax n-torka z = (21, 29, ..., z,) za koju vrijedi
21 = QXy, Zo = QTo, ... Zp = Q. (2.8)
Krace relaciju (2.8) pisemo
2 = az.

Iz definicije mnozenja sa skalarom vidimo da za svaki o € R i svaki
x € V,,, ax ima kao komponente realne brojeve (jer je produkt realnih
brojeva opet realni broj). Drugim rije¢ima, V,, je zatvoren i u odnosu na
mnozenje skalarom. Da bi to naglasili pisemo (V,, , -). Ako promatramo
V, zajedno sa obje operacije + i -, tada notacija (V, +, -) naglasava
¢injenicu da je V,, zatvoren s obzirom na obje operacije. Treba uociti da
kod operacije mnozenja sa skalarom, n-torku mnozimo nec¢im $to nije
n-torka, dakle nec¢im $to ne pripada skupu V,,. Ako Zelimo naglasiti
skupove kojima pripadaju operandi koji sudjeluju u operacijama onda
pisemo
+:V,xV,—V,, -t RxV,—V,.

Zbrajanje n-torki i njihovo mnozenje skalarom konstruirane su na bazi
operacija zbrajanja i mnozenja realnih brojeva. Svojstva realnih bro-
jeva u odnosu na operacije zbrajanja i mnozenja omogucavaju izvesti
neka svojstva skupa (V,, +, ).

Teorem 2.1 Vrijede sljedeée turdnje

(i) z+y=y+z zasvex,yecV,, (komutativnost)

(i) z+(y+z2)=(z+y)+z zasvex,y,z €V, (asocijativnost).

(iii) Postoji (neutralan) element o € V,, takav da je x +0=x za
svaki x € V,.

(iv)  Za svakix € V,, postoji inverzni (ili suprotni) element —x € V,,
za koji vrijedi x + (—x) = o.

(v) alz+y) =ar+ay zasvex,yeV,, a€R
(distributivnost mnoZenja prema zbrajanju u V),
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(vi) (a+pP)zr=(a+p)xr zasvex e V,, o, R
(distributivnost mnozZenja prema zbrajanju u R),

(vii) a(fz) = (af)r zasvex e V,, o, €R

(kompatibilnost mnozenja),
(viii) lx =z za svokox (netrivijalnost mnozenja).

Dokaz: Dokazi svih tvrdnji su vrlo jednostavni. Za primjer, dokazat
¢emo tvrdnje (i) i (v). Za dokaz prve tvrdnje uzmimo proizvoljne z,y €
V,, i iskoristimo komutativnost zbrajanja realnih brojeva.

T1, Ty Tn) + (Y1, Y2, -5 Yn)

T1+ Y1, T+ Yo, o T + Yn)

Y1+ 21, Y2 + X2, Yn + Tn)

Y1, Y2, -+ Yn) + (T1, T2, ..., x,) =Y + T

r+y

(
(
(
(

Za dokaz pete tvrdnje uzmimo proizvoljne z,y € V,, i proizvoljni o € R,
te iskoristimo distributivnost mnozenja u odnosu na zbrajanje realnih
brojeva,

alr+y) = alxy+y1,xe+ Y2, ..., Ty + Yn)
(a(z1 + 1), a(za +y2), ..., a(x, +yn))
- (CYIL‘l+Oéy1704$2+0492a--->041’n+ayn))
(

ATy, QTs, ..., axy,) + (ayr, aya, . . ., o)

= a(xy,29,...,2,) + (Y1, 2y, ..., Yn) =ax +ay. N

Uocimo da postoji samo jedan neutralni element o = (0,0, ...,0) i da za
x € V,, postoji samo jedan inverzni element —x = (—x1, =3, ..., —Ty).
Pritom se inverzni element dobije formulom

—r=(-1) . (2.9)

Na sliéni nacin mozemo definirati dvije operacije i na drugim skupovi-
maza te pokazati da vrijede svojstva (i)—(viii). Neka je X takav skup.
Operaciju koja pridjeljuje paru elemenata z,y € X element iz X zovimo
zbrajanje i oznacimo ju sa 4+, a onu koja paru koji se sastoji od
jednog skalara i jednog elementa iz X pridruzuje element iz X, zovimo
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mnozenje sa skalarom i oznac¢imo ju s -. Ako je X zatvoren s obzirom
na te dvije operacije i ako te operacije zadovoljavaju svih osam svojstava
opisanih u teoremu 2.1, onda (X, +,-) zovemo vektorski ili linearni
prostor. U kracoj oznaci, kad se operacije podrazumijevaju, sam X
¢e se zvati vektorski prostor. Elementi od X se onda zovu vektori, bez
obzira na to Sto su oni kao matematicki objekti.

Primjer 2.2 Npr. neka Cp,p oznacava skup svih realnih neprekidnih
funkcija na intervalu [a,b]. Ako za proizvoline f,g € Cay @ realni broj
a € R definiramo h = f 4+ g i p = af formulama

h(t) = f(t)+g(t), te€ab] i
p(t) = af(t), telabl,

tada su h i p takoder realne neprekidne funkcije na intervalu [a,b].
Dakle je Ciqp zatvoren s obzirom na operacije zbrajanja i mnoZenja
skalarom. Lako se provjerit da operacije + i - zadovoljavaju svih osam
svojstava iz teorema 2.1. Dakle je Cp,y vektorski prostor, pa se f i g
iz Cpqp) mogu naziwati vektors iz Cpg . [ |

Da bi razumjeli vaznost zatvorenosti vektorskog prostora u odnosu
na operacije zbrajanja i mnozenja skalarom, vratimo se (vektorskom)
prostoru V,,. Neka je x = (z1,...,2,) € V,. Promotrimo sljedece
vektore:

er = (1,0,0,...,0)
es = (0,1,0,...,0)
es = (0,0,1,...,0)
(2.10)
e, = (0,0,0,...,1).

Jer je V,, zatvoren s obzirom na operacije zbrajanja i mnozenja skala-
rom, znamo da je

Y = T161 + Toey + - - - + Tpey (2.11)

takoder element iz V,. Naime, mnozenje svakog vektora e; realnim
brojem x; ne izvodi nas iz skupa V,,, a isto tako bilo koji redoslijed
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sumiranja tih izmnozenih vektora ne izvodi nas iz V,,. Koristeé¢i defini-
ciju (2.8) mnozenja i (2.7) zbrajanja n-torki, dobivamo

y = mie; +a9eg+ - Tpen = (21,0,...,0) + (0,29,...,0) +
..-—{—(0,0,--.,[[’,”):(.’L’l,...,,In):x.

Kako je x bio proizvoljni vektor, zakljucujemo da za svaki z € V,
vrijedi

T = T1€] + Tay + -+ - Tpen. (2.12)
Jer se svaki x € V,, moze prikazati kao suma multipala z;e; vektora e;,
kazemo da se svaki vektor iz V,, moze prikazati kao linearna kombi-
nacija skupa vektora {ej,...,e,} ili krace, kao linearna kombinacija
vektora eq,...,e,. Zato kazemo da je V, razapet skupom vektora
{e1,...,en} ili krace, vektorima eq, ..., e,.

Vektorski potprostori od V,,
Oznacimo sa Z skup svih vektora iz V,, koji se mogu zapisati u obliku
z = (21,22,0,0,...,0), (2.13)

gdje su 21 i 2z proizvoljni realni brojevi. Drugim rije¢ima, Z se sastoji od
svih onih n-torki koje imaju svojstvo da su im n —2 zadnje komponente
nula. Tvrdimo da je skup Z zajedno sa operacijama zbrajanja n-torki i
mnozenja n-torki skalarom, vektorski prostor. Da bi to provjerili, prvo
trebamo dokazati da je Z zatvoren u odnosu na obje operacije. Uzmimo
zato proizvoljne u,v € Z i o € R. Tada je

u = (u,u2,0,...,0) i v=(v1,09,0,...,0),
pa je
u+v = (u;+vy,uy+v2,0,...,0),
au = (ouy,aus,0,...,0).
Dakle i u + v i au imaju zadnje n — 2 komponente nula pa su elementi

skupa Z. Time je dokazano da je Z zatvoren u odnosu na dane ope-
racije. Da bi bio vektorski prostor, moraju na skupu Z operacije + i -
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imati svih osam svojstava iz teorema 2.1. Za svojstva (i),(ii),(v)—(viii)
to je jasno jer su elementi iz Z ujedno i elementi iz V,,. Neutralni ele-
ment o € V,, ima sve, pa zato i zadnjih n—2 komponenata nula, pa lezi u
Z. Konagno, suprotni element od (21, 22,0, ...,0) je (—21, —22,0,...,0)
pa je on takoder u Z. Dakle, (Z,+,-) je vektorski prostor. Kako je on
kao skup podskup od V,,, naziva se vektorski (ili linearni) potprostor
od V,,.

Nije svaki podskup od V,, vektorski potprostor. Npr, ako uzmemo
S ={(1,us,0,...,0);uy € R} C 'V, tada ¢e svaki zbroj dva vektora iz
V,, biti oblika (2,¢,0,...,0), t € R, pa skup S nije zatvoren s obzirom
na zbrajanje. Na sli¢ni nacin se pokaze da S nije zatvoren niti u odnosu
na mnozenje skalarom. Jos lakSe se vidi da & ne moze biti vektorski
prostor provjerom da li je nul-element iz V,, u §. Naime, svaki pot-
prostor od V,, mora sadrzavati neutralni element iz V,,. Jasno da S ne
sadrzi o jer o nema prvu komponentu jedan ve¢ nula.

Opisimo sada nacin kako se iz danog skupa vektora {ay,as, ..., a,}
C V,, moze izgraditi najmanji vektorski potprostor od V,, koji sadrzi
sve te vektore. Neka je L(ay, aq, ..., a,) skup svih linearnih kombinacija
vektora ay, as, ..., a,. To mozemo matematicki zapisati kao

L(ay,as, ..., ay) = {aqay + azas + - - - + apap; ag, ae,...,q, € R}

Prvo uo¢imo da je L(ay, az, ..., a,) C V,. Zatim uocimo da zbroj dviju
linearnih kombinacije iz L(a1, ag, . .., ap),

(a1ar + agag + - -+ apap) + (Bray + Baag + -+ - + Bpay) =
= (a1 + Bi)ar + (a2 + Bo)ar + -+ (p + Bp)an

daje opet linearnu kombinaciju iz L(ay,as,...,a,). Isto vrijedi i za
produkt sa skalarom,

a(fray + Boag + - + Bpa,) = (afr)ar + (afz)ar + - -+ + (afBy)a.

Dakle je L(ay,as,...,a,) zatvoren u odnosu na operacije zbrajanja i
mnozenja skalarom. Lako se provjeri da (L(ay,az,...,ap),+,-) zado-
voljava sve uvjete nabrojene u teoremu 2.1. Npr. neutralni element
se dobije linearnom kombinacijon vektora a;,as, ..., a, u kojoj su svi
skalari o; nule. Inverzni element od aya; +as+- - - +apa, je —aa; —
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Qoag —- - - —apa,. Dakle L(ay, as, ..., ap) je vektorski potprostor od V,,.
On sadrzi vektor a; jer je a; = 0-a;+- - -+0-a;-1+1-a;+0-a;41+- - -+0-a,.
Kako to vrijedi za svako ¢, skup vektora {ai,as,...,a,} je sadrzan
u vektorskom potprostoru L(ai,as,...,a,). To je ujedno najmanji
potprostor od V,, sa tim svojstvom, jer svaki potprostor od V,, koji
sadrzi {a1,as,...,a,} nuzno sadrzi i sve linearne kombinacije skupa
{a1,a9,...,a,} pa sadrzi 1 L(ay,aq,...,a,). Iz definicije se vidi da
L(ay,...,a,) ovisi o skupu vektora {ai,...,a,}, pa je L(as,...,a,) =
L(azy, ..., ax@p)) za svaku permutaciju 7 skupa {1,...,p}. Zbog te
odredenosti L(ay,as,...,a,) se naziva vektorski (linearni) potprostor
od V,, razapet skupom vektora {ay, as, ..., a,} (ili krace: razapet vekto-
rima ay, ag, ..., a,). Ako je L(ay,...,a,) = X, tada se {a,az,...,a,}
jos zove razapinjuci skup za X.

Zapravo, X ima beskonac¢no razapinjué¢ih skupova, a zapis X =
L(ay,...,a,) samo ukazuje da je {ai,as, ... ,a,} jedan takav skup.
Isto vrijedi i za vektorske potprostore, jer su oni sami po sebi vektorski
prostori.

Primjer 2.3 Neka je Z pruvi potprostor od V, kojeg smo upoznali.
Tada je Z = L(ey, e2). UOéimo da je Z razapet npr. svakim od skupova
{(&,1,0,...,0), (§,—n,0,...,0)} gdje su &, n bilo kakvi od nule razliciti
realni bmjevz. [ |

Neka je A podprostor od V3 razapet vektorima (trojkama) (1,1,0),
(—=1,1,1). Tada mozemo postaviti pitanje: je li npr. vektor (3,1, —1)
u A 7 Iz definicije slijedi da je (3,1,—1) € L((1,1,0),(—1,1,1)) ako
postoje realni brojevi aq, as takvi da je

(37 17 —1) = Oél(]_, 1,0) + 062(—1, 1, ].) = (Oél — Qg, 01 + OéQ,OéQ).

Jer lijeva trojka mora biti jednaka desnoj trojci, dobivamo tri jednadzbe
sa dvije nepoznanice,

a; — Qg = 3
a; +ay = 1
Qo = —1.
Iz zadnje jednadzbe dobivamo as = —1, a iz druge ay = 1 — ap = 2.

Uvrstavajucéi dobivene vrijednosti za aq, as u prvu jednadzbu dobivamo
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a3 —ag =2 — (—1) = 3 pa je i ona zadovoljena. Zakljué¢ujemo da je
(3,1,—1) = 2+ (1,1,0) + (—1) - (=1,1, 1),

pa je (3,1,—1) € A. Iz ovog primjera vidimo da za odgovor na upit
pripada li neki vektor nekom potprostoru moramo rijesiti jedan sustav
linearnih jednadzbi gdje se ¢ak broj nepoznanica ne poklapa s brojem
jednadzbi. To nas vodi prema problemu rjesavanja opceg sustava od m
linearnih jednadzbi sa n nepoznanica. Tom problemu ¢emo se vratiti
kasnije.

Kartezijevi koordinatni sustavi

Geometrijska interpretacija algebarskih koncepata je uvijek korisna, ako
je moguca, jer nam omogucava vizualizaciju i problema i rjesenja pro-
blema. U tu svrhu posebno su vazni slucajevi kad jen =2 in = 3.
Oznacimo sa Es i Es dvodimenzionalne i trodimenzionalne brojevne
sustave, poznate pod imenom Kartezijevi koordinatni sustavi.

Tocka P u E3 je oznacena sa tri realna broja (py, pa, p3) koji pred-
stavljaju koordinate te tocke s obzirom na Kartezijev koordinatni sustav
(ako koordinate ozna¢imo kao u analitickoj geometriji s z, y i z, tada
su koordinate od P: z = p1, y = pe, 2 = p3). Sa ¢ime u E3 povezati vek-
tore iz V37 Vektor v = (v1,vs,v3) € V3 povezujemo (pridruzujemo ga
s) usmjerenom duzinom u Ej koja ima pocetak u ishodistu (tocki s ko-
ordinatama (0,0,0)), a kraj u tocki s koordinatama (v, ve,v3). Vazno
je zapamtiti da usmjerena duzina koja reprezentira neki element iz V3
uvijek starta iz ishodista. Zato takove usmjerene duzine jos zovemo
radij-vektori!. Jednakost dvaju elemenata a,b € V3 odgovara u Ej
jednakosti pripadnih radij-vektora (oni zvrsavaju u istoj tocki). Sumi
elemenata a,b € V3 odgovara radij vektor koji se dobije kao suma
pripadnih radij-vektora pomocu pravila paralelograma. Dakle, ako su
a = (a1, asz,asz), b = (b1, by, b3) onda je a+b = (a; +by,as+by, a3+b3), a
pripadni radij-vektori zavrsavaju u tockama s koordinatama (a1, as, as),
(b1,ba,b3) 1 (a1 + by, as + by, az + b3), respektivno. Jasno je da suma

Kasnije ¢emo uvesti pojam “paralelnih usmjerenih duzina” i “klasa ekvivalencije
paralelnih usmjerenih duzina” koje ¢e nam omoguciti da usmjerene duzine odvojimo
od ishodista
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dva radij-vektora uvijek lezi u ravnini razapetoj radij-vektorima koji
ulaze u sumu. MnozZenje elementa a € V3 s brojem « rezultira u pro-
duljenju (ako je | a |> 1) ili skrac¢enju (ako je | a |< 1) radij-vektora
koji odgovara vektoru a. Naime, ako je a = (ay, az, a3) tada je zavrsna
tocka radij-vektora koji odgovara vektoru a odnosno aa odredena ko-
ordinatama (ay, as, as) odnosno (aay, aas, aaz). Odmah vidimo da oba
radij-vektora leze na istom pravcu dok im je smjer isti (suprotan) ako
je @ >0 (a < 0). Nulvektor u Vs odgovara ishodistu, a to se dogada u
ovom slucaju kad je a = 0.

S obzirom da je svaki potprostor od V3 zatvoren u odnosu na ope-
racije zbrajanja i mnozenja skalarom, te na osnovu pravila za mnozenje
radij-vektora skalarom i za zbrajanje radij-vektora, zakljucujemo da

e (-dimenzionalnom potprostoru u Vs odgovara u Ej ishodiste;

e l-dimenzionalnom potprostoru u V3 odgovara u E3 pravac koji
prolazi ishodistem;

e 2-dimenzionalnom potprostoru u Vs odgovara u E3 ravnina koja
prolazi ishodistem;

e 3-dimenzionalnom potprostoru u Vs odgovara u Ej cijeli prostor.

2.2 Vektorski prostor C,

Sa C,, oznac¢imo skup svih n-torki kompleksnih brojeva. Zbrajanje
takovih n-torki definiramo na isti nacin kao i u sluc¢aju realnih n-torki.
Kod mnozenja skalarom dopustamo da skalar bude kompleksan broj.
Dakle, ako su z = (21, 22,...,2,),w = (wy,ws,...,w,) € C, 1 € C
proizvoljni, tada je

z4w=(z1+wy, 22+ ws, ...,z +wy), (z=1(C21,C22, .., 2n).

Odmah se vidi da je C, zatvoren u odnosu na operaciju zbrajanja
n-torki i mnozenja n-torki skalarom. Takoder se lako provjeri da o-
peracije + i - na C,, zadovoljavaju svih osam uvjeta iz teorema 2.1.
Stoga je (C,, +, -) vektorski prostor. Kako komponente n-torki i skalari
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koji ih mmnoze pripadaju skupu C, (C,,+,-) zovemo vektorski pro-
stor n-torki nad C ili vektorski prostor kompleksnih n-torki. Kao i
prije, jedinstveni neutralni element je o = (0,0,...,0), a inverzni ele-
ment od z je —z = (—2z1, —22,...,—2,). Linearna kombinacija vektora
ai,...,ar € C, je vektor z = aja; + asas + - + agag, pri cemu
su skalari ayq, ..., ag opéenito kompleksni. Skup svih linearnih kombi-
nacija vektora ay,...,a; oznacavamo s L(ay,...,ax). Taj podskup od
C,, opskrbljen operacijama + i - iz C, ¢ini vektorski prostor koji je
potprostor od (C,, +, ).

Osim standardnih binarnih operacija + i -, na C,, je prirodno defini-
rana unarna operacija kompleksne konjugacije ~ koja svakoj n-torki
2= (z1,22,...,2,) € C, pridruzuje n-torku z = (2, Z3, ..., 2,). Vektor
z € C,, se zove (kompleksno) konjugirani vektor z.

2.3 Opéi vektorski prostor

Vektorski prostori V,, i C,, sagradeni su nad skupovima R i C koji
imaju posebno svojstvo: na njima su definirane operacije zbrajanja i
mnozenja. Te operacije imaju karakterisike koje daju skupovima R i
C posebnu matematicku strukturu koja se zove polje. Oznacimo sa ®
R ili C. Tada ¢ ima sljedec¢a svojstva:

1. a4+ @+vy)=(a+8)+vy zasvea,3,y€ P
(asocijativnost zbrajanja).

2. Postoji (neutralan za zbrajanje) element 0 € ® takav da je
a+0=0+a=a zasvako a € P.

3.  Zasvaki a € ® postoji inverzni (u odnosu na zbrajanje) element
—a za koji vrijedi: a4+ (—a) = (—a) +a=0.

4. a+pf=0+a zasvea,f € P, (komutativnost zbrajanja).

5.  (af)y = a(fy) za bilo koje a, 3,7 € P,
(asocijativnost mnozenja u @),

6. Postoji (neutralan za mnozenje) element 1 € &, takav da je
a-1=1-a=a zasvako a € .
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7. Zasvaki a € ® koji nije 0, postoji inverzni (u odnosu na mnozenje)

element a~! za koji vrijedi: aa™! = a7 la = 1.

8. a(f+v)=af+ay zasvea,B,v € P (lijeva distributivnost)
(B+7)a=pa+ya zasvea,B,v€ P (desna distributivnost)

9. af =pPa zasve o, e d (komutativnost mnozenja).

2.3.1 Grupa

Zamislimo sada da je ® neki skup na kojem je definirana samo jedna
binarna operacija koju oznacimo sa o. Dakle o pridruzuje svakom paru
elemenata iz ® opet element iz ® i pritom je ¢ zatvoren s obzirom na
operaciju o. Ako pritom vrijede svojstvo asocijativnosti, svojstvo pos-
tojanja neutralnog elementa i ako za svaki element od ® postoji inverzni
element, onda se (¥, o) zove grupa. Ako je operacija o sli¢na operaciji
zbrajanja (mnoZenja) onda grupa dobiva pridjev aditivna (multiplika-
tivna). Ako za (P, 0) jos vrijedi i svojstvo 4., onda se zove Abelova ili
komutativna grupa.

Neka je S C ® neki podskup skupa ®. Ako su x,y € S, tada je
ocito x oy € ®. Ako medutim za svaka dva elementa x,y € S vrijedi
roy € §, tada je S zatvoren u odnosu na operaciju o. Za svaki element
x iz S postoji inverzni element z=! u ® i on nije nuzno u S. Ako je
S zatvoren u odnosu na o, ako je neutralni element grupe ® u S i ako
je za svaki element z od S, 7! takoder u S, tada se skup S zajedno
sa (nasljedenom) operacijom o zove podgrupa grupe ®. Dakle, da bi
bio podgrupa od ®, podskup & mora biti i sam grupa uz istu binarnu
operaciju.

Pretpostavimo da imamo dvije grupe (Gy, o), (G1,¢) i preslikavanje
f: Gq— Gy. Ako je f surjekcija (tj. f(G1) = G2) i vrijedi

f(g1092) = f(g1) ¢ f(g2) zasvako g1, ga € Gy

tada se f zove izomorfizam grupa G; i GG,. Lako se pokaze da izomor-
fizam preslikava neutralni element grupe GG; u neutralni element grupe
G i inverzni element g~ od g € G, prebacuje u inverzni element
[f(g)]7! elementa f(g). Stoga izomorfne grupe imaju istovjetnu struk-
turu.
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Neka osnovna svojstva grupe, kao na primjer jedinstvenost neu-
tralnog elementa te za svaki element grupe jedinstvenost njemu in-
verznog elementa, bit ¢e dokazani u sklopu dokaza propozicije 2.8.

Grupa permutacija

Lijep primjer grupe je tzv. grupa permutacija.

Neka je N, neki konacan skup od n elemenata. Permutacija p je
svaka bijekcija skupa N, na sebe. Skup svih permutacija skupa N,
oznacavamo sa II,,.

Radi jednostavnosti razmatranja, umjesto sa opéim skupom N, ra-
dit ¢emo sa sa skupom

Sn={1,2,...,n}.

Permutaciju skupa S,, oznacavamo sa

_( 12 ... n >
P=\p@) p@2) ... pn) )

Na primjer, ako je n = 5, imamo S,, = {1,2,3,4,5} i

12345
p<5 - 24). (2.14)

je jedna permutacija. Na pitanje koliko ima takovih permutacija odgo-
vara

Propozicija 2.4 Skup I1,, iman!=1-2-...-n elemenata.

Dokaz: Dokaz provodimo “sortiranjem” svih mogué¢ih permutacija
skupa S,,. Sve permutacije najprije rasporedimo u n grupa, tako da su
u prvoj grupi sve permutacije p koje 1 € S,, prevode u sebe: p(1) =1,
u drugoj grupi su sve permutacije za koje vrijedi p(1) = 2 itd. Svaku
od tih “velikih” grupa dijelimo na n — 1 manjih grupa koje su karak-
terizirane zahtjevima oblika p(2) = 1, p(2) = 2 itd., s tim da ako
je u pripadnoj velikoj grupi bilo npr. p(1) = 1, onda p(2) = 1 ot-
pada (jer su sve permutacije bijekcije). Ukupno sada imamo n(n — 1)
grupa karakteriziranih svim mogué¢im preslikavanjima elemenata 1 i 2.
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Postupak nastavljamo dijeljenjem grupa na podgrupe prema kriteriju
kamo se preslikava element 3. Tako dobivamo n(n — 1)(n — 2) manjih
grupa karakteriziranih svim mogué¢im preslikavanjima elemenata 1, 2
i 3. Postupak nastavljamo sve dok na kraju ne ostane u svakoj grupi
to¢no jedna permutacija, a takovih jednoé¢lanih grupa iman - (n —1) -
2.1 =nl [

Produkt permutacija definiramo kao kompoziciju funkcija. Npr. ako
su p,q € 11, tada je produkt ¢ o p definiran relacijom

(gop)(@) = qp(i), 1<i<n.

Ako je npr. p kao u relaciji (2.14), a

(12345
1=\ 5 432 1)"
tada je
(12345 12345
°P = {5 4 3 21 531 2 4
(12345
~ 13542

Teorem 2.5 (II,,0) je multiplikativna grupa.

Dokaz: Kompozicija dviju bijekcija je opet bijekcija, pa je produkt
permutacija opet permutacija. Svojstvo asocijativnosti slijedi iz ¢inje-
nice da asocijativnost vrijedi opcenito za kompoziciju triju funkcija.
Neutralni element e je o¢ito definiran s e(i) =i za sve 1 < i < n, dok
za inverzni element vrijedi

(p(ll) p(22) . p&))_l = <p(11> p(;) - p(:)), (2.15)

pa preostaje samo gornji i donji red u oznaci za permutaciju na desnoj
strani jednako ispresloziti, tako da prvi red postane 1 2 --- n. [ |

Npr. za p iz relacije (2.14) imamo

. (53124) (12345
P =\192345])]7\349251])
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Ako za bilo koju permutaciju p definiramo

poll, = {¢ g=pos, sell,}
,op = {¢ ¢g=so0p, sell,},

onda iz teorema 2.5 slijedi
poll, =1I,0p=1I, za svako p € I1,,. (2.16)

Dakle, ako g prolazi cijelom grupom permutacija, isto ¢ini i poq odnosno

qop.
Promotrimo specijalne permutacije

R < < '

koje zovemo transpozicije (ili zamjene). Za njih vrijedi p;; o p;; = e,
pa je
Pi; = Dij - (2.18)
Moze se pokazati da se svaka permutacija moze prikazati kao pro-
dukt transpozicija.

2.3.2 Prsten, tijelo, polje

Neka je sada ® skup na kome su definirane dvije binarne operacije koje
ozna¢imo sa + i -. Ako (®,+,:) zadovoljava uvjete 1.—4., 5. i 8.,
tada se zove prsten. Dakle, (®,+,-) je prsten ako je aditivna Abelova
grupa na kojoj je definirano mnozenje elemenata koje zadovoljava svoj-
stvo asocijativnosti i obostrane distributivnosti. Ako jos vrijedi uvjet
6., tada govorimo o prstenu sa jedinicom. Ako vrijedi uvjet 9., tada je
prsten komutativan.

Ako za (®,+,-) vrijede svojstva 1.—8., tada se takova algebarska
struktura zove tijelo. Dakle tijelo ima to svojstvo da je (®,4) adi-
tivna Abelova grupa, (<i>, -) je multiplikativna grupa, a vrijedi i svojstvo
obostrane disrtibutivnosti. Ovdje je & = ®\ {0} skup ® bez neutralnog
elementa za zbrajanje. Ako je jos (®,-) komutativna multiplikativna
grupa, onda se (P, +, ) zove polje.
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Primjer 2.6 Neka je P skup svih polinoma realne varijable s realnim
koeficijentima. Uvedimo u taj skup operaciju zbrajanja. Za dva poli-
noma p,q € P,

p(fL’) - anxn + an—lxn_l + -+ a1z + agp,
q(x) = bpa™ + by 2™+ b+ by

zbroj p + ¢ je polinom s € P koji ¢emo definirati na sljedeci nacin.
Ako je n > m, napis$imo ¢ u obliku

q() = bpx™ 4 by 12" e D™+ Dy 2™ 4 4 by + by,

gdjesub, =b, 1 =--=bpi1=0.
Ako je m > n, napisimo p u obliku

p(.T) :amxm +o anxn + an—lxn_l + -+ a1 + ap,

gdje su a,, = -+ = a,41 = 0 (ako je m = n, p ne mijenjamo).
Tada je s polinom stupnja r = max{m,n}, za koji vrijedi

s(z) = (ar + by)x" + (ar—1 + b)) + -+ + (a1 + b))z + (ag + bo)

Pokazite da za tako definiranu operaciju zbrajanja polinoma vrijede
svojstva asocijativnosti i komutativnosti. Neutralni element je nula-
polinom koji ima sve koeficijente nula. Inverz od p je —p ima sve
koeficijente suprotnog predznaka od koeficijenata od p. Stoga je (P, +)
aditivna Abelova grupa.

Definirajmo i mnozenje polinoma: ¢t = p - ¢, gdje su p i ¢ kao prije,

tx) = (ambp)x™™ + (b1 + amﬂbn)xm*”*l T
+ (a1bo + agbr)x + agbo.

Pritom smo svaki ¢lan polinoma p pomnozili sa svakim ¢lanom poli-
noma ¢, tako dobijene ¢lanove zbrojili i poslozili tako da potencije od
x padaju.

Pokazite da je (P, +, ) komutativni prsten s jedinicom. [ |

Primjeri algebarskih struktura, grupa, prstenova, tijela i polja dani
su kroz zadatke. Uoc¢imo da su R i C polja. Zato govorimo da je
V,, vektorski prostor nad poljem realnih brojeva, dok je C,, vektorski
prostor nad poljem kompleksnih brojeva.
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2.3.3 Apstraktni vektorski prostor

Opcenito se vektorski prostor definira nad proizvoljnim tijelom. Dakle,
za definiciju vektorskog prostora moramo imati dva skupa: skup ele-
menata koje zovemo vektori (u dosadasnjim primjerima n-torke) i skup
elemenata koje zovemo skalari. Skup vektora oznac¢imo sa X, a skup
skalara sa ®. Skup ® mora biti tijelo (ili polje), dakle moraju biti defini-
rane operacije zbrajanja i mnozenja skalara sa posebnim svojstvima.
Na skupu X moraju takoder biti definirane dvije operacije: zbrajanje
vektora koje pretvara X u aditivhu Abelovu grupu i mnozenje vektora
skalarom koje mora zadovoljavati uvjete 5.—8. iz teorema 2.1. Da u
ovim uvodnim razmatranjima apstraktnog vektorskog prostora ne bi
doslo do nejasnoca, operacije na ® ¢emo oznaciti sa + i -, a operacije
na X sa @ i ®. Kasnije ¢emo ¢ i ® zamijeniti s + 1 -.

Definicija 2.7 Vektorski ili linearni prostor je algebarska struktura
koja se sastoji od dva skupa: X cije elemente zovemo vektori v ® cije
elemente zovemo skalari. Na skupu ® su definirane dvije binarne ope-
racije u oznaci + i - koje ¢ine (®,+,-) tijelom. Na skupu X su defini-
rane operacije zbrajanja vektora & i mnoZenja ® vektora skalarom iz
®. Pritom je (X, ®) aditivna Abelova grupa, a za operaciju ® vrijede
sljedeca svojstva kompatibilnosti:

(a) a®(xoy) =a®zrzd®a®y za bio koje x,y € X, v € P
(distributivnost mnozenja prema zbrajanju u X ),

(b) (a+pB)@r=a®x® R zabio kojexr € X, a, € P
(distributivnost mnozZenja prema zbrajanju u @),

(c) a® ()= (a-p)@x za bilo kojex € X, a,3 € P
(kompatibilnost mnozZenja),

(d) Ako je 1 € ® neutralni element za mnoZenje u ®, tada je
l@x=2 zasvakox € X (netrivijalnost mnozenja).

Pokazimo neka vazna svojstva algebarske strukture tijela i vektorskog
prostora.

Propozicija 2.8  Neka je (X, ®,®) wvektorski prostor nad tijelom
(D, +,-).
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(1) Neutralni elementi za zbrajanje i mnozZenje u ® su jedinstveni. Neu-
tralni element za zbrajanje u X je jedinstven.

(i) Za svaki o € @ inverzni element od o s obzirom na + je jedinstven.
Ako B € ® nije neutralan za zbrajanje, njemu inverzni element
s obzirom na - je jedinstven. Za svaki x € X inverzni element s
obzirom na @ je jedinstven.

(iii) Ako je o € X neutralni element s obzirom na @, tada za svako
a € © vrijedi a®o = 0. Ako je 0 € ® neutralni element s obzirom
na +, tada za svako o € ® vrijedi -0 =0-a = 0.

(iv) Ako je 0 € ® neutralni element s obzirom na +, a o € X neutralni
element s obzirom na &, tada za svako x € X wvrijedi 0 ® x = o.

(v) Ako je 1 € ® neutralni element s obzirom na -, a —1 njegov
wmverzni element u ® s obzirom na +, tada za svako x € X vrijedi
(—1) ® z = —x, gdje je —x inverzni element od x u X s obzirom
na @.

Dokaz: (i) Dovoljno je pokazati da je u proizvoljnoj grupi (G, o) neu-
tralan element jedinstven. Pretpostavimo da postoje dva neutralna
elementa e i €/. Tada mora vrijediti e o ¢/ = €’ jer je e neutralan. Ali
i € je neutralan pa mora biti e o ¢’ = e. Jer su u ovim jednakostima
lijeve strane jednake moraju biti i desne, tj. mora biti ¢/ = e.

(ii) Dovoljno je pokazati da u proizvoljnoj grupi (G, o) svaki element
ima jedinstven inverzni element. Pretpostavimo da element g € G ima
dva inverza, ¢’ i ¢”. Znagci, pretpostavljamo da vrijedi gog' = g'og =¢
igog’ =g"og=e, gdje je e neutralni element. Koristedi te relacije i
svojstvo asocijativnosti odmah dobivamo

g"'=g"ce=g"0(gog)=(g"0g)og =eog =4

(iii) Jer je o € X neutralni element sigurno vrijedi o = o @ o. Prema
svojstvu distributivnosti, za svako o vrijedi

a®Ro=a®(0do)=a®Roda® o.

Dakle, vektor y = a ® o ima svojstvo y = y @ y. Dodajmo lijevoj i
desnoj strani inverzni element —y s obzirom na &. Dobivamo o = y §to
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je i trebalo dokazati.

Druga tvrdnja se dokazuje po istom obrascu. Za dokaz a-0 =0 (0-av =
0) se koristi lijeva (desna) distributivnost u ®.

(iv) Ako pisemo 0 = 0 + 0, tada zakon distributivnosti daje

Ir=04+0)@z=0s60Qx

pa y = 0 ® x zadovoljava jednadzbu y = y + y. Kako je pokazano u
dokazu tvrdnje (iii), y = o.
(v) Koristeéi (iv) imamo

0=0@z=(1+(-1))@r=10z6 (-1)®ux,

odakle odmah, prema tvrdnji (ii), zaklju¢ujemo da je (—1) ® x inverzni
element od z s obzirom na . [ ]

Na vektorskom prostoru X mozemo definirati razliku vektora for-
mulom
roy=z®d(-)@y=x (—y) (2.19)

Propozicija 2.9  Neka je (X,®,®) vektorski prostor nad tijelom
(®,+,). Tada za operaciju odbijanja vrijede formule analogne formu-

lama (a) i (b) iz definicije 2.7,

(a—f)er = arroefer, z€X, a,pfecd (2.20)
a®(rey) = aRrefer, zyelX, a,ed (2.21)

Dokaz: Koristeéi redom svojstva (b) i (c) iz definicije 2.7 i definiciju
razlike (2.19), dobivamo

(a—pf)er = (a+(-0)@r=azrd(—p)R
= ar®((-1)-fRr=azd(-1)® (B )
aRrofRr

Time je dokazana relacija (2.20). Za dokaz realcije (2.21), koristimo
definiciju (2.19) te svojstva (a) i (c) iz definicije 2.7

a®(roy)=a®z0(~y))=axr®a® (~y)
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pa jos treba pokazati da je a ® (—y) = —(a ® y). Zbog tvrdnje (iii)
propozicije 2.8 vrijedi

a®(-y)da®y=a®((-y) dy)=a®o=o0

pa zakljuéujemo da je @ ® (—y) inverzni element od o ® y, Sto je i
trebalo dokazati. [ |

Pokazimo jos da u vektorskom prostoru smijemo vektorske jednadzbe
“kratiti” i sa skalarom i vektorom.

Propozicija 2.10  Neka je (X, ®,®) vektorski prostor nad tijelom
(P, +,-).

(i) Ako je produkt o ® x skalara « i vektora x nulvektor i jedan od
faktora nije nula, onda drugi faktor mora biti nula.

(ii) Ako je u jednadzbi a @ x = Rz, a,f € , v € X, vektor x # o,
tada vrijedi skalarna jednadzba o = [3.

(iii) Ako je u jednadzbi a @z =a®y, a € ®, x,y € X, skalar o # o,
tada vrijedi vektorska jednadzba x = y.

Dokaz: (i) Pokazimo prvo da a ® v = o i a # 0 povlaci z = o.
Zaista, kako u tijelu ® postoji inverz a~!, dovoljno je pomnoziti jed-
nadzbu a ® r = o s a™! i iskoristiti uvjete (c) i (d) iz definicije 2.7
vektorskog prostora i tvrdnju (iii) propozicije 2.8. Podimo sada od jed-
nadzbe a ® x = o i pretpostavke = # 0. Tvrdimo da je a = 0. Doista,
u protivnom bi a # 0 i a ® x = o implicirale (kako je pokazano) x = o,
a to se protivi pretpostavci x # o. Dakle, a # 0 vodi u kontradikciju
pa mora biti a = 0.

(i) Koristenjem propozicije 2.9(ii) imamo a®@zo Rz = (a—fF)Rz = o,
x # o. Sada iskaz slijedi iz tvrdnje (i) ove propozicije.

(iii) Koristenjem propozicije 2.9(i) imamo a®zrOa®y = a®(x—y) = o,
a # 0, pa iskaz opet slijedi iz tvrdnje (i) ove propozicije. [ |

Potprostor vektorskog prostora (X, @, ®) je svaki podskup od X koji
je uz operacije & i ® i sam vektorski prostor nad istim poljem. Da
bi to bio, treba a i dovoljno je da je zatvoren u odnosu na operacije
@, ®. Zaista, ako je (S, @, ®) potprostor od (X, ®, ®) (krace pisemo S
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je potprostor od X) tada je nuzno (po definiciji vektorskog prostora)
zatvoren u odnosu na te operacije. Obratno, ako je podskup S C X
zatvoren u odnosu na operacije ¢, ®, tada za njega automatski vrijede
(jer je podskup od X) svi uvjeti iz definicije 2.7 pa je (S, @, ®) vektorski
prostor. Dakle, vektorski potprostor je definiran upravo onim operaci-
jama koje su nasljedene od prostora. Trivijalni vektorski potprostori
su jednoclan skup {o} i cijeli X. Da bi neki skup S C X bio potprostor
nuzno je i dovoljno da su ispunjeni sljedeéi uvjeti:

(a) r @y € S za svaka dva vektora z,y € S
(b) a@reSzasveacdizes

Naime, to su nuzni i dovoljni uvjeti za zatvorenost skupa S u odnsu na
operacije @ i ®. Lako se pokaze (vidjeti zadatak ...) da su uvjeti (a)
i (b) ekvivalentni uvjetu

(ab) aRrdpfRyeSzasver,yc Sia,feo.

Neka su aq, a9, ...,a, vektori iz (X, ®,®). Linearna kombinacija ve-
ktora ay, as, ..., a, (ili skupa vektora {a;,as,...,a,}) je svaki vektor y
oblikny =1 ®a1 Pa®@as®---Day,Ray, gdje su oy, ay. .., o skalari
iz . Pokazat ¢emo da je najmanji vektorski potprostor koji sadrzi sve
vektore ay, ..., a,, potprostor (L(as,...,a,),®,®). Pritom su elementi
od L(ay,...,a,) linearne kombinacije skupa {ay,...,a,},

L(ay,....ap) ={ou ®@a1 & - B a,Ray; ag,...,op € D}

Zbog jednostavnosti pisanja oznac¢imo L(as,...,a,) s S. Pokazimo da
je S vektorski potprostor od X. Dovoljno je provjeriti uvjete (a) i
(b). Ako su z,y € S, tada za neke skalare o; 1 3;, 1 < i < p vrijedi
T= @@ Pa®aiy=06aQa O OB, a, Stoga je

Tty = @ud--Dya O SiRad B 6,Raq
= (+5)@u® - d(a+5)da

a®r = a®(®ad- - Da,ay)
= (a-)®a1 BB (a- o) @ ay,

pasuiz®yia®z linearne kombinacije skupa {as, ..., a,}, a to znaci da
suu.S. Dakle je S vektorski potprostor od X. I to najmanji od onih koji
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sadrze {a1,...,a,} jer svaki potprostor od X koji sadrzi {a1,...,a,}
nuzno sadrzi i sve linearne kombinacije od elemenata ay, ..., ap, pa zato
sadrzii S.

U daljem ¢emo umjesto oznaka &, © i ® koristiti jednostavnije
oznake +, —, i -, pri ¢emu ¢emo - ¢esto izostavljati. Takoder, kad god
su operacije @ i ® poznate, tj. jasne iz konteksta, umjesto (X, ®,®)
¢emo pisati X. Ako je iz konteksta jasno da se radi o vektorskom
prostoru ili potprostoru, atribut “vektorski” ili “linearni” ¢emo kadkad
izostavljati.



Lekcija 3

Skalarni Produkt 1 Norma

3.1 Skalarni produkt i norma u V,,

Operacije zbrajanja vektora i mnozenja vektora realnim brojem koje
smo uveli u V,, imaju svojstvo da kao rezultat uvijek daju element iz
skupa V,,. To svojstvo zatvorenosti je osnovna znacajka vektorskog
prostora (V,,+, ). Sljedeéa korisna operacija koja dvama elementima
skupa V,, pridruzuje realni broj zove se skalarni produkt. lako rezultat
te operacije ne pripada skupu V,,, ta operacije je vazna jer omogucuje
uvodenje pojmova kao §to su duljina (ili norma) vektora, ortogonal-
nost vektora i kut izmedu vektora. Takoder daje vrlo prirodan nacin
definiranja potprostora pomocu sustava linearnih jednadzbi.

Skalarni produkt u vektorskom prostoru (V,,+,:) definiramo na
sljededi nacin. Ako su z = (x1,29,...,2,) 1y = (Y1,Y2,...,Yn) bilo
koja dva elementa iz V,,, tada je skalarni produkt vektora z iy, u
oznaci (z | y) ili z oy, definiran relacijom

(x| y) = 2191 + Tay2 + . + Tl - (3.1)

Rezultat te operacije je realni broj, jer je desna strana jednadzbe (3.1)
suma produkata realnih brojeva. Opet ponavljamo da skalarni produkt
ne daje rezultat koji pripada skupu V,,, ve¢ daje realni broj koristec¢i
pravilo (3.1).

Primjer 3.1 Ako su a i b elementi prostora Vy i

a=(1,0,2-2), b=(—4,58,1),

31
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tada pravilo (3.1) dage

(@]b) = 1-(=4)+0-5+2-8+(-2) 1
= —4404+16—2=10.

Kao kod svake nove operacije, tako i kod skalarnog produkta, tre-
bamo nadi osnovna svojstva te operacije i njenu interakciju s postoje¢im
operacijama, + 1 -.

Teorem 3.2 Za skalarni produkt vektora vrijede sljedeéa svojstva:

(i) (x| z) > za sve x € V,

(ii) (x| z) = ako © samo ako x =0
(i)  (zly)=(ylz) zasver,yeV,

(iv) (ax | y) =ax|y) za sve x,y € V, i svaki o € R
(v) (z+ylz)=(z]2)+(y]2) za sve x,y,z € V,

Dokaz: (i) Ako koriste¢i definiciju (3.1) napiSemo izraz za skalarni
“kvadrat” (z | x), dobijemo

(37|.§L’):$1$1+I2$2+...+$n$n22$?. (3.2)

Jer su svi x; realni brojevi, tvrdnja (i) odmah slijedi.

(ii) Tvrdnja slijedi neposredno iz relacije (3.2).

(iii) Dokaz slijedi direktno iz definicije skalarnog produkta (3.1) zbog
komutativnosti mnozenja realnih brojeva.

(iv) Ova tvrdnja slijedi zbog asocijativnosti mnozenja i distributivnosti
mnozenja (u odnosu na zbrajanje) realnih brojeva.

(v) Tvrdnja slijedi zbog distributivnosti mnozenja prema zbrajanju re-
alnih brojeva. [ |

Uocimo da svojstva (iii) i (iv) povlace

(z]ay) = (ay|2) =aly[z) =a(z]y) = (ax [y).  (33)
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Svojstva (i) i (ii) teorema 3.2 su posebno vazna jer nam omogucéuju
definirati duljinu, odnosno normu elementa iz V,,. Normu od z € V,,,
koju oznacavamo s ||z||, definiramo relacijom

2]l = /(2 | ). (3.4)

Ako iskoristimo relaciju (3.2), dobivamo

|z = a3 + a3+ ... +a2. (3.5)

U V3 odnosno u Vg vrijedi

izl = /2% + 43, lell = /23 + 23 + a3,

Sto zapravo nije nista drugo do li iskaz Pitagorinog teorema u dvije,
odnosno tri dimenzije. Definicija norme vektora iz V,, relacijom (3.5)
nije nista drugo nego poopcenje Pitagorinog teorema na n dimenzija.
Na primjer, ako je a = (1,0,2,—2) € V4, onda je

lall = /12 + 02 +22 4 (-2)2 = VO =33.

Primijetimo jos, da iz svojstava (i), (ii) i (iv) skalarnog produkta slijedi

lz] =0,
||z|]| = 0 ako i samo ako z =0,
laz|] = faf f|=]| - (3.8

Zadnji rezultat je dobiven tako, da u definiciji (3.4) umjesto = pisemo
ar, pa koristenjem svojstva (iv) i relacije (3.3) dobijemo faktor a? ispod
korijena, §to daje faktor Va2 = |al.

Ako je z € V,, takav da je ||z|]| = 1, onda je z jediniéni vektor.
Jedinic¢ni vektor mozemo dobiti iz svakog netrivijalnog vektora, dijeleci
ga sa njegovom normom. Dakle, ako y € V,, nije nulvektor, onda je

(1)~
1yl Iyl
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jediniéni vektor u smjeru vektora y. On se jo§ zove normirani vektor
y. Jediniénu duljinu vektora z mozemo provjeriti tako da izracunamo
||| koristeci relaciju (3.8)

ot = | (7 ) o =g 1t = gt =1

Jednadzba (3.8) nam kaze kako se norma ponasa u kombinaciji s ope-
racijom mnozenja vektora sa skalarom. Sada ¢emo pokazati nekoliko
svojstava norme u kombinaciji sa operacijom zbrajanja u V,,. Koriste-
njem relacija (3.5) i (3.1) dobivamo

lztylP = (@xylaety)=(@|z)x@|yEylz)+y]ly)
= |lzl?£2(x | y) + llyl*. (3.9)

Zbrajanjem i oduzimanjem dviju jednadzbi koje se kriju u relaciji (3.9),
dobivamo

lz+yll?+ lz—yl” = 2|zl + 2|yl (3.10)
lz+yl* =z —ylI> = 4(z|y). (3.11)

Relacija (3.10) se zove relacija paralelograma jer je u svakom paralelo-
gramu zbroj kvadrata duljina stranica jednak zbroju kvadrata duljina
dijagonala. Druga relacija opet pokazuje da se skalarni produkt moze
izraziti preko kvadrata norme zbroja i kvadrata norme razlike ulaznih
vektora.

Teorem 3.3 Za sve x,y € V,, vrijedi

(z|y) < lzllllyll (Cauchy-Schwarzova nejednakost),(3.12)
le+yll < |z + |yl (nejednakost trokuta). (3.13)

Dokaz: Ako je x = 0 ili y = 0, onda nejednakosti (3.12) i (3.13)
postaju jednakosti pa (3.12) i (3.13) vrijede. Pretpostavimo da vrijedi
x # 01y # 01iizracunajmo

|z —ayll” = (z—aylz—ay)
= (z|x)—2a(z|y)+ Yy,



3.1. SKALARNI PRODUKT I NORMA U Vy 35
gdje je a bilo koji realni broj. Koriste¢i ¢injenicu da je ||z — ay|* > 0
i relaciju (3.4), dobivamo

0 < [|l2]]* = 2a(z | y) + o”|ly|.
Ova nejednakost vrijedi za svaki realni broj a. Ako uzmemo

(z | y)

o =
lyl>

dobivamo

0 < a2 ) + (ﬁy’”’;)) Iyl
HxHQ _ (I | y)2
Pk

— 2 (1= (= |y)*
= Il (1 ||x||2||yr|2>'

Dijeljenjem sa pozitivnim brojem ||z||* zaklju¢ujemo da je izraz u za-
gradi nenegativan. MnoZenjem sa pozitivnim brojem ||z|?||y||?, preba-
civanjem ¢lana —(z | y)? na lijevu stranu nejednadzbe, te uzimanjem
drugog korijena dobivamo nejednakost (3.12).

Koriste¢i nejednakost (3.12), dobivamo

le+yl* = Nl + 20 [y) + lyl® < ll=l* +2 | (@ | y) [ +]yl*
< ll® + 20zl iyl + lyl® = Azl + llylh*-

Uzimanjem drugog korijena lijeve i desne strane nejednakosti dobivamo
nejednakost (3.13). [ |

Nejednakost (3.12) kaze da vrijedi

L (=Y
= =l Iyl

<1,

pa mozemo relacijom cos€ = (z | y)/|z| ||y|| definirati kut 6. Uocimo,
ako je y = x, dobivamo cosf = 1, tj. § = 0, a ako je y = —x, dobivamo
cos) = —1, tj. 0 = . Ako x i y interpretiramo pomocu radij-vektora,
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tada je jasno da kut izmedu x i x mora biti 0, a izmedu z i —z mora
biti 7.
Sada relacija (3.9) prelazi u

lz = yll* = llzl* + lyll* = 2l Iyl coso,

Sto nije nista drugo nego kosinusov teorem. To nas motivira na sljede¢u
definiciju: kosinus kuta izmedu dva netrivijalna vektora iz V,, je dan
formulom

(z | y)
Iyl

cosf = r£0,y#£0,0<60<m. (3.14)
Ta se formula koristi i u analitickoj geometriji kod definicije kuta izme-
du dva radij-vektora.

Definicija (3.14) je osnova za definiciju ortogonalnosti vektora. Ka-
zemo da su vektori x i y iz V,, ortogonalni (ili okomiti) ako vrijedi

(z|y)=0. (3.15)

Koristeéi relaciju (3.15) odmah zaklju¢ujemo da je nulvektor ortogo-
nalan na svaki vektor.

Neka je dan vektor a € V,,. Potrazimo sve vektore z € V, koji
su ortogonalni na a. Uvjet koji svaki vektor x mora zadovoljavati je
jednostavan, (a | ) = 0. Skup svih vektora sa trazenim svojstvom
oznacimo sa U ,

U={x eV, (a]|z)=0}.

Pokazimo da je U vektorski potprostor od V,. Neka su wui,us € U
i a1,0 € R. Koristenjem svojstava (iii)—(v) skalarnog produkta iz
teorema 3.2 (specijalno svojstva (3.2)), dobivamo

(a | cqus + agug) = (a|aqur) + (a| agus) = ar(a | ur) + as(a | us)
= a1-0+a-0=0+0=0,

pa je aju; + asus € U. Prema uvjetu (ab) iz prethodnog poglavlja,
zakljucujemo da je U vektorski potprostor od V,. S obzirom da se
uvjet (a | ) = 0 moze zapisati u obliku homogene linearne algebarske
jednadzbe

171 + asas + ...+ apx, = 0, (3.16)
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pokazali smo da je skup svih rjesenja jednadzbe (3.16) vektorski pot-
prostor od V,. Sljedeca propozicija je jednostavna generalizacija te
tvrdnje.

Propozicija 3.4 Skup svih rjesenja sustava od p homogenih linearnih

jednadzbi
a1, + a199 + ... + ATy — 0
911 + Q999 + ... + Aonly — 0 (317>
AppTp + ApaTo + ...+ appry, = 0
cini vektorski potprostor od V.
Dokaz: Ako oznacimo: a; = (a;,Gi2,...,a;m), 1 < i < p, tada su
ai,as,...,a, € Vp, pa je skup svih rjesenja homogenog sustava (3.17)

opisan relacijom
V={xeV,(a]|z)=0, 1<i<p}

Uoc¢imo da je (0,0,...,0) € V, pa V nije prazan. Da bi pokazali da je
V vektorski potprostor moramo provijeriti je li uvjet (ab) iz tocke 2.3.3
ispunjen. Neka su vy,v9 € Vi ag,as € R. Tada za 1 <7 < p vrijedi

(a; | aqvr + agvy) = aq(a; | v1) + as(a; | va) = a1 -0+ a; -0 =0,
pa je ayvy + asuy € V. Time je propozicija dokazana. [ ]

U propoziciji je p proizvoljan. Ako je p dovoljno velik, mozda ¢e skup
rjesenja biti tek trivijalni potprostor {0}. Vidjet ¢emo da je najmanji p
sa tim svojstvom upravo broj nepoznanica n, ali pod dodatnim uvjetom
da vektori a; razapinju cijeli V,,.

Pitanje koje se sada namece jest, kako naéi sve vektore potpro-
stora kojeg ¢ine rjeSenja danog sustava linearnih homogenih jednadzbi.
Jedan nacin za opisivanje potprostora je odredivanje jednog njegovog
razapinjuceg skupa. Na zalost, jos nemamo sustavnu metodu nalazenja
razapinjuc¢eg skupa, pocevsi od sustava (3.17). Mogli bismo probati
metodom pokusaja i promasaja na¢i vrlo mnogo rjesenja sustava (3.17),
ali tako nikad ne bismo bili sigurni da svi ti vektori razapinju cijeli
potprostor. Sustavni postupak za to postoji i on je usko povezan sa
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nalazenjem minimalnog razapinjuceg skupa za L(ay, ..., a,). Uocimo
da {as, ..., ap} ne mora biti minimalni razapinjuéi skup. Kad jednom
nademo jedan minimalni razapinjuéi skup za L(ay, ..., a,), tada je

lakse odrediti skup svih vektora Z ortogonalnih na sve vektore spome-
nutog minimalnog skupa. Tada su svi vektori iz Z ortogonalni i na
vektore ay, ag, ..., ap, jer oni leze u L(aq, ..., ap).

Trazenje najmanjeg razapinjuceg skupa jednog potprostora se radi
na najefikasniji nacin pomocu algebarske strukture koju zovemo ma-
tricna algebra, a koju ¢emo razviti u sljede¢em poglavlju.

3.2 Skalarni produkt i norma u C,
Skalarni produkt u C,, definiramo relacijom
(x| y) =2101 + 22Ys + - . - + TpUn, - (3.18)

Rezultat te operacije je kompleksni broj. Svojstva skalarnog produkta
u C,, dana su sljedeéim teoremom.

Teorem 3.5 Za skalarni produkt vektora u C,, vrijede sljedeéa svojstva:
(i) (x]x)>0 za sve v € C,,

z|x)=0 ako © samo ako x =0

(
(iii) (x|y)=(y|x) za sve x,y € C,

_-
<

~

)
S

y) = a(x | y) za sve x,y € C,, i svaki o € C
(v) (@+ylz)=(x]2)+Wl2)  zsveryzeC,

Dokaz: (i) Koristeéi definiciju (3.18) za skalarni kvadrat (z | z),
dobivamo
(x| %) =21T1 + ToTo+ ...+ TpTn = D |3 |* . (3.19)
i=1
Jer su svi | x; |* nenegativni realni brojevi, tvrdnja (i) odmah slijedi.
(ii) Tvrdnja slijedi neposredno iz relacije (3.19).
(i), (iv) Dokazi slijede zbog istih razloga kao i za odgovarajuée tvrdnje
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u teoremu 3.2. [ |

Uocimo da svojstva (iii) i (iv) povlace

(] ay) =(ay|z)=aly|z)=aly|z) =alz|y). (3.20)

Vidimo da kod skalarnog produkta u vektorskom prostoru C,, skalar
koji mnozi drugi vektor izlazi ispred skalarnog produkta kao komplek-
sno konjugirani broj.

Kao i kod skalarnog produkta u V,,, preko svojstava (i) i (ii) mo-
zemo definirati duljinu, odnosno normu elementa C,,. Norma od x € C,,
definirana je relacijom

Iz = /(2 | 2) = |21 |2 + a2 + .+ [aa2. (3.21)
Na sli¢ni nacin kao i u prostoru V,,, pokaze se da vrijedi
|z|| >0, (3.22)
lz|| = 0 ako i samo ako x =0, (3.23)
Joz]] = [ ||| (3.24)

Vektor z € C, je jedini¢ni ako je [|z|| = 1. Ako y € C, nije
nulvektor, onda se na isti nacin kao prije, pokaze da je
- Y

1yl

jedini¢éni vektor u smjeru vektora y. Kao i kod skalarnog produkta u
V,,, direktnim ra¢unom mozemo provjeriti osnovna svojstva skalarnog
produkta u kombinaciji sa zbrajanjem vektora. Koristenjem osnovnih
svojstava skalarnog produkta dobijemo,

T

lox + By|* = (ox+ By | oz + By)
= |a?(|z]|* + aB(z | y) + aB(xz | y) + |8 [ly]I*.(3.25)

Stavimo li u (3.25) a =1, 8 = £1, dobivamo
lz £ y[I* = [[«]]* £ 2R (= | y) + [ly]*, (3.26)

gdje Rz oznacava realni dio kompleksnog broja z. Za o =1, § = +i,
dobivamo
lo £ iyl]* = [l«]|* £ 23(z | y) + [yl (3.27)
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gdje 3z oznacava imaginarni dio kompleksnog broja z. Koristeéi rela-
cije (3.26) i (3.27) dobivamo

I+ yl? + ll = ll* = 2l |* + 2y, (3.28)
1 , , , ,
(@ly) = {lle+ ol = e =yl + il + iyl — ille — iy]*} (3.29)

Dakle opet vrijedi relacija paralelograma (3.28). Relacija (3.29) izraza-
va skalarni produkt u C,, pomoc¢u normi odgovarajuc¢ih vektora.

Teorem 3.6 Za sve z,y € C,, vrijeds

(z |y)] < Jz|lllyll (Cauchy-Schwarzova nejednakost)(3.30)

le+yll < |zl + |yl (nejednakost trokuta). (3.31)

Dokaz: Kao i u dokazu teorema 3.3, mozemo pretpostaviti da su oba
vektora netrivijalna. Stoga je (y | y) # 0, pa su dobro definirani brojevi

_ _ i _ _(=]y)
a=/(y|y) =yl 5 Wl
Uvrstenje u (3.25) daje
@y P
OSH”@"” vl yH -
BT ST) Caal ) D) Call K ) [z Y o
= [lyl*llz]|* = [yl “y”(ly)HyH”y|| <|w+—wﬂ;wm
= wllPlzl? = @ [y) (@ | y) — (@ [y)(z [+ | (@ ]y)
= zlPlyl*= 1 (= | y) |*. (3.32)

Time je dokazana Cauchy-Schwarzova nejednakost.
Koristedi relaciju (3.26) i nejednakost (3.30), dobivamo

lz+yl* = Nl + 2R | y) + lyI* < [z + 2] (= [y) [ +]yl*
< lel® + 20zl iyl + lyl® = Azl + llylh*

pa uzimanjem drugog korijena lijeve i desne strane nejednakosti dobi-
vamo nejednakost (3.31). [ |
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Za vektore x,y € C,, kazemo da su ortogonalni (ili okomiti) ako vrijedi

(z[y) =0.

Opet je nul-vektor okomit na sve vektore. Sli¢no kao i prije, kut izmedu
vektora x,y € C,, se moze definirati preko formule

cosg = LD g0 0<0< T (3.33)
[ [yl 2

ali on ni u slucaju prostora Cy, C3 nema jasno geometrijsko znacenje.

3.3 Skalarni produkt i norma
u op¢em vektorskom prostoru

Skalarni produkt i norma u opéem vektorskom prostoru definiraju se
samo za vektorske prostore nad poljima & = R i & = C. Te dvije
funkcije definiraju se nezavisno jedna od druge, pa se vektorski pro-
stor u kojem postoji norma naziva normirani vektorski prostor, a onaj
u kojem postoji skalarni produkt naziva se unitarni vektorski prostor.
Vidjet ¢emo da je svaki unitarni vektorski prostor takoder normirani
vektorski prostor. Stoga razmatranje zapocinjemo s opcenitijim, normi-
ranim vektorskim prostorom. Do kraja ovog poglavlja ® je ili R ili C.

Definicija 3.7 Neka je (X, +,.) vektorski prostor nad ®, pri cemu je
& =R ili ®=C. Funkcija || || : X — R je norma ako vrijedi

(i) |z|| >0, za svakiz e X, (nenegativnost)
(ii) |loz|| =| | ||z]|, zasveaed zeX, (homogenost)
(i) |z 4yl <zl +llvll, za svex,y e X, (nejednakost trokuta)
(iv) |zl =0, ako i samo ako x =0 (definitnost).

Vektorski prostor na kojem je definirana norma zove se normirani vek-
torski prostor. Funkcija || || : X — ® koja zadovoljava samo svojstva
(i), (ii) i (iii) se zove polunorma ili seminorma.
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U normiranom vektorskom prostoru, norma sume ili razlike vektora
moze se ocijeniti odozdo.

Propozicija 3.8 Za svaku polunormu pa zato i normu vrijedi
e £yl = [zl = [yl - (3.34)

Dokaz: Iz nejednakosti trokuta slijedi
2l = llz =y +yll < llz =yl + llyll,

pa je
lz —yll > =] — [yl
Isto tako iz

Iyl = lly ==+l < ly — 2l + llzll = llz = yll + [l]
slijedi
lz =yl = ==l = llyll) -
Zakljucujemo da je

[z =yl = [ll=ll = llyll] -

Ako u posljednjoj nejednakosti zamijenimo y sa —y i koristimo svojstvo
(i), dobijemo

[z +yll = llz = (=)l = [zl = =yl | = [zl = {lyl[] . =

Primjer 3.9 U vektorskim prostorima V,, i C,, moZemo definirati slje-
dece funkcije

lzlli = |z + |z + ..o+ |zal, (3.35)
2]l = max{|zi], 22|, ... |2a|} (3.36)
Iz, = P+ 2ol + ... 4 [zalp, 1<p<oo  (3.37)

Lako je provjeriti da su ||z||1 i ||z]|e funkcije norme. Za opéu, tzv.
H7olderovu normu ||z||, dokaz je sloZeniji. Uocimo da je H”olderova
2-norma ||z||2 upravo ona koju smo prije proucavali. [ |
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Dvije norme || || 1 || ||z vektorskog prostora X su ekvivalentne, ako
postoje realni pozitivni brojevi ¢; i ¢ takvi da vrijedi

alzlla < lzlls < cof|zfla-

Npr. lako se pokaze da su norme || ||2, || |1 1 || || u vektorskom prostoru
V,, medusobno ekvivalentne. Pokusajte na¢i odgovarajuce konstante c;
i co za svaki par normi. Moze se pokazati da su u vektorskim prostorima
V, 1 C,, sve norme medusobno ekvivalentne.

Za definiciju skalarnog produkta vazna su svojstva (i)—(v) teo-
rema 3.2 odnosno teorema 3.5

Definicija 3.10 Neka je (X, +, ) vektorski prostor nad ®, gdje je & =
C. Funkcija (-] -) : X x X — ® se zove skalarni produkt ako vrijedi

(i) (x]z)>0 za sve v € X
(ii)

(x| 2x)= ako i samo ako x =0
(iii) (z]y)=(yl=) za sve T,y € X

(iv) (az |y) =a(x | y) za sve x,y € X i svaki o € @
(v) (x+ylz)=(z]|2)+(y]2) za sve x,y,z € X.

Ako je ® = R, tada u svojstvu (1ii) treba ispustiti operaciju kompleksnog
konjugiranja. Vektorski prostor na kojem je definiran skalarni produkt
zove se unitarni vektorski prostor.

Primjenom svojstava (i), (ii) i (iii) iz definicije 3.10, dobivamo

(z+ylz+y) = (@|z)+(@|y)+@lr)+ ]|y
= (z]|x)+2R(z |y)+(y]y). (3.38)

Da bi pokazali kako je svaki unitarni vektorski prostor takoder normi-
rani, trebat ¢e nam

Propozicija 3.11 U svakom unitarnom vektorskom prostoru sa ska-
larnim produktom (- | -) vrijeds

| (@ ]y) P< (@ ]2)(y]y). (3.39)
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Dokaz: Ako je z = 0 ili y = 0, onda relacija (3.39) vrijedi jer su obje
strane nejednakosti nula. Pretpostavimo da vrijedi  # 01y # 0 i
izracunajmo (xr — ay | r — ay) za realno a. Stavljajuéi —ay umjesto y
u nejednakosti (3.38), dobivamo

0<(z—aylz—ay)=(z|z) = 2aR(z | y) +®(y | y).

Ova nejednakost vrijedi za svaki realni broj a. Ako uzmemo

_ Rz ly)
(yly)
dobivamo
RE Iy Rz |\
0 < (z|x) 2(y|y> R( |y)+<(y’y>> (v [v)
_ W)_M
(v ly)
oo [ RE P
= (@ )<1 <x|x><y|y>>'

Ova nejednakost moze biti zadovoljena onda i samo onda, ako vrijedi

Rx | o)
Gl y) = (3.40)

Zamijenimo li x sa nzx, gdje je n kompleksni broj modula 1, koji zado-
voljava
(mz [y) =n(zy) =] (= |y) ],
dobivamo
(nz | nz) = nij(z | =) =[ (x| z) |,

(= | y)”
(@[ 2)(y [ y)
a to je isto §to i (3.39). Uocimo da trazeni n ovisi o x 1 postoji za svako
x. Mozemo ga definirati s

(z]y) :
n = [zl ako je (SL’ | y) # 0 .
1 akoje (z|y)=0

<1,
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Kako je nejednakost (3.40) istinita za svako z i y isto vrijedi i za ne-
jednakost (3.39). |

Propozicija 3.12 Ako je (- | -) skalarni produkt unitarnog vektorskog
prostora X, onda je pomocu ||z|| = +/(z | x) definirana norma na is-
tom prostoru. Prema tome, svaki unitarni vektorski prostor je ujedno 1
normarani vektorski prostor.

Dokaz: Treba provjeriti jesu li za funkciju ||z|| = \/(z | ) ispunjena
svojstva norme (i)—(iv) iz definicije 3.7. Svojstva (i) i (iv) slijede di-
rektno iz svojstava (i) i (ii) skalarnog produkta (vidi definiciju 3.10).
Kombinacijom svojstava (ii) i (iii) iz definicije skalarnog produkta lako
dobijemo

(ax | ar) = a(z | ar) = aa(r | 2) =| a |? (z | ).

Vadenjem drugog korijena lijeve i desne strane, dobivamo svojstvo (ii)
norme. Konacno, koristeéi relacije (3.38) i (3.39) dobivamo

= [lol® +2R( | ) + |ly[* < [l2* + 2(x [ )] + |19l
< el + 2l gl + Ty l® = izl + i)

iz ¢ega direktno slijedi preostalo svojstvo norme (nejednakost trokuta).

Jer je /(x| ) norma (u oznaci ||z||), propozicija 3.11 izrice da za
nju vrijedi Cauchy-Schwarzova nejednakost. Normu iz propozicije 3.12
¢emo zvati norma pridruzena skalarnom produktu ili norma izvedena
(inducirana) iz skalarnog produkta.

Propozicija 3.13 U svakom unitarnom vektorskom prostoru za pri-
druzenu normu vrijedi relacija paralelograma,

Iz +yl1* + llo = ylI* = 2[]* + 2]ly|I*. (3.41)

Dokaz: Relacija paralelograma se dobiva direktno zbrajanjem sli-
jedecih dviju relacija

|M+yﬁ =|M@+HW?+@IM+@M£% -
lz—yl> = llz|P+1lyll*—(z|y)—(y] ).
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U nasim dosadasnjim proucavanjima skalarnog produkta i norme dosli
smo do zakljucka da je svaki unitarni vektorski prostor ujedno i normi-
rani vektorski prostor. Postavlja se pitanje da li vrijedi i obratno, tj.
da li svakoj normi || || jednog normiranog vektorskog prostora mozemo
pridruziti neki skalarni produkt (- | -), tako da vrijedi ||z| = /(2 | x).
Odgovor je ne, i to dokazuje sljedeca

Propozicija 3.14 Za normu || ||1 vektorskog prostora V, ne postoji
niti jedan skalarni produkt (- | -), za kogi bi vriedilo ||z||, = /(z | x).

Dokaz: Kad bi postojao skalarni produkt sa tim svojstvom, onda bi
za normu || ||; morala vrijediti relacija paralelograma. Medutim, ako
uzmemo npr. z = (1,2,3,0,...,0) iy = (7,—-1,—1,0,...,0), imamo
r+y=(81,2,0,...,0), z —y=(—6,3,4,0,...,0), pa dobivamo

e+l +llz —yllf = 8+ 142)*+ (6+344)* =290,
2lzlF+2)ylli =21 +2+3)2 +2(T+1+1)> =72+ 162 = 234.

Dakle relacija paralelograma ne vrijedi, pa ne postoji skalarni produkt
kome bi bila pridruzena norma || ||;. [

Slicno se moze pokazati da ni za normu || ||, u V,, relacija paralelograma
ne vrijedi. Za koju normu u V,, relacija paralelograma vrijedi?

Prilikom dokazivanja da nekoj normi ne mozemo pridruziti skalarni
produkt koji ju inducira, posluzili smo se relacijom paralelograma.
Pokazuje se, da je ta relacija odlucujuca i za odgovor na pitanje: kada
mozemo nekoj normi pridruziti skalarni produkt koji ju inducira? Taj
rezultat navodimo bez dokaza.

Teorem 3.15 Normi || || nekog normiranog vektorskog prostora X mo-
zZemo pridruziti skalarni produkt (- | -) sa svojstvom ||z|| = /(x| )
onda i samo onda ako morma zadovoljava relaciju paralelograma. U
sluc¢aju realnog mormiranog prostora taj skalarni produkt odreden je
relacijom (3.11), tj.

(x[y) = i(Hx +yll* =Nl —yl*).
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U slucaju kompleksnog normiranog prostora taj skalarani produkt je o-
dreden formulom (3.29), tj.

1 . . . .
(1 9) = 7 {lle+ 9l — e = yl* +ille +iyl)* — e —iyl} -
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Lekcija 4

Matrice

U ovom poglavlju ¢emo uvesti novu algebarsku strukturu koja ¢e zna-
¢ajno pojednostaviti i sistematizirati racunanje rjesenja sustava line-
arnih jednadzbi. Ta algebarska struktura se zove matri¢na algebra.
Nova struktura je potrebna jer skalarni produkt (- | -) koji je upotre-
bljen u konstrukciji sustava u obliku

(a; |x)=0b;, i=1,...,m (4.1)

ne pripada (V,, +, ). Takove sustave ne mozemo rijesiti koriste¢i samo
operacije + i - koje pripadaju (V,, +, ). Za rjesavanje sustava linearnih
jednadzbi potrebna je veca struktura koja sadrzi dodatne operacije.

Matrica je matematicki objekt koji se sastoji od (realnih ili kom-
pleksnih) brojeva koji su rasporedeni u retke i stupce. Ona se zapisuje
u obliku pravokutne sheme. Brojeve od kojih se sastoji zovemo ele-
mentima matrice. Matrica A sa m redaka, n stupaca i s elementima
a;; zapisuje se kao

11 @12 @13 ... QAip
Q21 Q22 A23 ... Ay

A= . . . . = (aij) .
Am1 Am2 Am3 ... Amn

Takvu matricu zovemo m x n (¢itaj: m-puta-n) matrica ili matrica tipa
(reda, dimenzije) m x n. Pritom je (a;;) tek kraéi zapis za pravoktnu
shemu iz gornje relacije. Ako pisemo A = (a;;) mislimo na cijelu shemu

49
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brojeva koji ¢ine matricu A. Ako pisemo a;; (ili [A];; ili (A);;), mislimo
na element koji se nalazi na presjeku :—tog retka i j—tog stupca matrice
A. Pritom niz brojeva

i1, 525 Aq3, - - -5 Qin
zovemo 1—ti redak, a niz brojeva

Cllj
a/2j

CLmj

j—ti stupac matrice A. Ako vrijedi m = n, tj. ako je broj redaka
matrice jednak broju stupaca, kazemo da je A kvadratna matrica
reda n. Matricu sa samo jednim retkom zovemo matrica redak ili
jednoretcana matrica, a matricu sa samo jednim stupcem zovemo ma-
trica stupac ili jednostupcana matrica. Matricu, ¢iji su elementi realni
brojevi, zovemo realna matrica, a matricu, ¢iji su elementi kako realni
tako i kompleksni brojevi, zovemo kompleksna matrica.

Gore uvedena notacija podsjec¢a nas na notaciju koju smo koristili
za vektore. To nije slucajno, jer ¢emo kasnije vidjeti da vektore iz V,,
mozemo pistovjetiti sa jednostupcanim realnim matricama.

Prakticno je imati oznaku za skup svih m-puta-n matrica, bas kao
Sto je prakti¢no imati simbol V,, za skup svih uredenih n—torki realnih
brojeva. Sa R"™*"™ (C™*™) oznacavamo skup svih realnih (kompleksnih)
m X n matrica. Ako nam nije vazan podatak jesu li matri¢ni elementi
realni ili kompleksni brojevi, pisat ¢emo M,,,. Ako pisemo A € M,,,
(¢itaj: “A pripada skupu M,,,”), to znaci da je A m-puta-n matrica.
U slucaju kad je m = n, oznaka M, se skracuje na M,,.

Prva stvar, koju moramo definirati je jednakost matrica.

Definicija 4.1 Matrica A € M,,, je jednaka matrici B € M,, ako
vrijedi m =p, n=q 1

aij = bij, zasve 1<i<m, 1<j<n. (4.2)

U tom slucaju pisemo

A=B. (4.3)
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Prema tome, dvije matrice su jednake ako i samo ako imaju jednak
broj redaka, jednak broj stupaca i svaki element jedne matrice jednak
je odgovaraju¢em elementu druge matrice. Buduéi da matrica A ima
m-n elementata, jednakost (4.3) zapravo znaci m - n jednakosti realnih
brojeva.

Sada ¢emo uvesti osnovne operacije koje ¢ine strukturu matri¢ne
algebre. Pritom ¢emo elemente matrica A,B, C,... oznaciti sa odgo-
varajuc¢im malim slovima a;;, b;;, cij,. . .

Realne Matrice
U R™ " se zbrajanje matrica definira na sljedec¢i nacin.

Definicija 4.2 Neka je A € R™" i Be€ RP*Y. Akojem=pin=q,
onda matricu C € R™*" s elementima

Cij:az‘j—i‘sz, 1§Z§m, 1§j§n (44)
zovemo zbrojem ili sumom matrica A i B i pisemo
C=A+B. (4.5)

Zbrajanje matrica A i B znaci m - n zbrajanja realnih brojeva, kao
Sto je naznaceno u (4.4). Ono je definirano za svaki par matrica iz
R™*™ i rezulat je uvijek u R™*". Dakle je R"™*™ zatvoren u odnosu na
operaciju zbrajanja. Zbrajanje u R"*™ ima ova svojstva:

1. A+ (B+(C)=(A+B)+C (asocijativnost)
2. A+B=B+A (komutativnost)

3. Postoji matrica O € R"™*" (neutralni element) sa svojstvom da
je A+ O = A za svaku matricu A € R™*". Svi elementi matrice
O jednaki su nuli.

4. Za svaki A € R™"™ postoji jedna i samo jedna matrica koju
oznacavamo s —A (inverzni element), takva da vrijedi A+(—A) =
O. Ako je A= (a;;), onda je —A = (—a;;).
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Iz navedenih svojstava mozemo zakljuciti, da skup matrica R™*"
zajedno sa operacijom zbrajanja ¢ini Abelovu grupu (vidi §2.3).

Sljedec¢a operacija koju mozemo jednostavno definirati je mnozenje
matrica sa skalarom.

Definicija 4.3 Ako je A € R™" i ¢ € R, matricu B € R™" s
elementima
bij:caij, 1§z§m, 1§j§n (46)

zovemo umnozak ili produkt matrice A sa skalarom c i oznacavamo
B =cA. (4.7)

Jednakost (4.7) zapravo oznacava da smo svaki od m - n elemenata
matrice A pomnozili s ¢ kako bismo dobili matricu B. Jasno je da za
svaki realni skalar ¢ i svaku matricu A € R™*", mora B = cA opet biti
u R™*". Za proizvoljne A, B € R™" i a, 3, ¢ € R vrijedi

1. c(A+ B)=cA+cB (distributivnost mnozenja
prema zbrajanju u R™*™)

2. (a+pP)A=aA+ A (distributivnost mnozenja
prema zbrajanju u R)

3. (af)A = a(BA) (kompatibilnost mnozenja)
4. 1A=A (netrivijalnost mnozenja).

Za svaki par prirodnih brojeva m i n dobili smo strukturu (R™*™, +, ).
Iz svojstava zbrajanja matrica kao i mnozenja matrica skalarom za-
klju¢ujemo da je (R™*", 4+, -) vektorski prostor nad R.

Promotrimo sada vektorski prostor jednostupcanih matrica R™*!.

On se jos oznacava sa R". Neka su ay, as, .. ., a, realni brojevi. Pomoc¢u
njih mozemo naéiniti n-torku a = (ay,as,...,a,) € V, kao i jednos-
tupcanu matricu
a1
a2
A= . e R".

an
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Mijenjajuéi realne brojeve aq,...,a, na sve moguce nacine, vektor a
prolazi kroz cijeli skup V,, dok u isto vrijeme jednostupcana matrica
prolazi kroz cijeli skup R"™. Dakle, za svaki a € V,, postoji A € R" i
obrnuto za svako A € R" postoji a € V,, sa istim elementima. Dakle,

a1

a2
a=(ay,as,...,a,) : = A

A

Primijetimo da se uz to pridruzivanje, operacije + i - na V,, i operacije
+1i-na R", jednako ponasaju, tj. ako je a «—— A i b +— B onda je

a+b—— A+ B, «aa+— aA, zasvako a € R.

Stoga kazemo da su vektorski prostori (V,,, +,-) i (R", +, -) medusobno
izomorfni. Slobodno govoreci, dvije strukture su izomorfne, ako po-
stoji bijekcija izmedu njih takva da se operacije definirane na tim stru-
kturama identi¢no ponaSaju u odnosu na bijekciju.

Nema bitne razlike izmedu vektorskih prostora (V,, +,-) i (R™, +, ).
Stoga je uobicajeno da se jednostupc¢ane matrice iz (R, +, -) oznacava-
ju malim arapskim slovima, i nazivaju se vektorima. To je logictno jer
R™ je vektorski prostor. Ako skalarni produkt (ili normu) na vek-
torskom prostoru R™ definiramo na isti nac¢in kao i na vektorskom
prostoru V,, ; tada (R",+,-) postaje unitarni (ili normiran) vektorski
prostor, jednako kao i V,,. Kasnije ¢emo vidjeti da je za rjesavanje sus-
tava linearnih jednadzbi i drugih problema linearne algebre, R™ mnogo
znacajniji od prostora V,,.

Sve sto je receno za odnos izmedu vektorskih prostora V,, i R™ moze
se reéi i za odnos izmedu vektorskih prostora V,, i R™™.

Akosuay,...,a, € R™ neki vektori, tada notacija A = [ay,,. .., ay)
znaci da je matrica A tako izgradena da su aq,...,a, njeni stupci u
redoslijedu u kojem su napisani. Sli¢no, ako su df,...,a,, € R™"

jednoretcane matrice (joS se zovu: vektori retci), tada oznaka
/!
ay
/
A= | &

N
Ay,
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ukazuje da je A € R™*" tako gradena da su joj a,...,al retci, u re-

r'm
dosljedu koji je naznacen. Oznaka A = [ay,, ..., a,] se jos zove particija
matrice po stupcima, a ona druga particija po retcima.
Matri¢na algebra sadrzi osim operacija + i - jos dvije dodatne o-
peracije, i te operacije su pravi razlog zbog kojeg uvodimo tu novu
strukturu. Te dvije operacije ¢ine osnovu s kojom ¢emo kasnije moci

rijesiti mnoge probleme.

Definicija 4.4 Neka je A € R"™*" ¢ B € R™*?. Umnozak ili produkt
matrica A i B je matrica

C=A-BeR™? (4.8)

ciji elementi su odredeni formulom

Cij = @by + ibaj + aizbs; + ... + ainbn;
= Z aikbr; zasve 1 <i<m, 1<j<p. (4.9)
k=1

Vazno je primijetiti da je produkt matrica A i B definiran samo onda ka-
da je broj stupaca matrice A jednak broju redaka matrice B. Operacija
mnozenja matrica - moze se sagledati kao preslikavanje koje uredenom

paru matrica odredenih dimenzija pridruzuje matricu takoder odrede-
nih dimenzija, prema dijagramu

.o Ran X Rn><p N Rm><p .

Produkt matrica se obi¢no pise (kao i produkt skalara) bez znaka mno-
zenja izmedu faktora, dakle AB. Formula (4.9) izgleda na prvi pogled
vrlo komplicirano. Pretpostavimo da Zelimo izracunati c;;,

o o o o
o o o o
o 0o o o o
C— o O Cij o O
"o o o o o’
o o o o o
o o o o o
o o o o o
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pri ¢emu je C' = AB. Tada iz matrice A trebamo imati na raspolaganju
samo 1—ti redak, a iz matrice B samo j—ti stupac:

o - -
o o b o o
o
o o by o o
o o o
o o by o o
a< a a/ . . . a/
AB = 11 12 13 in o o . o o
o o o o o o o
o o o o
o o o o o0 o o
o o - o0 o
o o o o 0o o o
o o b, o o
o o o o o o o L -

Formula (4.9) kaze da jednostavno pomnozimo elemente i—tog retka
matrice A sa odgovaraju¢im elementima j—tog stupca matrice B i pro-
dukte zbrojimo.

Primjer 4.5 Ako su A € R*? i B € R**?

1 3
A=|0 -1, B:[?’ _61,
5 1

onda je C = AB € R¥*? i vrijedi

1-3+3-5  1-(—6)+3-3 18 3
C=|03+(=1)-5 0-(=6)+(-1)-3 | =| =5 -3
5.3+1-5  5-(—6)+1-3 20 —27

Ako za B uzmemo matricu stupac

onda je C € R? i pritom je

1 3 5 1-2+3-4 14
C=AB=1]0 -1 [41: 0-24(=1)-4 | =| —4]. m
5 1 5-2+1-4 14
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Neka je sada A € R™" i neka je x € R" jednostupcana matrica
odnosno vektor. S obzirom da A ima onoliko stupaca koliko x ima
redaka produkt Ax je definiran. Bududi je

a1 a2 ... Qin T
A 921 A9 ... QA9pn ’ v i) ’
Am1 Am2 .- Gmn Tn
imamo
a1121 + a9 + ... + A1nTy
Ay — 2171 + a22$2'+ st agpTy, .

11 + Qoo + . ..+ Ty

Ovo je zapravo lijeva strana sustava (4.1). Da bi sustav (4.1) u pot-
punosti opisali pomoc¢u matrica, trebamo jos napisati desnu stranu su-
stava pomocu vektora iz R™. Medutim, ako realne brojeve by, bs,. .. b,
smjestimo kao elemente vektora b € R™, onda mozemo sustav od m
linearnih jednadzbi iz relacije (4.1) napisati jednom matri¢nom jed-
nadzbom

Ax =b.

Ekonomicnost i efektivnost mnozenja matrica najbolje se ogleda u tome
Sto nam omogucava sustav od m linearnih jednadzbi s n nepoznanica
svesti na jednu matricnu jednadzbu koja ukljuc¢uje samo operacije iz
matricne algebre. To ¢e nam omoguciti da taj sustav rijeSimo samo
pomocu operacija iz matricne algebre.

Primjer 4.6 Tri sustava s kojima smo zapoceli kurs linearne algebre,
mozemo u matricnoj notaciji ovako zapisati:

01 -1 o | =111, 01 -1 o | =111,
1 0 1 1 0
01 -1 T | =11
12 —1 || o3 2
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Ako je A€ R™" 1 B € R"? onda je produkt AB € R™*? definiran.
Postavlja se prirodno pitanje da li je, odnosno kada je BA definirano.
Bududi da je B € R"? 1 A € R™", produkt BA je definiran samo
onda kada je broj stupaca matrice B jednak broju redaka matrice A, tj.
ako vrijedi p = m. Prema tome, AB i BA su istovremeno definirani ako
i samo ako je A € R™*"™ i B € R™™ za neke pozitivne cijele brojeve m
in. To je pogotovo istina kad su A © B kvadratne matrice istog reda.

Cak i ako obje matrice A i B pripadaju prostoru R™", to jos ne
znaci da vrijedi AB = BA. Na primjer, ako su

1 2 . 1 —1 ]
Azlg’l] i B =

tada je ) ]
-2 1

5 —1
| om0

5 =3

a5 -

Prema tome, mnozenje matrica opéenito nije komutativno. Ako za
kvadratne matrice A i B vrijedi AB = BA, kazemo da komutiraju.
Matrica C(A, B) = AB — BA se naziva komutator matrica A i B.
Jasno je da matrice komutiraju ako i samo ako je njihov komutator
nul-matrica. Evo primjera matrica reda 3 koje komutiraju:

010 0 30
A=10 0 2|, B=1]0 0 4
000 0 00
Svojstva mnozenja matrica su navedena u sljedec¢oj propoziciji.

Propozicija 4.7 Za mnoZenje matrica vrijede sljedeca svojstva:

AB+C) = AB+ AC, (4.10)
A(BC) = (AB)C, (4.11)
a(AB) = (aA)B = A(aB). (4.12)

Dokaz: Kako su na lijevoj i desnoj strani svake jednakosti - matrice,
dovoljno je pokazati da je ij-ti element lijeve strane jednak ¢j-tom e-
lementu desne strane.Prvo pokazimo svojstvo distributivnosti (4.10).
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Koristeci distributivnost mnozenja prema zbrajanu u R, dobivamo

[A(B + C)]Z] = Zazk B + O Zazk’ bk’] + ij)

= Z(aikbkj + aipCrj) = Z @b + Z Qi Clj
k k k
= [AB];; + [AC);; = [AB + AC);;.

Ovdje k prolazi vrijednosti od 1 do broja stupaca od A. Za drugu
tvrdnju (asocijativnost matri¢nog produkta) koristimo asocijativnost
mnozenja u R,

[A(BC)]ij = Z ik BC Z Qi Z brici;
= Z Z ai (briciz) Z Z ik bricy;

= Zzaikbklclj = Z lz aikbkl] ci
Ik 1 Lk

— ;[AB]HCU = [(AB)CLJ

Zadnja tvrdnja ide najlakse. Imamo

[CY(AB)]” = a[AB]ij:aZaikbkj
[(aA)B]ij = Z[O‘A]Zkka:Z(aazk)bkﬂ

[A(@Bﬂij = Zazk OéB Zazk Oabk]

Kako su zadnje sume u svim jednakostima jednake )~ cva;,by; sve lijeve
strane su medusobno jednake. [ |

Jednu vaznu klasu matrica ¢ine dijagonalne matrice. Najpoznatiji
primjer dijagonalne matrice je jedini¢na matrica

10 ... 00

01 00
I=|. | e R, (4.13)
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Ona je jedini¢ni element skupa R"*™ s obzirom na mnozenje jer vrijedi
Al=TA=A za svako A € R™".

Dakle, ima istu ulogu kod mnozenja matrica, kao i broj 1 kod mnozenja
realnih brojeva. Malo opcenitije, vrijede relacije: IA = A za svako
A e R"P i Al = A za svako A € RP*". Jer je I reda n jos se koristi
oznaka I,,.

Opcenitije, dijagonalna matrica je ona kod koje su svi izvandijago-
nalni (to su oni koji nisu dijagonalni) elementi jednaki nuli. Dijago-
nalnu matricu ¢iji su dijagonalni elementi aq, as, ..., a, oznacavamo S
diag (a1, ag, ..., o), dakle je

ap 0 0 ... O
0 (6D) 0 0
diag (g, a9, ..., a0) = | . . . .
0 O Qy,

Odmah vidimo da produkt dviju netrivijalnih dijagonalnih matrica
(npr. diag(1,0,2) i diag(0,—1,0)) moze biti nul-matrica. ~Nul ma-
trica takoder spada u dijagonalne. matrice. Dijegonalne matrice ¢ine
vektorski prostor koji je zatvoren i u odnosu na matricno mnozenje.
Neka je D = diag (aq,...,a,) 1 A € R™P. Tada je i-ti redak od DA
jednak i-tom retku od A pomnozenom sa «;, pri ¢emu je 1 < i < n.
Slicno, ako je A € RP*", tada je i-ti stupac od AD jednak i-tom stupcu
od A pomnozenom sa «;. Ako su dijagonalni elementi od D pozitivni,
operacija DA (AD) se naziva skaliranje redaka (stupaca). Dijago-
nalne matrice koje dobivamo mnozenjem jedini¢cne matrice skalarom
(tj. one oblika al) nazivamo skalarne matrice. Ako je D = al, onda
je DA = aA, a takoder i AD = aA, ¢im su dimenzije matrica takve da
su produkti definirani.

Potencije kvadratne matrice A se ovako induktivno definiraju:
A =171, A™' = AA" zar > 0. Lako se pokaze (vidi zadatak 1) da
vrijedi APA? = AYAP = APt za sve nenegativne cijele brojeve p i q.
Stoga je dobro definiran matriéni polinom p(A) = a,A¥+ay_ AF1+
<o+ + a1 A+ agl, pri ¢emu su «g, . .., ax realni brojevi.
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Monozenje matrica katkad daje iznenadujuce rezultate. Npr. ako je

010
A=10 0 1
000

onda je
01 0] 7010 00 1
A2=A-A=1|0 0 1 00 1l=000
000][0O00O0 000
i
0107001 000
A=A -A>=10 0 1 00O0|=|000]|=0.
000][0O00O0 000

Dakle, postoje 3 x 3 matrice za koje je A # O, A? # O ali je A®> = O.
Na sli¢ni na¢in bismo mogli pokazati da postoje n X n matrice za koje je
prvih n — 1 potencija razlicito od O, ali vrijedi A" = O. Ako je A # O
i A¥ = O za neko k € N, tada se A naziva nilpotentna matrica.
Pokazimo jo$ jedno iznenadujuée svojstvo matri¢nog mnozenja. Ako

je
0 1
=14
dobivamo

=JI=1 — :_—:_1(1)1’
e BT I R A R

tj.
JP=—T.

U aritmetici ne postoji realan broj ¢iji kvadrat je —1. Zato i jesu
uvedeni kompleksni brojevi. S njima mozemo rijesiti npr. jednadzbu
2?> = —1. U matri¢noj algebri postoji realna matrica, ¢iji kvadrat je
jednak —1.

Postoji jos jedna vrlo korisna operacija na matricama. Naziva se

operacijom transponiranja.



61

Definicija 4.8 Neka je A € R™ ™. Matrica AT € R™™ se naziva
transponirana matrica A, ako je svaki redak od AT jednak odgo-
varajuéem stupcu matrice A.

Prema tome, transponiranu matricu dobivamo tako da stupce (retke)
matrice zamijenimo njenim retcima (stupcima). Ako je

a1 a12 ce A1p
a921 a92 ce Qon
A=
m1 Am2 ... Gmp
onda je
ajpr a21 ... Ami
AT _ A12 QA929 ... Am2
A1p A2, ... Amn

Krace to zapisujemo: ako je A = (a;;), onda je AT = (a;;). Na primjer,
ako je

1 2
A= L3 , onda je AT =13 4
2 46 5 6

Operacija transponiranja je unarna operacija koja matrici pridruzuje
njoj transponiranu matricu. Da bi pokazali korisnost te operacije, vra-
timo se problemu odredivanja svih x € V,, za koje vrijedi

(a|z)=0, (4.14)

gdje je a € V,, zadani vektor. Ve¢ smo vidjeli da svaki vektor iz V,,
mozemo identificirati sa vektorom (matricom stupcem) iz R™. Tu iden-
tifikaciju ¢emo primijeniti na oba vektora a i x iz V,,. Oznacimo li i
pripadne jednostupcane matrice takoder sa a i x, imamo

a1 g
a2 X2

Qn Tn
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Jer

aT:[al Ao ... an},

ima stupaca koliko z ima redaka, produkt a’x je definiran i vrijedi
a's = ajxy + aseo + ...+ apt,, . (4.15)

Iz definicije skalarnog produkta u V,, znamo da je desna strana jedna-
dzbe (4.15) skalarni produkt u V,,. Kako je na isti nac¢in definiran i
skalarni produkt u R", a’z je skalarni produkt vektora a i x iz R". To
mozemo ovako zapisati

(a|z)=a"z a,r €R", (4.16)

pri ¢emu je (- | -) oznaka za skalarni produkt u R”. Sada mozemo
sustav od p jednadzbi oblika

(ar | ) =0, 1<Ek<np, (4.17)
zamijeniti odgovaraju¢im sustavom matri¢nih jednadzbi
alr=0, 1<k<p. (4.18)

Ako pisemo )
T
ap = | Qg1 Qg2 - .. akn},

i uvedemo matricu A pomoc¢u redaka:

T A
ai ayr a1 ... QAip
T
a a a Lo a
2 21 22 2n
A=| 2 1= : (4.19)
T
CLp ] Qp1 Qp2 ... Gpp

onda sustav jednadzbi (4.18) prelazi u matri¢nu jednadzbu
Az =0, (4.20)

gdje je 0 € R? nul vektor.

Kako dvije matrice iz R™" uvijek mozemo mnoziti i dobivamo
rezultat koji je opet u R™ ", citatelj bi mogao pomisliti, da se ma-
trice mozda mogu i dijeliti. Ponekad se matrice zaista mogu dijeliti
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(npr. matrice reda 1 koje su realni brojevi ili skalarne matrice), ali to
nikako nije op¢i sluc¢aj. Primijetimo da je npr.

oollna]-lool

Sto znaci, da ne postoji matrica koja podijeljena sa [8 O] daje

l 0 7(; ] Promotrimo zato matricnu jednadzbu

0
AX =C

gdje su A i C eksplicitno zadane. Pitanje je mozemo li “dijeliti” C' sa
A da bi dobili X? Da bi to postigli treba nam matrica W sa svojstvom

WA=1.
Naime, onda imamo
X=IX=(WAX=W(AX)=WC.

Pritom smo iskoristili svojstvo asocijativnosti produkta matrica i svoj-
stvo WA = I. Zapravo, nacinili smo ono $to radimo i sa skalarnom
jednadzbom ax = . Mnozimo ju s w = 1/a. Na problem nalazenja
matrice W ¢emo se vratiti kasnije.

Nabrojimo sada glavna svojstva operacije transponiranja.

Propozicija 4.9 Operacija transponiranja ima sljedeca svojstva,

(AT = A, (4.21)
(A+B)T = AT 4+ BT, (4.22)
(AB)T = BTAT, (4.23)

Dokaz: Prvo treba provjeriti (za svaku jednakost) da je dimenzija
matrice na lijevoj strani jednakosti jednaka dimenziji matrice na desnoj
strani. Tu provjeru ostavljamo citatelju. Zatim treba pakazati da je
proizvoljni element matrice na lijevoj strani jednak odgovarajucem e-
lementu matrice na desnoj strani.
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Kako je ij-ti element matrice A” jednak a;;, mora biti ij-ti element
matrice (AT)T bag a;;. No, to je ij-ti element od A, pa je prva jednakost
(4.21) dokazana. Sli¢no, ij-ti element od (A + B)T je aj; + bj;, a to je
takoder ij-ti element desne strane u jednakosti (4.22). Konac¢no, ij-ti
element od (AB)T je ji-ti element od AB, tj.

[(AB)"];; = [(AB)];s = gaﬂebm,

gdje k prolazi vrijednosti od 1 do broja stupaca od A (ili redaka od B).
S druge strane, ij-ti element od BT AT je

[BTATL'J’ = Z[BT zk AT Z bkza]k = Z a]kbkza
k

¢ime je dokazana i zadnja jednakost. [ |

Primijetimo da su u zadnjem svojstvu matrice A i B zamijenile poredak.

Koriste¢i propoziciju 4.9 (4.23) lako se pokaze da osim “lijeve distri-
butivnosti” vrijedi i “desna distributivnost”. Najme, uz pomo¢ relacija
(4.23), (4.21), (4.21) i (4.10) jednostavno dobivamo

B+C)A = [(B+0)A"] =[a"(B+0)]
= [a"(B" + )] = [AB" 4 ATC"]"
= [BAT + ()] =[BA+CAT]
— BA+CA. (4.24)

Relaciju (4.16) mozemo iskoristiti za pisanje norme vektora iz R™ pomo-

¢u operacije mnozenja matrica. Buduéi da je ||z| = 1/(z | ), imamo

||| = VaTz . (4.25)

Formula (4.25) i jednakost (4.23) omogucavaju npr. napisati izraz za
normu od Az, gdje je A e R™" iz e R™

|Az|| = VaT AT Az . (4.26)

Zadatak 4.10 Neka su A € R™*", B € R™P. Dokazite sljedece turd-
nje.
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(1) Ako je B = [by,...,b,| stupcana particija matrice B, tada je
AB = [Aby, ..., Aby| stupc¢ana particija matrice AB.

(i) Za retcane particije matrica A i AB vrijedi implikacija

al al'B
A=| ¢ | =AB= :
al al B
(iii) Ako je A = [ay,...,a,] stupcana particija matrice A i x € R",
tada je Ax = x1a1 + ... THa,, gdje Su x4, ..., T, komponente ve-

ktora x.
(iv) Ako jey € R™, y' = [y1,...,yn] i ako je

by
B=| : (4.27)
bT

retéana particija od B, tada je y' B = y;b7 + -+ + y,bL.

(v) Ako je A = [ay,...,a,] stupéana particija od A i ako je (4.27)
retcana particija od B, tada je

AB = a;b] + ...+ a,bl .
Pritom je svaka matrica a;bl € R™P. [ |

Za svaki par prirodnih brojeva m i n, struktura (R™*"™, + ) je zatvore-
na u odnosu na operacije + i -. Mnozenje matrica iz R™*" je definirano
tek ako je m = n. Takoder je vazno da je skup R™*™ zatvoren u odnosu
na matricno mnozenje. Oznac¢imo li privremeno operaciju mnozenja
matrica sa X, mozemo pisati (R"*", +,+, X), pri ¢emu je (R™™"™, +,-)
vektorski prostor, a mnozenje x zadovoljava svojstva (4.10), (4.24),
(4.11) i (4.12). Takva struktura se zove algebra. Kako u R™*"™ postoji i
neutralni element / za mnozenje X, kaze se da je (R"*", +, -, X ) algebra
s jedinicom. Dakle, skup matrica reda n ¢ini algebru s jedinicom.
Ona opcenito nije komutativna. Na njoj je definirana i unarna operacija
transponiranja koja zadovoljava svojstva (4.21)—(4.23).
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Promotrimo jos skup Mg svih realnih matrica,

MR — U Rmxn
m,nGN

Neka x oznacava operaciju mnozenja matrica, a I" operaciju transponi-
ranja matrica. Skup Mg je sigurno zatvoren u odnosu na operaciju
mnozenja matrice sa skalarom. Isto tako je zatvoren u odnosu na ope-
raciju transponiranja. Medutim, ostale dvije operacije nisu definirane
za svaki par matrica iz Mg. Ipak, postoji lijepo svojstvo skupa Mg,
da je zatvoren s obzirom na te dvije operacije uvijek kad je rezultat tih
dviju matrica definiran.

Kompleksne matrice

Sa C™*™ smo oznacili skup kompleksnih m x n matrica. U taj skup je
ukljucen i skup realnih matrica R™*", pa je skup C™*" veéi od R™*".

Zbroj dviju matrica A, B € C™*" je definiran na isti nac¢in kao i
u R™*" dakle: C' = A+ B ako je ¢;; = a;; + bjj zasve 1 < i < m,
1 <j<n,gdjesu A= (a;), B=(bj)iC = (c;). Kako su a;; i by,
opc¢enito kompleksni brojevi, operacija + na nivou matric¢nih elemenata
je operacija zbrajanja kompleksnih brojeva. Na isti nacin kao i prije,
lako se pokaze da je (C™*™ 4) Abelova aditivna grupa. Neutralni
element je matrica O € C™*™ ¢iji su elementi same nule. Inverzni
(zapravo suprotni) element od A € C™" je matrica —A = (—ay;).
Uocimo da je O takoder u R™*". Sto vise, (R™™ 4) je netrivijalna
podgrupa od (C™*" +).

Kod mnozenja matrica iz C™*™ skalarom, moramo dozvoliti mno-
zenje kompleksnim brojevima. Neka je A € C™*" i w € C. Tada je
B =w-A (ili kra¢e B = wA) ako je b;; = wa;; za sve i, j. Ova operacija
ima ista svojstva kao i operacija mnozenja realnim skalarom u R™*".
Stoga C™*™ uz operaciju zbrajanja i mnozenja skalarom iz C postaje
vektorski prostor (nad poljem kompleksnih brojeva), koji oznac¢avamo
s (C™™ 4,.). Uocimo da (R™" +,-) nije vektorski potprostor od
(C™ ™ +.) jer ti vektorski prostori nisu definirani nad istim poljem.

Elemente od C™*! opet zovemo matrice stupci, jednostupéane ma-
trice ili vektori. Oznaku C™*' zamijenjujemo oznakom C”, a za sam
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vektorski prostor tih vektora koristimo oznaku (C",+,-). Kao i prije,
lako se pokaze da su vektorski prostori (C,,,+,+) i (C", 4+, -) izomorfni.

Operacija mnozenja kompleksnih matrica definirana je samo za pa-
rove matrica kod kojih lijevi faktor ima onoliko stupaca koliko desni
faktor ima redaka. Mnozenje je definirano na isti nacin kao kod realnih
matrica (vidi definiciju 4.4). Neutralni element s obzirom na matri¢no
mnozenje je opet identiteta, tj. jedini¢na matrica I (koja jeiu R™ ™ iu
C™*" ako je reda n). Mnozenje matrica ima ista svojstva (4.10)—(4.12),
ukljucujuéi i svojstvo (4.24) koje se dokazuje na isti nac¢in. Najme, ope-
racija tranponiranja je definirana za svaku kompleksnu matricu na isti
nacin kao i u sluc¢aju realnih matrica. Time smo zapravo pokazali da je
(C™*™ + - x) algebra s jedinicom, gdje smo nac¢as matricno mnozenje
oznacili s X.

Glavna razlika u definicijama vezanim uz algebre R™*™ i C™*™ dolazi
u momentu kad se zeli u njima definirati skalarni produkt odnosno
norma. Sjetimo se, u V,, odnosno u R" skalarni produkt vektora a i b
bio je definiran formulom a;b; + - - - + a,b,, gdje su a; ,b; komponente
od a, b, respektivno. Zato se u R" skalarni produkt mogao zapisati kao
a’b. U C, je skalarni produkt definiran formulom

(a|b) =aby + -+ anby,

pa zato u C" ne mozemo pisati (a | b) = a’b, a,b € C*. Da bi ipak
(a | b) napisali pomoc¢u operacije matricog mnozenja moramo uvesti
operaciju komleksnog konjugiranja i kompleksnog transponiranja.

Ako je z = z1 +129 kompleksni broj, tada je Z = z; —i29 kompleksno
konjugirani broj. Na sli¢ni na¢in definiramo i kompleksno konjugiranu
matricu, a onda i kompleksno transponiranu matricu.

Definicija 4.11 Neka je Z € C™" i Z = Zy + 14y, pri cemu Su
Zh, 2y € R™", Tada se Zy — 175 zove kompleksno konjugirana
matrica i oznacava sa Z. Kompleksno transponirana ili hermitski
adjungirana matrica Z je matrica Z* = Z1 —iZ1.

Uoc¢imo da su obje operacije definirane za svaku kompleksnu matricu
i pritom je Z € C™" i Z* € C"™ ako je Z € C™ ", Operacije
kompleksnog konjugiranja i kompleksnog transponiranja imaju sljedeca
svojstva.
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Propozicija 4.12 Neka su Z,W € C™*" i a € C. Tada je

(i) 70=(2) =727, 7=2, 7 =7
(ii) Z+W=2Z+W , (Z+W) =Z"+W*
(iii) aZ =az, (aZ) =aZ*

(iv) W =2ZW . (ZW) = W* Z*.

Dokaz: Sve tvrdnje izlaze iz osnovnih svojstava konjugiranja kom-
pleksnih brojeva: z =z, a + 8 = a+ (3, aff = @f i osnovnih svojstava
operacije transponiranja. [ |

Uoc¢imo da vrijedi

(a]b) = aiby+--+ab,
= biag+ -+ bpa, =b'a =ba,

pa smo uspjeli skalarni produkt prikazati pomocu produkta matrica.
Zato za normu vektora vrijedi

lal =i [P+ + [ a. P = V.

Uocite da tvrdnje (i) — (v) iz zadatka 4.10 vrijede i za kompleksne
matrice.




Lekcija 5

Linearno nezavisni vektori

U ovom poglavlju pripremamo teren za rjeSavanje homogenog sustava
od p linearnih jednadzbi s n nepoznanica, koji pisSemo u obliku

Az =0, (5.1)

Pritom su A € RP*", x € R", a 0 € R? je nul vektor. Prije nego su-
stav rijesimo, trebamo uvesti pojmove minimalnog razapinjuc¢eg skupa,
dimenzije vektorskog prostora i ranga matrice. Oni su potrebni u opisu
skupa svih rjesenja sustava (5.1), a takoder i u uvjetima koji se posta-
vljaju na matricu.

Nas polazni sustav se obi¢no zapisuje u obliku

a1, + a19x9 + ... + ATy — 0
2121 + Q92T + ... + agn‘l.’n. =0 (52)
Ap1Tp + ApaTo + ...+ appy, = 0.

Ponovimo jos jednom kako smo od sustava (5.2) dosli do zapisa (5.1). Sa
a; € R"™ smo oznacili vektor ¢ije su komponente koeficijenti a;,. .. ,ain
i-te jednadzbe sustava. Zatim smo postavili zahtjev da x bude okomit
na sve vektore a;, 1 < ¢ < p. Kao skupna informacija o svim kompo-
nentama vektora a; pojavila se matrica A. Uz oznake

T

T Q41 a;

T ;2 (IT

_ _ 7 _ 2
v=| T w= ) T A= T (5.3)

T

T Qin an
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okomitost vektora x na sve vektore a;, moze se zapisati kao

T T

0 a1 x ai ay;r a1 ... QAip T
T T

0 | ax || ay v A91 Q92 ... Qop To
T T

0 a, a, apt Qp2 ... Qpp T

ili krace Az =0.

5.1 Minimalni razapinjuéi skup

Na isti nac¢in kao i u propoziciji 3.4, lako se pokaze da skup svih
rjeSenja sustava linearnih jednadzbi Az = 0 ¢ini vektorski potpros-
tor. Taj potprostor je razapet vektorima koji su okomiti na sve vektore
ar,as,...,a,, pri cemu su a; odredeni relacijom (5.3). Kako razapi-
nju¢ih vektora za neki potprostor moze biti vrlo mnogo, postavlja se
pitanje kako za dani potprostor pronaci razapinjuc¢i skup koji sadrzi
minimalni broj vektora.

Primjer 5.1 Neka je potprostor X C R? razapet vektorima

1 0 1 1 5
) 1 ) 1 ) 2 ) -3 )
0 0 0 0 0

i neka je Y C R3 razapet vektorima

1 0
o, |1
0 0

U oba potprostora nalaze se svi vektori iz R ¢ija je treéa koordinata
jednaka nuli. Zato je Y = X. Prema tome su vektor:

1 1 5
1), |2/, | -3
0 0 0

u definiciji potprostora X suvisni. [ |
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Svaki skup vektora vektorskog prostora razapinje neki potprostor, koji
moze biti i cijeli vektorski prostor. Mi zelimo izdvojiti iz danog skupa
vektora jedan njegov podskup, kao u primjeru 5.1, koji razapinje isti
potprostor, ali koji je u nekom smislu minimalan.

Definicija 5.2 Neka je S podskup vektorskog prostora X . Minimalni
razapinjuéi podskup od S je svaki podskup M od S, koji zadovoljava
sljedeca dva svojstva:

2. Niti jedan pravi podskup skupa M ne razapinje L(S).
M se jo§ zove minimalni razapinjuéi skup od L(S). [ ]

Npr. ako je S = {a1,as,...,a,}, tada je M = {uy,ug,...,u.}, 7 < p,
gdje je svaki u; neki od vektora iz §. Sada se uvjet 1. iz definicije 5.2
zapisuje kao

L(uy,...,u.) = L(ay,...,a,).

Uoc¢imo da u zadnjoj jednakosti poredak vektora ai,...,a, (odnosno
Uy, ..., u,) nije vazan, jer je L(aq,...,a,) tek kraca oznaka za L(S) =
L({ay,...,a,}).

Ako imamo skup vektora koji razapinje odredeni vektorski potpro-
stor, pitanje je kako pronaci neki njegov minimalni razapinjuci podskup.
Trebat ¢e nam algoritam koji polazeéi od skupa {as, ..., a,} daje na
izlazu minimalni razapinjuéi skup {uy, ..., u.}, r < p. U konstrukciji
algoritma koristi se sljeded¢i rezultat.

Propozicija 5.3 Neka je X vektorski prostor i xq, ..., xy vektori iz X.
Ako je y linearna kombinacija vektora x;, 1 < i < k, tada je

L(yvxla"ka):L(x17"'7xk) (54)
Dokaz: Uvijek vrijedi L(zy,...,2;) € L(y,x1,...,2%), bez obzira
kakav je y. To je zato jer se svaka linearna kombinacija iz L(z1,. .., zx)
moze prikazati kao neka linearna kombinacija iz L(y,z,...,x;). Nai-

me, svaku linearnu kombinaciju f1x1 + - - - + Brxr mozemo zapisati kao
Oy—l—ﬁlxl—i-—l—ﬂkmk
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Dokaz e biti gotov ako pokazemo da za y € L(x1,...,xy) vrijedi i
obrnuta inkluzija L(y,x1,...,xx) C L(z1,...,Tk).
Neka je
Y= 21 + Qg + ... + QT (5.5)
Podimo od proizvoljnog elementa z € L(y, z1,...,zx) i pokazimo da je
on u L(zy,...,x). Za z postoje realni skalari 3;, 0 < i < k, tako da
vrijedi

2 = Boy + Brx1 + Paa + - - + Bk

Uvrstavajuéi izraz na desnoj strani jednakosti (5.5) umjesto y, dobi-
vamo

z = folarxy + aowg + ... + axy) + frz1 + -+ - + Brxg
= (b1 + Boov)xr + -+ (B + Boou) i -

Dakle je z € L(zy, ... ,x;), pa zakljucujemo da je L(y,z1,...,x,) C

L(xy,...,x5). |

Jasno je da y u relaciji (5.4) moze stajati ispred ili iza bilo kojeg vektora
x;. Opisimo sada algoritam za odredivanje minimalnog razapinjuceg
skupa.

Algoritam 5.4 Polazimo od p vektora x1, s, . .., x, vektorskog prosto-
ra X. Algoritam odreduje jedan minimalni razapinjuéi podskup skupa
{z1, ..., x,}. Algoritam koristi pomocne vektore uy,. .. u,.

0. Inicijaliziraj brojac k 1 vektore u;:

k=p, w =x1,...,u,=ap
1. Ustanovi postoje li skalari cv,. . . ,ax, koji nisu svi jednaki nuli © za
koje vrijedi
Uy + osug + ..+ agur = 0. (5.6)

Ako postoje, prijedi na korak 2., inace prijedi na korak 3.

2. Neka je a; # 0.
(a) ako je j < k, prenumeriraj vektore: w; = wji1,. .. U—1 = Uy
i prijedi na (b); ako je j =k odmah prijedi na (b);
(b) Stavi k =k — 1 i vrati se na korak 1.
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3. Stavir =k, M=A{uy,...,u.}. |

U koraku 2 (a) algoritma vazan je redoslijed: prvo wji; postaje u;,
zatim (ako je j 4+ 2 < k) u;42 postaje u;jiq itd.

Koraci 1. i 2. zahtijevaju obrazlozenje. U koraku 1. zahtijeva se
provjera egzistencije netrivijale linearne kombinacije koja je nul-vektor.
To je za vece n netrivijalan problem za ¢ije rjeSavanje postoje posebne
metode (koje izlaze izvan ovog kursa linearne algebre). Medutim, za
dobru definiranost algoritma bitno je da je pitanje egzistencije netrivi-
jalne anihilirajuc¢e linearne kombinacije uvijek rjesivo: ili takve linearna
kombinacija postoji ili ne postoji.

Obrazlozimo kako algoritam funkcionira. Ako je u koraku 2.(a) a; #
0, tada se u; moze izraziti kao linearna kombinacija ostalih vektora:

Uj = —E (a1u1 + -+ ozj_luj_l + CYj_HUj_H + -+ ozkuk)
J

pa je po propoziciji 5.3,

L(ul, ce uk) = L('U,l, e Uj—1, Ujg1,y - - ,uk) . (57)
Dakle, iz skupa {uy, ..., u;} smijemo izbaciti u;, a da skup {us, ... u;_1,
Ujy1, ..., U,y 1 dalje razapinje isti potprostor. Da bi u novom skupu

vektora,indekse brojali uzastopnim brojevima, smanjujuemo ih nakon
indeksa j — 1 za jedan. Kako se broj vektora smanjio za jedan, azurira
se i broj vektora k.

Primjer 5.5 Primijenite algoritam 5.6 na vektore iz primjera 5.1. U
algoritmu imate mogucnost biranja koeficijenta a; # 0. Odabirajte j
tako da postepeno izbacite sve vektore osim prva dva. [ |

Iz algoritma 5.4 vidimo da se postupak izbacivanja vektora ponavlja
tako dugo dok se ne dobije skup vektora {uy, ..., ux} za koji jednadzba

oy + -+ agug =0 (5.8)

u nepoznanicama asq, ..., ima samo trivijalno rjesenje: a3 = --- =
ap = 0.

Propozicija 5.6 Skup vektora M, dobiven algoritmom 5.4 je mini-
malni razapinguci podskup skupa {xy,..., x,}.
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Dokaz: Iz opisanog postupka je jasno da je M C {zy,...,z,}. Tako-
der, zbog jednakosti (5.7), nakon svakog prolaza kroz petlju u algo-
ritmu, zakljucujemo da vrijedi L(us, ..., ux) = L(21,...,2,). Stoga e
vrijediti i L(M) = L(z1, ..., ).

Jasno je i da niti jedan od vektora iz M nije nul-vektor, jer bi tada
jednadzba (5.6) imala netrivijalno rjeSenje u skalarima «;, pa bi se jos
jedan vektor u; mogao izbaciti.

Preostaje pokazati da niti jedan pravi podskup od M ne razapi-

nje L(zy,...,x,). Pretpostavimo suprotno. Tada bi iz skupa M =
{u1,...,u,} mogli maknuti neke vektore, ozna¢imo ih sa {u;,,...,u;,},
pri cemu bi vrijedilo

L(M\{ujl,...,ujk}):L(:L’l,x2,...,xp). (59)

Zbog relacije (5.9) vrijedi
L<x1?x27' .- 7xp) = LM \ {uju s 7ujk})

N 1N

I
h

pa zklju¢ujemo
LM\ Auj, }) = Lz, 20, ..., xp).
Dakle, postoji neki vektor u; € M (npr. u;,), takav da je

L(l‘l, To, ... ,I'p) = L(ul, ey Uj—1, Ujgy - ,ur). (510)
Buduéi da je u; € L(xy,x9,...,2,), on je zbog relacije (5.10) i u
L(uy,. .., uj_1, Ujt1, ..., U,), pa mozemo pisati

uj = Brug + ...+ Biui1 + B + .+ By,
za neke skalare 3;, 1 <i <r, i # j. Iz toga slijedi
Brur + ...+ Bimuj—r + (—1)uj + Bjujpr + ...+ Bru, =0,

a to je protivno pretpostavci da jednadzba (5.8) ima samo trivijalno
rjeSenje a; = ... = «, = 0. Dobivena kontradikcija pokazuje da se
skup M ne moze smanjiti, a da jos uvijek razapinje L(z1,...,z,). W
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5.2 Linearno nezavisni vektori

Pozeljno je vektorima, za koje jednadzba (5.8) ima samo trivijalno
rjeSenje, dati neko ime.

Definicija 5.7 Neka su xq,...,x, elementi vektorskog prostora X. Ako
jednadzba
oy + -+ opx, =0

U NEPOZNANICAMA (U1, . . . , (p 1MG SAMO trivijalno rjesenje aq = - -+ =
=0, tada se vektori x1, ...,r, nazivaju linearno nezavisnim. Vektor:
koji nisu linearno nezavisni nazivaju se linearno zavisni. Skup vektora
{z1,..., 2.} je linearno nezavisan (zavisan) ako su vektori 1, ..., x,
takuvi. [ |

Najjednostavnija svojstva skupa linearno nezavisnih vektora dana
su u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 5.8 Skup linearno nezavisnih vektora {uy,...,u.} ne sa-
drzi nul-vektor. Ako je skup {ui,...,u,} linearno nezavisan, tada je
i svaki njegov podskup linerano nezavisan. Ako je skup {ui, ..., u,}

linearno zavisan, tada je svaki njegov nadskup takoder linearno zavisan.

Dokaz: Kad bi skup {uy,...,u,} sadrzavao nul-vektor, tada bi posto-
jala netrivijalna linearna kombinacija vektora koja bi iS¢ezavala. Npr.
kad bi bilo u; = 0, tada bi Ouy + - + Ou;—1 + 1u; + Oujyy + - + Ou,

bila jedna takova linearna kombinacija, pa bi {us, ..., u,} bio linearno
zavisan skup vektora.
Kad bi linearna kombinacija nekih vektora iz skupa {u,...,u,}

is¢ezavala na netrivijalan nacin, lako bi ju prosirili (pomocu skalara
nula) do linearne kombinacije svih vektora koja bi takoder iscezavala
na netrivijalan nacin. Dakle pretpostavka, da je neki podskup od

{uy, ..., u,} linearno zavisan, vodi u kontradikciju. Stoga je svaki pod-
skup od {uy,...,u,} linearno nezavisan.
Ako neka linearna kombinacija vektora uq,...,u, iSCezava na ne-

trivijalan nacin, lako ju prosirimo sa dodatnim vektorima koje mnoze
nula skalari. Tako dobijemo linearnu kombinaciju vektora iz nadskupa
od {uy,...,u,} koja is¢ezava na netrivijalan nacin. To znaci da je taj
nadskup linearno zavisan. [ |
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Iz definicija 5.7 1 5.2, propozicije 5.6 i relacije (5.8), mozemo zakljuciti
da se minimalni razapinjuéi skup uvijek sastoji od linearno nezavisnih
vektora. Uoc¢imo da u koracima 1. i 2. algoritma 5.4 postoji sloboda u
izboru anihilirajuce linearne kombinacije i u izboru netrivijalnog skalara
«; iz odabrane linearne kombinacije. To znaci da minimalni razap-
injuc¢i skup nije odreden na jedinstveni na¢in polaznim skupom vektora
{z1,...,2,}. Pogotovo je to istina ako podemo ne od skupa, ve¢ od
linearnog potprostora X. Naime, tada mozemo naéi razne skupove
vektora koji razapinju X'. Razmislite, da li ih ima beskona¢no mnogo?
Primjenom algoritma 5.4 na te skupove, dolazimo do jos veceg broja
minimalnih razapinjuc¢ih skupova od X. Osnovno i vrlo vazno svojstvo
minimalnog razapinjuceg skupa je da broj vektora u njemu ovisi samo
o potprostoru kojeg razapingju.
Propozicija 5.9 Ako su {uj,ug,...,u.} @ {v1,v9,...,05} dva mini-
malna razapinjuca skupa istog potprostora, onda vrijedi r = s. Dakle
broj vektora minimalnog razapinjuceq skupa nekog potprostora je inva-
rijanta (konstanta) tog potprostora.
Dokaz: Oznacimo, X = L(uq,...,u,) = L(vy,...,vs). Pretpostavimo
da vrijedi npr. r < s.

Promotrimo niz vektora vy, uy,...,u,. Buduc¢i da je v; € X =
L(uy, ..., u,), vrijedi

V1 = 0qUy + .. Uy
za neke skalare aq, ..., a,, pa je zbog propozicije 5.3
L(uy, ..., u.) = L(vy,uqg, ..., u.).

Prema prethodnoj propoziciji, v; # 0, pa je barem jedan od brojeva
a;, 1 <4 <7 jerazlicit od nule. Dakle, postoji u; koji je linearna kom-

binacija ostalih vektora vy, uq,...,u;—-1,%;41,...,u,. Prema propozi-
ciji 5.3 mozemo izbaciti u; iz niza vy, uq, ug, ..., u,, a da jos uvijek
vrijedi

X:L(Ul,ul,...,Uj_l,Uj+1,...,u7«). (511)
Sada iza v; dodajmo vektor vy. Dakle promatramo niz vektora vy,
Vg, Ui, .., Wj—1, Ujtl, ..., U Jer je vy € X, zbog relacije (5.11) za-
kljucujemo,

0 # Vg = 61’(]1 +aup + ...+ Qj1Uj—1 —+ Aj1Uj41 + ..+ au,
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sa nekim drugim skalarima «;. Kad bi vrijedilo a; = 0 za sve i,
onda bi vektori vy i vy bili linearno zavisni, a to je nemoguce jer
su u minimalnom skupu {vy,...,vs} svi vektori linearno nezavisni.

Dakle, postoji k takav da je ap # 0. Koristeéi propoziciju 5.3, vek-
tor ux mozemo izbaciti iz razapinjuceg skupa potprostora X. Dakle je
{vi,v2,us, ..., u} \ {u;, u} razapinjuéi skup za X'

Oznacimo u; = wuy, up = uy. Koristedi iste argumente, postu-
pak ubacivanja stalno novog vektora v; i izbacivanja nekog vektora u;
mozemo nastaviti sve dok ne izbacimo sve vektore u;. Tako dolazimo
do niza vektora vy, vs, ..., v, koji ima svojstvo X = L(vy,ve,...,v,).
Dakle, dobili smo

L(vy,ve,...,v,) =X = L(vy,v9,...,0s).

Kako je po pretpostavci {vy,vs, ..., vs} minimalni razapinjuéi skup za
X ne moze biti r < s, veé¢ je r = s.

Ako podemo od pretpostavke da je na pocetku razmatranja bilo
s < r, u dokazu treba samo zamijeniti uloge vektora v; i u; kao i
brojeva r i s. Opet se dobije r = s. [ |

Definicija 5.10 Ako za vektorski prostor X postoji konacni minimalni
razapinjuéi skup vektora {ui,us,...,u.} on se naziva konaéno-di-
menzionalnim vektorskim prostorom. Pritom se broj r naziva di-
menzijom prostora X 1 oznacava sar = dim X. Dimenzija trivijalnog
prostora {0} je nula. Ako za vektorski prostor ne postoji konacni mi-
nimalni razapinjuci skup vektora on se naziva beskonac¢no-dimenzi-
onalni vektorski prostor. [ |

Beskonaé¢no-dimenzionalnim vektorskim prostorima bavi se posebno
podrucje matematike, koje se zove fukcionalna analiza. Mi ¢emo se
baviti samo kona¢no-dimenzionalnim prostorima. Stoga u daljem tek-
stu svako spominjanje vektorskog prostora X automatski znaci da je
on konacno-dimenzionalan.

Primjer 5.11 Vektorski prostor V,, je konacno dimenzionalan, dimen-
zije n. To se vidi 1z relacije

Vo= L(ey,es,...,6e,),
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gdje su ey, es, ..., e, dani sa (2.10). Na isti nacin se pokaZe da vrijedi
R" = L(ey, eq,...,6,), odnosno RY™" = L(ey, eq,...,€,)

gdje se e; definiraju na slicni nacin, kao jedinicni vektori-stupci odnosno
vektori-retci, respektivno. Dakle, R™ i RY" su takoder n-dimenzionalni
vektorski prostori. [ |

Neka je X vektorski prostor dimenzije n i neka je & = {z1,...,2,}
podskup u X. Pretpostavimo prvo da su svi vektori z; linearno neza-
visni. Kako je svaki podskup skupa linearno nezavisnih vektora S =
{z1,...,2,} linearno nezavisan, kazemo da je r maksimalni broj li-
nearno nezavisnih vektora u §. Neka S nije linearno nezavisan skup
vektora. Tada postoji minimalni razapinjuc¢i podskup M od S od r
vektora iz S i pritom je r < m. Zbog propozicije 5.9 r = dim (S) je
najveéi broj linearno nezavisnih vektora u §. Kraée kazemo da je r
broj linearno nezavisnih vektora u S.

Definicija 5.12 Neka je X wvektorski prostor. Uredeni skup vektora B
1z X zove se baza vektorskog prostora X ako zadovoljava sljedeca dva

uvjeta:

1. B je linearno nezavisan skup

2. L(B)=X. [ |
Ako su uyq, ... ,u, elementi baze B, bazu ¢emo poistovjetiti s uredenom
n-torkom vektora uq, . .., u, koja se koji put pise obrubljena zagradama:
(u,...,u,;). Zmaci kod baze, za razliku od minimalnog razapinjuéeg

skupa, vazan je uredaj vektora. Bagzu ¢ini niz, a ne skup, linearno
nezavisnih vektora.

Iz prvog svojstva minimalnog razapinjuéeg skupa M za X (tj. L(M)
= X) i svojstva linearne nezavisnosti od M (izvedenog primjenom al-
goritma 5.4), zaklju¢ujemo da je svaki uredeni minimalni razapinjuéi
skup i baza od X. Vrijedi i obrat.

Propozicija 5.13 Svaka baza vektorskog prostora X je meki uredeni
minimalni razapinjuci skup za X.

Dokaz: Nekaje B = (by,...,b,) bazaod X. Tadaje L(by,...,b,) = X.
Primijenimo algoritam 5.4 na skup {b1,...,b,}. Veé u prvom prolazu,
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nakon 1. koraka, algoritam zavrsava, ne mijenjajuéi skup {bs,...,b,}.
Dakle je po propoziciji 5.6, B (uredeni) minimalni razapinjuéi skup za
X. [

Na osnovu propozicije 5.9, definicije 5.10 i propozicije 5.13, zakljucuje-
mo da svaka baza ima to¢no n = dim X vektora.

Primjer 5.14 Promotrimo u vektorskom prostoru R**? skup
E ={Fn, Ea, By, Exn},

gdje su
10 0 1
Ell - l 0 0 ] Y E12 - [ 0 0 ‘| )
0 0 0 0

Svaka matrica C € R*? se moze napisati kao linearna kombinacija
matrica E;j,

C11 C12
C = [ o1 Co = ci1 B + craBhg + o1 oy + caa B,
1

pa je L(E1y, Era, By, Ey) = R¥?. Skup & je i linearno nezavisan jer
jednadzba

OélEH + 052E12 + 063E21 + Oé4E22 = l a1 a2 ‘| =0
Q3 Oy
povlaci v = ag = a3 = a4 = 0. Dakle, svaki uredaj skupa € (npr.
(Ev1, Era, By, Eyy) predstavlja jednu bazu prostora R**?. Vidimo da je
dimenzija prostora R*** jednaka 4.
Ovo razmatranje se lako generalizira na vektorski prostor R™*".
Kolika je dimenzija prostora R™ ™ 2 [ |

Sljededi rezultat je posebno vazan kad se promatra odnos vektorskog
prostora i nekog njegovog potprostora.
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Lema 5.15 Ako suuq,us, ..., u, linearno nezavisni vektori u n-dimen-
zionalnom vektorskom prostoru X, tada je r < n. Svaki niz linearno
nezavisnih vektora uy, us, ..., u, u X, moZe se nadopuniti s n—r vektora
do baze od X.

Dokaz: Jer je X konac¢no-dimenzionalni vektorski prostor, u X postoji
minimalni razapinjuéi skup, a to znaci da postoji i baza. Jer je X n-
dimenzionalan, baza se sastoji od tocno n baznih vektora. Oznac¢imo
ih redom sa eq, es, ... ,e,.

Jer je skup {uy, us, ..., u,} linearno nezavisan, prema propoziciji 5.8
medu vektorima uq, us, ..., u, nema nul-vektora.
Podimo od niza uy,eq,...,e,. Jer je u; € X, postoje skalari aq,. . .,

ay,, takvi da je uy = aje; + -+ + age,. Jer je uy # 0, zakljucujemo
da postoji j, 1 < j < n, takav da je a; # 0. Stoga je e; linearna

kombinacija vektora uy, e, ...,ej_1, €41, .. .,e,. Prema propoziciji 5.3
vrijedi
X = L(ey,...,en) = Luy, eq,...,e,) = L(uy, egl), e ,6521)
gdje smo s egl), ...,eg_)l oznacili vektore e, ...,ej_1, €11, ... ,€p, TE-
spektivno. Kako je broj vektora u minimalnom razapinju¢em skupu od
X jednak n, zakljuc¢ujemo da je niz uq, egl), e ,eg_)l baza od X.
Promotrimo sada niz vektora ui, us, egl), ce 67(11_)1. Iz ¢injenice da
je ug € X = L(uy, egl), e ,eg_)l), zakljucujemo da postoji iScezavajuca

netrivijalna kombinacija
61U1 —+ /BQUQ + alegl) + -+ an—167(11—)1 =0.

Ovdje su o; neki drugi skalari nego prije. Uo¢imo da zahtjeva; = --- =
a,—1 = 0, povlaci fiu; + Bous = 0, a to, zbog linearne nezavisnosti od
uy 1 ug, povlaci g1 = B = 0. Dakle, pretpostavka oy = --- =a,,_1 =0
povlaci trivijalnu kombinaciju, a to nije istina. Zakljucujemo da postoji

. . . . (1) .
neki oy, # 0, pa prema propoziciji 5.3 mozemo izbaciti e, ’, dobivajuéi

2 2
novu bazu uy, us, eg ), ceey 67(122 za X.
Nastavljaju¢i ovaj postupak, nakon r ovakovih koraka izbacivanja,
dolazimo do baze uqy,us, ..., u,, e{), e GSQT za X. [ |

Korolar 5.16 Neka je X potprostor n-dimenzionalnog vektorskog pro-
stora X. Ako je i X dimenzije n onda je X = X.
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Dokaz: Neka je eq,... ,e, proizvoljna baza od X. Nadopunimo ju
vektorima fi,...,fr do baze za X. Kad bi bilo £ > 1, tada bi n-
dimenzionalan vektorski prostor X imao bazu od barem n + 1 vek-
tora, Sto se protivi definiciji n dimenzionalnog vektorskog prostora.
Zakljucujemo da je eq,... ,e, bazaiza X, paje X = X. [ |

Propozicija 5.17 U n-dimenzionalnom vektorskom prostoru X, slje-
dece tvrdnje su ekvivalentne:

1. (uy,...,u,) je baza od X

2. {uy,...,u,} je linearno nezavisan skup

3. Luy,...,up) =X.

Dokaz: Pokazat ¢emo da vrijedi lanac implikacija: 1. = 2. = 3.
— 1. Prva implikacija, 1. = 2. slijedi odmah iz definicije baze.

Za dokaz implikacije 2. = 3., oznacimo X = L(uy,...,u,). Jer je
{uq, ..., u,} linearno nezavisan skup, vektorski potprostor X od X je n-
dimenzionalan. Kako je i sam X n-dimenzionalan to je po korolaru 5.16
X = X (jedini potprostor od X iste dimenzije kao i X je on sam). Time
je pokazano L(ui,...,u,) = X, tj. 3.

Da bi dokazali implikaciju 3. = 1., pretpostavimo da vrijedi tvrd-
nja 3. i primijenimo na vektore ug, . .., u, algoritam 5.4. Kad bi vektori
Uy, ..., u, bili linearno zavisni, algoritam bi izbacio barem jedan vektor,
pa bi dobili minimalni razapinjuci skup koji bi imao manje od n vek-
tora. Kako je to po definiciji 5.10 nemoguce jer je X n-dimenzionalan,
algoritam mora u prvom prolazu izbaciti minimalni razapinju¢i skup.

To znaéi da vektori uq, ..., u, moraju biti linearno nezavisni. Zajedno
s tvrdnjom 3. to daje tvrdnju 1. [ |
Propozicija 5.18 Za svaki niz vektora ay,aq, . .., a,, vrijeds

dim L(ay, ag, .. ., ap) < p.

Dokaz: Dokaz slijedi iz ¢injenice, da minimalni razapinjué¢i podskup
skupa {ay, as,...,a,} nema vise elemenata od samog skupa. To garan-
tira algoritam 5.4. [}

Vaznost baze dolazi od jedinstvenosti prikaza vektora po baznim ve-
ktorima.
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Propozicija 5.19 Neka je X wvektorski prostor i B baza u X. Tada
se svaki vektor x € X na jednistven nacin moZe prikazati kao linearna
kombinacija vektora baze B.

Dokaz: Neka je B = (uq,...,u,). Jer je po svojstvu baze L(B) = X,
svaki vektor x dopusta prikaz

T = QU + QU + + -+ + Qply,.
Pretpostavimo da postoji jos jedan prikaz
x = Biuy + Boug + - - - + Bply,.

Izjednacavajuci cyuy + s + -+ - + apy, = Brug + Potig + - - - + By,
dobivamo

(a1 — Br)ur + (g — Bo)ug + -+ - + (an — Bn)un = 0.

Po drugom svojstvu baze vektori u; su linearno nezavisni. Stoga za-
kljucujemo da vrijedi

Oélzﬂla CYQ:ﬁ?a "'7an:6n7

tj. prikaz svakog vektora x po baznim vektorima je jedinstven. [ |

5.3 Rang matrice

Svaku matricu

apx; a2 i3 ... Qin

a21 Q22 Q23 ... Q2n
A=

Am1 Am2 Am3 ... Qm;p

iz R™*™ mozemo promatrati kao niz njenih vektora-redaka

T
“
53

A= y aiER”,

T
2
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ili kao niz njenih vektora stupaca
A=1[by,....by], b e R™.

Skup vektora-redaka (vektora-stupaca) matrice A razapinje vektorski
potprostor od R™ (R™), koji zovemo retéani (stupcani) potprostor od
A. Vazno svojstvo tih potprostora je da imaju istu dimenziju.

Propozicija 5.20 Retcéani potprostor ima istu dimenziju kao @ stupca-
ni potprostor.

Dokaz: Neka sual € R™", 1 <i<m,retciib; € R™, 1 <5 <n,
stupci matrice A. Neka A ima najviSe r linearno nezavisnih redaka i s
linearno nezavisnih stupaca. To znaci da izmedu m redaka (n stupaca)
matrice, postoji r (s) njih koji su linearno nezavisni, dok je svaki skup
od 7 + 1 redaka (s + 1 stupaca) linearno zavisan.

Ako pokazemo da je s < r za svaku matricu, tada je propozicija
zapravo dokazana. Naime, ako za svaku matricu, broj linearno neza-
visnih stupaca nije veé¢i od broja linearno nezavisnih redaka, onda to
mora vrijediti kako za A, tako i za AT. Medutim stupci (retci) od AT
su retci (stupci) od A, pa mora vrijediti

r broj linearno nezavisnih redaka od A

= broj linearno nezavisnih stupaca od A7

IN

broj linearno nezavisnih redaka od A"

broj linearno nezavisnih stupaca od A

S,

Sto zajedno sa s < r daje r = s.

Dokaz da je uvijek s < r, provodimo razmatrajuci dva slucaja.

1. Pretpostavimo prvo da su upravo al, ... ,al linearno nezavisni.
Tada oni prema propoziciji 5.17 ¢ine bazu za L(a], ... .,al) pa sual,,,
..al iz L(al', ... al). Stoga mozemo pisati

T T
a = 4
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T T
a, = a,
T _ T T
ar—i—l - 6T+1,1&1 + -+ /8T+1,Tar
T T T
A, = 6m,1a1 + -+ Bm,rar .

Izdvojimo iz svake od ovih vektorskih jednadzbi, skalarnu jednadzbu
koja se odnosi na j-tu komponentu lijeve i desne strane jednadzbe.
To odgovara mnozenju svake jednadzbe sa jedini¢nim stupcem e; =
0,...,0,1,0,...,0]T s desna. Za svako 1 < j < n, dobijemo

ayy = aj

Qrj = Qrj
g1 = Bryrpay+ -+ Bry10ar

Amy; = ﬁm,lalj + -+ ﬁm,rarj .

Ovaj niz skalarnih jednadzbi mozemo zapisati kao jednu vektorsku jed-
nadzbu

ﬁr—i—l,l ﬁr+1,r
L ﬁm,l _ L 6m,r _
= ajjw;+ -+ aw, 1<7<n.
Dakle, b; € L(wy,...,w,) za sve 1 < j < n, pa izmedu by, ...,b, ne
moze biti vise od r linearno nezavisnih. Dakle je s < r.
2. Pretpostavimo da su retci s indeksima 71, ..., linearno nezavi-
sni. Nadopunimo niz 4y,is, ..., preostalim brojevima iz skupa {1,

...,n}, tako daje iy,ig, ... i, ipi1, - - - i, Neka permutacija niza 1, ... n.
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Nacinimo matricu P €iji su stupci upravo e;,, ....e; , P =leq, ..., ].
Matrica P je jedna matrica permutacije koja ima svojstvo PTP = I,, =
PPT. To slijedi zbog ortogonalnosti i normiranosti stupaca ey, ... ,e,.

Retci matrice PTA su ispermutirani retci od A, pri ¢emu su prvih
r redaka od PTA upravo o, ...,al . To slijedi iz ¢injenice da se k-ti
redak (stupac) matrice dobije mnozenjem matrice s el s lijeva (s ey, s
desna), pa je
e;‘gPTA = (Pek)TA = e;-iA = az;, 1<k<n.

Dakle su e} (PTA), 1 < k < r linearno nezavisni.

Oznac¢imo broj linearno nezavisnih redaka i stupaca matrice PTA s
7 i 3, respektivno. Jer su u PT A ispermutirani retci od A, jasno je da
vrijedi 7 = r. Primijenimo li razmatranje iz slu¢aja 1. na PTA, a to
mozemo jer je prvih r redaka od PT A linearno nezavisno, dobivamo 7
< 5. Ako pokazemo da vrijedi s = 5, tada ¢emo imati

r=r<s=s,

pa ¢e propozicija biti dokazana.
Neka vrijedi tvrdnja

aj,bj, + -+ o, bj, =0 pri cemu je bar jedan o, # 0. (5.12)
Pomnozimo li jednadzbu u (5.12) s lijeva s P?, dobivamo
a;, PTb; + -+ a;, PTb;, =0 pri éemu je bar jedan oy, # 0. (5.13)

Obrnuto, ako podemo od jednadzbe u (5.13) i pomnozimo ju s lijeva
s P, zbog PPT = I,,, dobivamo jednadzbu u (5.12). Dakle su tvrdnje
(5.12) i (5.13) ekvivalentne jer jedna povlaci drugu. Kako se tvrdnja
(5.13) moze zapisati kao

a;, (PTA)ej, + -+, (PTA)ej, = 0 pri éemu je bar jedan aj, # 0,

pokazali smo da su stupci bj,, ...,b;, matrice A linearno zavisni onda 4
samo onda ako su takvi i odgovarajuéi stupci matrice PTA. Zadnja
ekvivalencija se moze (formalno logicki koristedi tzv. obrat po kon-
trapoziciji) ovako iskazati: stupci bj,, ...,b; matrice A su linearno
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nezavisni onda i samo onda ako su takvi i odgovarajuéi stupci ma-
trice PTA. To povlaéi dim (by,...b,) C dim (Pby,...Pb,) i takoder
dim (Pby, ... Pb,) C dim (by,...b,), tj.

dim (Pby, ... Pb,) = dim (by, ... by,).
Dakle je s = s. |

Broj linearno nezavisnih vektora redaka matrice A naziva se retc¢ani
rang matrice A. Broj linearno nezavisnih vektora stupaca matrice A
naziva se stupcani rang matrice A. Kako se radi o istom broju izbacuje
se pridjev retcani ili stupcani.

Definicija 5.21 Broj linearno nezavisnih vektora redaka (stupaca) ma-
trice A naziva se rang matrice A i oznacava s r(A). [ |

Uz svaku matricu A € R"*" vezana su dva vazna potprostora slika i
jezgra matrice. Evo kako su definirani.
Skup
R(A) = {Az;z € R"}

se zove slika matrice A € R™*"™ u R™.

Zadatak 5.22 PokaZite da je skup R(A) potprostor od R™.
Rjesenje: Dovoljno je uzeti proizvoljne elemente yy, yo iz R(A), proiz-
voljne skalare ay, as 1z R i pokazati da je y3 = aqy1 + «aoyo takoder
u R(A). No, za y1 i ya postoje x1 i xo iz R™ takvi da je y1 = Axy,
Yo = Axo. Kako za vektor x3 = ayxy + aswe € R™ vrijedi

Azz = Alonmy + arz) = ar Ay + pAzy = cqyr + oy = U3,
mora ys biti u R(A). ]
Lema 5.23 Za svako A = [by,...,b,] € R™" vrijedi

R(A) = L(by,...,bn),

pa je R(A) stupcani potprostor od A. Stoga je dimenzija od R(A)
jednaka r(A).
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Dokaz: Iz definicije ranga odmah slijedi da je r(A) dimenzija potpros-
tora L(by,...,b,), pa druga tvrdnja slijedi iz prve tvrdnje.
Da bi dokazali prvu tvrdnju, dovoljno je pokazati da vrijedi

L(by,....b) CR(A) i R(A)C L(by,...,by).

Prva inkluzija je jasna jer se svaki stupac b; moze zapisati kao Ae; €
R(A), gdje je e; i-ti stupac jediniéne matrice I,,. Stoga je svaki b; u
R(A), ajer je R(A) vektorski prostor, mora biti L(by,...,b,) C R(A).

Da bi dokazali drugu inkluziju pokazimo da se svaki vektor Ax,
r € R", moze zapisati kao linearna kombinacija vektora b;. Neka je
x € R" prizvoljan. Razvijmo ga po bazi jedini¢nih vektora e; € R".
Dakle, postoje skalari xy, ...,x,, takvi da je x = x1e; + -+ + z,€,.
Sada je

Ar = A(zier + -+ xpen) = Alziey) + -+ A(xne,)
= mAe; + -+ xphe, = xby + -+ 200, € L(by, ..., by),

pa je tvrdnja dokazana. [}

Jos prije smo pokazali da skup rjesenja jednadzbe Az = 0 ¢ini vek-
torski potprostor koji se zove jezgra ili nul-potprostor od A. Oznacimo
taj potprostor s

N(A)={z e R"; Az =0}.

Postavlja se pitanje kolika je dimenzija jezgre. Odgovor daje
Teorem 5.24 Neka je A € R™*" ranga r(A). Sva rjesenja jednadzbe
Az =0.

¢ine potprostor N'(A) C R"™ dimenzije n — r(A).

Dokaz: Neka je s dimenzija i uy,us,...,us baza potprostora N(A).
Treba pokazati da je r(A) + s = n.

Prema lemi 5.15 mozemo niz wuy, us, ...,us nadopuniti vektorima
V1, Ve, ..., 0, do baze uy, uo, ...,us, vy, Vo, ...,v, u R Jasno je da
mora vrijediti s +r = n. Razvojem po toj bazi mozemo svaki vektor
x rastaviti na dva vektora, x = xy + z1, gdje je xy onaj dio razvoja
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koji ukljucuje vektore uy, us, ... ,us, a x1 preostali dio razvoja. Kako je
svaki razvoj po bazi jedinstven, xg € N(A) i 1 = x — x su jedinstveno
odredeni s z.

Za svaki z € R™ vrijedi Ax = A(zg + x1) = Axy + Az; = Axy, pa
je svaki Az neka linearna kombinacija vektora Avy, ..., Av,.. Stoga je
R(A) C L(Avy, ..., Av,). Kako je obrnuta inkluzija trivijalna, pokazali
smo da je L(Auvy,..., Av,) = R(A). Kad bismo pokazali da su vektori

Avy, ..., Av, linearno nezavisni, oni bi ¢inili bazu za R(A), a to bi
znacilo r = r(A) i teorem bi bio dokazan.
Promotrimo sva rjesenja (s, ..., a,) jednadzbe
o Avy + -+ - + o, Av, = 0. (5.14)

Jednadzba (5.14) se moze zapisati kao A(ajv; + -+ + a,v,) = 0. Ako
je (aq, ..., ) neko rjesenje jednadzbe (5.14), tada zadnja jednadzba
pokazuje da je vektor z = ajv; + -+ + a,v, u N(A). Dakle, postoje
skalari 3y, ...,0,, takvida je z = f1u;+- - -+ Bsus. Pisudi z = z pomocu
dva razvoja,

vy 4+ v = Frug 4+ Bsus,
dobivamo iSc¢ezavajucu linearnu kombinaciju

Sruy + -+ + Bsus + (—an)or + -+ (—ap v, = 0.

Kako je wy, uo, ...,us, v1, v9, ...,v, baza u R"™, a vektori baze su
linearno nezavisni, dokazali smo da su svi «; i 8 nule. Bitno je da smo
dobili oy = --- = . = 0, pa jednadzba (5.14) dopusta samo trivijalno

rjeSenje, ¢ime je teorem dokazan. [ |



Lekcija 6

Homogeni sustavi linearnih
jednadzbi

U ovom poglavlju ¢emo efektivno rjesavati matricnu jednadzbu
Az =0,

gdje su A € R™" x € R" i 0 je nulvektor iz R™. Ta jednadzba je
drugi zapis za sustav linearnih jednadzbi

a1121 + aj9re + ... + A1nTp =0
A91T1 + Go0x9 + ... + Aoy, Ty =0
Am121 + AmaXo + ... + Gy, = 0.

Tri pravila za dobivanje ekvivalentnog sustava, koja smo uveli u prvom
poglavlju, svode se na specijalne operacije nad retcima matrice. Zvat
¢emo ih osnovne ili elementarne operacije nad (ili na) retcima
ili kra¢e osnovne ili elementarne retcane operacije. To su

1. zamjena dvaju redaka
2. mnozenje nekog retka brojem razli¢itim od nule
3. dodavanje retka pomnozenog nekim skalarom drugom retku.

Ako je matrica B dobivena iz matrice A jednom osnovnom operacijom
na retcima, tada se i polazna matrica A moze dobiti iz matrice B

89
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istovrsnom osnovnom ret¢anom operacijom. Npr. ako je operacija bila
zamjena redaka, treba istu operaciju ponoviti na B. Ako je operacija
bila mnozenje retka brojem razli¢itim od nule, treba isti redak od B
pomnoziti reciprocnim brojem. Ako je operacija bila dodavanje i-tom
retku j-ti redak pomnozen skalarom «, treba istom, i-tom retku matrice
B, dodati j-ti redak od B pomnozen skalarom —a. Dakle, za svaku
elementarnu operaciju nad retcima postoji njoj inverzna operacija koja
vra¢a matricu na polazno stanje, pri ¢emu je ta inverzna operacija
takoder elementarna operacija nad retcima istog tipa.

6.1 Ekvivalentnost po retcima

Pomocu elementarnih retcanih operacija uvodimo pojam retc¢ane ekvi-
valentnosti matrica.

Definicija 6.1 Ako je matrica B dobivena iz matrice A pomocu jedne
ili visSe osnovnih operacija nad retcima, za B se kaZe da je ekvivalentna
matrici A po retcima, ili da je retcano ekvivalentna matrici A. U
tom slucaju pisemo BLA. [ |
Koristenjem inverznih elementarnih operacija, lako se pokaze da ret-
cana ekvivalentnost ima svojstvo simetrije, tj. ako je BLA, tada je i
ALB. Takoder, svaka matrica je retcano ekvivalentna samoj sebi (do-
voljno je pomnoziti bilo koji redak matrice skalarom 1). Konaé¢no, ako
je BAA C'LB, tada je C’LA, jer je C dobivena iz A nizom elemen-
tarnih retcanih operacija. To pokazuje da ret¢ana ekvivalentnost zado-
voljava svojstva refleksivnosti, simetrije i tranzitivnosti, pa je relacija
ekvivalencije na skupu matrica.

Teorem 6.2 Ako je BLA, tada je r(B) = r(A).

Dokaz: Dovoljno je pokazati da osnovne retéane operacije ne mijenjaju
rang matrice. Zato pretpostavimo da B nastaje iz A primjenom jedne
elementarne retcane operacije.

e Neka B nastaje iz A zamjenom dvaju redaka. Ako je al,....al
poredak redaka u A, onda je poredak redaka od B neka per-
mutacija tog niza, al ,...,a; . Kako je

L(al,...,al) = L(al,...,al),

» Yn ) » Wi,
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maksimalni broj linearno nezavisnih redaka od A (tj. dim L(a7,
..,ar)) mora biti jednak maksimalnom broju linearno nezavisnih

redaka od B (tj. dim L(a , ..., a])).

) p

e Neka B nastajeiz A mnoZenjem i-tog retka skalarom 3 # 0. Sada

su retci od B redom al, ... Bal, ... ,al. S obzirom da je
Lal,...,al) = L(al,...,Bal,... ab)
(a to je zato jer svaku linearnu kombinaciju B3ial + -+ +8;al +

- +B,ar mozemo zapisati kao 3yaf +- - +(ﬁz/ﬁ)ﬁaT+ +Bpal),
zakljucak je isti kao prije.

e Neka B nastaje iz A tako da se al zamijeni linearnom kombi-

nacuom a; — fBaj. Ako retke od B oznacimo s bf,...,b., tada je

bl = al ﬁa dok su ostali retci od B isti kao i odgovarajuéi
retci od A.

Pokazimo da je

Lat,...;af) C L(bT,...,b2) C L(a],... al).

» N

Neka je z € L(al,...,al) proizvoljan. Tada postoje skalari
Qi . .0, takvi da je z = ayal + - - ayal. Ako iskoristimo

T T _
aa; +aja; = oa ﬁa + azﬁa + aj

= z( a; _ﬁaj) (aiﬁ+aj) i
= Bb] + ;0] gdje su B = oy, B = a; + aiff,

vidimo da je z linearna kombinacija redaka b7, ... 0L paje z €
LT, ... bL). Time je dokazana prva inkluzija.

Za dokaz druge inkluzije polazimo od proizvoljnog elementa w
e LT, ... bL). Za w postoje skalari f3i,...,3, takvi da je w =
Bibl + -+ 4 B,bL. Jer je

Bib] + 5;‘5? = Bi(a — ﬁa;fp) + 5;'@? = Bia] — ﬁiﬁa? + ﬂja?
Bia] + (3; — ﬁiﬁ)%r

T

= OéiaiT+Oéjaja gdjesu a; = B;, o = B — B3,
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w je linearna kombinacija redaka od A, pa je w € L(al, ... al).

Zbog proizvoljnosti vektora w, dokazana je i druga inkluzija. Za-
klju¢ujemo da je L(af,... al) = L(bT,... bT), pa A i B imaju

jednak broj linearno nezavisnih redaka. [ |

Dakle retcana ekvivalentnost ¢uva rang matrice.

Znamo da svaka elementarna ret¢ana operacija na matrici A pre-
vodi polazni homogeni sustav linearnih jednadzbi u novi koji ima ista
rjeSenja kao i polazni. Zato se elementarne transformacije nad retcima
mogu iskoristiti kao alat za svadanje polaznog sustava na ekvivalentni
sustav koji ima dovoljno jednostavnu matricu, tako da se rjesenje jed-
nostavno “procita” iz matrice. Da bi se svadanje polazne matrice na
jednostavniji oblik Sto vise unificiralo, treba organizirati elementarne
ret¢ane operacije u algoritam.

6.2 Algoritam za redukciju matrice

Prikazat ¢emo algoritam koji koristi elementarne transformacije nad
retcima za svadanje polazne matrice A € R™*" na matricu Ag koja je
u specijalnom, tzv. reduciranom obliku, a ret¢ano je ekvivalentna s A.

Algoritam 6.3 Algoritam vrsi elementarne retcane operacije na ma-
trici X. Oznaka X = (xij) se koristi za iteriranu matricu. Sa xj
je oznacen k-ti redak od X. Na ulazu, X se poistovjeti s matricom
A e R™", Naizlazu X sadrzi matricu Agr u reduciranom obliku.

1. Stavi: X = A, 1=1.

2. Odredi j kao najmangi indeks stupca od X koji nema sve komponente
Tj, © <k <m, jednake nuli. Ako takav stupac ne postoji, idi na
7.

3. Ako je x;; # 0, idi na 4. Ako je x;; = 0, nadi nagmangi indeks | za
koji je x1; # 0 il > i. Zalim istovremeno zamijeni i-ti i l-ti redak

matrice X.

4. PomnoZi i-ti redak matrice sa 1/x;;.
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5. Za svako k # i, ako je xy; # 0, zamijeni k-ti redak matrice X s

linearnom kombinacijom k-tog i i-tog retka: x} — xy; - xl .

6. Stavii:=1i+ 1. Ako jei =m+ 1 idi na 7., inace idi na 2.
7. Stavi Ap = X 1 stani. [ ]

Ovaj algoritma je praktican za nekoga tko zeli napisati kompjutorski
program,® ali nije zgodan za razumijevanje same redukcije. Zato ¢emo
pokusati cijeli postupak slikovno pojasniti. Kao prvo, ako je A nul-
matrica, onda smo odmah u koraku 2. gotovi, a matrica A ostaje
nepromijenjena. Inace, polazna matrica A opcenito izgleda ovako:

00 ... 0 « T
00 ... 0z ... x
A—
00 ... 0z ... x
Nakon 4. koraka matrica se transformira u
00 ... 01 2« ... x
00 ... 0 z =« T
00 ... 0z o« ... x
a nakon 5. koraka u
00 01 «x T
00 0 0 «x T
00 --- 00 = cee

U drugom prolazu kroz algoritam, promatramo podmatricu dobivenu
na presjeku redaka 2,...,m i stupaca j + 1,...n. Ako je ta podmatrica
nul-matrica, onda povratkom na korak 2. algoritam zavrsava (nakon
skoka na 7. korak). Ako nije, onda ponavljamo korake 2., 3. i 4. na toj

! Ako Zelite napisati odgovarajuéi kompjutorski program, u 3. koraku zahtijevajte
da je x;; najveéi po modulu izmedu komponenti zp; # 0, ¢ < k < m. Ovo je
potrebno jer racunala rade s tzv. aritmetikom konaé¢ne preciznosti.
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podmatrici. Korak 5. provodimo na retcima cijele matrice, ne samo
podmatrice. Rezultat ¢e opcenito izgledati ovako:

0 0 01z ... 0 x ... x
0 0 000 ... 1« T
0 0 000 ... 0 x ... x
_0 O ....0O0O0 ... 02 ... T |

Na kraju treceg prolaza kroz algoritam, dobijemo matricu ekvivalentnu
matrici A, koja izgleda ovako:

0 ... 01 =z ... z 0 x x 0 x ... x]
1 =z zr 0 x ... x

1l =z ... z

0 = ... x

L 0z ... x|

Postupak se ponavlja tako dugo dok preostali retci matrice ne postanu
nul-retci, ili ih vise nema.

6.3 Reducirani oblik matrice

Reducirani oblik matrice (koji se jos zove ret¢ana esalonska forma ma-
trice) odreden je sljede¢im uvjetima:

e Svi retci koji sadrze samo nule (ako takovih ima) nalaze se iza
netrivijalnih redaka (ako takovih nema, cijela matrica je nul-
matrica).

e Prvi od nule razli¢it element svakog netrivijalnog retka je jedinica
(tzv. pivotni ili stozerni element). Svi ostali elementi u stupcu
stozernog elementa su nule.

e Ako su (i1,71) i (i2, ) pozicije dvaju stozernih elemenata, tada
11 < 19 povlaéi jl < j2.
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Trece svojstvo znaci da, gledajuéi od prvog retka na nize, svaki sljedeci
stozerni element lezi desno od prethodnog (odatle i naziv retcana esa-
lonska forma). Moze se pokazati da je svaka matrica ret¢ano ekviva-
lentna samo jednoj matrici u reduciranom obliku.

Primjer 6.4 Sljedece matrice su u reduciranoj formi

0015020

A:[(l) (1) ;l g i], B={000016 0],
100 0O0O0O01

154032010 1] 1 0 0]
00012304205 010
0000O0OO0OT1TTO 8 00 1
¢= 0000O0OO0OO0OO0OT1Z2]|” D= 000
000O0O0O0O0OO0OO0OOQ OO 000
000 0O0O0O0O0O0 0] L0 0 0 |

Diskutirajte zasto ove matrice nisu u reduciranoj formi,

0015020

F:[é ? g g i], G=|00031¢6 0]/,
100 0O0O0O01

1 54032010 1] (1 0 0]
00012304805 010
0000O0OO0OT1TO 8 0 01
H= 0000O0OO0OO0DO0OT12]|" K= 1 00
000O0O0O0OO0OO0OTO03?5 010

L0 00 0O0O0O0O0O0 6] 10 0 1

Primjer 6.5 Koristeci algoritam 6.3, svedimo matricu

0 0 3 —-1
A=|10 -1 4 7
0 -1 7 6

na reduciranu formu.
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U prvom koraku stavijamo X = A 11 = 1. Kako je prvi stupac
nul-vektor, a drugi nije, stavljamo j = 2 (korak 2). S obzirom da je
x12 = 0, , prui redak zamijenjujemo sa drugim retkom (korak 3),

0 -1 4 7
X=10 0 3 -1
0 -1 7 6
U 4. koraku prvi redak mnozimo sa 1/x15 = —1,
0o 1 —4 -7
X=10 0 3 -1
0O -1 7 6

U 5. koraku, od treceg retka oduzimamo prvi redak pomnoZen sa —1,
t5. trecem retku dodajemo prvi redak,

01 —4 -7
X=100 3 -1
00 3 -1

U 6. koraku stavljamo i = 2 i vracamo se na korak 2. Promatramo
podmatricu na presjeku drugog i treceq retka i treceq i cetvrtog stupca.
Buduéi da je x93 # 0, preskacemo korak 3., a u 4. koraku mnozimo
drugi redak matrice sa 1/x93 = 1/3,

01 —4 -7
X=l00 1 -1/3
00 3 -1

Zatim (u 5. koraku) od treéeg retka oduzimamo drugi redak pomnoZen
s 3, (tj. trecem retku dodajemo drugi redak pomnozen s —3), i prvom
retku dodajemo drugi redak pomnoZen s 4,

01 0 —25/3
X=1001 —1/3
000 0

Sada stavljamo i = 3 (korak 6) i vracamo se na korak 2. Promatramo
trec¢i redak u kojem su same nule. Zato idemo na korak 7. Dobivena
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matrica
01 0 —25/3
X=Azr=1]0 0 1 -1/3
000 0
je u reduciranoj formi. [

Primjer 6.6 Svedimo matricu

1 2 3
4 5 6
A= 7T 8 9

—_

0 11

—_

5

na reduciranu formu. Umgesto navodenja koraka iz algoritma 6.3 koje
koristimo, postupak ¢emo ubrzati tako da ispisujemo matricu tek onda
kada se promijeni. Brojevi koraka koji su prijedeni stavljeni su iznad
strelica koje odvajaju matrice,

1 2 3 1 2 3 1 0 —1

Xﬁi 0 -3 -6 6.,2_.*>4.012 i)012
0 —6 —13 0 —6 —13 00 —1
0 -9 —6 0 -9 —6 00 12
10 -1 100 100

6.,2_.*)4.012 i}OlOﬂOlO:A
00 1 001 001 R
00 12 000 000

Stupci matrice Ag koji sadrze pivotne elemente nazivaju se pivotni ili
stozerni stupci. Njih stoga ima onoliko koliko ima pivotnih elemenata,
odnosno onoliko koliko ima netrivijalnih (tj. od nule razlicitih) redaka.

Propozicija 6.7 Neka je matrica Ar dobivena iz matrice A € R™"
primjenom algoritma 6.3. Neka je r broj netrivijalnih redaka matrice
Ag. Tada vrijede turdnje

(1) r je rang matrice A, r < min{m, n} i svi netrivijalni retci od Ag
su linearno nezavisni.
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(ii) Postoji r stupaca oy, oy,, ..., o matrice Agr, koji su vektori
kanonske baze iz R™, tj. aj, = e, € R™ za 1 <k <.

Dokaz: (i) Algoritam 6.3 koristi samo elementarne retCane trans-
formacije. Zato su polazna matrica A i zavrSna matrica Ag ret¢ano
ekvivalentne. Prema teoremu 6.2, r(Ar) = r(A). Kako je Ar u re-
duciranom obliku, svaki njen netrivijalni redak zapocinje sa stozernom
jedinicom koja je desno od prethodne stozerne jedinice kad matricu
gledamo od prvog retka na nize. Stozerni stupci imaju osim stozernog
elementa nule kao komponente. Zato svaka linearna kombinacija netriv-
ijalnih redaka B0t +- - -+ 3.a7, gledana kao element iz R'", ima kao
komponente na pivotnim pozicijama ji,..., 7, upravo multiplikatore
B, .., 0, (vidi sljedeéi primjer6.8). To zna¢i da svaka iSCezavajuca
linearna kombinacija netrivijalnih redaka ima sve multiplikatore nule.
Zato su svi netrivijalni retci od Ag linearno nezavisni, pa je njihov broj
upravo r(Ag), tj. r = r(Ag). Po propoziciji 5.20 linearno nezavisnih
stupaca ima tocno onoliko koliko ima linearno nezavisnih redaka. Zato
je r <min{m, n}.

(ii) Pivotni stupac ima svojstvo da su mu sve komponente nule, osim
jednog (pivotnog elemenata) koji je jedinica. Duljina svakog stupca
u Agr je m, pa je svaki pivotni stupac neki element kanonske baze
(é1,...,€e,) u R™. Pivotnih stupaca u Ag ima onoliko koliko ima pi-
votnih elemenata, a to znac¢i onoliko koliko ima netrivijalnih redaka,
dakle r. Kako k-ti pivotni stupac ima jedinicu u k-tom retku, vrijedi
a;, =exy €RMzal<k<r. [ ]

Primjer 6.8 Neka je

0120 -3 7 0
Ap— 0001 4 =20
0000 O O0 1
0000 O 0 0

reducirani oblok matrice A. PokaZimo da su netrivijalni retci od Ag
linearno nezavisni. Treba naciniti proizvolynu linearnu kombinaciju tih
redaka, izjednaciti ju s nulom (nul-retkom) i pokazati da moraju svi
koeficijenti u linearnoj kombinaciji biti nula. Imamo
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a1-[0120 370/ +as-[00014 —20]+a3-[000000 1]
=10 ag 2004 a9 —3ag +4ag Tag — 20 a3l =[00000 0 0]

odakle slijedi gledajuci drugu, cetvrtu i sedmu komponentu, aqy = 0,
Qg = 01 3 = 0. [ |

6.4 Rjesavanje homogenih sustava

Kao sto znamo, skup rjesenja jednadzbe
Arx =0
jednak je skupu rjesenja jednadzbe
Arpx =0

jer smo matricu Ag dobili iz matrice A elementarnim operacijama nad
retcima. Matrica Ag je u reduciranom obliku,

[0 ... 01 x ... 2z 0 zx

r 0 =z T
1 =z x 0 x ... «x
1 =z ... «x
AR: O )
0 0 ... 0]

sa r netrivijalnih redaka i isto toliko istaknutih (pivotnih) stupaca, «;,
=e¢e, € R, 1 <k < r. Pritom je r jednak rangu matrice. Prema
teoremu 5.24 znamo da je skup rjesenja jednadzbe Arx = 0 potprostor
N(A) od R™ dimenzije n — r(Ag) = n —r.

Neka «a; nije pivotni stupac matrice Ag = (ay;). Dakle [ nije u

skupu {j1, jo, ..., Jr}. Za svaki takav stupac formirajmo vektor =" na
sljede¢i nac¢in. Prvo sve komponente od ") definirajmo nulama. Zatim
stavimo xl(l) =1, x§l1) = —ayy, x%) = —Qa, ..., ng) = —a,;. Npr. ako je

[ > j,., tada je
2V =10,...,0,—aq;,0,...,0,—ag,0,...,0,—ay,0,...,0,1,0,...,07
1 J1 J2 Jr l n



100 LEKCIJA 6. HOMOGENI SUSTAVI LINEARNIH JEDNADZBI

Mnozenjem matrice A vektorom z) dobivamo,

AR.T(l) = 0- o]+ 0- ij1,1 + (—Oéu) . ajl -+ (—0621) . an + -
—F(—Oérl) . Oéjr + 1- (67
(—ouy) -er + (—ay) -ea+ -+ (—an) e +
= ()7

jer je po propoziciji 6.7(ii) o, = e, 1 < k < r i jer oy ima razvoj po
kanonskoj bazi u R™ a; = aye; + -+ + ape,. Naime, o = [ay, ag,
054, 0,...,0]7. Vidimo da je svaki vektor () u N(Ag).

Vektora 2 ima toéno n — r i medusobno su linearno nezavisni, jer
u I-toj komponenti gdje je ) jednako 1, ostali vektori 2, i # [, imaju
vrijednost nula. Prema tome, u nul-potprostoru N (Ag) smo nasli n—r
= n —r(Ag) linearno nezavisnih vektora pa oni po propoziciji 5.17 ¢ine
bazu od N'(Ag). Kako je N(Ag) = N (A), ti vektori ¢ine bazu za N (A).

Time smo dokazali

Teorem 6.9 Neka je A € R™*" i neka je Ar = (o) dobivena iz ma-
trice A algoritmom 6.3. Neka su o, j,, ..., o . stoZerni stupci ma-
trice Ag, za koje vrijedi o, = ey, 1 < k < r. Skup rjesenja homogenog
sustava Ax = 0 je potprostor od R™ razapet linearno nezavisnim vek-
torima O, 1€ {1,...,n}\ {j1,..., 4.}, za koje vrijedi

) =1, v = —aw, 1<k<r,

dok su ostale komponente od V) nule.

Primjer 6.10 Matrica

0 0 3 -1
A=10 -1 4 7
0 -1 7 6

1z primjera 6.5, ima reducirani oblik
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U toj matrici istaknuto mjesto imaju drugt i treci stupac, jer su oni
vektori kanonske baze od R>. Skup rjesenja jednadzbe Ax = 0 je pot-
prostor razapet vektorima iz R, koje dobijemo iz preostalih stupaca
(prvog i cetvrtog) matrice Ag:

2™ =11,0,0,0]", =¥ =1[0,25/3,1/3,1]T.

Opcée rjesenje te jednadzbe mozZemo pisati u obliku

25 1
$:[67§W7§77V]T7 BJ’YER

Primjer 6.11 Za matricu iz primjera 6.6,

1 2 3 1 00
4 5 6 o 010
A= 7 38 9 smo dobili Ap = 00 1
10 11 15 0 0 0

Njena sva tri stupca su stoZerna. Rang reducirane matrice je 3, pa skup
rjesenja jednadzbe Ax = 0 ima dimenziju nula. Prema tome, N'(A) ima
samo trivijalno rjesenje

r =10,0,0,0",

koje rijesava homogeni sustav Ax = 0. [ |
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Lekcija 7

Nehomogeni sustav linearnih
jednadzbi

U petom i Sestom poglavlju proucavali smo rijesenja jednadzbe Az = 0,
a u ovom poglavlju bavit ¢emo se jednadzbom

Axr =10,

gdje je b bilo kakav vektor iz R™, dok su A € R™" i x € R". Ta
matricna jednadzba je zapis nehomogenog sustava linearnih jednadzbi

a11r1 + a2 + ... + a1y, = b1
Q21T + A22T2 + ... + A2, Ty, = by (7 1)
Am1T1 + QmaXo + ...+ CGpnTn, = bm,

7.1 Rjesavanje nehomogenog sustava

Tri osnovna pravila za rjeSavanje sustava jednadzbi koja smo uveli u
prvom poglavlju vrijede kako za homogene tako i za nehomogene susta-
ve jednadzbi, pa dakle vrijede i za rjeSavanje sustava (7.1). Matri¢na
analogija tih pravila kod nehomogenih sustava linearnih jednadzbi su
osnovne ili elementarne operacije nad retcima (koje smo uveli u Sestom

103
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poglavlju), ali sada na prosirenoj matrici

a1 a12 Ce Q1np b1

921 929 ... Qop b2
[Alb=| .

A1 Om2 - Qmn | b

Primijenimo algoritam 6.3 na tu prosirenu matricu. U dobivenoj reduci-
ranoj matrici [A | b]g, prvih n stupaca ¢e izgledati isto kao i stupci ma-
trice Ag koja nastaje iz A primjenom istog algoritma. Dakle, mozemo
pisati 3

[A]b]r=[Ar|b].

pri éemu je b nastao iz b odgovarajuéim elementarnim transformacijama
komponenata od b. Neka je r broj netrivijalnih redaka matrice Ag.
Razlikujemo dva slucaja.

1. Stupac b je stozerni stupac matrice [A | b]r. Jer matrica Ap ima
r redaka razlicitih od nule, mora vektor b imati r 4+ 1. komonentu
jednaku 1. Stoga r + 1. jednadzba sustava Agx = b glasi

0=1.

Dobivena konradikcija pokazuje da sustav Agx = b nema rjesenje,
jer niti za jedan x € R™ nece biti zadovoljena r 4+ 1. jednadzba
sustava. Kako je Agz = b ekvivalentan polaznom sustavu, niti
polazni sustav Ax = b nema rjesenja.

Uocimo da u ovom slucaju vrijedi r(A) = r(Ag) = r i
r([A]b]) =r([Ar | b]) =7+ 1 paje

r(A) <r([A]b]).

2. Stupac b nije stozerni stupac matrice [A | b]z. U tom slucaju su
retci s indeksima r + 1, r + 2,...,m, matrice [A | b]g nul-retci.
To znaci da je prvih r redaka, ne samo matrice Ar ve¢ i matrice
[Ag | b], linearno nezavisno. Naime kad se “produze” linearno
nezavisni retci (kod nas za jednu komponentu) onda produzeni
retci i dalje ostaju linearno nezavisni. Prema tome je

r(A) =r=r(Ar) = r([Ar | 0]) = r([A | D).
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Neka su ji, jo, . . ., J» indeksi stozernih stupaca matrice Ag. Jedno
istaknuto rjesenje predstavlja vektor (") definiran sa

€T\ = E, k:1;2a-"7rﬂ
ch) k , o . (7.2)
x] = 07 ] e{]_,27..-,n}\{]17,727“'7]7'}7
dakle,
2P = [0,...,0,b1,0,...,0,b5,0, ...,0,b,,0,...,0".
1 jl j2 jr n

Provijerimo da je (f) rjesenje sustava Azrxr = b. Ako oznacimo
stupce od Agr s a1, ag, ...,q, i vodimo racuna da su stozerni
stupci «;, = ej, stupci jedinicne matrice I,,,, dobijemo

Ape® = o, on]s® =2 a4 2P,
= bl'aj1+b2'04j2+"‘+br'04jr
— Bl.el—i_“'_'—BT'eT

= b
Dakle je Arz®) = b, pa je i AzP) = b. Rjesenje 2P nazivamo
partikularno rjesenje sustava Az = b.
Neka je x bilo koje rjesenje jednadzbe Ax = b. Tada za vektor
z — ) vrijedi

Alr — 2Py = Az — Az = b —b=0.

Dakle, kad x prolazi skupom rjesenja sustava Az = b, z — ")
prolazi skupom rjesenja homogenog sustava Ax = 0. Obrnuto,
neka z;, prolazi skupom rjesenja homogenog sustava Axr = 0.
Tada za vektor (") + z;, vrijedi

A(a:(P)+:L’h):Ax(P)+Aa:h:b+O:b.

Prema tome, za svako rjesenje x sustava Ax = b postoji rjeSenje
™) homogenog sustava Az = 0 tako da vrijedi

z =z 4 @) (7.3)
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i obrnuto, za svako rjesenje z(#) homogenog sustava Az = 0, pos-
toji rjesenje = sustava Ax = b, koje je dano relacijom (7.3). Skup
svih rjesenja 2! ¢ini nul-potprostor N'(A) matrice A, a vektore
iz N'(A) odredujemo koristeéi teorem 6.9. U kontekstu rjesavanja
sustava Ax = b, potprostor N(A) se naziva skup homogenih
rjeSenja jednadzbe Ax = b.

Prethodnim razmatranjima dokazali smo
Teorem 7.1 Neka je A€ R™"™ ibe R™. Ako je
r(A) <r([A]b]) onda sustav Az = b nema rjesenja;

r(A) =r([A]|b]) onda je opée rjesenje sustava Ax = b odredeno re-
lacijom (7.8), pri cemu je x1) opée rjesenje homogenog sustava
Az =0, a 2P je partikularno rjesenje sustava Ax = b, odredeno
relacijom (7.2). |

Skup rjesenja nehomogene linearne jednadzbe ocito ima nekakvu
strukturu. Takva struktura se zove linearna mnogostrukost.

Definicija 7.2 Neka je X wvektorski prostor, Y C X neki njegov pot-
prostor i xg € X neki vektor. Skup

M={zx:x=x0+y, yeV}

naziva se linearna mnogostrukost u vektorskom prostoru X. Dimen-
zija linearne mnogostrukosti M je dimenzija potprostora Y. Skup M
se obicno oznacava Ty + Y.

Linearna mnogostrukost M se kadkad naziva translatirani potprostor
Y za vektor xy. Kaze se i da je M paralelna s ). Ako je xy € Y, tada
je M = Y, tj. linearna mnogostrukost je (netranslatirani) vektorski
potprostor ). Ako je Y = {0}, tada se g + ) svodi na xy. Dakle,
svaki vektor je linearna mnogostrukost.

Sljede¢i poznati rezultat je posljedica teorema 7.1. Zbog vaznosti,
zapisujemo ga u obliku teorema.
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Teorem 7.3 (Kronecker-Cappeli) Neka je A € R™" ;b € R™.
Sustav Ax = b ima rjeSenje ako i samo ako vrijedi

r(A) = r([A]0]). (7.4)

Ako jednakost (7.4) vrijedi, skup svih rjeSenja sustava Ax = b ¢ini
linearnu mnogostrukost u R™ dimenzije n — r(A).

Dokaz: Pretpostavimo da vrijedi jednakost (7.4). Prema teoremu 7.1
rjeSenje postoji, a skup svih rjesenja ¢ini linearnu mnogostrukost ") +
N(A). Prema teoremu 5.24, dimenzija nul-potprostora N(A) je n —
r(A).

Obrnuto, neka postoji rjesenje © = [z1,...,x,]" sustava Az = b.
Ako produkt Az zapiSemo pomocu stupaca a;, 1 < j < n, matrice A,
imat ¢emo

T

ria1 + -+ + xpa, = 0.
Dakle je b linearna kombinacija vektora a;, pa je b € L(ay, ..., a,). To
znaci da je L(ay,...,a,) = L(ay,...,a,,b). Zadnja jednakost se moze
zapisati kao R(A) = R([A,] b]). Uzimanjem dimenzija potprostora na
obje strane, odmah se dobiva relacija (7.4). [ |

Primjer 7.4 Neka je

0 -2 -4 0 6 0 —8
o 1 2 3 1 0 10
A= 0 -3 -6 1 15 =5 |’ b= 0
0o 3 6 -2 =21 6 5

Rijesite sustav Ax = b.

Rjesenje. Imamo

-2 -4 0 6 0 |8
1 2 3 15 0 |10
-3 -6 1 15 —-5| 0
3 6 -2 =21 6 |5

[Ab] =

2=
— N e R ==

o112 0 -3 0] 4
000 3 18 0] 6
000 1 6 —5| 12
000 -2 —-12 6|7
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01 20 -3 0] 4
r{0 001 6 0 2
0000 0 =5|10
L0000 0 6]-3
01 20 =3 0] 4
r{0 001 6 0 2
0000 01| -2
L0000 00 9
01 20 =3 010
r{0 001 6 0(0]
“loooo o 10| Mk
L0000 001
Vidimo da je r(A) = 3 < 4 = r([A | b]), pa sustav Ax = b nema
rjesenja. [ |
Primjer 7.5 Rijesite sustav Ax = b, ako je marica A ista kao u

T
prethodnom primjeru, a vektor b = [ -8 10 0 —4 } .

Rjesenje. Imamo

0 -2 -4 0 6 0]-8
0 1 2 3 15 0] 10
Alv] =10 3 6 1 15 -5 o0
0 3 6 -2 —21 6/|-4
0012 0 -3 0] 4
{000 3 18 0| 6
000 1 6 —5| 12
000 -2 —12 6/|-16
001 20 -3 0] 4
rlooo01 6 0 2
0000 0 —5| 10
L0000 0 6|12
001 20 -3 0] 4
rl0001 60 2|
~loo0o00 o1|_2|=Alk
L0000 00| 0
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Vidimo da je r(A) = r([A | b]) = 3, pa sustav Az = b ima rjesenge.
Rjesenje je linearna mnogostrukost dimenzije 6 — 3 = 3. Partikularno
rjesenje je prema relaciji (7.2) dano sa

P =040 20 —2]T.

Preostala rjesenja dobivamo koristeci homogena rjesenja. Opce rjesenje
homogene jednadzbe Ax = 0 je opisano u teoremu 6.9. Imamo

(1 0 0

0 —2 3

0 1 0
x(H) = 0 “+ Qo 0 + g 6

0 0 1

| 0] . 0 ] . 0 |

=z 4 ) = + o + o + as

O N O = O
S OO OO

i
aq
4 — 209 + 33
Qo
2 — 60[3
a3
—2

Pretpostavimo da znamo neko rjesenje z sustava Az = b, koje nije
nuzno ") iz relacije (7.2). Dakle, za z vrijedi Az = b. Mozemo li
kazati da je skup svih rjesenja sustava Ar = b linearna mnogostrukost
z+N(A)? Potvrdan odgovor slijedi iz
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Propozicija 7.6 Neka je M = z¢ + Y linearna mnogostrukost. Ako
jez € M, tada je M =2z + Y.

Dokaz: Moramo pokazati da je xo+) C z+) iobrnuto z+) C xo+).
Koristit ¢emo ¢injenicu da je z = z¢ + 21, za neko z; € ).

Neka je u € xg+ Y. Tada je on oblika u = x¢+y za neko y € ). To
mozemo zapisati kao u = xg+ 21+ (y — z1) = z+w. Jer je Y potprostor
iy,zy € Y moraiw =y — 2z biti u ). Dakle je u € z+ Y. Zbog
proizvoljnosti od u zaklju¢ujemo da je zo+) C 2z + ).

Obratno, neka je u € z + ). Tada je on oblika u = z + ' za neko
y' € Y. To mozemo zapisati kao u = xg + 21 + 3y = xo +w'. Jer je Y
potprostor i zy,y’ € Y moraiw' = z;+vy biti u Y. Dakle jeu € xg+ ).
Zbog proizvoljnosti od u zaklju¢ujemo da je z+ Y C z¢g + V. [ ]

Posebno je zanimljiv slucaj kad rjesenje sustava Ax = b postoji, a
rang matrice jednak je broju stupaca matrice. Za takvu matricu se
kaze da ima puni stupcani rang?.

Korolar 7.7 Neka je A€ R™", m >n ibe R™. Ako vrijedi

r(A) =r([A]b]) =n,
onda sustav Ax = b ima jedinstveno rjesenje x. Ako se algoritam 6.3
primijeni na prosirenu matricu [A | b], tada se komponente rjesenja
dobiju iz zadnjeg stupca reducirane matrice [A | blr = [Ar | b],
Ako jos vrijedi m = n, onda je

x=Db.

Dokaz: Primijenimo algoritam 6.3 na prosirenu matricu [A, | b]. Kako
je rang matrice A (a to je i broj netrivijalnih redaka od Ag) jednak broju
stupaca od A (i Ag), reducirana prosirena matrica ima oblik

Matrica A € R™*" ima puni rang ako vrijedi r(A) = min{m, n}. Kako r(A4) =
n povlaéi n < m mozemo iskaz: “A ima puni stupcani rang”, zamijeniti iskazom
“A ima puni rang i vrijedi n < m”.
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1 0000 0| b,
1000 0| b
100 0| bs
10 0| by
1 ... 0]bs
[Ar [b]=| 0 - =
1b,
0 0 0 0] 0
0 0 0 0|0
0 0 0 010 |

Iz definicije (7.2) vektora z") direktno slijedi () = by. Bududi da
je rang matrice A jednak n, po teoremu 5.24 je dimenzija od N(A)
jednaka n — r(A) = n —n = 0, pa homogeni sustav Az = 0 ima samo
trivijalno rjesenje () = 0. Prema tome opée rjesenje nehomogenog
sustava je dano sa

Akoje m =nondajeiz=aP) =by=b. [ |

Primjer 7.8 Rijesite sustav Ax = b, ako je

0 0 1 1 2

0 0 1 —1 1

A=19 3¢9 o | 0= 1

1 1 0 0 )

Rjesenje.

0 0 1 1] 2 1 =10 0/ 1
o o 1 =1 1|r]0 0 1 -1 1
[Alo] = 1 10 0] 1!7lo o 1 1] 2
1 1 0 0]-2 1 1 0 )
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1 -10 0] 1 1 -10 0] 1
r |0 0 1 —=1] 1|,|0 2 0 0]-3
00 1 1| 2 0 0 1 1| 2
(0 2 0 0 |-3 0 0 1 —1| 1
100 0 ]—1/2 100 0]-1/2
r 010 0[=32|r]010 0|=3/2
001 1 2 001 1 2
001 —1 1 000 —2| -1
100 0]—1/2
r 010 0|=32]_
“loo 10| 32 =[A1b]a-
(000 1] 1/2

Rang matrice A kao i prosirene matrice [A | b] jednak je broju stupaca
matrice A, tj. 4. Stoga postoji samo jedno rjesenje sustava Axr = b,
koje je dano sa

1|T

7.2 Kvadratni sustavi 1 Gaussove elimi-
nacije

a::i):[—

nojee
nojee

N | =
N | =

U praksi se najcesée javljaju sustavi kod kojih je broj linearnih je-
dnadzbi jednak ili je veéi od broja nepoznanica. U prvom slucaju je
matrica sustava A kvadratna, pa sustave zovemo kvadratni. U drugom
slucaju matrica ima vise redaka nego stupaca. Kod takovih sustava
opcenito ne postoji vektor x koji bi zadovoljavao jednadzbu Ax = b,
pa se trazi onaj vektor x za koji je kvadrat Euklidske norme || Az — b||3
najmanji. Takovih vektora moze biti vise pa se obicno trazi vektor
najmanje norme koji minimizira || Az — b||3. S obzirom da je Euklidska
norma suma kvadrata (modula) komponenata, taj problem je poznat
pod imenom: problem najmanjih kvadrata. Za njegovo rjesavanje ko-
riste se ortogonalne transformacije, posebno tzv. QR faktorizacija i sin-
gularna dekompozicija, pa rjeSavanje tog sustava neé¢emo razmatrati.
Stoga ¢emo se posvetiti za praksu jos vaznijem slucaju kvadratnih sus-
tava. Do kraja ove lekcije, pretpostavljamo da je u sustavu Ax = b
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matrica A reda n i ranga n. U tom slucaju postoji jedinstveno rjesenje
x. Takva matrica ima reduciranu matricu jedini¢nu, a postojanje i
jedinstenost rjeSenja sustava Ax = b slijede iz korolara 7.7.

Sustave s malo (npr. do 10) nepoznanica mozemo uz malo spretnosti
i strpljivosti, na osnovi algoritma 6.3 rijeSiti olovkom i papirom. Pro-
blem nastaje onda kad treba rijesiti velike sustave. U primjenama ne-
rijetko susre¢emo sustave s matricama reda 1000 i vise. Vrlo drastican
primjer je numericko rjesavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi u
trodimenzionalnom prostoru. Kod aproksimiranja diferencijalnih ope-
ratora pomoc¢u diferencijskih shema ili koristenjem drugih tehnika (npr.
konaé¢nih elemenata), mogu se dobiti sustavi s ogromnim brojem nepo-
znanica. Kod tog aproksimativnog rjesavanja diferencijalnih jednadzbi,
svadanje na sustav linearnih jednadzbi uvijek znaci da ¢e to¢no rjesenje
sustava biti tek odredena (mozda losa) aproksimacija rjeSenja polaznog
problema diferencijalnih jednadzbi. Koji puta za jednu decimalu to-
¢nosti rezultata polaznog problema, treba rjesavati sustav s 1000 ne-
poznanica, za dvije decimale toénosti sustav s 10° nepoznanica, za tri
decimale sustav s 10° nepoznanica, itd. Kod takovih matrica jedino §to
nam preostaje je napisati kompjutorski program koji ¢e sustav rijesiti
u dogledno vrijeme.

Kod numerickog rjesavanja sustava uz pomo¢ racunala, javlja se
novi problem: rac¢unala koriste tzv. aritmetiku konacne preciznonosti.
Tipican zapis jednog broja u racunalu ima oblik: +m x 2°, gdje je m
mantisa, a e eksponent. Mantisa dopusta to¢no odreden broj zname-
naka, a za eksponent postoji tocno odreden interval u kojem se on moze
nalaziti. U racunalu su i mantisa i eksponent smjeSteni kao binarni
brojevi. Tipicno, u tzv. aritmetici jednostruke (dvostruke) preciznosti
mantisa ima prema IEEE standardu koji je prisutan kod gotovo svih
racunala, 24 (53) binarne znamenke, dok je je eksponent u zatvorenom
inervalu [—125, 128] ([—1021, 1024]). To znac¢i da aritmetika radi s
brojevima u rasponu od priblizno —3.4 x 10% do +3.4 x 103 (od
—1.8 x 10%% do 1.8 x 103%) pri ¢emu mantisa ima, preracunato oko
7 (16) dekadskih znamenki. Ako Zelimo u racunalo ucitati broj 3/7
ili 7, ono ¢e ga zapisati kao binarni broj sa 24 (ili 53) binarnih zna-
menaka, a ostale znamenke ¢e odbaciti. Cak i brojevi kao 1/10, 1/5,
2/5,3/5, ...ne mogu se egzaktno zapisati, jer njihove binarne mantise
imaju beskonacno znamenki. To znaci da ve¢ kod smjestavanja matrice
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sustava A u racunalo, ve¢ina smjeStenih elemenata ¢e nositi gresku u
zadnjoj binarnoj znamenci. To su tzv. relativne greske u brojevima
koje dolaze od smjestavanja brojeva u racunalo. One su omedene s
6.8 -1078 za slucaj jednostruke odnosno 1.11-107% za slucaj dvostruke
preciznosti.

Kada se pokrene neki algoritam, gotovo svaka aritmeticka operacija
¢e unijeti malu relativnu gresku u rezultat. Npr. kad mnozimo bro-
jeve ¢ije mantise imaju t znamenaka, mantisa rezultata ¢e opcéenito
imati 2¢ znamenaka, pa ¢e se morati zaokruziti na ¢ mjesta. Slicno
zaokruzivanje ¢e postojati i kod drugih racunskih operacija. Pa koliko
ima operacija kod rjesavanja sustava reda n? Pokazuje se da ih ima
oko (2/3)n3. To znaci da za rjeSavanje sustava reda 1000 treba oko
6.7 - 10®, a za rjesavanje sustava reda 10° oko 6.7 - 10?® racunskih op-
eracija. Dakle, mozemo strahovati da toliki broj gresaka zaokruzivanja
moze dosta utjecati na tocnost izracunatog rezultata. Vidimo da je
opcenito tesko doé¢i do iole tocnog rjeSenja gore spomenutih diferenci-
jalnih jednadzbi, jer bolja aproksimacija diferencijalnih jednadzbi sus-
tavom linearnih jednadzbi znaci veliki red matrice, a onda nastupaju
problemi sa racunanjem zbog iskrslih gresaka zaokruzivanja.

Sto se moze poduzeti? Prva moguénost koja pada na pamet jest
racunati uz mnogo vec¢i broj decimala, dakle uz aritmetiku vece pre-
ciznosti. Za to su potrebni posebni softwareski paketi, jer kupljena
racunala dolaze uz standardni software koji omogucuje rad samo s ari-
tmetikama jednostruke i dvostruke preciznosti. Spomenuti softwareski
paketi za rac¢unanje u povecanoj tocnosti toliko ¢e usporiti rac¢unanje,
da ¢e veé rjeSavanje sustava reda 100 biti dugotrajan posao. Uocivsi
taj problem, neiskusan rjesavac¢ sustava ¢e rec¢i: “Kupimo onda jace
racunalo”. To ¢e osim izazivanja velikih troskova problem samo malo
ublaziti, ali ne i rijesiti. Ne smijemo zaboraviti da i najveca svjetska
racunala nisu svemoc¢na. Tako se npr. uz pomo¢ najsnaznijih racunala
24-satna vremenska prognoza za cijelu drzavu SAD racuna tek do na
tocnost od £10 kilometara. Zato je uvijek dobar pristup maksimalno
iskoristiti analiticko znanje o problemu i o rjeSenju, te umjesto stan-
dardnih algoritama izmisliti posebni algoritam, ili modificirati neki pos-
tojedi algoritam za dani problem.

Kako bi se utjecaj gresaka zaokruzivanja na tocnost rjesenja su-
stava smanjio, potrebno je modificirati algoritam 6.3. Opcenito je u
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algoritmu potrebno vise zahvata:

1. umjesto svadanja na jedinicnu matricu Ag, bolje je koristiti ele-
mentarne operacije za svadanje matrice na gornje-trokutasti o-

blik;

2. potrebno je izostaviti dijeljenje pivotnog retka sa pivotnim ele-
mentom jer kad je pivotni element mali to moze dovesti do ve-
likog povec¢anja elemenata (pa i prisutnih gresaka) u elementima
pivotnog retka;

3. potrebno je izabirati pivotni element tako da je po mogucénosti
sto veci.

Ove modifikacije nas dovode do Gaussove metode eliminacija, za
razliku od opisanog algoritma 6.3 koji se spominje (posebno u kontek-
stu rjesavanja sustava) kao Gauss-Jordanov algoritam. Kod Gauss-
Jordanovog postupka (svaka) nepoznanica xj se eliminira iz svih jed-
nadzbi osim iz k-te. Kod Gaussovih eliminacija, prvo se nepoznanica x;
eliminira iz jednadzbi 2—n, zatim nepoznanica s iz jednadzbi 3—n,
onda w3 iz jednadzbi 4—mn, itd. Algoritam se koristi uz dvije strate-
gije izbora pivotnih elemenata: parcijalnog i kompletnog pivotiranja.
S obzirom da se u praksi najcesée koristi parcijalno pivotiranje, kom-
pletno pivotiranje ¢emo razmatrati tek na nivou ideje.

Parcijalno pivotiranje

Kod parcijalnog pivotiranja, pivotni element u r-tom koraku izabire
se kao najvedi po modulu element u pivotnom (tj. r-tom ) stupcu, od
r-tog retka na nize.

Algoritam 7.9 Algoritam vrsi elementarne retcane operacije na ma-
trici X. Oznaka X = (z;;) se koristi za iteriranu matricu. Sa z} je
oznacen k-ti redak od X. Na ulazu, X se poistovjeti s prosirenom ma-
tricom [A | b] € R™™ YV Na izlazu X je oblika [R | b], gdje je R
gornje-trokutasta matrica.
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1. Stavi: X =[A|b], r=1.
2. Pronadi najmangi indeks ' takav da je

| Ty |= max{| zg, |; 7 < k <n}

3. Ako je x.. =0, idi na 6, inace idi na 4.
4. Zamijeni retke s indeksima r i1’

5. Zai=r+1,...,n, pomnozir-ti redak matrice brojem m;. = Ty /Ty

i tako dobiveni redak oduzmi od i-tog retka: xl «— x —my,. - .

6. Stavir :=r+ 1. Ako je r = n idi na 7, inace idi na 2.

7. Stavi [R | b] = X i stani.

U slucaju izostavljanja permutacije redaka (izostave se koraci 2., 3. 1 4.
algoritma) govori se metodi Gaussove eliminacije bez pivotiranja. Ona
¢e stati ako je pivotni element x,, nula odnosno generirati vec¢e greske
u matri¢ne elemente ako je |z,.| mali.

Promotrimo algoritam 7.9. Neka je r prvi indeks za koji ¢e se do-
goditi skok s 3. na 6. korak. U tom slucaju je r-ti stupac tekuce matrice
X zavisan od prethodnih stupaca (za to je dovoljno da su svi dijago-
nalni elementi agy, 1 < k < r—1 razli¢iti od nule) pa X ima rang manji
od n. Kako elementarne operacije nad retcima ne mijenjaju rang, mora
i matrica [A | b] imati rang manji od n. To znaci da jeir(4) <n. U
tom slucaju rjesenje ili ne postoji ili postoji, ali nije jedinstveno. Ta
alternativa se razrjesava u toku rjesavanja sustava Rx = b. Ako se Ty
dobije iz kvocijenta oblika nesto/0 rjesenje ne postoji, a ako se dobije iz
oblika 0/0 postojat ¢e beskonaéno mnogo rjesenja. Primijetimo takoder
da algoritam nece stati sve do prirodnog zavrsetka kad r postane n.

Kako smo mi pretpostavili da je r(A) = n, algoritam ¢e uvijek naiéi
na netrivijalne pivotne elemente, koji ¢e se na kraju procesa svi nalaziti
na dijagonali matrice R.

Glavni dobitak kod pivotiranja je da su multiplikatori m;. koji
mnoze pivotne retke mali, tj. omedeni su s 1 po modulu. To omogucuje
istrazivanje tocnosti (jos se kaze stabilnosti) algoritma.
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Na izlazu algoritam 7.9 daje gornje-trokutastu matricu R i vektor
b koji je nastao iz vektora b primjenom istih retéanih operacija koje su
svele A na R.

Preostaje jos rijesiti trokutasti sustav

Rx =b.
Ako taj sustav napisemo u obliku

TN F T2 T 1 1 F T1nT, = by

T92To + * *Top_1Tp_1 + TonTn = b

T"n—1n—1Tn—1 + Tn—1,nTn

TinTn =

vidimo da mozemo odmah iz zadnje jednadzbe dobiti z,,. UvrStavajuci
dobivenu vrijednost za x, u predzadnju jednadzbu, mozemo dobiti
rn_1. Nastavljajuci tako, dobijemo sve komponente vektora z. Kako ih
dobivamo u redoslijedu: x,, x,_1,...,r1, ovaj algoritam se zove obratni
postupak ili povratna supstitucija. Povratni postupak ima daleko
manje operacija od eliminacija. Dok eliminacije zahtijevaju oko n?/2
dijeljenja, n3/3 mnoZenja i n3/3 zbrajanja (odnosno oduzimanja) dotle
povratni postupak trazi samo n dijeljenja te oko n?/2 mnozenja i n?/2
zbrajanja (odnosno oduzimanja).

Primjer 7.10 Pomocu Gaussove metode eliminacija s parcijalnim pi-
votiranjem rijesite sustav Ax = b, gdje su:

1 2 3 4 1
4 2 0 1 7
A= 1 -1 0 -1/~ b= 0
2 3 -2 =2 10

Rjesenje. Prikazat ¢emo matrice dobivene nakon zamgjene redaka 1
nakon eliminacije nepoznanice (tj. nakon stvaranja nula u stupcu ispod
dijagonalnog elementa))

1 2 3 41
4 2 0 1|7
1 -1 0 —-1/0
2 3 -2 =2]10

Al0) =
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4 2 0 117 4 2 0 1 7
rf1 2 3 4|1 |0 s 03 48
I -1 0 —1(0 0 -3 0 —31|—1
2 3 —2 —2/10 0 2 -2 -32|8
4 2 0 1 7 4 2 0 1 7
5 13 5 13
) O T o B P O A S
0 32 3 li % 0 0 92 458 845
L 2 4 ! 2 ] | T8
T4 2 0 1 7 4 2 0 1 7
5 13 5 13
Loe ™ # %Yo s #| %
0 0 23 825 258 O 0 (2) 810 108
- T2 T8 8 T8 8
= [R]|D].

Sustav Rx = b rjeSavamo obratnim postupkom. Prvo se izracuna Ty,

=—/(——=)=-1
nu=5/%)
Zatim se —1 uwrsti umgesto x4 u trecu jednadzbu, koja se onda rijesi
2 45 45
=—|—-— - — - (=1)| =0.
T [ 5 5 )]

Nepoznanica xo se dobije iz druge jednadzbe. Prethodno se u nju uvrste
vrijednosti za T3 i T4,

1 7113 )
=—- =42 —- (=1 =2
7= { 5 +2:0+5 ( )}
Konacno, x1 se dobije iz prve jednadzbe

1
1y=7-7-2:2-0-0-1- (-] =1

Napisimo algoritam Gaussovih eliminacija s parcijalnim pivotiranjem u
obliku pogodnom za pisanje programa na racunalu. Pritom je zgodno
spremiti multiplikatore m;; na poziciju (¢, j), ¢ > j matrice A, dakle u
element a;; (nakon $to on, prema algoritmu 7.9 postane nula).



7.2. KVADRATNI SUSTAVI I GAUSSOVE ELIMINACIJE 119

Algoritam 7.11 Neka je A € R pri demu prvih n stupaca ma-
trice ¢ine stupct od matrice sustava, a n + 1. stupac je vektor b. Na
1zlazu, prvih n stupaca matrice ¢ine stupci od R, a zadnji stupac je
rjesenje polaznog sustava.

1. zar=1,2,...,n—1
1.1. pronadi najmanji indeks r' takav da je
| apr | 2] agr |, 7 <k <n
Ako je a,,, = 0 idi na 2. inace idi na 1.2
1.2 zamijeni retke s indeksima r i r’
1.3 zat=r+1,7r4+2,...,n+1

1.3.1  ay = ay/ap,
1.3.2 zaj=r+1,r+2,....,n+1
1.3.3 Qi5 = Qj5 — QirQyj

1.3.4  kraj petlje po j
1.4 kraj petlje po 1
1.5 kraj petlje po r

Rjesavanje sustava Rx = b. Nakon provjere da su svi dijagonalni ele-
menti razliciti od 0, algoritam glasi.

2. a(n,n+1)=a(n,n+1)/a(n,n)

21 zat=n—1,n—-2,...,1
211 zaj=i1+1,....n
2.1.2 a(i,n+1)=a(i,n+1)—al(i,j) *a(j,n+1)
2.1.3 kraj petlje po j

2.2 a(i,n+1) =a(i,n+1)/a(i,i)

2.3. kraj petlje po 1
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Uoc¢imo da Gaussov algoritam u sluc¢aju beskonac¢no rjesenja susta-
va ne daje bazu nul-potprostora, pa je u tom smislu slabiji od Gauss-
Jordanovog algoritma. Ipak, iz dobivene matrice [R,b] moguce je do-
biti dodatnim elementarnim retéanim operacijama matricu [Ag, v | pri
cemu se iz A 1V odredi opce rjesenje sustava (partikularno rjesenje
i baza nul-potprostora). Cijena koja se za to placa su osim dodatnih
racunskih operacija i potencijalno veliki multiplikatori koji prave nule u
gornjem trokutu matrice (oni vrse eliminaciju nepoznanice iz prethod-
nih jednadzbi). To moze dovesti na rac¢unalima do velikih gresaka u
elementima Agr i u rjesenju x. Kako se najceSce, unaprijed zna da
je matrica sustava ranga n, na racunalima se gotovo iskljucivo koristi
Gaussova metoda eliminacija sa parcijalnim pivotiranjem.

7.3 Kompletno pivotiranje

Kompletno pivotiranje je jos toc¢niji algoritam od parcijalnog pivoti-
ranja, ali zahtijeva mnogo viSe racunskog vremena oko pronalazenja
pivotnog elementa u svakom koraku, a osim zamjene redaka treba ciniti
i zamjenu stupaca matrice. Zato se u toku postupka osim proSirene ma-
trice pamti i vektor ¢ija k-ta komponenta predstavlja indeks stupca koji
se zamijenio sa k-tim (pivotnim) stupcem u k-tom koraku. U prvom
koraku algoritma treba pronaci najveci po modulu element u cijeloj ma-
trici i onda zamjenom redaka i stupaca dovesti ga na (1, 1)— poziciju.
Zatim se izvrsi eliminacija nepoznanice z7 iz 2.—n. jednadzbe. Time je
gotov prvi korak metode. Zatim se prvi korak ponavlja na podmatrici
reda n — 1 na presjeku zadnjih n — 1 redaka i stupaca. Najbolje je
raditi s proSirenom matricom jer se sve ret¢ane operacije ionako rade i
na vektoru b. Na kraju se dobije gornje-trokutasta matrica R, vektor
b i vektor p ineksa pri zamjenama stupaca. Zatim se rijesi trokutasti
sustav Rz = b ina kraju ispermutiraju komponente od x prema indek-
sima zapamdéenim u vektoru p. Metoda se rijetko koristi jer je dosta
sporija od metode s parcijalnim pivotiranjem, a ne daje bitno tocnije
rezultate.



Lekcija 8

Linearne Matricne
Jednadzbe

Linearne matricne jednadzbe se najcesée pojavljuju u jednom od slje-
decih oblika

A+X = B (8.1)
AX = B (8.2)

XA = B (8.3)
AX+B = C (8.4)
XA+B = C (8.5)
AX+XB = C. (8.6)

U ovim jednadzbama A, B, C su poznate (zadane) matrice, a matrica
X je ona koju trazimo. Da bi te jednadzbe imale smisla, moramo paziti
na dimenzije matrica. Tako npr. u jednadzbi A + X = B sve matrice
moraju imati isti broj redaka i isti broj stupaca, a u jednadzbi AX = B,
ako je A € R™*", onda Xmora imati n redaka, B mora imati m redaka,
a obje matrice X i B moraju imati isti broj stupaca. Zato se uzima da
su Be R™? 1 X € R"? za neki prirodan broj p.
Rjesenje jednadzbe A + X = B, kao i jednadzbe X + A = B je

X=B-A,
i time je problem (8.1) rijeSen. Jednadzbu (8.3) mozemo transponiran-
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jem lijeve i desne strane svesti na oblik
ATXT — BT

pa smo time problem (8.3) sveli na problem (8.2). Jednadzbu (8.4)
oduzimanjem matrice B od lijeve i desne strane jednadzbe svodimo na
oblik AX = C — B, pa je problem opet reduciran na (8.2). Isto tako,
jednadzbu XA + B = C' oduzimanjem i transponiranjem svodimo na
oblik (8.2). Preostaje jednadzba

AX+XB=C

koja se zove Ljapunovljeva jednadzba. Njeno rjesavanje je dosta kom-
pliciranije od rjesavanja jednadzbe AX = B i za sada ju ne¢emo raz-
matrati. Prema tome, preostaje rijesiti jednadzbu (8.2). Preciznije,
zanimat ¢e nas pitanje egzistencije, jedinstvenosti i algoritma za taj
problem.

Od posebnog interesa su i jednadzbe

AX =1

odnosno
XA=1]

jer nas vode do pojmova desnog i lijevog inverza matrice. Te ¢emo
slucajeve razmatrati na kraju poglavlja.

8.1 Jednadzba AX =B

Promotrimo jednadzbu
AX =B, AeR™" X eR"’, BeR™?.
Uvedimo stupcane particije
X:[[El,l‘g,...,[ﬂp} i B:[bl,bg,...,bp}.
Po pravilu matricnog mnozenja vrijedi

AX:A[$1,I'2,...,I'p:|:[AZL'l,Al’Q,...,Al'p} (8.7)
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Stoga se jednadzba AX = B moze zapisati kao p jednadzbi
Axl = bl, AZL’Q = bg, N All'p = bp. (88)

Jednadzba AX = B je ckvivalentna sustavu od p jednadzbi (8.8). To
znaci: ako AX = B ima rjesenje, onda i svaka jednadzba Az = b; ima
rjeSenje i obrnuto, ako svaka jednadzba Ax = b; ima rjeSenje, tada ga
ima i AX = B.

To se jednostavno vidi. Neka npr. AX = B ima rjeSenje X. Tada
zbog relacije (8.7), odmah slijedi (8.8). Pritom su rjesenja sustava
upravo stupci od X. Obrnuto, neka svaka jednadzba sustava (8.8) ima
rjeSenje. Recimo, neka je x; bilo koje rjesenje od Ax = b; i tako za sve
1 <2 < p. Sada iz tih vektora x; sagradimo matricu X, zahtijevajuéi
da je z; upravo i-ti stupac od X. Gledajuéi relaciju (8.7) i stup¢anu
particiju od X, odmah vidimo da vrijedi AX = B, pa smo dakle,
sagradili rjesenje X.

Sustav oblika Az = b; smo razmatrali u 7. poglavlju i znamo da se
moze rijesiti npr. algoritmom 6.3 koji svada prosirenu matricu na re-
ducirani oblik ili koristenjem Gaussove metode eliminacija s parcijalnim
ili kompletnim pivotiranjem. Buduéi da algoritam 6.3 (isto vrijedi i za
Gaussovu metodu) ide “s lijeva u desno”, prvo prevodi A na reducirani
oblik Ag (odnosno na trokutastu matricu R), mozemo izbjeéi pona-
vljanje redukcije matrice A na Ay (ili R) p — 1 puta, ako primijenimo
algoritam samo jedamput na prosirenu matricu [A | BJ.

Kakva rjesenja X mozemo ocekivati? Imamo li jedno, nijedno ili
beskona¢no rjesenja? Iz sljedeceg teorema ¢emo vidjeti da odgovor
ovisi o odnosu ranga matrice A i ranga proSirene matrice [A | B].

Teorem 8.1 Jednadzba
AX =B (8.9)

mma rjesenje ako 1 samo ako vrijedi
r(A) =r([A]| B]). (8.10)

Ako je uvjet (8.10) ispunjen i ako je X¥) neko rjesenje jednadzbe (8.9),
onda je opce rjesenje jednadzbe (8.9) oblika

X =XP 4 xH)
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gdje je X opée rjesenje homogene matricne jednadzbe
AX =0. (8.11)

Specijalno, jednadzba (8.9) ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako
homogena jednadzba (8.11) ima nul-matricu kao jedino rjesenje.

Dokaz: Neka postoji rjesenje X jednadzbe (8.9). Tada postoji i
p rjesenja z; sustava (8.8). Po Kronecker-Capellijevom teoremu (teo-
rem 7.3) za svako 1 < i < p vrijedi r(A) = r([A | b;). To znadi
b; € R(A) = L(ay,...,a,) za sve i, gdje su ay, ...,a, stupci od A.
Dakle je

R(A) = L(al, ) = L(CLl, .. ,an,bl)
= L<a17 a’n)bth)
L(ay, .. an,bl,...,bp)
R([A] B])-

Kako su potprostori R(A) i R([A | B]) isti, njihove dimenzije su je-
dnake, a to su upravo r(A) i r([A | B]).

Obratno, neka vrijedi r(A) = r([A | B). Moramo pokazati da tada
postoji rjeSenje jednadzbe AX = B. Podimo od suprotnog, kad ne
bi postojalo rjesenje X, tada ne bi sve jednadzbe sustava (8.8) imale
rjesenje. Postojao bi neki i, takav da Az = b; nema rjeSenje. To bi po
Kronecker-Capellijevom teoremu znacilo da je r(A) < r([A | b;]). Kako
uvijek vrijedi r([A4 | b;]) < r([A | B]), pokazali smo da je r(A4) < r([A |
B]). Dobivena je kontradikcija s pretpostavkom r(A) = r([A | B]), pa
zakljuc¢ujemo da je tome bila kriva pretpostavka da ne postoji rjesenje
jednadzbe AX = B. Time je dokazan i drugi smjer prve tvrdnje.

Pretpostavimo sada, da vrijedi uvjet (8.10), tako da postoji rjesenje
jednadzbe AX = B i pretpostavimo da imamo jedno rjesenje X ).
Oznacimo sa X opée rjesenje sustava AX = B, inekajeY = X — X (7).
Uvrstavanjem, dobivamo

AY = AX —AXP) =B - B =0,

pa je Y rjeSenje homogene jednadzbe (8.11). Dakle, kad X prolazi
skupom svih rjesenja sustava AX = B, Y prolazi skupom rjesenja
homogenog sustava AX = O.
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Obrnuto, ako je Y opce rjesenje homogenog sustava AX = O, tada
X = XP) 4+Y zadovoljava

AX = AXP) 1 AY =B+ 0 =B,

pa je rjesenje jednadzbe (8.9). Time je dokazana i druga tvrdnja.
Trec¢a tvrdnja je neposredna posljedica druge tvrdnje. Ako je skup
rjeSenja homogene jednadzbe (8.11) samo nul-matrica iz R"*” tada
jednadzba (8.9) ne moze imati vise od jednog rjesenja, jer bi u pro-
tivnom njihova razlika dala netrivijalno rjesenje homogene jednadzbe.
S druge strane, ako AX = B ima samo jedno rjesenje, tada homoge-
na jednadzba mora imati samo nul-matricu kao rjesenje. U protivhom
bi imali O # Z € R"?, AZ = O, pa bi uz pretpostavljeno (jedinstve-
no) rjesenje, nazovimo ga sa X ), imali i dodatno rjesenje X(©) 4 Z

jednadzbe (8.9). |

Jer je X € R™*? rjesenja jednadzbe AX = B leze u np-dimenzionalnom
vektorskom prostoru R"*P. Moze se pokazati da rjeSenja homogene
jednadzbe ¢ine (n — r(A))p dimenzionalni potprostor tog prostora, pa
mozemo re¢i da skup svih rjesenja jednadzbe AX = B ¢ini linearnu
mnogostrukost dimenzije (n — r(A))p.

8.2 Lijevi i desni inverz

Promotrimo sada specijalne jednadzbe:

AX =1, AeR™" JTeR™™ XeRWm (8.12)

YA=1, AeR™" [eR", Y eR"™™ (8.13)

U dokazivanju postojanja i jedinstvenosti rjesenja tih jednadzbi kljuénu
ulogu ¢e imati teorem 8.1.

Definicija 8.2 Svako rjesenje jednadzbe AX = I naziva se desni in-
verz matrice A. Svako rjesenje jednadibe YA = I naziva se lijevi
inverz matrice A.
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Kadkada se lijevi (desni) inverz naziva lijevi (desni) generalizirani inverz
od A. Iz relacija (8.12) i (8.13) se vidi da su obje matrice X i Y istog
tipa. Na osnovu teorema 8.1 zaklju¢ujemo da A moze imati beskonacno
lijevih (ili desnih) inverza, da moze imati tocno jedan lijevi (ili desni)
inverz, a takoder da mozda A nema niti jedan lijevi (ili desni) inverz.
Zato nam trebaju kriteriji za postojanje lijevih odnosno desnih inverza.

Propozicija 8.3 Matrica A € R™" ima barem jedan
(i) desni inverz ako i samo vrijedi r(A)=m <n;
(i) lijevi inverz ako i samo vrijedi r(A) =n<m.

Dokaz: (i) Ako matrica ima linearno nezavisne retke, pa ju prosirimo
s dodatnim stupcima (koje umetnemo bilo ispred matrice, iza matrice
ili izmedu samih stupaca matrice), rang tako prosirene matrice neée
biti ni veéi niti manji od ranga polazne matrice. Ako to zakljuc¢ivanje
primijenimo na [,,, zakljucujemo da uvijek vrijedi

m=r(I,) =r(A] L)) . (8.14)
Prema teoremu 8.1, AX = [,, ima barem jedno rjesenje ako i samo ako
vrijedi
r(A) =r([A| In]).
Zbog relacije (8.14), zadnja jednakost vrijedi ako i samo ako vrijedi

r(A) = m. Uo¢imo jo§ da r(A) = m povlaci m < n (jer bi inace bilo
r(A) <n <m).

(ii) Matri¢na jednadzba XA = I, je ekvivalentna s ATXT = I, a ta
jednadzba prema (i) ima barem jedno rjesenje ako i samo ako vrijedi

r(AT) = broj redaka od AT = broj stupaca od A = n.

Kako je r(AT) = r(A), dokazali smo prvu tvrdnju od (ii). Druga tvrd-
nja, n < m, slijedi istim zakljucivanjem kao u dokazu odgovarajuce
tvrdnje od (i). [ |
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Definicija 8.4 Matrica A € R™*™ ima
puni retéani rang ako vrijedi r(A) = m;
puni stupcani rang ako vrijedi r(A) = n;
puni rang ako vrijedi r(A) = min{m, n}, tj. ako ima puni retcani
ili stupcani rang.

Propozicija 8.5 Neka je A € R™"™. Tada su sljedece tri turdnje
ekvivalentne:

i) m=n i r(A)=n.
(ii) A ima barem jedan lijevi i barem jedan desni inverz.

(iii) A ima jedinstveni lijevi inverz Y, jedinstveni desni inverz X i
vrigedi X =Y.

Dokaz: Dokazat ¢emo krug implikacija: (i) — (ii) — (iii) — (i).

(i) — (ii) Prema propoziciji 8.3, A ima barem jedan lijevi i barem
jedan desni inverz.

(ii) — (iii) Ako za X 1Y wvrijedi AX = I, i YA = [, onda prema
propoziciji 8.3 vrijedi m = n = r(A). Takoder vrijedi

Y =YI,=Y(AX)= (YA)X =X = X,

a to znaci da je skup lijevih inverza jednak skupu desnih inverza.
Pokazimo da je skup desnih inverza jednoclan. Kad bi imali dva
desna medusobno razlicita inverza X; i Xy, tada biza Z = X; —
X5 vrijedilo

AZ =AX,1 — Xo) = AX1 —AXo=1,— 1, =0.

Specijalno, za svaki stupac z; od Z bi vrijedilo Az; = 0. Zbog
¢injenice da je rang od A jednak broju stupaca od A, korolar 7.7
implicira z; = 0. Dakle je z; = 0 za sve 7, pa je Z = O, a to se
protivi pretpostavci da je X; # X,. Vidimo da je skup desnih
(pa zato i lijevih) inverza najvise jednoclan, a kako po (ii) nije
prazan, zakljucujemo da je bas jednoclan.
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(iii) — (i) Jer A ima i lijevi i desni inverz, po propoziciji 8.3 mora
vrijediti i 7(A) = n i r(A) = m, pa je (i) dokazano. [}

Specijalno, ako je A € R"™™ i r(A) = n, iz propozicije 8.5 za-
kljucujemo da postoji samo jedan lijevi inverz i samo jedan desni in-
verz i da su oni jednaki. Prirodno je zato zvati tu matricu jednostavno
inverz matrice A i oznaéiti ju s A~!. Matrice za koje postoji inverz
obi¢no se nazivaju invertibilne.

8.3 Regularne matrice

Invertibilne matrice su vrlo vazne pa nose jos nekoliko naziva.

Definicija 8.6 Matrica A € R"*" je nesingularna (singularna) ako
vrijedi r(A) = n (r(A) < n). Nesingularna matrica se jos zove regu-
larna matrica. [

Evo jedne jednostavne karakterizacije singularnih i nesingularnih ma-
trica.

Propozicija 8.7 Matrica A € R™" je singularna ako i samo ako pos-
toji netrivijalni vektor x € R™ takav da je Az = 0. Matrica A je
nesingularna ako za svaki x # 0 vrijedi Az # 0.

Dokaz: Ako je A € R™" singularna, tada je r(A) < n pa je defekt(A)
=n—r(A) > 1. Dakle je dimenzija nul-potprostora N'(A) barem jedan,
pa postoji x € N(A), x # 0.

Ako je r(A) = n, tada je N(A) = {0}, pa z # 0 povlaci Az #0. R

Dakle, za regularne matrice je preslikavanje x — Az injekcija, a jer
je dim(R(A)) = n — defekt(A) = n, ono je i bijekcija skupa R™ na
sebe. Regularne matrice imaju puni rang pa im je reducirana forma
jedini¢na matrica. Omne su i invertibilne, bas kao $to su invertibilne
matrice regularne.

Skup regularnih matrica ima posebnu vaznost u primjenama jer uz
operaciju matricnog mnozenja on postaje grupa. Pokazimo to.

Prvo moramo pokazati da je produkt dviju regularnih matrica opet
regularna matrica. Neka su A i B regularne matrice. Tada su i inverti-
bilne pa za njih postoje inverzi, A=' i B!, respektivno. Pokazimo da
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je B~'A~! inverz od AB. Imamo,

(B'A)(AB) = BNA'A)B=B'I,B=B'B=1,,
(AB)(B'A™Y) = A(BB WA '=AILA'=AA ' =1,.

Kako je B~'A~! i lijevi i desni inverz od AB, po propoziciji 8.5 (impli-
kacija (iii) — (i)) zaklju¢ujemo da je AB punog ranga, a to po defini-
ciji 8.6 znaci da je AB regularna. Dakle, skup regularnih matrica je
zatvoren u odnosu na mnozenje.

Asocijativnost kao svojstvo grupe odmah slijedi iz asocijativnosti
matricnog mnozenja. Neutralni element je jedini¢na matrica (ona je
sama sebi inverz). Konacno, za svaku regularnu matricu A, inverzni
element u grupi je A~L.

Propozicija 8.8 Skup regularnih matrica ¢ini grupu u odnosu na ma-
tricno mnozZenje. Grupa je zatvorena u odnosu na operaciju transponi-
ranja. Ako su Ay, Ao, ... Ay regularne matrice, tada je

(A1Ag - Ap) P = A ASTATL

Dokaz: Da je grupa regularnih matrica zatvorena u odnosu na trans-
poniranje slijedi iz ¢injenice da je regularna matrica A karakterizirana
uvjetima r(A) = m = n, a to onda vrijedi i za AT jer je r(A) = r(A7T).
Zadnja tvrdnja slijedi provierom da je A;'--- A7' lijevi i desni inverz

od AlAQAk [ |

8.4 Elementarne matrice

Svaku od tri elementarne operacije nad recima matrice mozemo zapisati
pomoc¢u mnozenja (s lijeva) tzv. elementarnim matricama. Neka je A €
R™ ™ matrica na koju se primijenjuje ret¢ana operacija i A e R
matrica A nakon operacije. Istaknuti reci neka su oni s indeksima 7 i
7. Koristedi retcane particije tih matrica, mozemo pisati
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I -
aj aj
T -
a; a;
A= : — : =A
T ~T
a; a;
T ~T
L &m _ L am .

Promotrimo svaku retéanu operaciju ponaosob.

1. Zamjena (transpozicija) redaka matrice. U ovom slucaju je

a =al , a =a; i af =a, zake{l,.... m}\{i,j}.

Isti efekt se postize mnozenjem A s lijeva matricom

1
0 1 i
1
Iij = : : e R,
1
1 0 J
1
Uocimo da je I;; = [e1, ..., €i—1,€j,€it1, -+, €j—1,€is €jt1,- - - En),

pa [;; nastaje iz I, permutacijom (tocnije: transpozicijom) stu-
paca. Stoga je r(I) = r(l;;) = m, tj. I;; je invertibilna. Kako
mnozenje s lijeva matricom I;; zamjenjuje i-ti i j-ti redak, mora
vrijediti 1;;(1;;1) = I, sto daje I;;1;; = 1. Dakle je Iigl = 1.
Zbog A = ]&1121 = ]Z-jfl, imamo

—s A &

A.



8.4. ELEMENTARNE MATRICE 131

Vidimo da se inverzna operacije prve elementarne transforma-
cije, takoder svodi na mnozenje s lijeva matricom [;;. U slucaju
1 = j, transformacija zamjenjuje i-ti redak sa samim sobom, pa

se definira [;; = I. U slucéaju ¢ > j definiramo [;; = I jer
kod zamjene redaka nije bitan uredaj odgovarajuc¢ih indeksa po
veli¢ini.

Uocimo jos dvije stvari. Prvo, I;; je simetricna, pa je Ig; opet
elementarna transformacija. Drugo, mnozenje matrice A € R"™*"
s I;; € R™" s desna zamjenjuje ¢-ti i j-ti stupac matrice.

2. Mnozenje i-tog retka matrice brojem a # 0, realizira se
mnozenjem matrice A s lijeva, matricom

-1 -

Di(a) = a e Rmxm

1

pri ¢emu je « i-ti dijagonalni element. Odmah se vidi da je
D;(«) simetri¢na i invertibilna, pri ¢emu je D;(a)™' = D;(1/a).
Dakle je D;(a)™! opet elementarna matrica istog tipa. Jer je
A = D;(a)7'A, vrijedi

Ovo odgovara promjeni i-tog retka: al I'= aal — al.

Uoc¢imo da se mnozenje matrice A matricom D;(a) € R™ " s
desna, svodi na mnozenje i-tog stupca matrice A s a.

— aQ

3. Dodavanje j-tom retku i-tog retka pomnozenog brojem
a. U ovom slucaju je
~T T AT T . ~T T

al =a , 4, =a, +oa] ia, =aj, zake{l,....m}\{i,j},



132 LEKCIJA 8. LINEARNE MATRICNE JEDNADZBE

pa je u slucaju i < j, odgovaraju¢a matrica

1

M;j(a) = R . e R™™

1

U slucaju o = 0 imamo M;;(0) = I. Matri¢nim mnozenjem, lako
se provjeri jednakost

pa je u slucaju g = —a,
Dakle je M;;(—a) lijevi i desni inverz od M;;(«), pa je po propozi-
ciji 8.5

Mi '(Oé)_l == Mz(—a)

Mnozenje matrice A matricom M;;(—a) s lijeva, dodaje j-tom
retku od A, i-ti redak pomnozen s —a. Stoga vrijedi

M;; (o ~ M;;i(—a
A Z]( ) A ZJ( ) A’
sto odgovara promjeni j-tog retka: a] — a] = al + aa] —
djT —aal = ajT. Vidimo i u ovom slucaju da inverznoj retcanoj

operaciji odgovara elementarna transformacija istog tipa.

Mnozenje matrice A s M;;(«) s desna, dodaje j-tom stupcu od A
1-ti stupac pomnozen s a.

Promotrimo jos operaciju dodavanja j-tog retka i-tom retku. U
ovom slucaju mijenja se samo i-ti redak, pa toj transformaciji
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odgovara mnozenje matrice A s lijeva matricom

1
1 o i
Mij (Oé)T = . e RmXxm
1 J
L 1 -
Transponiranjem jednakosti (8.15), vidimo da za M;;(a)” vrijedi

Mi;(B)" M ()T = Mij(a + B)T, pa je Mij(a)™" = M;j(—a)’.
Sliéno kao i prije, imamo

A Muet g Mty
S$to odgovara promjeni i-tog retka: al —— al = al + oza? —

a; —aa; = a;. Vidimo i u ovom slu¢aju da inverznoj ret¢anoj

operaciji odgovara elementarna transformacija istog tipa.

Mnozenje matrice A s M;;(a)” s desna, dodaje i-tom stupcu od
A j-ti stupac pomnozen s a.

Dakle, obje elementarne matrice M;;(a) i M;;(a)” odgovaraju
tre¢oj elementarnoj retcanoj transformaciji. To znaci da je i u
ovom slucaju transponirana elementarna matrica opet elemen-
tarna matrica istog tipa.

Matricu M;;(o)” éemo takoder oznacavati s M (a) odnosno sa

M;i(cv), jer istovremena zamjena redaka i stupaca od M;;(«) do-
vodi do M ().

Kao zakljucak prikaza elementarnih matrica imamo

Lema 8.9 FElementarne matrice su reqularne. Inverzna i transponi-
rana matrica elementarne matrice su elementarne matrice istog tipa.
Specijalno vrijeds

YE

(i) IS=I;'=1
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(ii) Di()" = Di(a), Di(a)™' =Di(a™"), a#0,

(iii) M (a) = My(o), M;'(a) = Mj(—a). u
Primijenimo na proizvoljnu matricu A € R"™*" algoritam za svadanje
na reducirani oblik Ag. Algoritam primjenjuje konac¢ni niz elemen-
tarnih retcanih operacija na A. Kako svakoj elementarnoj ret¢anoj
operaciji pripada mnozenje s lijeva nekom elementarnom matricom, al-
goritam mozemo opisati pomocu elementarnih matrica na sljedec¢i nacin

Ap = Ep(Epa(- (E2(E14)) )
= EuEj_, - EyE A (8.16)

Pritom je svaka E, elementarna matrica jednog od tri tipa: I;;, D;(«)
ili M;;(a). Kako su sve matrice E,, 1 < r < k regularne, takav je i
njihov produkt (propozicija 8.8). Time smo dokazali

Lema 8.10 Za svaku matricu A € R™™ postoji reqularna matrica
S e R™ takva da je
Ar = SA.

Pri opisu elementarnih matrica, vidjeli smo da svako mmnozenje ele-
mentarnom matricom s desna ¢ini jednu elementarnu operaciju nad
stupcima matrice. Stoga se mozemo zapitati na koji jednostavni ob-
lik se moze A € R™*™ svesti uz pomo¢ elementarnih operacija nad
stupcima.

Podimo od proizvoljne A € R™ " i ozna¢imo sa B = AT ¢ R™™,
Svedimo B elementarnim ret¢anim operacijama ra reducirani oblik,

Br =FEy--- EyF\B.
Transponiranjem dobivamo
BL =BT'ETEYl ... E].
Oznac¢imo li A, = Bg, F, = ET, 1 <r <k, imamo

o= AF - F,
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gdje su A, A € R™ ", a Iy, ..., F} su elementarne matrice. Pritom je
% reducirani oblik na koji se A moze svesti elementarnim operacijama
nad stupcima. On je “transponirani reducirani oblik”.
U slucaju regularne A, matrice Ag i A% su jednake I. To je poslje-
dica sljedec¢eg teorema.

Teorem 8.11 Kvadratna matrica A je reqularna ako i samo ako je
produkt elementarnih matrica. Matrica AT je reqularna ako i samo ako
je takva A.

Dokaz: Matrica A je regularna ako i samo ako je kvadratna i punog
ranga, a to je ako i samo ako ima reducirani oblik Ag = I. Prema
relaciji (8.16) vrijedi Ag = Ej - - - E1 A za neke elementarne matrice E,,
1 < r < k. Uvrstavanjem I na mjesto od Ag, te mnozenjem s lijeva
matricamas: Ek_l, Ek__ll, ..., E7! u tom redoslijedu, dobijemo

A=FE'E;y - BN

Dakle A je regularna ako i samo ako ima takav prikaz. Kako je inverz
svake elementarne matrice E ! opet elementarna matrica (istog tipa)
prva tvrdnja je dokazana.

Druga tvrnja je ve¢ dokazana u propoziciji 8.8, a ovdje dajemo
drugi dokaz koji slijedi iz prve tvrdnje teorema. Neka je A regularna.
Tada je ona produkt F} --- F} elementarnih matrica. Transponiranjem
dobivamo AT = Fl'---F['. Kako je po lemi 8.9 svaka F! takoder
elementarna matrica, ona je i regularna. Dakle je AT kao produkt
regularnih matrica regularna. Obratno, ako je A” regularna, onda po
upravo dokazanom mora i (AT)T = A biti regularna, ¢ime je i drugi
smjer dokazan. [ |
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Lekcija 9

Osnovne klase matrica

Od ovog poglavlja nadalje bavit ¢emo se uglavnom samo kvadratnim
matricama, dakle matricama iz skupa R™ "™, jer se one u primjeni
najcesée pojavljuju. Od sada pa nadalje, ako nije izri¢ito drugacije
naznaceno, podrazumjevamo da se radi o matrici iz skupa R™*"™.

Definicija 9.1 Matrica A je simetriéna ako vrijedi AT = A. Matrica
A je antisimetriéna ako vrijedi AT = —A. Za proizvoljnu kvadratnu

matricu X, matrica

1
Xs = §<X +XT)

se naziva simetriéni dio matrice X, a matrica
1 T
X,==(X—-X")
2
antisimetricni dio matrice X. [ ]

Vrlo jednostavno je pokazati, da je za svaku matricu X, X, uvijek
simetricna, a X, je uvijek antisimetricna matrica i vrijedi

X=X+ X,.

Kod simetri¢nih (antisimetri¢nih) matrica je antisimetricni (simetricni)
dio jednak nul-matrici.

137
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Propozicija 9.2 Ako vrijedi

X=U+V, Ur'=uU, VvI=-V,

onda je
1 1
U:§@+X% VZ?X—X%
t1. U = X5, V = X,, pa svaka matrica ima jedinstven rastav na

simetricni 1 antisimetricnt dio.
Dokaz: Iz definicije matrica X i X, znamo da je X = X, + X, pri
cemu je
1 1
&:§M+X% &:iw—xﬂ
Zbog pretpostavke propozicije, imamo

0=X-X =X+ X)) (U+V)=(Xs=U)+ (Xa = V). (9.1)

Buducdi je nul-matrica simetri¢na, transponiranjem prethodne jednako-
sti dobivamo

0 = 0'=X,- )"+ X,-WVT'=XI-U"+(xI-VvTh
= (Xs - U) + (_Xa - (_V)) = (Xs - U) - (Xa - V) . (92)

Zbrajanjem jednakosti (9.1) i (9.2) dobivamo Xy — U =0, tj. Xy =U.
Oduzimanjem istih jednakosti dobivamo X, —V =0,tj. X, =V. ®N

Sada ¢emo uvesti jednu jednostavnu matrié¢nu funkciju koja na ve-
ktorskom prostoru kvadratnih matrica ima korisna svojstva. Zovemo
ju trag matrice. Ona matrici pridruzuje broj, trag : R — R, pa se
kaze da je funkcional na skupu matrica.

Definicija 9.3 Trag matrice A je suma njezinih dijagonalnih eleme-
nata:

trag (A) = > a;.
i=1
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Propozicija 9.4 Funkcija trag ima sljedeca svojstva:

trag(A+ B) = trag(A) + trag(B),
trag (cA) ctrag (A),
trag (AT) = trag(A),
trag (AB) = trag(BA),
trag (ABC) = trag(BCA) = trag(CAB).

Dokaz: Ova propozicija se dokazuje jednostavnim uvrstavanjem ele-
menata matrice u pojedine jednadzbe, pa dokaz ostavljamao citatelju.
[

Prva dva svojstva pokazuju da je trag linearna funkcija (linearni fun-
kcional). Neosjetljivost traga na operaciju transponiranja je jasna jer
se dijagonala matrice ne mijenja nakon transponiranja matrice. Invar-
ijantnost traga u odnosu na komutaciju u produktu matrica je vazno
svojstvo koje trag ¢ini privlacnim kako u teoretskim razmatranjima
tako i u prakticnim numerickim primjenama.

Vet smo spomenuli da je trag matrice linearni funkcional na svakom
vektorskom prostoru matrica R"*". Na vektorskom prostoru R" mo-
zemo definirati kvadrati¢ni funkcional ¢4 : R — R.

Definicija 9.5 Ako je A € R™" simetricna matrica, onda funkciju

qa,
qa(z) = 2" Az, =z €R",

nazivamo kvadratna forma. [}

lako je ga(x) dobro definiran za proizvoljnu kvadratnu matricu A, on
ima lijepa svojstva ako je A simetri¢na matrica.

Definicija 9.6 Za simetricnu matricu A kaZemo da je pozitivno se-
midefinitna, ako vrijed:
2TAx >0 za svakixz € R™.

Ako vrijedi
2T Ar >0 za svakixz € R*, ©#0,

onda kaZemo da je A pozitivno definitna matrica. [ |
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Dakle za simetri¢nu pozitivno semidefinitnu (pozitivno definitnu) ma-
tricu A vrijedi ga(z) > 0 za svako = (ga(x) > 0 za svako x # 0).

Propozicija 9.7 Svaka pozitivno definitna simetricna matrica je pu-
nog ranga, tj. reqularna matrica.

Dokaz: Neka je A pozitivno definitna matrica. Kad bi bilo r(A) < n,
onda bi jednadzba Ax = 0 imala barem jedno rjesenje xy # 0, pa bi
bilo

x Azg = 2{0=0.
To je u suprotnosti sa definicijom pozitivno definitne matrice, pa zaklju-
¢ujemo da rang matrice ne moze biti manji od n. [ |

Propozicija 9.8 Neka je B € R™ ™.
(i) Matrice BT B € R™" i BBT € R™ ™ su pozitivno semidefinitne.

i 0 je unog stupcanog ranga, onda je € 0zitivno
(ii) Ako je B punog stupcanog ranga, onda je B' B € R™" poziti
definitna matrica.

(iii) Ako je B pumog retéanog ranga, onda je BBT € R™ ™ pozitivno
definitna matrica.
Dokaz: (i) Iz svojstava transponiranja matrica dobivamo
(B"B)" = BT(B")" = BB,
(BBT)T = (BT)'BT = BBT
pa su BT B i BBT simetri¢ne matrice. Takoder vrijedi
' B'Bx = (Bz)'(Bx) = |Bx|* >0 zasvaki x € R",
v" BBy = (BT2)" (BTx) = |BT2||* >0 zasvakiz € R™.

(ii) Ako je matrica B punog stupCanog ranga, onda jednadzba Bx = 0
ima samo trivijalno rjesenje x = 0. Dakle, x # 0 povlaci Bx # 0, pa je
v"BT"Bxr = |Bz|* >0 zasvakiz € R, 2 #0.

(iii) Ako je B punog retéanog ranga, onda je BT punog stupc¢anog ranga,

pa jednadzba BTx = 0 ima samo trivijalno rjesenje x = 0. Dakle, x # 0
povlaci BTz # 0, pa je

t"'BBYy = |BTx||? >0 zasvakiz € R™, 2 #0.
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Primjedba 9.9 Moze se pokazati, da za svaku pozitivno semidefinitnu
matricu A postoji kvadratna matrica B, takva da je A = BT B. Pritom
je B reqularna ako i samo ako je takva A. Matrica B opcéenito nije
jedinstvena, ali uz neke uvjete jest. Matrica B se moZe odabrati gorn-
jom ili donjom trokutastom i u tom slucaju je B jedinstveno odredena
uvjetom reqularnosti matrice A 1 pozitivnoséu dijagonalnih elemenata

od B.

Ortogonalne matrice

Promotrimo sada matrice () koje istovremeno zadovoljavaju jednadzbe

QQ = I (9:3)
QQ" = I. (9.4)

Iz jednadzbe (9.3) slijedi da je QT lijevi inverz od Q, a iz jednadzbe (9.4)
slijedi da je QT desni inverz od ). Pomoéu propozicije 8.5 zaklju¢ujemo
da je @ nuzno kvadratna i regularna. Pritom je lijevi inverz isto Sto i
desni inverz i to je bas inverz matrice. Dakle je Q7 inverz od Q.

Matrice koje zadovoljavaju (9.3) imaju vrlo vazna svojstva, pa nose
i poseban naziv.

9.
9.

Definicija 9.10 Kvadratna matrica Q koja ima svojstvo QTQ = I
zove se ortogonalna matrica. [

Ako je @ ortogonalna prema definiciji 9.10, tada zbog propozicije 8.3(ii)
zakljucujemo da r(Q) = n. Kako je m = n = r(Q), @ je regularna,
pa je lijevi inverz QT ujedno inverz, QT = Q~!. Stoga takoder vrijedi i
relacija (9.4). Time je pokazano da @ iz definicije 9.10 zadovoljava oba
uvjeta (9.3) 1 (9.4).

Koristedi iste argumente, u zadnjoj definiciji smo umjesto uvjeta
(9.3) mogli koristiti uvjet (9.4).

Propozicija 9.11 Za ortogoinalne matrice QQ vrijeds
Q|| = =],

tj. ortogonalne matrice ¢uvaju duljinu vektora. Ortogonalne
matrice su jedine kvadratne matrice koje posjeduju to svojstvo.
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Dokaz: Neka je () ortogonalna matrica. Tada je

1Qz|1* = (Q2)"(Qx) = 2" Q" Qv = 2" Iz = "z = ||z|]*.

Time je dokazano da ortogonalne matrice posjeduju dano svojstvo.
Neka je sada @) € R™*"™ matrica koja ima svojstvo

Q]| = [l]].
Tada za svaki x € R" vrijedi
0=al2 —2"r=2"Q"Qv — 2" Iz = 27 (QTQ — I)x.

Matrica QTQ — I je simetri¢na, a iz zadnje jednadzbe slijedi da je i
pozitivno semidefinitna, pa postoji matrica B, takva da je BTB =

TQ — I (primjedba 9.9). Sada je
Q prim] J
|Bz|* = 2" B" Bz = 2" (Q"Q — )z = 0,

paje Bx = 0 zasvaki v € R". Iz togaslijedi B = 0, pajei QTQ—1 = 0,

tj. QTQ = 1. [
Prisjetimo se definicije kuta izmedu dvaju vektora iz tre¢eg poglavlja
(vidi 3.14):

(z ] y)

, v#0,y#0,0<60<
[ [yl

cosf =

Propozicija 9.12 Ako je Q) ortogonalna matrica, onda je kut izmedu
vektora Qx i Qy jednak kutu izmedu vektora x i y, tj. ortogonalne
matrice cuvaju kut medu vektorima.

Dokaz: Imamo

(Qz|Qy) 2"Q"Qy Ty (z | y)

lQxll@yl — Nyl Nl iyl Nl lyll

Bududi da se kut izmedu dvaju vektora uvijek nalazi u intervalu [0, 7],
tvrdnja je dokazana. [ |
Obrat propozicije opéenito ne vrijedi.
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cosf —sinf | _...
sinf  cosf | M
stupci su zarotirani kanonski vektori e; i es u ravnini odredenoj vek-
torima e; i ey oko ishodista, za kut 6 u pozitivhom smjeru. Zato se
matrice tog oblika zovu matrice rotacije u R? za kut 6.

Posebno su znacajne ortogonalne matrice tipa l

Sli¢no,

1 0 0 cos@ 0 —sinf cos@ —sinf 0
0 cosf —sinf |, 0 1 0 , sinf cosf 0
0 sinf cosf sinf 0 cosf 0 0 1

su ortogonalne matrice ravninskih rotacije u R® koje rotiraju vektore
u ravninama odredenim kanonskim vektorima es, e3, odnosno eq, es,
odnosno ey, e5. Ortogonalne matrice imaju jo$ jedno vazno svojstvo.
Njihovi stupci i retci ¢ine ortonormirane baze prostora R™ i R™™.

T
Propozicija 9.13 Neka su cg
) ‘5

QZ[Ql q@ - qn}ZQ: .

0n

stupcana 1 retcana particija kvadratne matrice Q). Tada je ) ortogo-
nalna ako v samo vrijeds
1 i=5 . o 1 i=j

(@ | 4j) = 4 4 {0 i % i (@ l4)=4q 4 {O i 7,
t3. ako i samo ako ima ortonormirane retke i stupce.
Dokaz: Uotimo da je QTQ = I ekvivalentno s (Q7Q);; = d;; gdje je
d;; Kroneckerova delta. Jer je

(QTQ>U = elTQTer = (Qei)T(er) = Qqu] ; Z7.] S {17 cee ,Tl},
QTQ = I je ekvivalentno s ¢l ¢; = ;5. Drugim rijecima QTQ = I je
ekvivalentno s tvrdnjom da () ima ortonormirane stupce.

Na sli¢ni nacin se pokaze da je QQT = I ekvivalentno s ¢ ¢; = ;;
odnosno s tvrdnjom da () ima ortonormirane retke.

Zakljuéujemo da @Q zadovoljava obje relacije QTQ = i QQT =1
ako i samo ako ima ortonormirane stupce i retke. [ |

Sljedeca klasa ortogonalnih matrica je u bliskoj vezi sa permutacijama
skupa S, ={1,2,... ,n}.
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Definicija 9.14 Matrica permutacije je matrica ¢iji elementi su nule
ili jedinice 1 koja u svakom retku i u svakom stupcu ima tocno jednu
jedinicu. ]

Iz definicije odmah slijedi da je svaka matrica permutacije kvadratna.
Skup svih matrica permutacija reda n oznacit ¢emo s P,,. Kako svaka
matrica permutacije ima ortonormirane stupce i retke, P,, je podskup
skupa ortogonalnih matrica. Specijalno, matrice iz P,, su regularne.
Svakoj permutaciji p € II,, mozemo pridruziti matricu permutacije
P formulom
Pe; =eppy, 1<i<n. (9.5)

Relacijom (9.5) definirano je preslikavanje J : I, — P, takvo da je
J(p) =P.

Primjer 9.15 Neka je p € 115 kao u relaciji (2.14), tako da je

(123 45 o (531 24\ (12345
PAA\s 3124 )P \12345)\34251)"

00100 00001
00010 00100
Jp)=101 000, JpH=|10000
00001 01000
1 0000 00010

Akosup,q eIl i P =J(p), Q= T(q), tada p # q povlaci P # Q.
Doista, p # ¢ znaci postojanje bar jednog i € S, za koji je p(i) # q(i),
pa je po relaciji (9.5) Pe; # Qe;, a to znaci da se P i Q) razlikuju barem
u i-tom stupcu. Time je pokazano da je preslikavanje J injekcija (ili 1
— 1 preslikavanje). Pokazimo da je J takoder surjekcija, tj. da za svaku
matricu permutacije P postoji p € I, tako da vrijedi (9.5). Neka je
P € P,. Po definiciji 9.14, Pe; je za svako ¢ koordinatni vektor, pa
postoji funkcija p : S, — S, takva da je Pe; = ez za sve 1 <i < n.
Pokazimo da je p € II,,. Funkcija koja preslikava konaéni skup u sebe je
bijekcija ako i samo ako je injekcija. Kad p ne bi bila bijekcija, morali
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bi postojati i,j € S,, i # j za koje bi bilo p(i) = p(j). Oznacimo
k = p(i). Sada bi zbog Pe; = Pe; = e, u k-tom retku matrice P imali
barem dvije jedinice (zasigurno u stupcima i i j). Dakle, P ne bi bila
matrica permutacije. Vidimo da pretpostavka da p nije bijekcija vodi
u kontradikciju. Stoga p mora biti bijekcija pa je u IL,. [ |

Teorem 9.16 Skup P, zajedno s operacijom mnoZenja matrica ¢ini
grupu. Preslikavanje J je izomorfizam grupa (Il,,0) i (P,, ).

Dokaz: Ve¢ smo pokazali da je J bijekcija. Pokazimo da zadovoljava
i uvjet

J(qop)=T(@)T(p). (9.6)
Neka je P = TJ(p), @ = J(q) i S = T(qop). Gledajudi i-ti stupac od
SiodQ@QP,

Se; = €(gop)(i) = Cq(p(i))
QPe; = Qepiu) = eq(p(i))

zakljucujemo da su oni jednaki. Kako to vrijedi za svako 1 < ¢ < n,
mora biti S = QP, pa je (9.6) dokazano. 1z relacije (9.6) odmah slijedi
daje (P, -) multiplikativna grupa. Doista, kako je J surjekcija, relacija
(9.6) pokazuje da je skup P,, zatvoren u odnosu na matriéno mnozenje.
Asocijativnost je posljedica asocijativnosti matriénog mnozenja, a neu-
tralni element je jedinicna matrica koja je u P,. Kako je matrica
permutacije regularna, za svako P € P,, postoji inverzna matrica P~
pa jos treba pokazati da je P~ € P,. Za P postoji p € II,,, tako da je
P = J(p). Zbog (9.6) i zbog ¢injenice da je (II,,,0) grupa, imamo

I T ") =Tpop™)=Tl(e) =1,

pa je

Jp =TI =P,
odakle zaklju¢ujemo da je P~! € P,,. Time smo pokazali da je (P,, ")
grupa pa je J izomorfizam grupa. [ |

Koju ulogu u matri¢cnom racunu imaju matrice permutacije? Neka
za matrice P,QQ € P, vrijedi P = J(p) i Q@ = J(q). Promotrimo
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elemente matrice A’ = PTAQ. Za element aj; matrice A’ vrijedi

iy = e = I(PTAQ)e = (T PT)A(Qe)
= (Pe;)"A(Qej) = e Aeq(sy = apiygi). (9.7)

Specijalno, ako je @ = I, i-ti redak od PTA je p(i)-ti redak od A.
Dakle, retci od PTA su (permutacijom p) ispermutirani retci od A.
Ako je P = I, j-ti stupac od AQ je q(j)-ti stupac od A. Dakle, stupci
od AQ su (permutacijom ¢) ispermutirani stupci od A. Ako je P = Q,
tada vrijedi aj; = ap(i)p(), pa je dijagonala od A’, gledana kao niz
brojeva, ispermutirana (permutacijom p) dijagonala od A.

Napomenimo jos da simetri¢ne, antisimetri¢ne i ortogonalne matrice
pripadaju siroj klasi tzv. normalnih matrica koje su karakterizirane
uvijetom AAT = AT A.



Lekcija 10

Determinante

Determinanta kvadratne matrice je vazan pojam u linearnoj algebri.
Determinanta ima vise vaznih svojstava i njih ¢emo dokazati u ovoj
lekciji. Posebno zanimljivo svojstvo je da se komponente rjeSenja sus-
tava linearnih jednadzbi s regularnom matricom mogu elegantno izraziti
pomocu kvocijenata odredenih determinanti. Upravo zato su deter-
minante kronoloski prethodile matricama. Danas je njihova upotreba
isklju¢ivo vezana uz matri¢nu teoriju. Naime, ne postoje jednostavni i
relativno tocni algoritmi za numericko racunanje determinante.

U definiciji determinante se pojavljuje broj inverzija u permutaciji
skupa S,,. Kako ¢e se pojam inverzije permutacije pojavljivati i u doka-
zima osnovnih svojstava determinante, prvo ¢emo se upoznati s njim.

Definicija 10.1 Inverzija u permutaciji p je svaki par (p(i),p(j)) za
koji vrijedi p(i) > p(j) kad je i < j. I(p) je ukupni broj inverzija u
permutaciji p. Permutacija p je parna (neparna) ako je I(p) paran
(neparan) broj. Parnost je funkcija m : 11, — {—1,1} definirana s
m(p) = (=1)'®). |

Parnost se moze definirati i pomocu algebarskog izraza.

Propozicija 10.2 Za funkciju parnosti vrijedi

)= [] P =p(@) sy (10.1)
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Dokaz: Primijetimo da za svaki par brojeva (i,j), 1 < i < j < n,
izraz j — i dolazi tocno jednom u nazivniku izraza (10.1), a u brojniku
dolazi tocno jedan od izraza j —i ili ¢ — j, pa je rezultat zaista u skupu
{—1,1}. Nazivnik je kao produkt pozitivnih brojeva uvijek pozitivan
(jednak je (n—1)!-(n—2)!---2!), dok u brojniku ima onoliko negativnih
cijelih brojeva koliki je broj inverzija u permutaciji p. [ |

Primjer 10.3 Neka je p kao u relaciji (2.14),
(123 4

P=\53124)

Tada je I(p) = 6, jer postoji Sest inverzija: (5,3), (5,1), (5,2), (5,4),

(3,1) i (3,2). Dakle je p parna permutacija i ©(p) = (=1)® = 1. Do

istog rezultata se dolazi koristenjem formule iz propozicije 10.2. Ako

npr. faktore u produktu uredimo tako da prvo j ima vrijednost 2, zatim
3, pa 4 i na kraju 5, dok i uvijek raste od 1 do j — 1, dobijemo

) = 275 (1=501-3) 2-52-3)2-1
v )(4—UM—QX4—$

= Ot

2-1 3-1)(3—

(A-5)(A-3)(4-1)
B-1D(G-2)(5-3)6
2 () (D) (9)
1 2-1
- (-1f=1

Sjetimo se specijalnih permutacija p;; (vidi relaciju (2.17)) koje zovemo
transpozicije ili zamjene. Za njih vrijedi p;; o p;; = e, pa zato vrijedi
relacija (2.18) tj. Pfjl = pij zasvei < j. Postavlja se pitanje kako
se funkcija parnost ponasa u odnosu na operacije uzimanja inverzne
permutacije i na mnozenje permutacijom transpozicije.

Propozicija 10.4 Neka je p € 11,,. Tada vrijed:
(i) m(p~') =(p)
(ii) m(popij) = —7(p)

(iii) m(pij o p) = —7(p)
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Dokaz: (i) Koristedi relaciju (2.15) i vodeéi rac¢una da vrijednost pro-
dukta ne ovisi o redosljedu faktora, imamo

mp )= ]I I 1):7T(p).

1<i<j<n p(j) — p(i) m(p
Zadnja jednakost vrijedi jer je m(p) € {1, —1}.

(ii) Pokazimo tvrdnju prvo za slucaj j = i+ 1, dakle za slucaj specijalne
transpozicije p; ;1. Uvedimo oznaku p = p o p;;4;. Imamo

B 1 ... i i+l ... n
p p(1) ... p(@) p(i+1) ... p(n) )’
o 1 ... ? t+1 ... n
PO Piit1 =P p(1) ... pe+1) pi) ... pn) )
Uocimo da je:
e (p(r),p(s)), r<i,i+1<s, inverzija u p, ako i samo ako je

(p(r),p(s)) inverzija u p,

e (p(r),p(i)), r <i, inverzija u p, ako i samo ako je
(p(r),p(i + 1)) inverzija u p,

e (p(r),p(i+1)),r<i, inverzija u p, ako i samo ako je
(p(r), p(i)) inverzija u p,

o (p(i),p(s)), i +1<s, inverzija u p, ako i samo ako je
(5(i + 1), (s)) inversija u

(p(i +1),p(s)), i +1<s, inverzija u p, ako i samo ako je
(p(7),p(s)) inverzija u p,

(p(i),p(i + 1)) inverzija u p, ako i samo ako (p(i), p(i + 1)) nije
inverzija u p.

Stoga p ima tocno jednu vise ili jednu manje inverziju od p, pa mora
biti 7(p) = —m(p).
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Neka je sada j > i+ 1. Tada primijenjujuéi na p niz od 2(j — i) — 1
transpozicije ps 11 dobivamo p o p;;. Pritom s prvo prolazi vrijednosti
10+ 1, ...,5 — 2, a nakon toga vrijednosti 7 — 1, 5 — 2, ... i,

popij = (- (((--(popiis1)o---0opjaj1)opj_1;)
Opj—z,j—l) SI Opi+1,i+2) O Piit+1 -

Prema gore pokazanom, svaka primjena transpozicije pss41 mijenja
parnost permutacije, a kako takovih transpozicija ima neparni broj,
moraju parnosti od p o p;; i od p imati suprotne predznake.

(iii) Koriste¢i tvrdnju (i), relaciju (p;op) ™' = p~top;;', relaciju (2.18),

tvrdnju (ii) i na kraju opet tvrdnju (i), dobivamo

m(pijop) = T ((pij Op)_l) =n(p”! Opz’_jl) =nm(p~" opy)
= —n(p™') =—n(p) m

Zadatak 10.5 DokaZzite tvrdnju (ii) propozicije 10.4 uz pomoé formule

(10.1).

Rjesenje: Pokazat ¢emo da vrijedi

7(p o pij)

o= (10.2)

Uvedimo opet oznaku p = pop;;. Prema propoziciji 10.2, 7(p) i 7(p) su
produkti od po n(n— 1) faktora od kojih su mnogi u oba produkta isti.
Npr.zan =12, i = 4, 57 = 9, dijagram na sljedecoj stranici pokazuje
za koje parove indeksa r, s, faktori (p(s) — p(r))/(s —r) u 7(p) moraju
biti jednaki faktorima (p(s) — p(r))/(s —r) u m(p) (oznaceni su sa ), i
za koje parove indeksa mogu biti razli¢iti (oznaceni su sa x).
Opcenito ¢e vrijediti

ﬁ p() —p(k) Pl
i p(i) —p(k) (i

]

p()
—p()
) D
)

m(p) P j)

N
—
E
=
/\/-\
b
’6

(k) p) o plk) — B
p(k) = p(j) iy P
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r=ji1 P(k) —p()  p(k) —p(j
= (-1)-1-1-1=-1
12 3 i 5 6 7 8 j 10 11 12 s
1 T T
2 T T
3 T T
1=4 r *r r r xr x T X
5) T
6 x
7 T
8 T
7=9 r T x
10 .
11
r

10.1 Determinante: osnovna svojstva

U ovom dijelu definiramo determinantu matrice i dokazujemo njena
osnovna svojstva.

Definicija 10.6 Determinanta matrice A = (a;;) € M, je skalar

det(A) = Y 7(p)aip)azp(@)asp(s) -~ Anpn) -
pell,

Determinanta det(A) je reda n ako je A reda n. [ |

Umjesto det(A) jos se koristi oznaka det A, |A] ili

ayp -0 Aip

Qp1 Qnn
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Slicno kao kod matrice, govorit ¢emo o elementima, recima, stupcima
i dijagonali determinante. Uoc¢imo da se u svakom ¢lanu sume nalazi
po jedan element iz svakog stupca i po jedan element iz svakog retka
matrice. Stoga, u slucaju jedini¢ne matrice, od n! clanova sume, samo
jedan je razli¢it od nule,

det(L,) = (I)ua(Tn)az -+ (In)an = 1++-1

1. (10.3)

Definicija 10.6 je matematicki jasna, ali je za racunanje determinante
reda veceg od tri prakticki neupotrebljiva. Naime, broj ¢lanova u sumi,
pa zato i broj racunskih operacija, strahovito brzo raste s n.

Primjer 10.7 Izracunajte broj operacija potrebnih za racunange deter-
minante reda n, na osnovu definicije 10.6. Pretpostavite da det(A)
racunate na brzom racunalu koje izvrsava jednu operaciju mnozZenja za
jednu miljarditinku sekunde. Koliko vremena je potrebno za racunanje
determinante reda 10, 20, 30, 50 100 ¢

Rjesenje Na racunalu je operacija mnozenja nekoliko puta sporija od
operacije zbrajanja ili oduzimanja. U formuli za determinantu ima n
puta vise operacija mnozenje od operacija zbrajanja. Zato mozemo
zanemariti aditivne operacije. Prema formuli iz definicije 10.6, postoji
ukupno n! pribrojnika, a svaki je produkt od n faktora. Za produkt od
n faktora treba n — 1 mnozenje, pa ukupno ima op(n) = (n — 1) - n!
operacija mnozenja. U sljedecoj tabeli izracunati su za dane vrijednosti
od n, brojevi op(n) = (n—1)-n!i pripadna vremena: t(n) u sekundama
i T'(n) u godinama.

n op(n) t(n) T(n)

10 | 3.26592 - 10%7 | 3.26592 - 1072 | 1.0349 - 107
20 | 4.62251 - 10%19 | 4.62251 - 10919 | 1.4648 - 1003
30 | 7.69233 - 10%3 | 7.69233 - 1092 | 2.4376 - 10°17
50 | 1.49029 - 10%6 | 1.49029 - 10%7 | 4.7224 - 1094
100 | 9.23929 - 10'% | 9.23930 - 101%Y | 2.9277 - 103

Vidimo da bi ve¢ za n = 30 racunali duze (desetak milijuna puta duze)
od procijenjene starosti svemira, od velikog praska do danas! [ |
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Za vece n je najbolje racunati determinantu koristeci elementarne trans-
formacije nad retcima ili stupcima, ali prije toga moramo otkriti o-
snovna svojstva determinante da bi vidjeli kako se ona mijenja kad se
na matricu primijenjuju elementarne operacije. Na kraju ¢emo vidjeti
da koriStenjem Gaussove metode eliminacija s parcijalnim pivotira-
njem moZemo determinantu izracunati pomoc¢u priblizno n3/3 operacija
mnoZenja. Za n = 1000 to znaci oko 10?/3 mnoZenja ili na brzom
racunalu iz primjera 10.7, za oko tre¢inu sekunde.
Prvo ¢emo odrediti izraze za determinante reda 2 i 3.

A:[ZZ].

Skup Iy svih permutacija skupa Ss, sastoji se samo iz dviju permutacija:

_(1 2) _ _(1 2)
pli 1 2 3 p?i 2 1 .

Pritom je ocito w(p1) = 1, w(pa) = —1. Prema definiciji 10.6, imamo

Primjer 10.8 Neka je

det A = a11Q929 — A12Q921 = ad — be. [ ]
Primjer 10.9 Neka je
a11 Q12 ais

A= | axn ap ax
a31 azz2 33

Skup 113 se sastoji od sest permutacija:

_(123) _<123) _(1
P11 = 1 2 3 ) b2 = 2 3 1 ) p3 = 3

_(123) _(123) _(1
p4 - 1 3 2 ) p5_ 2 1 3 9 p6_ 3

Pritom su p1, p2, p3 parne, a py, ps, Pe neparne permutacije, pa je

NN DN
_ W
N———

det(A) = ar1a22a33 + a12a93a31 + a13021a32
—@11023032 — A120A21033 — A31022013 .
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Ovaj izraz ¢emo najlakse upamtiti ako determinanti (ili matrici) nado-
pisemo jos jednom prvi i drugi stupac s desne strane

11 Q12 Aa13 | AaAix Qa2
Q21 Q22 (A23 | A21 A22
a3; a3z az3 | Az1 a3z

1 onda zbrojimo produkte elemenata od tri dijagonale u smjeru \, i od
te vrigednosti oduzmemo sumu produkata elemenata od tri dijagonale u
smgeru /. pa Taj postupak se naziva Sarrusovo pravilo. [ |

Propozicija 10.10 Vried:
det(AT) = det(A).

Dokaz: U matrici AT, na mjestu (i, j) nalazi se a;;. Stoga po definiciji
determinante imamo

det(AT) = > 7(p)ap1)10p(2)20p(3)3 -~ Ap(myn -
pEHn

Zato jer vrijedi

7(p) = m(p~'), kao i komutativnost mnozenja skalara, imamo

T (D) Ap(1)10p(2)20p(3)3 * - * Ap(n) = T(P™ 1) @1p-1(1)G2p—1(2)A3p=1(3) * ** p(m) -

Dakle je

det(AT) = Z 7T(p71)alp_1(1)a2p—1(2)a3p—1(3) T Upp=1(n) -
pell,
Jer je (II,,o) grupa, kad p prolazi skupom II,, p~! takoder prolazi
skupom II,, (svaki element p grupe je inverz od tocno jednog elementa
grupe: od p~'). Stoga, pisuéi ¢ = p~!, dobivamo

det(AT) = Z ﬂ(q)alq(l)agq(g)a3(3) T Opg(n) = det(A) .
qun -
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Propozicija 10.11 Ako u determinanti zamijenimo dva retka (stup-
ca), ona mijenja predznak.

Dokaz: Dokaz provodimo za stupce, a za retke onda dokazujemo
pomocu prethodne propozicije.

Pretpostavimo da smo u matrici A zamijenili stupce a; i a; i tako
dobili matricu A = (&,;). Tada je A = Al;, gdje je I;; matrica trans-
pozicije za koju vrijedi jje; = e, ;). 1 <t < n. Stoga po relaciji (9.7),
vrijedi @ = arp,; (1), @ kako u definiciju od det(fl) ulaze elementi Gy p(r),
imamo

Qrp(r) = Qrpi;(p(r)) = Qr,(pijop)(r)) = Grg(r) 2a svako 1 <7 <m,
pri cemu je ¢ = p;; o p nova permutacija. Pritom zbog propozici-
je 10.4 (iii) vrijedi
m(q) = 7m(pij o p) = —7(p).

Relacija (2.16) garantira da ¢e ¢ prolaziti kroz cijeli skup I, ako to
¢ini p. Stoga vrijedi

det(A) = Y 7(p)aip)lap2) - - Gnp(n)
pGHn
= > (—7(q)a1q(1)a2q(2) - - * Angn)
qEHn
= —det(A).

Dokaz za retke koristi simetricnost matrice transpozicije, tvrdnju za
stupce 1 propoziciju 10.10 i

det(I;;A) = det((I;;A)7) = det(A”I;;) = — det(A") = —det(4). W

Korolar 10.12 Determinanta s dva jednaka retka li stupca, ima vri-
jednost nula.

Dokaz: Zamjenom dva jednaka retka ili stupca, matrica se ne mi-
jenja, pa zato i njena determinanta ostaje ista. S druge strane, prema
propoziciji 10.11, zamjenom dva retka ili stupca, determinanta mijenja
predznak. Stoga mora vrijediti det(A) = —det(A), pa je det(A) = 0.
|
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Propozicija 10.13 Ako se jedan redak (stupac) determinante pomnozi
skalarom «, cijela determinanta se mnozi s .

Dokaz: Ako A nastaje iz A mnozenjem i-tog retka sa a,
tada vrijedi

det(A) = Y 7(p)aipa) - Anpn)

p€lly

= D w(p)an) - (i) - Gl
pEll,

= a Y 7(P)ap) - ip(i)  * * Anp(n)
pell,

= adet(A).

Tvrdnja za stupce slijedi uz pomo¢ propozicije 10.10, tvrdnje za retke
i simetri¢nosti matrice D;(«),

det(AD;(a)) = det((AD;(a))") = det(D;(a)AT)
= adet(AT) = adet(A). [ |

Korolar 10.14 Ako determinanta ima jedan nul-redak ili nul-stupac,
njena vrijednost je nula.

Dokaz: U prethodnoj propoziciji treba uzeti « = 0, a indeks 7 od
D;(«) je onaj od null-retka ili nul-stupca. [ |

Specijalno, propozicija 10.13 implicira
det(ad) = a"det(A4), AeR™". (10.4)

Propozicija 10.15 Neka su

A = [al,...ai_l, a; ,ai+1,...,an],
B = [al,...ai_l, bz ,CLZ‘_H,...,CL”] 1
C = [al,...ai,l,ai—i—bi,aiﬂ,...,an]

stupcane particije kvadratnih matrica A, B 1 C, respektivno. Tada
vrigedi

det(C) = det(A) + det(B).
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Dokaz: Oznacimo elemente matrica: A = (a,4), B = (byt), C = (cyt).
[zuzev u i-tom stupcu, elementi matrica A, B i C' na istim pozicijama,
su jednaki. Stoga za svaku permutaciju p € II,, vrijedi
W(p)clp(l) o Cpp(n) = 7T<p)ap*1(1),l o Cp=1(h),it Ap—l(n)n
= 7w(p)ay-1)1 - (ap-1(0)i + bp-1(i)) Q1 (m)m

= T(P)ap-1(1)1 - Ap-1(i)i* Ap=t ()
7 (P)ap-11)1 by Gpi )
= T(P)awp(1) - Aip(i) * ** Anp(n)
Fr(p)aip) - - bip() -+ * Anp(n)

odakle, uzimanjem sume po p, odmah slijedi
det(C) = det(A) + det(B) . -

Korolar 10.16 Ako su

- T 7 - T 7 - T 7
ap aj aj
T T T
a; 1 a; 1 a; 1
A=| at |, B=| " |, c=|a 507 |,
T T T
Aitq it it
T T T
L aTL - L an - L a’n .

retéane particije kvadratnih matrica A, B i C, respektivno, tada vrijedi
det(C) = det(A) + det(B).
Dokaz: Koristec¢i propozicije 10.10 i 10.15 dobijemo
det(C) = det(CT) = det(A”) + det(B") = det(A) + det(B). m

Propozicija 10.17 Ako jednom retku (stupcu) determinante dodamo
neki drugi redak (stupac) pomnoZen proizvoljnim skalarom, determi-
nanta matrice se ne mijenja.
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Dokaz: Ako matrica A nastaje iz A tako da i-tom stupcu dodamo j-ti
stupac pomnozen s «, onda je

A=lay,...,q; +aaj,...,a5,...0,).

Prema propoziciji 10.15, det(A) se moze napisati kao zbroj dviju deter-
minanti, a onda se jos iskoristi propozicija 10.13,

det(A) = det(A) + adet([ar,... a5, ..., a4, ...ay))
= det(A)+a-0
= det(A).

Ako se i-ti stupac dodaje j-tom stupcu, tada je

A=lay,...,aq;...;00;+aj, ... a4,

a dokaz koristi isti obrazac.

Dokaz za retke se sprovodi na isti nacin, koriste¢i korolar 10.16
umjesto propozicije 10.15, a lako se dobije i iz tvrdnje za stupce uz
pomo¢ propozicije 10.10. [

Sljedeci teorem sazima gotovo sve dosadasnje rezultate.

Teorem 10.18 Neka je A proizvoljna kvadratna matrica i neka je E
matrica elementarne transformacije. Tada je

det(EA) = det(F) det(A) = det(AFE) . (10.5)
Dokaz: Za E postoje tri moguénosti.

1. E = I;. Nakon zamjene i-tog i j-tog retka, odnosno stupca,
matrice A, prema propoziciji 10.11, vrijedi

det(l;;A) = —det(A), det(Al;;) = —det(A).

Uzimanjem jedini¢ne matrice umjesto A i koristenjem relacije (10.3),
dobivamo det(/;;) = —1, pa je (10.5) pokazano.

2. E=D;(a). U ovom slucaju je prema propoziciji 10.13,
det(D;(a)A) = ardet(A), det(AD;(a)) = adet(A).
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Zamjenjujuéi A sa I, i koristenjem relacije (10.3), odmah dobivamo
det(D;(a))) = a, pa (10.5) vrijedi i u ovom slucaju.

3. E= M;(a)ili E= MJ(a). Sada je prema propoziciji 10.17,

det(M;;()A) = det(A) = det(AM;;(a))
det(M[(@)A) = det(A) = det(AM] ().

Zamjenjujuci opet A sa I,,, dobivamo det(M;;(a)) = 1 = det(M(a)),
pa i u ovom sluc¢aju vrijedi (10.5). [ |

U dokazu teorema 10.18 smo pokazali da za elementarnu matricu
E e R™"™ vrijedi

—1, akoje F =1I;
det(E) =< «, akoje E = D;«a) (10.6)
1, akoje E = Mj;(a)ili E = M (a)
pa zakljucujemo da su determinante elementarnih matrica razli¢ite od

nule. Kako su elementarne matrice nesingularne, postavlja se pitanje
imaju li sve nesingularne matrice determinantu razli¢itu od nule.

Korolar 10.19 Kvadratna matrica A je regularna ako i samo ako je

det(A) # 0.

Dokaz: Za svaku matricu A postoji kona¢éni niz elementarnih matrica
E,,---, Ey (svadanje na reduciranu formu), takvih da je

Ap=E;--- F1A.

Pritom je Agr (retéana) reducirana forma od A. Po teoremu 10.18
vrijedi

det(AR) = det Ek Ek—l s ElA))

[
Q.
@
-+

S

det(
det(Ek_l) det(Ek_Q C ElA) = ...
det(
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Kako su sve det(E;) # 0, zaklucujemo da je
det(Ag) #0 ako i samo ako je det(A) # 0. (10.7)

Kako je Ag kvadratna, postoje dvije moguénosti: ili je Ag = [, ili
Apg ima samo nule u zadnjem retku. Po definiciji, A je nesingularna
(singularna) ako Ag ima (nema) puni rang. Dakle, A je nesingularna
(singularna) ako i samo ako je Agr = I, (zadnji redak od Agr je nul-
redak) tj. ako i samo ako je det(Ag) = 1 (det(Agr) = 0), a to je zbog
(10.7), ako i samo ako je det(A) # 0 (det(A) = 0). [ |

Zbog det(AT) = det(A), odmah slijedi da je A singularna (regu-
larna) ako i samo ako je ako AT takva (to ve¢ znamo zbog teorema 8.11).
Sljeded¢i vazan teorem odnosi se na determinantu produkta matrica.

Teorem 10.20 (Binet-Cauchy) Za kvadratne matrice A i B vrijedi
det(AB) = det(A) det(B). (10.8)

Dokaz: Ako je barem jedna od matrica singularna, tada je i produkt
AB singularna matrica (za dokaz vidi primjer 10.21) pa (10.8) vrijedi
s nulama na svakoj strani jednakosti. Ako su A i B obje regularne,

onda postoje elementarne matrice Ey, ..., Fy i Fy,..., F,, takve da je
A=F ---E.,iB = F,---F,,. Na isti nac¢in kao u korolaru 10.19
pokaze se da je

det(A) = det(Ey)---det(Fyx) i det(B) =det(Fy)---det(F,).
Koristeci teorem 10.18 i zadnju relaciju dobije se

det(AB) = det((E1Ey--- Eg)(Fy---Fy))
= det(Ey (B, EkFlFm>>
= det(E)) det(Eg(Eg By Ry Fp)) =
= det(E;)det(Es) - - - det(Ey) det(Fy) - - - det(Fyy,)
= [det(E1)---det(Ey)] [det(Fy) - - - det(F,,)]
= det(A)det(B). m

Primjer 10.21 Dokazite da je produkt AB sinularna matrica ako i
samo ako je bar jedna od matrica A ili B singularna.
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Dokaz: Neka je barem jedna od matrica A ili B singularna. Pokazimo
da je tada i AB tada singularna matrica. Doista, ako je B singularna,
tada postoji © # 0 takav da je Bx = 0. Stoga je (AB)r = A(Bx) =
A0 = 0, pa je AB singularna. Ako je A singularna, tada je i AT
singularna, pa je zbog (AB)Tz = (BTAT)x = BT(ATz) = BT0 = 0
i (AB)T singularna, a to znaci da je i AB singularna. Obrnuto, ako
je AB singularna, tada postoji x # 0 takav da je A(Bz) = 0, pa je
ili Br = 0ili Bx # 01 A(Bx) = 0, tj. ili je B singularna ili je A
singularna. |

10.2 Razvoj determinante

Kao sto smo vidjeli, racunanje determinante vec¢eg reda pomocu for-
mule iz definicije je prakticki nemoguce. U ovom dijelu ¢emo dokazati
rezultat koji to racunanje znatno olaksava.

Neka je A € R™*". Sa Af; € R VX" temo oznaciti podmatricu
od A koja nastaje izbacivanjem njenog i-tog retka i j-tog stupca. Npr.
ako je

aiy aij—1 a1; ai,j+1 a1n
A;—1,1 Qi—15-1 @i—1j5 Gi—1j+1 Ai—1,n
A= a1 Qi 51 Qi Qg 541 Qi n
Q41,1 @it1,5-1 A1y Gid1+1 Ait1,n
L anl Qpj—1 Anj Qp,j+1 Qpn
onda je
ar ap j—1 ai,j+1 Qip
AC — Qi—1.1 Qi—15-1 Qi—15+1 Ai—1n
¢ =
J Aiy1,1 Aig1,j—1 Q1,541 Qit1,n
L Qn1 Q51 Qnj+1 QAnn |
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Definicija 10.22 Minora elementa a;; matrice A € R™" je deter-
minanta matrice Af;, koja nastaje iz A izbacivanjem i-tog retka i j-tog
stupca. Algebarski komplement ili kofaktor elementa a;; je skalar
(—1)" det(A5;). ]

Dakle algebarski komplement se razlikuje od odgovaraju¢e minore tek
u faktoru (—1)"7, tj. eventualno do na predznak.

Lema 10.23 Ako za elemente prvog retka matrice A € R™™ vrijedi
a;; =0, 2<757<n

onda je

det(A) = ay; det(Af,).

Dokaz: U definiciji determinante matrice A,

det(A) = Y 7(p)aip)dzp(2)@sp(s) - - Anp(n) -
pEHn

svaki clan sume ima kao faktor jedan element iz prvog retka. Zbog
uvjeta na matricu, preostaju samo clanovi sume koji imaju faktor a;q,
a to su tocno oni za koje je p(1) = 1. Prema tome je

det(A) =an | D 7(p)asp@)asps) - - Gnpn)
pﬁ)ngl

Svakoj permutaciji p € II,, koja zadovoljava uvjet p(1) = 1 pridruzena
je permutacija p na skupu {2,3,...,n},

5= 2 3 ... n
p(2) pB3) ... p(n) )
Obrnuto, svakoj permutaciju p na skupu {2,3,...,n}, jednoznaé¢no je
pridruzena permutaciju p € II,, formulom

p:G @ ﬁ&))'
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Parnost od p jednaka je parnosti od p, jer svaka inverzija u p znaci i
odgovarajuéu inverziju u p, a s druge strane (p(1),p(7)) = (1, p(j)) nije
inverzija ni za jedno 2 < j < n. Prema tome, kad p u sumi prolazi sve
permutacije iz I1,, za koje vrijedi p(1) = 1, pridruzena p prolazi svim
permutacijama na skupu {2,...,n} i pritom p ima istu parnost kao i
p. Stoga mozemo pisati

det(A) = a1+ D 7(P)asp@)asps) - - Anp(n)
pﬁ;&l

= a1+ Y 7(P)asp2)asp3) *  Anj(n)

p

= ar det(Afj) .
|

Zadatak 10.24 Pokazite pomocu formule (10.1) jednakost parnosti
permutacija p @ p iz dokaza leme 10.23.

Rjesenje:

") = M:ﬁw. e

J—t = J—1 2<i<jsn I T

1<i<j<n J
TR S RS0
e R R s I A

gy R
o<i<j<n  J T
= 7(p).
Teorem 10.25 Za A € R™", A = (a;;) vrijedi

det(A) =D (=1)ay;det(A5),, 1<i<n.
j=1
Ovu formulu nazivamo razvoj determinante po i-tom retku. Isto
tako vrijedi formula

det(A) = S (—1)"*a;; det(AS),, 1<j<n

i=1

koju nazivamo razvoj determinante po j-tom stupcu.
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Dokaz: Prvo dokazujemo razvoj po retcima. Neka je 1 < i < n pro-

izvoljan. Polaze¢i od matrice A i retka i, formiramo n novih matrica
AE”, AZ@), e ,A("), tako da za njihove retke vrijedi

T A0 _ el A, akojer #i
T aijel, akojer =i

7

Dakle, za 1 < j < n vrijedi

a1q c. a1,5-1 QA1 1,541 . A1p
) @i—11 --- Qi—145-1 Ai—15 Gi—14541 --- Qi—1n
J) _ .
Al = 0 ce 0 Qi 0 e 0
@iy11 --- Qip15-1 Qi1 Ait1541 -+ - Aitln
L Qn1 Ce Qp j—1 Apj Qp,j+1 ce Ann |

Prema propoziciji 10.15 vrijedi
det(A) = det(AM) + det(AP) 4 ... + det(A™).

Da bi odredili vrijednost determinante det(Agj )), nacinimo 7 — 1 tran-
spoziciju susjednih redaka (prvo i «<» i — 1, zatim i — 1 < i — 2, pa
i —2 < i— 3, itd. na kraju 2 < 1) kako bi doveli element a;; na
poziciju (1,7), a zatim nac¢inimo j — 1 transpoziciju susjednih stupaca
(prvo j <> j—1,paj— 1+« j—2, itd., na kraju 2 <> 1) da bi doveli
polazni a;; na poziciju (1,1). Taj postupak mozemo matri¢no opisati

AD = Iolhy - I AV Iog T, (10.9)
Matrica Az(j ) ima oblik

/ C
a Aij

RCEA

gdje je 0T nul-redak dimenzije n — 1, a a) vektor stupac duljine n — 1.
Vidimo da Al(-J ) zadovoljava pretpostavku leme 10.23. Primijenimo de-
terminantu na matricu s lijeve i desne strane jednakosti (10.9). Zatim
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iskoristimo lemu 10.23 za determinantu na lijevoj strani jednakosti i
teorem 10.18 i relaciju (10.6) za determinantu na desnoj strani jed-
nakosti. Dobivamo

Qg5 det(A,Z) = det([lg) s det(Ii_l,i) det(Al(j)) det(Ij_l,j) L det([lg)
= (=1 det(AP) (1) = (=1)" 7 det (A7)
= (=1)"*7 det(AY)),

Odatle odmah slijedi det(AY) = (=1)"ay; det(Af;). Kako isti za-
kljucak vrijedi za svako j, razvoj po retku ¢ je dokazan. Jer je ¢ proizvol-
jan prva tvrdnja teorema je dokazana.

Razvoj po stupcima se dokazuje na analogni nac¢in, koristenjem ko-
rolara 10.16 umjesto propozicije 10.15 ili direktno koristenjem razvoja
po retcima na A7 uz koristenje propozicije 10.10. [ ]

Korolar 10.26 Determinanta trokutaste matrice jednaka je produktu
njenth dijagonalnih elemenata

Dokaz: Neka je A € R"*" donje-trokutasta matrica. Razvojem de-
terminante po prvom retku (ili direktnom primjenom leme 10.23) do-
bivamo det(A) = a3 det(By), gdje je By = Af,. Kako je By opet
donje-trokutasta, razvoj po prvom retku determinante det(B;) daje
det(A) = ay1a92 det(Bsy), gdje je By = (B1)§;. Nastavljajuéi postupak
lako dobivamo det(A) = ay1 - - - apy.

Neka je sada A gornje-trokutasta. Tada je AT donje-trokutasta sa
istim dijagonalnim elementima kao i A, pa uz pomo¢ propozicije 10.10
dobivamo

det(A) = det(AT) = a1 App - [ |

Rac¢unanje determinante

Vratimo se problemu ra¢unanja determinante. Koristit ¢emo metodu
Gaussovih eliminacija s parcijalnim pivotiranjem. Ova metoda koristi
samo dvije vrste elementarnih transformacija: zamjenu redaka i do-
davanje retka pomnozenog brojem, drugom retku. Uz pomo¢ elemen-
tarnih matrica I;; i M,;, postupak na matrici A € R"*" mozemo opisati



166 LEKCIJA 10. DETERMINANTE

relacijom

R = (Myynlnsnoty) (Ma2nMnon 1lnamoay) -
T (Mlan,n—l s M12]11') A.

Ovdje je R = A®™, M, = Myy(my,), a my = afl) a®), r +1 < i <
n su multiplikatori koji se koriste u r-tom koraku eliminacija kad se
ponistavaju elementi r-tog stupca od A", koji leze ispod dijagonalnog
elementa a{”). Uzimanjem determinante u zadnjoj jednadzbi i koriste-
njem teorema 10.18, dobivamo

det(R) = det(]n_L(n_l)/) det([n_l(n_z)/) s det(]nz) det(A)

Opéenito je u I, ' > r, pa je

| -1, akojer’ >r
det(lr) = { 1, akojer =r

Stoga je
det([n_l’(n_l)/) det([n_g’(n_g)/) LR det([H/) = (—1)0 s

gdje je o broj pravih zamjena redaka u tijeku Gaussovih eliminacija.
Kako po korolaru 10.26, za gornje-trokutastu matricu R = (r;;) vrijedi
det(R) = r11 -+ + T'np, dobili smo

det(A) = (=111 T -
Pritom je ukupno potrebno svega oko n?®/3 operacija mnozenja.

Primjedba 10.27 Kad se metodom Gaussovih eliminacija s parcijal-
nim pivotiranjem A svede na trokutastu matricu R, kod racunanja pro-
dukta r11 - T na racunalu, treba bitt oprezan. Posebno kod veceg
reda matrice, prijeti dobivanje medurezultata koji prekoracuje najveci
ili potkoracuje nagmangi broj prikaziv u racunalu. Neka je npr. n =
80 i neka je pruih 40 dijagonalnih elemenata od R jednako 0.1, dok
su preostali jednaki 10. Tada je r11---18080 = 1. Ako se produkt
racuna od prvog dijagonalnog elementa prema zadnjem, tada se nakon
39 mnoZenja dobije riy - - r40.40 = 107 broj koji je manji od najmanjeg
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prikazivog pozitivnog broja (u tzv. “jednostrukoj preciznosti”) pa zato taj
produkt, a onda i produkt svih dijagonalnih elemenata postaje 0. Ako
bi produkt racunali od zadnjeq prema prvom dijagonalnom elementu,
racunalo bi javilo gresku zbog prekoracenja najveceg broja koje racunalo
prikazuge (jer je rio40T3030 - Ta121 = 10%°) i prekinulo bi racunange
produkta. Tom problemu se moZe doskociti na razne nacine, od kojih je
nagjjednostavniji (iako ne najbolji) nacin, koristiti formulu

| det(A) |= exp (log(frul) + - - +1og(|runl))- u

Kad zZelimo bez racunala izracunati determinantu, onda kombini-
ramo vise tehnika od kojih su najcesce: razvoj determinante po pogod-
nom retku ili stupcu, dodavanje retka (ili stupca) pomnozenog pogod-
nim brojem drugom retku (stupcu) i Binet-Cauchyjev teorem.

Primjer 10.28 Neka je

1 1 1 1
X1 T2 T3 T4
V<x17372737371'4) = 2 2 .2

$1$3$3$4
3 ,3 .3 .3

Ty Xy T3 Ty
tzv. Vandermondeova determinanta reda 4. Da bi odredili formulu za
njeno racunanje, pomnozimo ju s lijeva s pogodnom matricom poznate
determinante i iskoristimo Binet-Cauchyjev teorem:

1 1 1 1 1
—x1 1 Ty T2 T3 T4
V(x1, 22, 23, 24) 1 SL’% x% SC% xi
—x; 1 a:i’ x% arg xi
1 1 1 1
0 To — X1 T3 — T Ty — T
0 IQ(ZL’Q - .131) 173(1'3 - [El) ZL‘4(1’4 — I1>
0 z3(zy— ) 23(x3—11) 23(T4 — 71)

Razvojem determinante po prvom stupcu dobivamo determinantu reda
tri. U toj determinanti moZemo izluciti ispred determinante faktore
(g — x1), (x5 — x1) @ (x4 — 1) koji mnoze 1., 2. i 3. stupac. Tako
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dobijemo
1 1 1
V(zy, xo,23,24) = (v2—a1)(x3 —x1)(T4 —21) | T2 23 @4
2 .2 .2
Ty Ty Ty

= (2o —x1)(x3 — 1) (24 — 1)V (22, 73, 4)
Na isti nacin se pokaze da opcéenito vrijedi
V(zy, e, .., 20) = (n — 1) (X1 — 1) -+ (20 — 21)V (29, ..., 24) .
Specijalno, vrijedi
V(xe, x3,24) = (13— 22)(xg —22)V (23,24) @

V(zs,xg) = (x4 —x3)V(xy) = (x4 —23) -1 =124 — 23,
pa je
V(xy, z9, 23, 24) = (va—x1)(x3—21) (24— 21) - (x3—22) (T4 —2) - (x4 —13) .
Opcéenitije, lako se pokaze da vrijedi

V(zy, e, ..., x,) = H(x] — ;).

i<j
Ovaj rezultat kaZe da su vektori ¢ije su komponente (iste) potencije
medusobno razlicitih brojeva xy, ... ,x,, linearno nezavisni. [ |

10.3 Adjunkta i Cramerovo pravilo

U ovom dijelu ¢emo pokazati kako se komponente rjesenja sustava li-
nearnih jednadzbi sa regularnom matricom sustava, mogu jednostavno
prikazati kao kvocijenti odredenih determinanti.

Definicija 10.29 Adjunkta kvadratne matrice A reda n, je matrica

11 Oap
adj (A4) =
(0791 st Opp

pri cemu su oy = (—1)% det(AS;) algebarski komplementi elemenata
a;; matrice A. [ ]
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Adjunkta ima vrlo specijalna svojstva.

Teorem 10.30 Ako je A € R™", tada vrijedi
Aadj(A) =adj(A) A=det(A)I,. (10.10)

Dokaz: Iz razvoja determinante po i-tom retku i odnosno i-tom
stupcu, dobivamo

[Aadj(A)]u = z”: Aik Ak

air(—1)"* det(AS) = det(A), (10.11)

I
M= T

S |l

[y

ladj (A) Al = D cirari

k=1

(—1)* det(A§,)ar; = det(A).  (10.12)

I
M:

k=1

Promotrimo sada nedijagonalne elemente matrica A adj (A) i adj (A4) A:

[Aadj (A)]; = D amoy; = Zalk 1)/ * det(AS,), (10.13)
k=1 k=1

n

ladj (A) A];; = Z agpag; = (1) det(Af,)ay; . (10.14)
k=1 k=1

Uoc¢imo da je (10.13) razvoj determinante po j-tom retku od matrice
s dva jednaka retka (matrica se razlikuje od A po tome $to joj je j-ti
redak zamijenjen s i-tim retkom). Kako je po korolaru 10.12 takva
determinanta jednaka nuli, imamo [Aadj(A)];; = 0. Ovaj zakljucak
vrijedi za sve i # j.

Sliéno, (10.14) je razvoj determinante po i-tom stupcu od matrice
s dva jednaka stupca (matrica se razlikuje od A po tome §to joj je i-ti
stupac zamijenjen s j-tim stupcem). Kako je po korolaru 10.12 takva
determinanta jednaka nuli, imamo [adj (A) A];; = 0. Zakljucak vrijedi
za sve 1 % j.

Dokazali smo

det(A), i=j

(Ao ()] = i () )y = { g 127
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a to je samo drugi zapis relacije (10.10). [ |
Korolar 10.31 Ako je A nesingularna, tada je
~_ adj(4)
= : 10.15
det(A) ( )

Dokaz: Ako je A nesingularna, onda je det(A) # 0, pa jednadzbu
(10.10) mozemo podijeliti sa det(A) i dobiti definicijsku jednadzbu za
inverznu matricu. |

Promotrimo sad sustav

Ax =b
gdje je A € R™" nesingularna matrica. Definirajmo matrice
A =lay,...,a;1,b,a41,...,a,), 1<i<n, (10.16)
pri ¢emu je A = [ay,...,a,] stuptana particija od A.

Teorem 10.32 (Cramerovo pravilo) Neka je A € R™" nesingu-
larna, b € R"™ i neka je v = (x;) rjeSenje sustava Az = b. Tada vrijedi

e <n. .
T det(A) <i<n (10.17)

Dokaz: Razvojem det(A;) po i-tom stupcu, u kojem se nalazi vektor
b, dobivamo

det(A4;) = > b (=1)"" det(Aw)

k=1
= Z by = Z by,
k=1 k=1
= ejadj(A)b, 1<i<n. (10.18)

Jer je A regularna, vrijedi x = A71b, paje x; = el A71b, 1 < i < n.
Po korolaru 10.31 i relaciji (10.18), imamo
det(A)z; = det(A)el A1
dj (4) .
— T2 T i (A
det(A)e; det(A) b=e;adj(A)b
odakle odmabh slijedi (10.17). [ |
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Primjer 10.33 Provjerimo formule (10.17) kad je n = 2. Ako line-
arne jednadzbe glase

ar;+bxrs = e
cri+dxy = f

tada mnoZenjem prve jednadzbe sa d i druge jednadzbe sa —b i sumi-
ranjem dobivenih jednadzbi (eliminacija nepoznanice 3 ), dolazimo do

‘ B det(Ay)
| ~ det(A)

_ed—bf
ad—be

X1

O | 0O

QU T

Slicno, mnoZenjem prve jednadzbe sa —c i druge jednadzbe sa a i sumi-
ranjem dobivenih jednadzbi (eliminacija nepoznanice 1), dolazimo do

a
Cc

af — ce
To = =

e

f - det(Ag)
- ad—be b
d

a N det(A) ’
C
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Lekcija 1

Linearni operatori

Linearni operatori su specijalna preslikavanja izmedu vektorskih pro-
stora. Prisjetimo se pojma preslikavanja.

11.1 Funkcije

Neka su & i 7 dva prizvoljna neprazna skupa. Pridruzi li se svakom
elementu = € S po jedan element y iz 7 dobije se preslikavanje skupa
S u 7. Preslikavanje se jo§ naziva funkcija i oznacava se najcesce
malim slovima, npr. f, g, h, ... Ako spomenuto preslikavanje ozna¢imo
sa f, tada se pise f: & — 7. Skup S se zove podrucje definicije
funkcije f, a skup R(f) = {f(z) : * € S} je podrucje vrijednosti
funkcije f. Ako jey = f(x), z je original od y, a y je slika od z. Stoga
se jos kaze da je R(f) slika cijelog skupa S.

Ako je R(f) = T kaze se da je f preslikavanje ili funkcija skupa
S na skup 7. U tom se slucaju jos kaze da je f surjekcija. Ako
za svaka dva razlic¢ita elementa xq, x5 skupa S vrijedi f(x1) # f(x2),
preslikavanje ili funkcija je 1 — 1 ili injekcija. Ako je je f injekcija i
surjekcija tada se f zove bijekcija. Ako je f bijekcija, postoji funkcija
g: 7T — S sasvojstvom g(f(x)) =z zasvezr € X i f(g(y)) =y za
sve y € Y. Pritom se g oznacava s f~! i zove inverzno preslikavanje ili
inverzna funkcija od f.

Dvije su funkcije jednake, ako imaju iste vrijednosti na svakom e-
lementu iz S. Funkcija f je prosirenje funkcije g, a g je restrikcija

173
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funkcije f, ako podrucje definicije funkcije f sadrzi podrucje definicije
funkcije g. Restrikcija funkcije f na podskup S’ skupa S se oznacava
sa f|s. Dakle, f|s je definirano samo na &’ i za sve 2/ € & vrijedi
(f ls)(z") = f(2').

Neka je F kolekcija svih preslikavanja iz S u 7. Ako je u 7 defini-
rana operacija zbrajanja, npr. ako je (7,+) grupa, tada se u skupu F
lako definira operacija zbrajanja funkcija. Za f, g € F definiramo f+g¢
kao funkciju A za koju vrijedi

h(z) = f(x)+g(x) zasvez€S. (11.1)

Odmah se vidi da je h € F ¢im je 7 zatvoren u odnosu na zbrajanje.
Jednostavno je pokazati da se svojstva asocijativnosti i komutativnosti
zbrajanja u 7 prenose na operaciju zbrajanja funkcija. Specijalno, ako
je (7,4) grupa, tada se lako pokaze da je i (F,+) grupa (neutralni
element je preslikavanje koje S prevodi u neutralni element u grupi
(7,+), a suprotni element od f je —f koja je definirana s (—f)(z) =
—f(z) za sve x € S. Ako je u 7 definirana operacija mnozenja sa
skalarom, tada se formulom

(af)(z) =af(x) zasvex €S (11.2)

definira mnozenje funkcije f skalarom «. Tom formulom se glavna svoj-
stva mnozenja prenose sa 7 na F. Specijalno, ako je (7, +, -) vektorski
prostor jednostavno je provjeriti da uz definirane operacije zbrajanja
funkcija i mnozenja funkcija skalarom, (F,+,-) postaje vektorski pro-
stor.

Akosu S, 71 Z skupovii f: § — 7T, g: T — Z preslika-
vanja, tada se moze definirati kompozicija g o f preslikavanja f i g kao
preslikavanje h : § — Z, za koje vrijedi

h(x) =g(f(x)), z€S.

Ako su f i g injekcije (surjekcije, bijekcije) takva je i kompozicija go f.
Ako je S =T = Z, onda se u F pored zbrajanja funkcija i mnozenja
funkcija skalarom, uvodi i mnozenje funkcija kao njihova kompozicija.
Tada se obitno umjesto g o f pise gf.
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11.2 Linearna preslikavanja

Posebno je vazan slucaj kada su skupovi & i 7 vektorski prostori. U
toj situaciji mozemo u skupu F izdvojiti preslikavanja koja linearne
kombinacije vektora originala prevode u linearne kombinacije vektora

slika.

Definicija 11.1 Neka su X 1 Y wektorski prostori. Preslikavanje
A: X — Y jelinearni operator ako vrijedi

(i) Alz +y) = Alz) + A(y)  za sve z,y € X (aditivnost)
(ii) Alax) = aA(z)  za sve x € X i sve skalare oo (homogenost).

Ako je A bijekcija, tada se jos zove izomorfizam vektorskih prostora
X Y. |

Iz svojstva (ii) se vidi da X i Y moraju biti definirani nad istim poljem.
Ako su X 1Y realni vektorski prostori, onda a moze biti samo realni
broj. Ako su X i Y kompleksni vektorski prostori, onda a moze biti i
realni i kompleksni broj. Kad god ¢emo koristiti linearni operator im-
plicitno ¢emo pretpostavljati da su polazni i dolazni vektorski prostori
definirani nad istim poljem.

Iz svojstva (ii) odmah slijedi, uzimanjem o = 0, A(0) = 0.

Primjer 11.2 Neka je X = R", Y = R™ i neka je A € R™"
proizvoljna matrica. Preslikavanje A : X — Y definirano formulom

A(x) = Az, xz€R"

je linearni operator. Provjerimo prvo da je A(z) definirano za svako
x € R" i da je A(x) € R™. To je jasno jer je produkt m x n in x 1
matrica wvijek definiran ¢ daje mx 1 matricu kao rezultat. A je linearan
operator jer je

Alx+y) = Alx+y)=Az+ Ay = A(x) + A(y) za sve z,y € R™

Alax) = A(ax) =aAzr =aA(x) za svexeR" ae€R. -
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Uvjeti (i) i (ii) iz definicije 11.1 mogu se zamijeniti jednim uvjetom
(1) A(azx + fy) = aA(x) + BA(y) za sve x,y € X 1 sve skalare a, 3,

koji zovemo linearnost.
Pokazimo prvo da aditivnost i homogenost povlace linearnost.

Alaz + By) = Alaz)+A(By)  jer vrijedi (i)
= aA(z)+ BA(y) jer vrijedi (ii).

Pokazimo da linearnost preslikavanja povlac¢i aditivnost i homogenost.
Doista, uvrstavajuéi u (1) « = 8 = 1 dobivamo (i). Uzimajuéi u (1)
£ =0, dobivamo

Alaz) = Alax +0y) = aA(z)+ 0A(y) = aA(z)+0
= aA(z),

za sve z i sve skalare o. Time je pokazano da (1) povlaci (ii). Dakle
su uvjeti (i) i (ii) ekvivalentni (tj. znace isto) uvjetu (1). Iz uvjeta
(1) se vidi da je linearni operator ono preslikavanje koje linearni spoj
vektora iz X prevodi u isti linearni spoj slika u Y. Sljedeca propozicija
pokazuje da linearni operator pevodi linearnu kombinaciju proizvoljnog
broja vektora u istu linearnu kombinaciju slika. Dokaz je tek vjezba za
koristenje matematicke indukcije.

Propozicija 11.3
.A(Oéll’l + (e N ) + -+ Ofkl‘k) = 041./4(1‘1) + 052./4(1‘2) + -+ Ckk.A((L’k) .

Dokaz: Dokaz koristi matematicku indukciju po broju vektora u line-
arnoj kombinaciji k. Za k = 2 je tvrdnja dokazana. Pretpostavimo da
je istinita za neko k£ > 2 pa pokazimo datada vrijedi za k£ + 1. Imamo

Al + agrs + -+ + a1 Tpa1) =
Al(aqzy + asxe + -+ - + agy) + Q1 Trr1)
= A(a1x1 + oy + - -+ + agrg) + Al 12k 41)
= (a1 A1) + agA(zg) + - - - + apA(zy)] + 1 A(Tg41)
= a1 A(x1) + @ A(xs) + - -+ + apA(zk) + 1 A(Tgs1)
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pri ¢emu smo prvo iskoristili asocijativnost zbrajanja u Y, zatim adi-
tivnost operatora A, pa indukcijsku pretpostavku, te homogenost op-
eratora i opet asocijativnost zbrajanja u Y. [ |

Uz svaki linearni operator A : X — Y vezana su dva vazna potpro-
stora,

NA ={re X;A(x) =0} 1 R(A ={A(z);x € X}.

Dokazite za vjezbu da su N(A) i R(A) potprostori. N (A) je nul-
potprostor (ili jezgra), a R(A) je slika (ili podrucje vrijednosti)
operatora A. Dimenzija jezgre se zove defekt, a dimenzija slike rang
operatora A.

Sa L(X,Y) oznacavamo skup svih linearnih preslikavanja vektor-
skog prostora X u vektorski prostor Y.

11.3 Izomorfizmi

Posebno vaznu klasu linearnih operatora ¢ine izomorfizmi.To su linearni
operatori koji su bijekcije. Ako je A € L(X,Y) izomorfizam, tada po-
stoji inverzno preslikavanje A~1. Sljedeéa propozicija pokazuje da je
A~ takoder linearni operator (tj. izomorfizam), a takoder da izomor-
fizam preslikava bazu polaznog prostora u bazu dolaznog prostora.

Propozicija 11.4 Ako je A € L(X,Y) izomorfizam, tada vrijede slje-
dece tvrdnje

(i) A7 e L(Y, X) je izomorfizam,

(ii) skup vektora {uy,...,ux} je linearno nezavisan ako i samo ako je
skup slika {A(u1), ..., A(ug)} linearno nezavisan.
Dokaz: (i) Jer je A bijekcija, postoji inverz A~! koji je takoder bijek-
cija. Preostaje pokazati da je A~! linearan operator. Neka su y,z € Y
te a, 3 skalari. Neka je u=A"(y), v=A"1(2) iz =AY ay + B2).
Iz zadnje jednadzbe slijedi
Alz) = A(Aay +02)) = ay +
— aA(u) + BA()
A(au + Bv).
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Jer je A injekcija, zakljucujemo da je z = au + v, tj.
A" ay + fz) = a A (y) + BAT!(2).
(i) Neka su uy, ..., uy linearno nezavisni. Podimo od jednadzbe
arA(ur) + ...+ apA(ug) =0

i pokazimo da tada mora vrijediti a; = --- = ay, = 0. Zbog linearnosti
operatora A, ona se moze zapisati u obliku

A(alul—l—...—i—akuk):o.

Jer je A injekcija, mora vrijediti aqu; + ... + agur = 0. Sada zbog
pretpostavljene linearne nezavisnosti vektora wuq, ..., u; zaklju¢ujemo
dajea; =---=ap=0.

Obrnuti smjer se dokazuje jos jednostavnije. Sada je pretpostavka
da su vektori A(uq), ..., A(uy) linearno nezavisni, a pokazuje se da
arug + ...+ apug = 0 povlaci ag = --- = ap = 0.

Primijenimo na obje strane jednadzbe aju;+. . .+agu, = 0 operator
A. Dobivamo

0=A00)=A(tus + ... + apug) = ag A(ur) + - - + apAlug) .

Jer su A(uy), ..., A(ug) linearno nezavisni, mora biti a; = -+ = ay, =
0. |

Kako razlikovati izomorfizam od opc¢eg linearnog operatora? Koje svo-
jstvo ga izdvaja? Sljedeca propozicija daje jedno takvo svojstvo.

Propozicija 11.5 Neka je dim (X) = dim(Y) 1 A € L(X,Y). A je
izomorfizam onda i samo onda ako je N(A) = {0}.

Dokaz: Ako je A izomorfizam, on je injekcija. Znamo da je uvijek
A(0) = 0. Jer je A injekcija, nema drugih vektora koje bi A prebacivao
u nulu, pa je N(A) = {0}.

Obratno, pretpostavimo da je N(A) = {0}. Kad A ne bi bio
izomorfizam, ne bi bio bijekcija, pa ne bi bio injekcija ili ne bi bio
surjekcija.
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Pretpostavimo da A nije injekcija. Tada postoje vektori u,v € X,
takvi da je u # v i A(u) = A(v). Zbog linearnosti operatora imamo
A(u —v) =0, pa je u—v # 0 u jezgri od A, a to ne moze biti. Dakle,
moramo odbaciti pretpostavku da A nije injekcija.

Pokazimo da je A surjekcija. Ve¢ smo pokazali da 4 mora biti
injekcija. Stoga je on izomorfizam vektorskih prostora X i R(A). Kako
po prethodnoj propoziciji izomorfizam prebacuje svaku bazu u X u
neku bazu u R(A), mora dimenzija od R(A) biti n. Jer je R(A) CY
ijer R(A) 1Y imaju istu dimenziju n, mora biti R(A) =Y. Dakle je
A surjekcija.

Pokazano je da je A injekcija i surjekcija pa je bijekcija. [ |

[zomorfizam je relacija ekvivalencije (ili klasifikacije) u skupu vektor-
skih prostora. Kasnije ¢emo konstruirati vaznu klasu izomorfizama
izmedu vektorskog prostora dimenzije n i vektorskog prostora jedno-
stupcanih matrica R" (ili C"). To ¢e omoguéiti svadanje mnogih prob-
lema vezanih uz opce vektorske prostore i operatore izmedu njih, na
matri¢ne probleme.

11.4 Vektorski prostor £(X,Y)

Oznacimo sa L£(X,Y") skup svih linearnih operatora koji vektorski pro-
stor X preslikavaju u vektorski prostor Y. Jer je Y vektorski pro-
stor u £L(X,Y") se pomocu relacija (11.1) i (11.2) uvodi operacija zbra-
janja linearnih operatora i operacija mnozenja linearnog operatora sa
skalarom. Sada se relacije (11.1) i (11.2) zapisuju kao

(A+B)(z) = A(x) + B(x), ze€X. (11.3)

(vA)(z) =~vA(z), =€ X (11.4)

Sljedece dvije relacije pokazuju da su A+ B i v.A linearni operatori. Za
u,v € Xia, € P (P polje nad kojim su gradeni X i Y'), imamo

(A+B) (ot Bo) = Alau+ o) + Blau+ fv)
= aA(u) + BAW) + (aB(u) + BB(v)
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= a(A+B)(u)+B(A+B)(v),
(vA) (au + pv) = ~vA(au + Bo)

= 7 (aA(u) + BA(v))

= ayA(u) + SrA(v)

= a(yA) (u) + B (vA) (v).

Teorem 11.6 (L(X,Y),+,-) je vektorski prostor.

Dokaz: Pokazimo prvo da je £(X,Y) zatvoren s obzirom na spomenute
operacije. Nekasu AiBiz L(X,Y). Tada jezasvakoz € X, A(x) € YV
i B(z) € Y, pa je zbog zatvorenosti skupa Y s obzirom na zbrajanje
vektora, A(z)+B(z) € Y. Stoga je zbrajanje linearnih operatora A+ B
dobro definirano formulom (11.3).

Isto tako, za proizvoljni v € ® i proizvoljni A € L(X,Y) je vA(x) €
Y jer je Y vektorski prostor. Stoga je formulom (11.4) dobro definiran
produkt linearnog operatora sa skalarom.

Izmedu svih linearnih operatora iz £(X,Y’) posebno se isti¢e onaj
koji cijeli X prebacuje u nul-vektor od Y, O(z) =0 €Y zasve x € X.
Za njega vrijedi O+ A = A+0 = A, zasve A € L(X,Y). Zaklju¢ujemo
da je O neutralni element u (£(X,Y),+).

Svojstva komutativnosti i asocijativnosti proizlaze iz istih svojstava
komutativne grupe (Y, +),

(A+B)(z) = Alx)+Bx)=B(z)+ Alx)

(z)
[(A+B)+Cl(z) = (A+B)(z)+C(x) = (A(z) + B(x)) + C(z)
= A(z)+ (B(x) +C(x)) = A(x) + (B+C)(z)

Konacno, za A € L(X,Y) postoji linearni operator —.A4, koji je defini-
ran s (—A)(x) = —A(z) za sve z € X. On ima svostvo da je

[(—A)+ Al(x) = —A(z) + A(x) =0, z€X,

pa je —A inverzni element za A s obzirom na operaciju zbrajanja. Time
je pokazano da je (£(X,Y),+) aditivna Abelova grupa.
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Ostala svojstva koja se ticu mnozenja skalarom, dokazuju se jednako
lako. Npr.,

[(aB)A](z) = (af)A(x) = a[fA(z)] = [a(BA)|(z), z € X

pokazuje da vrijedi (af)A = a(BA) za a,f € &1 A € L(X,Y).
Spomenimo na kraju da 1 € ® ima svojstvo 1- .4 = A. [ ]

Uoc¢imo da je (L£L(X,Y),+,-) potprostor vektorskog prostora svih pre-
slikavanja iz X u Y. Ako je X =Y u (L(X, X),+,-) se moze uvesti i
produkt linearnih preslikavanja kao njihova kompozicija.

11.5 Koordinatizacija

Neka je X n-dimenzionalan vektorski prostor. Odaberimo neku bazu
e=(eq,...,e,) uX. Tada se svaki vektor x € X moze na jednoznacan
nacin napisati u obliku

T =x1€1 + Toly + -+ Tpe,, (11.5)

pri cemu su xy, .. ., x, skalari iz polja ® nad kojim je definiran X. Neka
je npr. & = R. Tada je relacijom (11.5) definirano preslikavanje koje
svakom vektoru z € X pridruzuje z(e) € R™,

I
o)
J:x— x(e) =

Tn
Teorem 11.7 7 je izomorfizam prostora X i R™.

Dokaz: Pokazimo da je preslikavanje J linearno. Neka su z,y € X i
a, 3 € R proizvoljni. Jer je

ar + Py = alzier+ -+ xpe,) + Byrer + - + yYnen)
= (Oéxl + 6y1)61 + -+ (axn + 6yn)€n 3
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po definiciji od J, imamo

axy + Byr | oy By
J(ax+ By) = : = : + :
ax, + ﬁyn ] ATy, ﬁyn
€ [ U1
= a| i | +8] i | =oax(e)+By(e)
Ty | YUn
= aJ(z) + BT (y),

pa je J linearni operator iz X u R". Ovdje smo iskoristili svojstva
zbrajanja i mnozenja skalarom vektora u R".

Pokazimo da je J surjekcija. Uzmimo proizvoljnu jednostupcanu
matricu [xq, ..., 2,|Tiz R". Iz skalara z;, 1 <14 < n formirajmo vektor
x1€1+- -+ xne, = iz X. Iz definicije od J vidimo da je J(z) upravo
polazna jednostupcana matrica, pa je J preslikavanje na R".

Pokazimo da je J injekcija, tj. da medusobno razlicite vektore iz X
prebacuje u medusobno razlic¢ite jednostupcane matrice. Neka su x iy
iz X razliciti. Tada u razvoju po bazi e (kao u relaciji (11.5)), postoji
barem jedna vrijednost od 7 za koju su skalari z; i y; medusobno razliciti.
To onda znaci i da su z(e) i y(e) medusobno razliciti. Dakle je J
bijektivno linearno preslikavanje pa je izomorfizam vektorskih prostora
X iR" [

Isti zakljucak vrijedi i u slucaju kompleksnog vektorskog prostora X, s
tim da je tada J izomorfizam prostora X i C".

Funkciju J ¢emo zvati koordinatizacija vektorskog prostora X, a
vektor z(e) ¢emo zvati koordinatni vektor od x € X. Jasno je da ko-
ordinatizacija ovisi iskljucivo o (izabranoj) bazi, a kako svaki vektorski
prostor ima beskonacno mnogo baza, toliko ima koordinatizacija.

11.6 Matrica kao zapis operatora

Neka je X n-dimenzionalni, Y m-dimenzionalni vektorski prostor i A :
X — Y linearni operator. Neka su e = (e1,...,e,) 1 f = (f1,..., fm)
baze u X i Y, respektivno. Uz njih su vezane koordinatizacije Jx i
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Jy prostora X i Y. Ako su prostori realni, to znac¢i da su z(e) =
Ix(z) e RMiy(f) =Jv(y) e Rmzaz € X iy €Y. Postavlja se
pitanje koji je odnos izmedu z(e) i y(f) ako je y = A(z) ?

Jer je A linearan operator, imamo

A(r) = A(zie1 + - -+ zpe,) = x1A(er) + - -+, Ae,). (11.6)

Specijalno, iz relacije (11.6) se vidi da je operator A zadan ako znamo
njegove vrijednosti na vektorima (bilo koje) baze.

Svaki A(e;) lezi u'Y pa se moze razviti po bazi f. Dakle, za svako
J postoje skalari vy, ..., takvi da je

Alej) = anjfi +agjfo+ -t amifm, 1<j7<n. (11.7)

Vidimo da smo skalare «;; tako numerirali da vrijedi

Fy(Ale;)=| |, 1<j<n. (11.8)

Polazedi od vektora A(z) i koristedi linearnost operatora A, uz pomoé
relacija (11.6)—(11.7) dobivamo

n

Ar) = Z%A(ej)zzxjiakjfk

j=1 j=1 k=1
n m m n
= D D owmife =) oaifi
=1 k=1 k=1 j=1

am%) . (11.9)

Iz jednadzbe y = A(x) slijedi y(f) = Jy(y) = Ty (A(x)), pa koristedi
relaciju (11.9), dobivamo

n 1121 + Q1229 + -+ -+ ATy
Y2 91 X1 + Qg + + -+ + 9Ty

Ym Qm121 + Qmal2 + -+ Amn T
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a1 Q2 ot Qg !
. Qg1 Qg2 -+ Qo Z2
Oyl Apa 0 Oy Tn
ili
y(f) = A(f,e)z(e), (11.10)
gdje je
Q11 Qg 0 Qg
A(fre)=| @ 92 7 Gl g g (11.11)
Umpm1 Opa o Oy

matrica ¢iji je j-ti stupac upravo Jy (A(e;)) (vidi relaciju (11.8)). Sva-
kom linearnom operatoru A : X — Y u paru baza e, f pripada matrica
A(f,e), koju zovemo zapis ili reprezentacija operatora A u paru baza
e, f. Pritom vrijedi dijagram na strani 184.

A

JIx Ty

Alfe)
R" - R™

Fiksirajmo sada baze e i f i promotrimo skup linearnih operatora
L(X,Y). Svakom linearnom operatoru A € L£(X,Y) pripada matrica
A = A(f,e), paje time definirano preslikavanje J. : L(X,Y) — R"™*".

Teorem 11.8 7. je izomorfizam vektorskih prostora L(X,Y) i R™*™.

Dokaz: Ve¢ smo pokazali da je J, definiran za svaki linearni operator
i da ima vrijednosti u R™*". Moramo pokazati linearnost i bijektivnost
tog preslikavanja.
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Neka su A, B € L(X,Y) i «,8 € R proizvoljni. Neka je J:(A) =
A = (a;) 1 Je(B) = B = (b;j). Uocimo da je (aA + B)(e;) € Y.
Stoga je prema relaciji (11.8) Jy ((wA + 8B)(e;)) j-ti stupac matrice
(A + BB)(f,e). Koristedi relacije (11.3), (11.4) i (11.8), dobivamo

Iy (A +8B)(e;)) = Jv (aAle;) + 8B(e;))
= aJy (Ale)) + 8y (B(e;))

Q1 blj
Qo bo;

= « ,2j + 7 ?J = ale; + Be;
Qmyj bmj

= (0A+pB)ej,, 1<j<n,

gdje su' e;, 1 < j < n stupci jediniéne matrice I,,. Kako je prema
matricnom mnozenju (oA + 3B)e; upravo j-ti stupac od aA + B,
zakljucujemo da je

Jr (@A + BB) = aA+ 8B = aJ:(A)+ 8T:(B).

Za dokaz surjektivnosti, uzmimo proizvoljnu matricu A € R"™*", A =
(a;;) 1 pokazimo da postoji linearni operator A € L(X,Y), za koji
vrijedi (11.8). Vidjeli smo da je za definiranje linearnog operatora do-
voljno znati njegove vrijednosti na vektorima baze. Definirajmo stoga
linearni operator A pomocu elemenata matrice A na sljedeé¢i nacin

Alej) = anjfi+ -+ amjfm, 1<j<n. (11.12)

Operator A € L(X,Y) je dobro definiran relacijama (11.6) i (11.12).
Prema relacijama (11.8) i (11.11), vrijedi A = A(f,e) = J.(A).
Kona¢no, pokazimo da je [J, injekcija. Neka za A, B € L(X,Y)
vrijedi A # B. To znaci da postoji e; — vektor baze u X, za koji
je A(e;) # B(ej). Najme, u protivnom bi relacija (11.6) implicirala
A(x) = B(z) za sve x € X, a to bi znacilo A = B. Jer je Jy bije-
kcija, A(e;) # B(e;) povlaci Jy (Ale;)) # Ty (B(ej)). Koristedi relacije
(11.8) i (11.11) odmah se vidi da se matrice A(f,e) = J-(A) i B(f,e)
= Jz(B) razlikuju u j-tom stupcu. [ |

1 ovom poglavlju éemo vektore kanonske baze u R™ (i R™) oznagiti masnim

slovima kako bi ih razlikovali od vektora baze e u X.
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Kako je dimenzija vektorskog prostora R™*" jednaka mn, iz teo-
rema 11.8 i propozicije 11.4 zaklju¢ujemo da je dimenzija od L(X,Y)
takoder mn. Lako se vidi da je npr. &€ = (&11, ..., Emn),

Eij = jg_l(eiejr), e, cR", e; e R",
baza u L(X,Y). Razvoj u toj bazi A = X%, 3% a;E; odgovara

razvoju A(f,e) = X%, 37 aijee] . Stoga su koeficijenti u razvoju
upravo matricni elementi el A(f, e)e;.

11.7 Kompozicija linearnih operatora

Neka su X, Y i Z vektorski prostori nad istim poljem & (= R ili
C). Nekasu L(X,Y), L(Y,Z) i L(X, Z) pripadajuéi vektorski prostori
linearnih operatora. Za svaki par A € L(X,Y), B € L(Y, Z) definiramo
produkt linearnih operatora C = B.A kao kompoziciju preslikavanja A
iB,
C(x) =B(A(x)), zeX.

Pokazimo da je C linearni operator. Za prizvoljne o, 3 € ® i u,v € X,
imamo

Clau+ pv) = B(A(au+ pv)) po definiciji od C
= B(aA(u) + BA(v)) jer je A linearno
= aB(A(u)) + BB (A(v)) jer je B linearno
= al(u) + pC(v) jer je C = BA.

Zakljuéujemo da je C € L(X, Z). Produkt linearnih operatora zadovo-
ljava svojstvo obostrane distributivnosti, homogenosti i asocijativnosti

(By +B3) A = BiA+ByA
B (.Al + ./42) = BA, + BA,
a(BA) (aB) A= B(aA), « proizvoljni skalar
(CB)A = C(BA)
pri ¢emu su A, Ay, Ay € L(X,Y), B,B1,By € LY, Z)iC € L(Z, W),

W je vektorski prostor. Dokazi tih svojstava su jednostavni, pa ih
ostavljamo za vjezbu citatelju.
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Ako je polazni vektorski prostor jednak dolaznom, prostor £(X, X)
se oznacava sa L£(X). U tom prostoru postoji jedini¢ni element 7 €
L(X) s obzirom na mnozenje linearnih operatora. On je definiran for-
mulom Z(z) = z za x € X. T se zove jedini¢ni linearni operator (ili
identiteta) u L(X) jer vrijedi

TA=AT = A zasvaki A€ L(X).
Rezimirajuci svojstva mnozenja operatora, mozemo zakljuciti da vrijedi
Teorem 11.9 (L(X),+,-,0) je algebra s jedinicom.

Pritom - i o oznacavaju operacije mnozenja operatora sa skalarom i
mnozenje operatora sa operatorom. U toj lagebri je dobro definirana
operacija potenciranja

AV=T, A*=AA A'=AA

itd., pa se mogu proucavati polinomi od operatora, npr. A3 — 342 +
2A + 5J. Ako je A : X — X izomorfizam, obicno se naziva auto-
morfizam. Kod koordinatizacije se najcesce koristi jedna baza u X,
nazovimo ju e. Koordinatizacijom se A € £(X) karakterizira matricom
Ale, e) koja se krace oznacava s A(e).

Vratimo se opet trojki realnih vektorskih prostora. Neka je X n-
dimenzionalan, Y m-dimenzionalan i Z p-dimenzionalan vektorski pro-
stor i neka je A € L(X,Y), Be L(Y,Z)iC € L(X,Z). Odaberimo

baze:

e = (é1,...,65) uX

- (f17”'7fm) uY
g = (gla"'7gp) u Z.

Tada linearnim operatorima A, B i C pripadaju, u odgovaraju¢im pa-
rovima baza, zapisi, odnosno matrice

A=A(f,e) e R™" B=DB(g,f) e R"”™ i C =C(g,e) € RP*".
Postavlja se pitanje koja je veza izmadu matrica A, B i C', ako je

C=BA. (11.13)



188 LEKCIJA 11. LINEARNI OPERATORI

Podimo od definicije matrica A = (a;;), B = (b;;) 1 C' = (c;5):

Ale) = D aiifi, 1<j<m, (11.14)
=1
p

B(fi) = > brge, 1<i<m, (11.15)
k=1
p

Cle;) = Cjgk, 1<j<mn (11.16)
k=1

Koristedi relacije (11.13), (11.14) i (11.15), imamo

Cley) = (B4) () = BLAle) = B (3 ) = Bl

m p m P
= Z Qij Z brige = Z Z ;Ui G
i=1 k=1 i=1 k=1
P m p m
- Z Z @ijbkigr = Z (Z bki%’j) G-
k=1i=1 k=1 \i=1

Usporedujuéi zadnju relaciju s relacijom (11.16), zaklju¢ujemo

p m
>, (ij -> bki%’j) gk = 0.
k=1 i=1
Dobili smo iS¢ezavajucu linearnu kombinaciju baznih vektora prostora
7, pa moraju svi koeficijenti biti nula. Tako dobivamo

a to znaci

C = BA. (11.17)

Time smo dokazali

Teorem 11.10 Neka su X, Y, Z konacéno-dimenzionalni realni vek-
torski prostori i neka su e, f, g pripadne baze, respektivno. Neka
su A € L(X,)Y), Be LY, Z) iC € L(X,Z) linearni operatori i
A e R™" B e RV ¢ C € RP*" njihovi zapisi u odgovarajucim
parovima baza, respektivno. Ako je C = BA, tada je C' = BA.
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Relaciju (11.17) mozemo i ovako zapisati

(BA) (g,¢) = Blg, [)A(f.e). (11.18)

Ako su X, Y i Z kompleksni vektorski prostori, tada teorem vrijedi uz
napomenu da su A € C™*" B € CP*™ i C' € CP*", respektivno.

Ako se vratimo definiciji produkta dviju matrica, tada postaje jasno
da je produkt matrica upravo tako definiran da bi vrijedio teorem 11.10,
odnosno relacija (11.18).

Koordinatizacijom vektorskih prostora, vektorska jednadzba A(z)
= b i operatorska jednadzba BX = C, prelaze pomocu relacija (11.11)
i (11.18) u matri¢ne jednadzbe A(f,e)xz(e) = b(f) i B(g, f)X(f,e) =
C(g,e). Obje matri¢ne jednadzbe znamo rijesiti svadanjem matrice na
reducirani oblik ili pomoc¢u Gaussove metode eliminacija s parcijalnim
pivotiranjem. U sluc¢aju jednog prostora i jedne koordinatizacije, ove
matri¢ne jednadzbe poprimaju oblik A(e)z(e) = b(e) i B(e)X(e) =
C(e).

Primjer 11.11 Neka su dani vektorski prostori X Y dimenzije n.
Neka je zadan linearni operator A : X — Y npr. pomocu relacije
(11.7), pri ¢emu su e i f baze u X 1Y, respektivno. Neka je zadan
vektor y € Y. Kako Cete pronaéi x € X za koji vrijedi A(z) = y?

Rjesenje: S bazama e i f posve su definirani izomorfizmi Jx 1 Jy,
respektivno. Oni su definirani relacijama

Ix(e;))=e;, e R" i Jy(fi)=e,€R", 1<i<n

gdje je e; i-ti stupac jedinicne matrice I,.

Neka je y(f) = [y1,---,ya)t € R™ koordinatni vektor od y i neka
je A = A(f,e) kvadratna matrica reda n. Svako rjesenje sustava
Ax = y(f) je koordinatni vektor jednog rjesenja vektorske jednadzbe
A(x) =y. I obrnuto, za svako rjesenje x vektorske jednadzbe, pripadni
koordinatni vektor x(e) zadovoljava matricni sustav Ax = y(f).

Rigesimo matricni sustav Ax = y(f) pomocu Gaussove metode eli-
minacija s parcijalnim pivotiranjem ili svadanjem matrice na reducirani
oblik.

Ako postoji jedinstveno rjesenje [x1, . . . ,xn]T matricnog sustava, po-
stojat ce jedinstveno rjesenje x polazne vektorske jednadzZbe u oblika
r=Jx (X)) =2161 + -+ 200,
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Ako matriéna jednadzba ima beskonacno rjesenja, odredi se baza z1,
.. .2y, nul-potprostora N'(A) i jedno partikularno rjesenje zo. Pomodéu

izomorfizma Jx " odrede se pripadni originali 21 = Jx (1), ..., 2n =
TIx(zn) i 20 = Tx ' (2z0). Opée rjesenje operatorske jednadze je dano
formulom zy + aqyz1 + -+ + apzn, gdje su «; proizvoljni skalari. [ ]

U slucaju kad je X =Y = Z dimenzije n, teorem 11.10 pokazuje
da je Jr izomorfizam algebri (£(X),+,-,0) i (R™", 4, %) (odnosno
(L(X),+,-,0) 1 (C™™ 4+, . ) ako je & = C), gdje smo s o oznacili
produkt (kompoziciju) linearnih operatora, a sa * produkt matrica.

11.8 Promjena baza

Neka je X vektorski prostor i nekasue = (ey,...,e,)ie = (e],...,¢e))

dvije baze u X. Koriste¢i relaciju (11.10) zakljuc¢ujemo da jednadzba
x = I(x), gdje je T identiteta u L(X), prelazi u matri¢nu jednadzbu
z(e') =Z(e,e)x(e). Oznacimo matricu Z(e’,e) sa S = (s;;), tako da je

z(e') = Sxz(e), (11.19)

Elementi matrice S su koeficijenti koji povezuju bazu e s bazom ¢,
pomocu relacije

e;=> siye;, 1<j<n. (11.20)
i=1
Uvjerimo se u to. Pretpostavimo da vrijedi
ej:Ztijeg, 1§]§7’L

i neka je 7" matrica koeficijenata, T' = (¢;;). Usporedbom desnih strana
u relacijama

n n n n n
r=) wie; =y w;y tyep =y (Z tz‘j%’) ¢
j=1 =1 =1

i=1 \j=1

n
r =Y e
i=1
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dobivamo
n
.’L‘gzztij!ﬁj, 1§z§n,
7j=1

odnosno z(e') = T'z(e). Oduzmimo od te jednadzbe jednadzbu (11.19).
Dobivamo
(T'— S)x(e) =0 za svako x,

pa zakljucujemoda je T'=S. Time je dokazana relacija (11.20).
Lema 11.12 Matrica S definirana relacijom (11.20) je reqularna.

Dokaz: Pokazali smo da S zadovoljava relaciju (11.19). Neka su 7, i
J. koordinatizacije prostora X pomocu baza e i €/, respektivno. Dakle,
x(e)=Tc(z) i z(¢) = Ju(x). Za specijalni izbor vektora x imamo

T(e;))=e;, Ju(e))=e;, 1<i<n.

gdje je e; i-ti stupac matrice I,. Prema relaciji (11.19), za svako 1,
imamo

Je (i) = ST.(e;) = Se; = i-ti stupac od S'.

Jer je J. izomorfizam, iz propozicije 11.4 slijedi da su vektori J./(e;)
linearno nezavisni, a kako su to stupci od S, S je regularna. [ |

Iz prethodnih izlaganja i uz pomo¢ leme 11.12 odmah slijedi

Teorem 11.13 Neka je X wektorski prostor i e, € dvije baze u X.
Tada postoji reqularna matrica S, takva da za sve x € X wvrijedi (11.19),
pri cemu su x(e) i x(e') koordinatni vektori za x u bazama e i €', re-
spektivno.

Matrica S = Z(¢,e) se obi¢no zove matrica tranzicije s baze e na
bazu €’. Odmah se vidi da je S~! = Z(e, €’) matrica tranzicije s baze €’
na bazu e. [ ]

Neka je X n-dimenzionalni, Y i m-dimenzionalni vektorski prostor i A
€ L(X,Y). Nekasueie bazeu X, a fi f' baze uY. U paru baza
e, f, A se reprezentira matricom A(f,e), a u paru €', f’, matricom
A(f',e"). Odredimo vezu izmedu tih dviju matrica.
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Polazimo od jednadzbe

y = Alx)
Koordinatizacijom u paru baza e, f, ona prelazi u
y(f) = A(f, e)x(e) (11.21)
dok u paru €, f’, prelazi u
y(f") = A(f', e)a(e) . (11.22)
Pomoéu teorema 11.13, relacija (11.22) prelazi u
Ty(f) = A(f',€)Sx(e), (11.23)

gdjesu S =Z(e,e) i T =Z(f, f). Polemi 11.12, S i T su regularne
matrice. Mnozenjem jednadzbe (11.23) sa 7! s lijeva, dobijemo

y(f) =T YA(f, ¢)Sz(e) . (11.24)
Oduzimajuéi jednadzbu (11.24) od jednadzbe (11.21), dobijemo
(A(f,e) = TP A(f',€)S) x(e) = 0. (11.25)

Kad z prolazi vektorskim prostorom X, x(e) prolazi cijelim R", pa iz
relacije (11.25) slijedi

A(f,e) =T TA(f,€)S ili A(f,€)=TA(f e)S*. (11.26)
Akoje X =Y ie=f, ¢ = f ondajeT =S, pa (11.25) prelazi u
Ale) = STA(E)S ili A(e) = SA(e)S™t. (11.27)

Definicija 11.14 Ako vrijedi B = SAT za neke regularne matrice S i
T, tada je matrica B ekvivalentna matrici A. Ako vrijedi B = S~*AS
za neku nesingularnu matricu S, B je sliéna matrici A. [ |

Uoc¢imo da su ekvivalentne matrice uvijek istog tipa, tj. imaju isti broj
redaka i isti broj stupaca. Za razliku od ekvivalentnih matrica, slicne
matrice su uvijek kvadratne istog reda. I ekvivalentnost i slicnost ma-
trica su relacije ekvivalencije u skupu matrica.

Sada mozemo rezimirati dobijene rezultate.
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Teorem 11.15 Neka su X @Y konacéno-dimenzionalni vektorski pro-
stori i A € L(X,Y) linearni operator. Neka su e i € odnosno f, f,
baze u X odnosno Y, respektivno, i neka su A = A(f,e) i A" = A(f',€)
reprezentacije operatora u navedenim parovima baza. Tada su matrice
A i A" ekvivalentne, tj. postoje regularne matrice S i T, takve da je
A" = SAT. Pritom su S =Z(e,€') i T =Z(f, f) tranzicijske matrice.

Ako je X =Y ie=f, e = f, A= Ale) 1 A = A(¢), tada
je matrica A" slicna matrici A, tj. vrijedi A" = T=YAT, pri ¢emu je
T =1(€¢,e) tranzicijska matrica s baze e na bazu €. [ |

Iz teorema 11.15 i Binet-Cauchyjeva teorema mozemo zakljuciti da
svi zapisi A(e) operatora A € L(X) imaju istu determinantu. Naime,
sli¢ne matrice imaju jednaku determinantu. Doista, ako je B = S~1AS,
dvostrukom upotrebom Binet-Cauchyjeva teorema dobijemo

det(B) = det(S7'AS) = det(S™')det(A)det(S)
= det(S™1) det(S) det(A) = det(S~1S) det(A)
= det(I)det(A) = det(A).

To znaci da se determinanta moze definirati i za operatore iz L£(X):

det(A) € det(A(e)), e bilo koja baza u X | (11.28)

Odredivanje jezgre i slike operatora A se preko koordinatizacija pros-
tora X 1Y lako svede na odredivanje nul-potprostora i podrucja vrijed-
nosti matrice A(f,e). Naime, jednadzbe A(x) = 01y = A(x) prelaze

u A(f,e)z(e) =01 y(f) =A(f,e)x(e) pa se zakljuci,
Ix N(A) =N(4) 1 Jy (R(A)) =R(A4)

gdje je A = A(f,e). To je u suglasnosti sa propozicijom 11.4 koja
garantira da su dimenzije potprostora N'(A) i N(A) jednake. Sada iz
odgovarajuceg rezultata za matrice odmah slijedi da je suma ranga i
defekta operatora A jednaka dimenziji polaznog prostora X.

Operator A € L(X) je regularan (invertibilan, nesingularan) ako
je automorfizam, tj. ako za njega postoji inverz A~ € L(X). U pro-
tivnom je singularan. Na osnovu propozicije 11.5 odmabh slijedi da je A
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singularan ako i samo ako jezgra od A nije nul-vektor, tj. ako i samo ako
postoji z # 0 takav da je A(x) = 0. To je u potpunoj korespondenciji
s analognim rezultatom za matrice. Zato je za svaku bazu e matrica
A(e) regularna (singularna) ako i samo ako je takav operator A. Do
istog zakljucka se lako dolazi i ako se pode od ¢injenice da su algebre
(L(X),+,-,0)1 (R™" +,- %) (odnosno (L(X),+,,0) 1 (C™™ +, - )
izomorfne.

Sada se lako zakljuci da singularni (regularni) operator ima deter-
minantu jednaku nuli (razli¢itu od nule).



Lekcija 12

Vlastite vrijednosti i vektori

Titranje tijela u prirodi, strojeva, brodova, aviona i raketa u tehnici,
kuca, mostova u graditeljstvu i jos mnogih drugih stvari ( od si¢usnih di-
jelova ¢ipova, do velikih stadiona ) opisuju se tzv. problemom vlastitih
vrijednosti za razne diferencijalne operatore. Pritom su vlastite vri-
jednosti proporcionalne reciproé¢nim vrijednostima vlastitih frekvencija
sistema, a vlastiti vektori odreduju smjerove u kojima sistem titra.

Kad se zele izracunati glavne frekvencije titranja, aproksimiraju se
diferencijalni operatori manje slozenim matematickim objektima, pa se
na kraju dobije problem vlastitih vrijednosti za matrice. Stoga je vazno
znati rjeSavati matricni problem vlastitih vrijednosti.

Definicija 12.1 Neka je X vektorski prostor i A € L(X) linearni ope-
rator. Vektor x € X, x # 0 je vlastiti vektor od A ako postoji skalar
A takav da je Ax = \x. U tom slucaju X je vlastita vrijednost, a par
(x,\) je vlastiti par operatora A. ]

Osim termina vlastita vrijednost (vektor, par) jo§ se koristi termin
svojstvena vrijednost (vektor, par). Iz definicije odmah slijedi da je
i axr vlastiti vektor za svaki skalar a. Dakle, trazi se “smjer” (zato z
mora biti netrivijalan) u kojem operator djeluje tako da ga ne mijenja,
ve¢ vektore tog smjera samo skracuje, produzuje i pritom mozda mi-
jenja orijentaciju. Ako je N'(A) # {0}, tada su svi netrivijalni vektori iz
N (A) vlastiti vektori koji pripadaju vlastitoj vrijednosti 0. Specijalno,
za nul-operator O vrijedi N (A) = X, pa su svi netrivijalni vektori iz X

195
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vlastiti vektori. Slicno svojstvo ima operator identitete Z : R” — R"
za koji vrijedi Z(z) = x = 1 - x za sve z, pa su svi netrivijalni vektori
iz X vlastiti vektori za vlastitu vrijednost 1.

U drugoj krajnosti leze operatori koji nemaju vlastitih parova.

Primjer 12.2 Neka je R operator rotacije u R* za kut 0 < ¢ < 7.
Tada ne postoji niti jedan smjer (tj. radij-vektor) koji ne bi pod rotaci-
jom promijenio smjer. Stoga za R ne postoji ni jedan vlastiti vektor,
pa zato niti jedna vlastita vrijednost. [ |

Ipak, najceséi je slucaj kada postoje posve odredeni smjerovi koji odre-
duju vlastite vektore. Sljedeci primjer pokazuje da je taj slucaj prisutan
i u beskona¢no-dimenzionalnim prostorima.

Primjer 12.3 Neka je Cy vektorski prostor svih beskonacno diferen-
cijabilnih funkcija nad poljem realnih brojeva. Neka je A : Coo — Cy
operator diferenciranja. Tada je f(t) = e vlastiti vektor za A, a pri-
padna vlastita vrijednost je A € R. To se vidi iz sljedece relacije

d
A(f) = %e” =M =\f, f#0.
Primijetimo da je Cy beskonacno-dimenzionalni vektorski prostor. Ka-
ko skalara X ima (neprebrojivo) beskonacno, toliko ima vlastitih vrijed-
nosti odnosno (medusobno linearno nezavisnih) vlastitih vektora. M

Neka je A vlastita vrijednost operatora A € L(X). Po definiciji,
postoji x € X, x # 0, takav da je Ar = Az. Da li osim multipla od z,
ima i drugih vlastitih vektora za A7 Djelomi¢ni odgovor na to pitanje
daje

Propozicija 12.4 Neka je A vlastita vrijednost operatora A € L(X).
Tada je skup Xy = {z € X : A(x) = Az} vektorski potprostor od X .

Dokaz: Neka su u,v € X, i neka su «, f € ® skalari iz polja ® nad
kojim je X definiran. Tada za u i v vrijedi

A(u) =,  A(v) = Mo,
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pa je
Alou + pv) = aA(u) + BA(v), jer je A linearan

= a\u+ (v, jer suuivu X,

= Aau+ pv), jer je X vektorski prostor .

Pokazali smo da u,v € X, i a, 5 € ¢ povlace au + pv € X, pa je X,
vektorski potprostor od X. [}

Ako su u i v vlastiti vektori koji pripadaju medusobno razli¢itim vla-
stitim vrijednostima A i p, respektivno, onda u + v nije vlastiti vektor,
a nije to niti bilo koja linearna kombinacija au 4+ Sv koja zadovoljava
uvjet a # 01 3 # 0. To osigurava

Teorem 12.5 Neka je X wvektorski prostor i A € L(X) linearni ope-

rator. Neka su uy, ...,u, vlastiti vektori od A i \i, ..., \. pripadne
vlastite vrijednosti. Ako vrijedi

Ni A\ éim jei # 7, (12.1)
onda je skup vektora {uy, ..., u,} linearno nezavisan.

Dokaz: Dokaz koristi princip matematicke indukcije po r. Za r =
1, vektor u; je sigurno linearno nezavisan, jer je kao vlastiti vektor
netrivijalan. Pretpostavimo da je tvrdnja teorema istinita za r — 1. To
znadi da je svaki skup od r — 1 vlastitih vektora linearno nezavisan ako
za pripadajucée vlastite vrijednosti vrijedi (12.1).

Neka je zadan skup od r vlastitih vektora za ¢ije vlastite vrijednosti
vrijedi relacija (12.1). Moramo pokazati da uvjet

oquy + -+ apu, =0 (12.2)

povlaéi ay = -+ = a, = 0.
Primijenimo na vektor desne i vektor lijeve strane jedandzbe (12.2),
operator A. Zbog linearnosti operatora, dobivamo

A0) =0 = Aloqus + -+ ayuy)
= OélA(Ul) + -+ CYT.A(’LLT)
= CY1>\1U1 —+ e 4 Oér>\ru7«. (123)
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Pomnozimo vektore na lijevoj i desnoj strani jednadzbe (12.2) s Ay,
arAMug + -+ o u, =0. (12.4)
Oduzmimo jednadzbu (12.4) od jednadzbe (12.3). Dobivamo
ag(Ag — A\)ug + -+ (A — Au,. =0

Iskoristimo sada indukcijsku pretpostavku, za skup {us, ..., u,} od r—1
vlastitih vektora. To smijemo jer su pripadajuce vlastite vrijednosti \;
medusobno razlic¢ite. Indukcijska pretpostavka odmah daje

az(A2 — A1) = = (A — A1) = 0.
Zbog uvjeta (12.1), zadnji niz jednadzbi je ekvivalentan s
ag=---=a,=0. (12.5)

Iskoristimo li informaciju (12.5) u jednadzbi (12.2), dobijemo ayu; = 0,
odakle zbog u; # 0 zaklju¢ujemo da je i a; = 0. Dakle smo dobili
a; =---=q, =0, §to je i trebalo dokazati. [ ]

Ako je u teoremu 12.5, 7 = n = dim (X)), tvrdnja teorema se moze
interpretirati na sljede¢i nacin

Korolar 12.6 Ako linearni operator A € L(X) ima n = dim (X)
medusobno razlicitih vlastitih vrijednosti, tada postoji baza prostora X
koja se sastoji od vlastitih vektora operatora A. [ |

Neka je dana baza e u n-dimenzionalnom realnom vektorskom pro-
storu X. Koordinatizacijom prostora X pomocu baze e, jednadzba

A(x) = \x
prelazi u matriénu jednadzbu
A(e)z(e) = Ax(e), z(e) #0.

S obzirom da je koordinatizacija izomorfizam izmedu vektorskih pro-
stora X i R™ (ili C"), problem nalazenja vlastitih vektora i vrijednosti
se reducira na odgovarajué¢i matri¢ni problem.
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Matricni problem vlastitih vrijednosti se zapisuje u obliku
Ax =X x, = #0, A kvadratna,

pri cemu je A\ vlastita vrijednost, a x vlastiti vektor od A. Koordinati-
zacijom smo problem odredivanja vlastitih vrijednosti i vektora opera-
tora sveli na odgovarajué¢i matriéni problem.

12.1 Karakteristi¢cni polinom

Neka je A vlastita vrijednost operatora A € L£(X). Tada postoji z € X,
takav da je A(z) = Azr. Zadnja jednadzba se moze zapisati u obliku
A(x) — Az =01li (A — AZ)(z) = 0. Dakle operator A — A\Z prebacuje
netrivijalan vektor u nulu, pa je singularan. Stoga je njegova determi-
nanta nula,

det(A—\I) =0, (12.6)

Izborom baze e i koordinatizacijom, dobivamo singularnu matricu (A —
AT)(e) = A — M, gdje je A = A(e). Jer je A — Al singularna, imamo

AN—ay - —ay,
det(A] — A) = (—=1)"det(A — \I) = : : =0.
D N
(12.7)
Determinanta matrice zI — A je polinom n-tog stupnja u z,
det(2] —A)=2"—012" ' — - — 0,12 — 0y (12.8)

koji se zove karakteristi¢ni polinom matrice A, a (12.7) je karakte-
risticna jednadzba matrice A. S obzirom da B = S7!AS povlaci
B — 2 = S7YA — 2I)S, vidimo da slicne matrice imaju isti kara-
kteristicni polinom. To znaci da koeficijenti o; ne ovise o konkretnoj
reprezentaciji operatora, ve¢ ovise o operatoru A. Stoga se kaze da je
det(2Z — A) karakteristicni polinom, a det(zZ) —.A = 0 karakteristicna
jednadzba operatora A.

Jer je A bila proizvoljna vlastita vrijednost, pokazali smo da je svaka
vlastita vrijednost nultocka karakteristicnog polinoma. Pokazimo da
vrijedi i obrat. Neka je p nultocka karakteristicnog polinoma. Dakle je
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det(uZ—.A) = 0. Stoga je operator uZ — A singularan, pa mu jezgra nije
samo nul-vektor. Dakle, postoji netrivijalan vektor z € X, takav da je
(uZ — A)x = 0 ili Ax = px, x # 0. Zakljuéujemo da je svaka nultocka
karakteristicnog polinoma vlastita vrijednost operatora A. Time smo
nasli jednu karakterizaciju vlastitih vrijednosti i dokazali

Teorem 12.7 Neka je X wvektorski prostor i A € L(X). Skalar X
je vlastita vrijednost operatora A onda i samo onda ako je nultocka
karakteristicnog polinoma. [ |

Koeficijenti karakteristicnog polinoma su odredene sume produkata ma-
tricnih elemenata, pa neprekidno ovise o matrici. Kako su nultocke
polinoma neprekidne funkcije koeficijenata polinoma, zakljucujemo da
su vlastite vrijednosti neprekidne funkcije matrice. Izomorfizam koji
povezuje linearni operator A i matricu A(e) je neprekidna funkcija pa
mozemo zakljuciti da su vlastite vrijednosti neprekidne funkcije opera-
tora.

Nultocke polinoma mogu biti visestruke, npr. p(z) = 23(z — 2)?
ima dvije nultocke: 0 kratnosti tri i 2 kratnosti dva. Pritom je zbroj
kratnosti (ili visestrukosti) svih nultoc¢aka jednak stupnju polinoma.

Definicija 12.8 Algebarska viSestrukost vlastite vrijednosti A li-
nearnog operatora A € L(X) (ili matrice A) je njena visestrukost kao
nultocke karakteristicnog polinoma. Geometrijska visestrukost vla-
stite vrijednosti \ je defekt operatora \XI — A (matrice \I — A). [ |

Vidjeli smo da se odredivanje vlastitih vrijednosti operatora, koor-
dinatizacijom svodi na odredivanje vlastitih vrijednosti matrica. Ako
je vektorski prostor definiran nad poljem kompeksnih brojeva, tada ¢e
zapis operatora biti matrica iz C"*", pa ¢e pripadni karakteristi¢ni
polinom imati kompleksne koeficijente. Koriste¢i fundamentalni teo-
rem algebre, koji kaze da polinom stupnja n nad (zatvorenim poljem, a
takvo je) C ima n nultoc¢aka, brojeéi ih s visestrukostima, zakljucujemo
da matrica iz C™*" ima tocno n vlastitih vrijednosti. Ako pritom sve
vlastite vrijednosti imaju algebarsku kratnost jedan, tada na osnovu
korolara 12.6 znamo da postoji baza vektorskog prostora koja se sas-
toji od vlastitih vektora za A. Ako postoje vlastite vrijednosti kratnosti
vece od jedan, tada moze, ali i ne mora postojati baza vlastitih vektora.
Isti zakljucak vrijedi naravno i za matrice iz C™*".
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Primjer 12.9 Neka jev € C, A =diag(v,...,v) =vl i

v 1.0 --- 00
Ov 1 --- 00
O 0 v --- 00
Jn(V): .
000 -+ v 1
(000 - 0 v

Obje matrice imaju jednu vlastitu vrijednost: v algebarske kratnosti n,
no prva ima n linearno nezavisnih vektora: ey, ...e,, dok druga ima
samo jedan vlastiti vektor, e1. Provjerimo to za n = 2. Matrica

B(v, 1) = [ vl ]

01/2

ima vlastite parove

(o)) e (Late] )

Pustajuéi vo — v, dobivamo B(v,vs) — Jao(v) i drugi vlastiti vektor
prelazi u prvi vlastiti vektor, pa Jo(v) ima samo jedan vlastiti vektor.
Slicno ponasanje vrijedi i za opée n. [ |

Ako je operator definiran na realnom vektorskom prostoru, tada
je i zapis operatora A realna matrica A. To znaci da ¢emo u razvoju
determinante det(zI — A) imati uz potencije od z uvijek realne brojeve,
tj. da c¢e koeficijenti karakteristicnog polinoma biti realni. Polinom
stupnja n nad poljem realnih brojeva (koje nije zatvoreno) ne mora
imati n nultocaka. Npr. p(t) = t241 uop¢e nema realnih korijena. Stoga
operatori (ili matrice) nad realnim poljem ne moraju imati vlastite
vrijednosti, odnosno mogu ih imati manje od n.

S druge strane, svaka realna matrica A se moze promatrati kao da
je kompleksna, jer su realni brojevi takoder kompleksni brojevi. Sada
je A € C™" pa karakteristicni polinom ima prema osnovnom teoremu
algebre n nultocaka koji su opéenito kompleksni brojevi. Peciznije, ako
karakteristi¢ni polinom ima realne koeficijente, njegove nultocke mogu
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biti ili realni brojevi ili kompleksni brojevi koji se javljaju kao parovi
konjugirano kompleksnih brojeva. Stoga, kod racunanja vlastitih vri-
jednosti realne matrice A, u pravilu se racunaju sve vlastite vrijednosti
A gledajuéi na A kao da je iz C"*". Nakon toga se odbace sve vlastite
vrijednosti (i pripadni vlastiti vektori) koje nisu realni.

Primjer 12.10 Neka je

n_ [cosqﬁ —singb]

sing  cos ¢

matrica rotacije za kut ¢ u pozitivnom smjeru. Karakteristicni polinom

od R je

A —cos¢ sin ¢
—sing A —cos¢

= (XA —cos@)? +sin¢p?.

X(A) = det(A—A\) =

Nultocke tog polinoma (promatranog nad poljem C) su Ay = cos ¢ +
1sing i Ay = cos¢ — tsin¢@. Vidimo da su obje nultocke realne samo
ako je kut ¢ visekratnik od m 1 tada je R jednako I ili —I. U ostalim
slucajevima R (sada gledana kao element iz R**?) nema vlastitih vri-
jednosti, pa zato nema niti vlastitih vektora. [ |

Postavlja se pitanje kada kvadratna matrica ima bazu koja se sastoji
od vlastitih vektora, a kad takovu bazu nema.

Teorem 12.11 Neka je A € C". Matrica A ima n linearno neza-
uvisnih vektora ako 1 samo ako postoji reqularna matrica G, takva da
Je

A=GAG™! (12.9)

pri cemu je A dijagonalna matrica.

Dokaz: Neka vrijedi (12.9) s regularnom matricom G. Neka je G =
[g1, - ., gn] stupcana particija matrice G i neka je A = diag (A1,..., \,).
Mnozenjem jednadzbe (12.9) s desne strane matricom G, dobivamo
AG = GA. Primijenjujuc¢i matricu na lijevoj i matricu na desnoj strani
zadnje jednadzbe, na kanonski vektor e; (i-ti stupac jediniéne matrice),
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dobivamo AGe; = GAe; odnosno Ag; = GAe; = N\g;. Jer je G reg-
ularna, svi stupci g; su netrivijalni. Stoga iz Ag; = \;g; zakljucujemo
da je (gi, \;) vlastiti par za A. Ovo razmatranje vrijedi za sve i, pa su
svi parovi (g;, A;), 1 < i < n vlastiti parovi za A. Pritom su svi g; kao
stupci regularne matrice linearno nezavisni.

Neka sada A ima n linearno nezavisnih vlastitih vektora x;, 1 <i <
n. Za svaki od njih vrijedi Az; = \;z;, za neke skalare )\;. Nacinimo
matricu X = [z1,...,7,|. Zabog linearne nezavisnosti stupaca, X je
regularna matrica. Iz skalara \; nac¢inimo dijagonalnu matricu A =
diag (A1, ..., An). Sada mozemo pisati

AX = Alxy,...,x,) = [Axy, ... Axy) = [Mz1, ..o A
A1
= [z1,..., 2]
An
= XA.

odakle, mnozenjem s desna s X! dobivamo A = XAX™!. Dakle A
dopusta rastav (12.9) s nesingularnom matricom G = X. [ |

Matrice koje dopustaju rastav (12.9) zovu se dijagonalizibilne. Slje-
de¢i primjer osvjetljava jedan aspekt vaznosti dijagonalizibilnih ma-
trica.

Primjer 12.12 Neka je
fi(t)

F(t) = : eR", teR
fu(®)
Promotrimo sustav linearnih diferencijalnih jednadzbi
dF
L —AF 12.1
ar, (12.10)

gdje je A = (a;j) matrica i F' = F(t) funkcija. Relacija (12.10) se moZe
zapisatt u obliku

d—ﬁ(t)Ziaz‘jfj(t)» 1<i<n. (12.11)
dt =
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Pretpostavimo prvo da je A dijagonalna, A = diag (a,...,a,), gdje su
a; € R dijagonalni elementi od A. Tada (12.11) poprima oblik

Lako je provjeriti da je rjesenje i-te diferencijalne jednadzbe funkcija
Filt) = cget,

pa je ukupno rjesenje vektor funkcija

cremt
F(t) =
cpetnt
Lako se vidi da su vektori kanonske baze u R™, eq, ... e, vlastiti vektori

od A, pa opce rjesenje poprima oblik
F(t) = cie™e; + - + ce™le, .
Ako A nije dijagonalna matrica, ali je dijagonalizibilna,
A=UANU', A=diag(\,..., \n),

tada polazna vektorska diferencijalna jednadzba (12.10) poprima oblik

iF =UAU'F.
dt
MnoZenjem s lijeva matricom U™ daje
d d
U'—F=—_—U'F=AU"F.
dt dt

ili
;ltG =AG, Gt)=U"'F(t), teR.

Tako smo opet dobili vektorsku diferencijalnu jednadzbu s dijagonalnom
matricom A. Taj slu¢aj smo vec rijesili, pa mozemo odmah zapisati
rjesenje

016)\1t

G(t) =

cpetnt
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Jer je G(t) = U™'F(t), dobivamo
cret
F(t) = UG(t)=U : = [u1, ..\ Up)

cpetnt

= cle’\ltul + -+ cneA"tun .

Kako vrijedi Au; = Ny, vidimo da su (u;, A\;) vlastiti parovi matrice
A. Dakle, rjesenje sustava linearnih diferencijalnih jednadzbi moZe se
dobiti pomocu rjeSenja matricnog problema vlastitih vrijednosti. Taj
zakljucak u odredenom smislu vrijedi v za matrice koje nisu dijagonali-

zibilne. [ ]

Ne mogu se sve matrice dijagonalizirati pomoc¢u transformacije sli-
¢nosti. Prema teoremu 12.11 to mogu tek i samo one za koje postoji
pun sistem vlastitih vektora. Kako mozemo pokusati dijagonalizirati
matricu? Mozemo pokusati na sljedeéi nacin.

1. odredi se x(A) matrice A;
2. odrede se nultocke Ay, ... A, kao nultocke od x(\);

3. rijese se svi homogeni sustavi (A, — A)v = 0 i ako se moze pronaéi
ukupno n linearno nezavisnih rjesenja, tada se matrica A dade
dijagonalizirati transformacijom sli¢nosti pomo¢u matrice ¢iji su
stupci ta rjesenja.

Ovaj nacelni postupak ima smisla za npr. n = 2,3,4. Za vete n
svaka faza postupka postoje vrlo slozeni i ra¢unski osjetljiv problem.
Stoga su se razvile i jo§ uvijek se razvijaju iterativne metode koje po-
laznu matricu A postepeno pomocu transformacija slicnosti s jedno-
stavnim nesingularnim matricama svadaju na dijagonalni oblik. Jednu
takvu metodu za dijagonalizaciju simetri¢ne matrice ¢emo upoznati u
sljede¢em poglavlju.

Vaznu klasu dijagonalizibilnih matrica ¢ine tzv. normalne matrice
za koje vrijedi A*A = AA*. U klasu normalnih matrica spadaju sljedece
vazne podklase:
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Hermitske matrice, za koje vrijedi A = A*. U realnom prostoru R"*"
njima odgovaraju simetriéne matrice za koje vrijedi A = AT

Antihermitske matrice, za koje vrijedi A = —A*. U realnom prostoru
R™ " njima odgovaraju antisimetri¢ne matrice za koje vrijedi A =

Unitarne matrice, za koje vrijedi A~! = A*. U realnom prostoru R"*"
njima odgovaraju ortogonalne matrice za koje vrijedi A=! = AT,

Sve normalne matrice iz C™*" se mogu dijagonalizirati transformacijom
slicnosti s unitarnom matricom G. U praksi su najvaznije simetricne
matrice, pa ¢emo im u sljede¢em poglavlju posvetiti duznu paznju.

12.2 Matri¢ni polinomi

Pretpostavimo da se matrica A dade dijagonalizirati, dakle da postoji
regularna matrica S, takva da je

STTAS = A = diag (A1, ..., \y) .
Uoc¢imo da je
A* = AA=diag(A},... \?)
A = A’A=diag(\},...,\})

AP = APTIA =diag (AL, \P).
Opéenitije, ako je p(\) bilo koji polinom, tada je

p(A1)
p(A) =
p(An)
Ako je A= SAS™!, imamo
A% = (SASTYH(SAST!) = SAASTt = SA*STH
AP = A?A=(SA’STH(SAST!) = SAS!

AP = A2A = (SAPISTH(SASTY) = SAPSTL, (12.12)
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pa odmabh slijedi

p(A)
p(A) = Sp(A)S~t =S St

Primjer 12.13 [Izracunajte A™ ako je A = [ _2 -1 ]
Rjesenje: Iz karakteristicne jednadzbe

| 2 ‘:()\—2)2—1:0,

sligedi Ay = 1 1@ Ay = 3. Pripadni vlastiti vektori se nadu kao rjesenja
sustava (I — A)x =0 i (3] — A)x = 0. Rjesenja su vektori vy = [1,1]"
ivy = [—1,1]T. Dakle je

1 -1 o 111 —1
S:[Ul’w]:ll 1],pa]651:2[1 1].

Jednostavnim mnoZenjem, lako se provjeri da je A = SAS™!. Sada se
prisjetimo formule (12.12) za potenciju matrice, pa jednostavno dobi-
jemo

n anne1 | L =11 11 -1
== el
L1 =1 1 —1] 1[1+43 1-3"
T2 1 1 3|1 1| 2|1-3 143"
|

Na osnovu formule za polinom, funkcija matrice se definira na sli¢ni
nacin. Npr. ako je : R — R beskonacno diferencijabilna funkcija i ako
A ima realne vlastite vrijednosti, f(A) se moze ovako definirati

f(A)
f(A)=Sf(A)St =S5 C
F)
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Primjer 12.14 [zracunajte sin(A) za A iz prethodnog primjera.

Rjesenje: Koristece matricu S koja preko transformacije slicnosti di-
jagonalizira matricu A (i koja je izracunata u prethodnom primjeru)
odmah dobijemo

sin(4) = Ssin(A)S™! [ } 11 ] [ sin s1n(3) ] ; [ 1 _11 ]

1 ) +sin(3) sin(1) —sin(3) ]
) 1

1| sin(
) —sin(3) sin(1) + sin(3)

1
2| sin(1

Neka je A € C™". Tada se mogu izracunati potencije A% =
At = A A2 = A A AP = AFL U A Matrice I, A, A2,
elementi vektorskog prostora C™*" reda n?, pa unizu I, A, A%, ... nema
vise od n? linearno nezavisnih matrica. Stoga polazeéi od I, A, A2,

.. mozemo naci prvu potenciju A", koja se moze prikazati kao linearna
kombinacija prethodnih potencija. Dakle, mozemo pisati

AT:ljllAT_l+M2AT_2+"'+/LT—1A+MT7

gdje su u; skalari. Ako definiramo polinom

p(z) = 2" = 2Tt = 2T = = g2 —

on ima svojstvo da je polinom najmanjeg stupnja koji poniStava ma-
tricu A, tj. vrijedi u(A) = 0 i da je koeficijent uz najvisu potenciju
jedan. Ovi uvjeti najmanjeg stupnja i normiranosti vodeceg koefici-
jenta, osiguravaju jedinstvenost takvog polinoma, pa se on zove mi-
nimalni polinom matrice A. On ima vazno svojstvo da dijeli svaki
polinom koji ponistava matricu A. Postavlja se pitanje gornje mede
za stupanj minimalnog polinoma. Na to pitanje odgovaraju sljedeci
primjer i teorem.

Primjer 12.15 Neka je A = J,(0), gdje je J.(v) kao u primjeru 12.9.
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Tada je
[0 0 1 0 00 0]
0 0 1 -~ 000
00 0 - 000
A? =
0000 --001
0000 -+ 00
(0000 -~ 00 0|

Vidimo da se matrica A? od nul-matrice tazlikuje v tome sto ima na
trecoj sporednoj dijagonali jedinice. Na slicni nacin se provjeri da A3
ima samo na cetvrtoj sporednoj dijegonali jedinice. Nastavljajuci, lako
nalazimo da ée se A" ' razlikovati od nul-matrice tek u jedinici na
(1,n) poziciji, a A™ ée biti nul-matrica. Kako je A = J,(v) — v, iz
(Jo(v)—vi,)™ = 0 se dobije da polinom u(z) = (z—v)" ponistava J,(v)
za bilo koje v. Lako se vidi da su potencije od J,(v) linearno nezavisne
(jer JE(v) ima netrivijalne elemente toéno na prvih k + 1 sporednih
dijagonala). Stoga je p(z) minimalni polinom za J,(v) i on je stupnja

n. [ |

Iz primjera 12.15 vidimo da stupanj minimalnog polinoma moze biti n,
pa zaklju¢ujemo da je gornja meda za njega izmedu n i n?. Sljededi
teorem pokazuje da je upravo n gornja meda za stupanj minimalnog
polinoma.

Teorem 12.16 (Hamilton-Cayley) Neka je A € C™" i neka je
X(2) karakteristicni polinom od A. Tada je x(A) = 0, tj. matrica
ponistava svoj karakteristicni polinom.

Dokaz: Neka je B(z) = adj (2 — A) adjunkta matrice z/ — A. Ona
zadovoljava
B(2)(zI — A) =det(2I — A)I. (12.13)

Elementi od B(z) su algebarski komplementi elemenata matrice 21 — A.
Oni su dakle polinomi stupnja < n—1 u z. Stoga B(z) mozemo napisati
u obliku

B(z)=2""'By+ "B+ -+ 2B,_5+ Bn_1.
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Koristeéi taj izraz u relaciji (12.13), dobijemo

(Zn_lBo+Zn_2Bl 4+ .- +ZBn_2 +Bn—1) (ZI—A)

= (" =" = —o)],
gdje je det(zf — A) = x(z) = 2" — 012" ! — .-+ — 0, karakteristi¢ni
polinom. Izjednacavajuéi ¢lanove uz istu potenciju od z, dobivamo
By = 1
Bl — B()A == —0'1[
Bg - BlA = —0'2[
Bn—l - Bn—2A = _Un—lj
_anlA = —O'n[.

Pomnozimo li prvu jednadzbu s desna s A", drugu s A" 2, itd. zadnju
s AY = I, i zatim zbrojimo matrice na lijevoj i desnoj strani, dobijemo

OZATL_O.IAn_l_...—On_lA_UnI:X(A)'
|

Kako karakteristi¢ni polinom ponistava matricu, on je djeljiv (to znaci
djeljiv bez ostatka) s minimalnim polinomom. Dakle, minimalni poli-
nom ima stupanj koji je manji ili jednak stupnju karakteristicnog poli-
noma.

Iz Hamilton-Cayleyjeva teorema smo zakljucili da minimalni poli-
nom dijeli karakteristicni polinom. To zna¢i da nultocke minimalnog
polinoma leze u skupu vlastitih vrijednosti matrice. Pomnija analiza
pokazuje da je svaka vlastita vrijednost matrice nultocka minimalnog
polinoma. To znac¢i da mozemo pisati

plz) = (2 =)™ (2= A)™ - (2 = )™,
X(2) = (z=A)"(z=A)™ - (2 =A™

pri ¢emu je p broj medusobno razlic¢itih vlastitih vrijednosti matrice.
Pritom uvijek vrijedi m; < n; za sve 1 < ¢ < p, a za mnoge matrice
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vrijedi jednakost m; = n; za sve 1 < i < p. Npr. jednakost vrijedi za
sve dijagonazibilne matrice, ali i za matricu J,(r). Nejednakost vrijedi
npr. za blok dijagonalnu matricu

G:[JT(V) vreC,2<r<n-2.

]

Provjerite to npr. za slucaj v =1, n =5, r = 3.

Jordanova forma matrice

Iz primjera 12.9 se vidi da ima matrica koje nemaju puni sistem (tj.
bazu) vlastitih vektora. Iz teorema 12.11 zaklju¢ujemo da se takove
matrice ne mogu dijagonalizirati pomocu transformacije slicnosti. Da
bi dobili uvid u doseg transformacija slicnosti kao alata za rjeSsavnje
problema vlastitih vrijednosti navest ¢emo bez dokaza opéi teorem o
redukciji kvadratne matrice na oblik koji je onoliko blizak dijagonalnom
obliku, koliko matrica dopusta.
Matrica oblika

v 1 0 0 0

0 v 1 0 0

00 v --- 00
JSw)y=\. . . . . .| eCc?

000 -+ v 1

000 -~ 0 v |

se zove elementarna Jordanova klijetka (ili blok) dimenzije k. Pomoéu
elementarnih Jordanovih klijetki je gradena Jordanova klijetka (ili blok)

Jry (V)
J(v) = JiaV) ) e cht, (12.14)
I, (V)
pri cemuje ki > ky > - > k. >1iki+ko+---4+k. =1<n.

Teorem 12.17 (Jordan) Neka je A € C™" i neka je A\, ...\
zadani uredaj medusobno razlicitih vlastitih vrijednosti od A, ¢ije su
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algebarske kratnostiny, ... ,n,, respektivno. Tada postoji reqularna ma-
trica S, takva da je
J()\l) }n1
J(A n
SIAS = (a) . sm (12.15)
J(Ap) 1 Iy
Pritom je nqy +---+mn, = n. [ |

Teorem 12.17 kaze da se svaka matrica moze pomocu transforma-
cije slicnosti svesti na oblik koji je blizak dijagonalnom. Naime, svaki
Jordanov blok J(Ax) je oblika (12.14), pa za svako 1 < k < p, postoji
rastav ny = my 1 + - - + My, Pri cemu je my, ; dimenzija j-te po redu
elementarne Jordanove klijetke u J(Ax). U teoremu moze biti p = 1,
ry = 11 tada je Jordanov oblik od A jedna elementarna Jordanova
klijetka reda n. U drugoj krajnosti kad je p = n, mora za svako k biti
np =1, pajery = 1imyg, = 1, $to znaci da je Jordanova klijetka J(Ax)
jedna elementarna Jordanova klijetka. Dakle, sve jordanove klijetke u
Jordanovoj formi matrice su reda 1, pa je matrica dijagonalizibilna. U
ostalim slucajevima ¢e opcenito vrijediti

n = n+---+n,
ny = myg -+ My
Np = Mpr+ -+ Mpy,.

Za broj ry elementarnih Jordanovih klijetki unutar Jordanove klijetke
J(Ag) vrijedi ogranicenje 1 < r; < n, a za dimenzije elementarnih
Jordanovih klijetki my, ; vrijedi 0 < my; < np < n.

Zbog det(zI — S7'AS) = det(S'(2I — A)S) = det(z] — A) za-
kljucujemo da je n; algebarska kratnost od A;. Kako elementarne Jor-
danove klijetke imaju samo jedan vlastiti vektor ey, zakljuc¢ujemo da je
geometrijska kratnost od \; broj r;. Iz teorema 12.17 takoder slijedi da
je minimalni polinom od A,

(=) = (2= a)™ (2 = ()™ - (2 = ()"

gdje je za svako k, my 1 najveci red elementarne klijetke unutar Jor-
danove klijetke J(\g).
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Dijagonalizacija simetricne
matrice

Vidjeli smo da se transformacijom sli¢nosti matrica moze svesti na Jor-
danovu formu, oblik koji je dosta blizak dijagonalnoj fromi. Zbog teo-
retskih, a posebno numerickih razloga, posebno su pogodne transfor-
macije sli¢nosti s unitarnom matricom. Medutim ako zahtijevamo da
slicnost bude nacinjena pomoc¢u unitarne matrice, tada je doseg dijago-
nalizacije slabiji. Pomoc¢u unitarne transformacije slicnosti matrica se
moze svesti na trokutasti oblik.

Teorem 13.1 (Schur) Za proizvoljnu matricu A postoji unitarna ma-
trica U, takva da je T = U*AU gornja trokutasta matrica. Matrica U
moZe biti izabrana tako da se na dijagonali matrice T pojave vlastite
vrijednosti od A u bilo kojem zadanom poretku.

Dokaz: Dokaz se provodi indukcijom po redu matrice n, ali ga ne¢emo
dokazivati. [ |

Prethodni teorem ima neke vrlo vazne posljedice, kao Sto je naredni
teorem koji kaze da je Schurova dekompozija normalnih matrica dijago-
nalna. Sjetimo se, matrica A je normalna ako je A*A = AA*. Pokazimo
da je unitarno slicna matrica normalnoj matrici opet normalna. Neka
je A normalna i B = U*AU za neku unitarnu matricu U. Tada je

B*B=U"A"UU"AU = U"A*AU = U"AA*U = U*AUU*A*U = BB~

213
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pa je B normalna. Sljede¢i teorem pokazuje da se normalne matrice
mogu dijegonalizirati pomocu uniterne transformacije sli¢nosti.

Teorem 13.2 Ako je A normalna matrica ¢ T = U*AU Schurova
dekompozicija od A, tada je T dijagonalna matrica.

Dokaz: Dokaz ¢emo provesti indukcijom. Za n = 1 tvrdnja je trivi-
jalna, stoga pretpostavimo da je tvrdnja istinita za sve normalne ma-
trice reda manjeg od n, n > 1. Neka je A matrica redaniT = U*AU
njena Schurova dekompozicija. Promotrimo sljede¢u particiju od T

T t*
T = .
o n
Jer je T'unitarno slicna normalnoj matrici ona je normalna, pa iz T*T =
TT* dobivamo

7 0 (i B Tt*

t T3 0 Ty, | Tt tt*+ 15T,
Tt 0 | | T]P+tt ¢Tg
0 Ty t Ty | Tot ToTy |-

Gledajuéi elemente na pozicijama (1,1) i (2,2), dobivamo

o = |72 + 21

t* 4+ TeTy = ToTy .

Prva jednadzba povlaci t = 0, dok iz druge slijedi da je T normalna
matrica. Jer je T Schurova dekompozicija od A, Tj je gornje-trokutasta,
a kako je normalna i reda manjeg od n ona je po pretpostavci indukcije
dijagonalna. To znaci da je T' dijagonalna matrica. [ |

Jedna od posljedica ovog teorema jest tvrdnja da normalna matrica
reda n ima sustav od n ortonormiranih (ortogonalnih i normiranih tj.
Euklidske norme jedan) vlastitih vektora koji razapinju C.

Dvije najznacajnije klase normalnih matrica su unitarne i hermitske
matrice. Sljedec¢i korolar govori o karakterizaciji tih matrica pomocu
njihovih vlastitih vrijednosti.
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Korolar 13.3 Unitarna matrica je normalna matrica cije vlastite vri-
jednosti imaju modul jedan. Hermitska matrica je normalna matrica
koja ima realne vlastite vrijednosti.

Dokaz: Neka je U unitarna matrica. Jer je ona i normalna, po teo-
remu 13.2 postoji unitarna matrica V, takva da je

A =diag (A, ..., \,) = VUV,

gdje su \;, 1 <@ < n vlastite vrijednosti matrice U. Jer je U unitarna

i jer je produkt unitarnih matrica unitarna matrica, A je unitarna, pa
vijedi AA = AA = I. To povlaci

INP=1 1<i<n,

pa su vlastite vrijednosti od U jedini¢nog modula.

Obratno, ako je U normalna matrica s vlastitim vrijednostima koje
imaju modul jedan, tada je prema teoremu 13.2, U = VAV™*, za neku
unitarnu matricu V' i A = diag (Aq,...,\,). Jer su sve vlastite vrijed-
nosti modula jedan, A je unitarna, a jer je produkt unitarnih matrica
unitarna matrica, U je unitarna.

Pretpostavimo sada da je H hermitska matrica. U tom sluc¢aju, po
teoremu 13.2 postoji unitarna matrica W takva da je

M = diag (1, ..o ptn) = WHW,

gdje su u;, 1 = 1,...,n vlastite vrijednosti matrice H. Zbog H* = H,
slijedi M* = M, odnosno f1; = p;, 1 < i < n. To znaci da su sve vlastite
vrijednosti p; normalne matrice H realni brojevi.

Obratno, neka je H normalna matrica s realnim vlastitim vrijednos-
tima i neka je prema teoremu 13.2 H = W DW™. Jer je W unitarna i D
dijagonalna i realna, lako se provjeri H* = (W*)*DW* = WDW* = H,
tj. H je hermitska. [ |

Iz korolara 13.3 odmah se vidi da se hermitska matrica H moze prikazati
u obliku
H=UAU", (13.1)

gdje je U = [uy, ... ,u,] unitarna matrica ¢iji stupci su vlastiti vektori
od H, a A je dijagonalna matrica s realnim vlastitim vrijednostima
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od H na dijagonali. Taj oblik zovemo spektralna dekompozicija od H.
Ponekad ¢emo koristiti i zapis

H=> \Nuu;, (13.2)

koji je ekvivalentan s (13.1). To odmah slijedi iz zadatka 4.10(v) u
kojem uzmite A = UA, B = U*. Pomoc¢u formule (13.2) mozemo
prosiriti pojam skalarne funkcije na hermitske matrice. To se ¢ini na
slijede¢i nacin

p(H) = p(Ni)uiu. (13.3)

Uocimo da formula (13.3) vrijedi za polinome, a vrijedi i za neprekidne
funkcije realnog argumenta. Jedna od nacesée koristenih funkcija je
drugi korijen. Ako je H pozitivno definitna matrica, onda se drugi
korijen matrice H dobiva formulom

1 1
Hz = N uu;.
i

Ako je Hermitska matrica realna, zove se simetricna. Ona se moze
dijagonalizirati pomoc¢u transformacije sli¢nosti s ortogonalnom matri-
com, pa se njena spektralna dekompozicija zapisuje u obliku

A=QAQ",

gdje je A dijagonalna matrica vlastitih vrijednosti od A, a @) je ortog-
onalna matrica Ciji su stupci vlastiti vektori od A.

13.1 Jacobijeva metoda

Postoji ve¢i broj numerickih metoda za rjesavanje matricnog problema
vlastitih vrijednosti. Izbor metode ovisi o karakteristikama matrice
(normalnost, simetri¢nost, pozitivna definitnost, tridijagonalnost,. .. )
i o tome da li se zele naci sve vlastite vrijednosti i vektori ili samo neke
vlastite vrijednosti i samo neki vlastiti vektori (npr. ako je dimenzija
matrice velika, obi¢no se trazi manji broj najvec¢ih ili najmanjih vlasti-
tih vrijednosti i pripadnih vektora). U praksi se najcesée pojavljuju
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simetri¢ne matrice, pa ¢emo mi opisati jednu “staru”, ali vrlo pouzdanu
metodu za racunanje svih vlastitih vrijednosti i vektora simetri¢ne ma-
trice.

Jos 1846. Jacobi je predlozio metodu za dijagonalizaciju simetri¢ne
matrice pomocu niza rotacijskih transformacija slicnosti. Kako je me-
toda bila racunski zahtjevna bila je zaboravljena sve do pojave mod-
ernih racunala. Godine 1949. metodu su ponovo otkrili Goldstine,
Murray i von Neumann. Kasnije, tijekom pedestih i Sezdesetih god-
ina metoda se pocela sustavno proucavati. Prvi znacajniji radovi su
od Forsythea i Henricia (globalna konvergencija), Schonhagea i Wilkin-
sona (kvadrati¢na konvergencija u slucaju jednostrukih vlastitih vrijed-
nosti) i Rutishousera (sofisticirani numericki algoritam). Nakon 1970.
metoda je pala u sjenu QR metode koja je nekoliko puta brza. Iza 1980.,
s razvojem paralelnih racunala metoda se ponovo koristi za racunanje
vlastitih vrijednosti i vektora. U posljednje vrijeme je otkriveno da je
metoda tocnija od QR i ostalih metoda pa se koristi kad je toc¢nost
izracunatih vlastitih vrijednosti vektora vazna. Postoje generalizacije i
modifikacije metode za razli¢ite tipove matrica kao i za rjesavanje nekih
drugih matri¢nih problema.

Jacobijeva metoda je iterativni proces oblika

AW — REABR, - | >1, AW = 4, (13.4)
pri ¢emu su Ry ravninske rotacije. Ravninska rotacija R
-1 -
1
cos ¢ —sin ¢
1
R(p,q,9) =
1
sin ¢ cos ¢
1
L 1]

u (p,q) ravnini je matrica koja se od jediniéne matrice I, razlikuje
tek u cetiri elementa na pozicijama (p,p), (p,q), (¢,p) i (¢,q). Ti su
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elementi redom cos ¢, —sin ¢, sin¢@, cos¢. Takvu ¢emo matricu jos
oznacavati s R(p,q; ¢). Dakle, Transformaciju A® — A®+D zovemo
k-ti korak metode. Svrha k-tog koraka je naciniti matricu A®+Y vige
dijagonalnom nego §to je A%®). Da bi odstupanje od dijagonalne forme
mogli mjeriti definiramo mjeru

S(A) = QAMr =

pri cemu sa (A) oznacavamo izvandijagonalni dio matrice Q(A) =
A — diag(A), a || - ||r je Frobeniusova norma (korijen iz sume kvadrata
svih elemenata).

13.1.1 Dijagonalizacija simetricne matrice reda 2

Neka je n = 2. Tada se Jacobijeva metoda sastoji od jednog koraka
koji mozemo zapisati kao

aj, aly | | cos¢ sing aj;  ago cos¢ —sin¢
l aly b ] n l —sin ¢ COS¢] [alg a9 1 l sing  cos¢ ] '

(13.5)

Ocito, maksimalna redukcija mjere S(A) ¢e se dogoditi ako izborom

kuta ¢ uspijemo ponistiti element a},. Izrazimo element a}, pomocu

elemenata matrice A i trigonometrijskih funkcija kuta ¢. Koristenjem
jedini¢nih vektora e; i ey (stupaca jedini¢ne matrice I5), dobivamo

aj, = e] R"ARe; = [cos ¢, sin ¢ [ an a2 ] [ —sing ]

a2 Qa22 cos ¢

_ . . —sin ¢
= Ja11cos¢ + ajasing , ajpcos @ + as sin @] [ cos ]
= ayp(cos® ¢ —sin® @) — (a1 — agy) cos ¢ sin ¢

1
= a12CO8 20 — 5((111 — ag9) sin 2¢.

Uvjet a}, = 0 povlaéi
2a12
tan 29 = ————— (13.6)

11 — A22
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s ™

Kao interval za 2¢ obicno se uzima [—7 , 7] pa se kut ¢ bira u intervalu
(=%, %]. Jer je element a, ponisten, jasno je da vrijedi

S2(A) = S*(A) — 2da3,,. (13.7)

Sada se postavlja problem kako na jednostavan i numericki tocan nacin
odrediti elemente matrice R, tj. cos ¢ i sin ¢. PiSemo li

t=tang, A= 2a- Sign(%l - G22)7 ¥ :’ 11 — a2z |7

i iskoristimo li formulu za tangens dvostrukog kuta,

2t
tan 2¢ =
an 2¢ [ p
dobivamo
2t _é
11—

dakle kvadratnu jednadzbu u t,
M2+ 2ut — X =0.

Rjesenja su dana formulom, koja nakon kracenja sa dva ima oblik

— =+ /,u2 + \2
tl?g - .
A
Jer ¢ lezi u intervalu [—7, 7], t i tan 2¢ imaju isti predznak. Kako je

[ nenegativan, tan 2¢ ima isti predznak kao i A. Dakle, polazec¢i od
zahtjeva da ¢ i X\ imaju isti predznak dolazimo do formule

VN
- | _

t

Ova formula je za male kvocijente A/u, pri koristenju konac¢ne arit-
metike (npr. na kalkulatoru ili racunalu) nestabilna, jer vodi na oduz-
imanje gotovo jednakih brojeva u brojniku. Stoga dolazi do kracenja
vodec¢ih znamenaka, pa netoc¢nost u brojevima, koja dolazi od zaokruzi-
vanja medurezultata, dolazi blize vode¢im nulama. To znaci da brojnik
moze biti neto¢no izracunat. Da bismo to izbjegli “racionalizirajmo”
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brojnik, tj. pomnozimo razlomak s (vu2+ A2 + p)/ (V2 + X2 + p).

Dobijemo algoritamski stabilnu formulu

A
N

Iz tangensa se lako izracunaju cosinus i sinus

t

cos ¢ = =sin ¢ =t * cos ¢.

—— . sing=
1+ ¢ 1+ 2

Koriste¢i formulu (13.6) mogu se dobiti jednostavne formule za dijago-
nalne elemente af; i aby,. Ako je a;o =0, kut ¢ =0 pa je R =I5, a to
znaci A" = A. Ako je a1 # 0, za af; imamo

a2 Q22 sin ¢

cos ¢ ]

sin ¢

ay, = ej R"ARe; = [cos ¢, sing)] [ aix Q12 ] [ cos ¢ ]

= [a11cos¢ + arasing , ajacos ¢ + ag sin @ [

= 11 c0S% @ + a9 sin® ¢ + 2a;, cos P sin ¢
= ay; + (ag — a1y)sin? ¢ + 2a;5 cos gpsin ¢

a
= a1y + ag2 tan ¢( 2

G2 — 0 ) ¢ cos ¢ + 2 cos? @)
12

1
= a1 + a1 tan ¢(—2cotan 2¢ - 3 sin 2¢ + 2 cos” @)
= ay; + ajptan ¢(— cos 2¢ + 2 cos? @)
= ay; + apptan ¢(sin® ¢ + cos® @) = ay; + ap tan ¢.

Na sli¢ni nac¢in (ili koristenjem ¢injenice da je trag (A’) =trag A), lako
se dobije aby, = agy — ajz tan ¢. Povezimo dobivene formule u algoritam

Algoritam 13.4 Dana je simetricna matrica A reda dva. Sljedeci al-
goritam racuna elemente rotacije R i matrice A' = RT AR nakon jednog
Jacobijevog koraka.

Ako je ars = 0 stavise R=1,, A=A
Ako je a1 # 0 racuna se

A = 2CL12 . Sing(CLH — a22)
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B = |G11—G22|
— //\2+M2
A
t =
pt v
1
c =
14 ¢2
s = txc
Cllll = a11+t~a12
CL/22 = agg—t'alg
a’12 = 0

Viastitoj vrijednosti a;  pripada vlastiti vektor l g ]

Viastitoj vrijednosti  ay, — pripada vlastiti vektor [ _CS ]

Primjer 13.5 Neka je
11
A= [ 1 1].

Algoritam 13.4 daje X = 2, p = 0, v =2, t =1, ¢ = s = /2/2,
al, =141-1=2, ay, =1—1-1=0 i vlastitoj vrijednosti 2 odgovara
vlastiti vektor c-[1,1]T dok vlastitoj vrijednosti 0 odgovara vlastiti vektor
c-[-1,1]7.

13.1.2 Jedan korak Jacobijeve metode na matrici
reda n

Neka je A simetricna matrica reda n i neka je (p, q) par indeksa, takav
dajel < p < q<n. NekajeA = RT'AR gdje je R = R(p,q; ).
Prikazimo matricu A kao zbroj

T
D

A=A+ Ay, A = diag (A) + apgepen + agpeqe
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gdje su e;, 1 < j < n stupci jedini¢ne matrice I,,. Dakle,

_all - 0 -

Jer je
A"= RTAR = RTA R + RT A4R,

oduzimanjem dijagonalnog dijela matrice, dobivamo
A’ — diag(A") = RT AR — diag(RT A|R) + RT A3 R

Uzimanjem Frobeniusove norme matrice na lijevoj i desnoj strani, kva-
driranjem tih normi, zakljucujemo

14" = diag(A) |7 = [|RT AR — diag(R" A R)|[3 + || R" A2 R|7:
= |ay, "+ | ay, I* +IIRT Az R[5
= 2| a, | +||R" A:R|7.
Poznato je da je Frobeniusova norma invarijantna u odnosu na ortogo-
nalne transformacije. To znadéi ||Q1BQ||r = ||B||r za bilo koje ortog-

onalne matrice. Da bi to pokazali polazimo od definicije norme, || B|/%
= trag(B*B). Kako za trag vrijedi trag(AB) = trag(BA), imamo

|Q1BQo|l7 = trag(QsB*Q;Q1BQs) = trag(Q3;B*BQs)
= trag(Q:Q3B"B) = trag(B*B) = || B|%-

Primjenom na matricuR? A, R, imamo

IRT AR = [ AollE = (1A — diag(A)[E — (| apq [* + | agy [*)
= SHA)—2]ay "

Zbog S*(A") = || A’ — diag(A")||%, imamo
SHA) = S*(A) +2(] apy " = | apg [*)- (13.8)
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Vidimo da ¢e se S(A) maksimalno reducirati ako odaberemo kut ¢ tako
da bude a;,, = 0. Lako je vidjeti da i sada vrijedi relacija (13.5) uz uvjet
da se indeksi 1 i 2 zamijene s p i ¢, respektivno. Odatle zakljucujemo
da vrijedi

1
Uy = Qg COS 20 — §(app — 4q) Sin 29,
pa je kut ¢ odreden formulom

2
tan 2¢ = —— P9 (13.9)

Qpp — Qqq

a redukcija odstupanja od dijagonalne forme s
S2(A) = S*(A) =2 | ap, |* - (13.10)

Za racunanje cos ¢ i sin ¢ koristi se isti algoritam kao i u slu¢aju matrice
reda dva, uz oc¢itu zamjenu indeksa. Promotrimo sada kako se vrse
mnoZenja s RT slijeva odnosno s R zdesna.

Za mnozenje slijeva koristi se relacija

T - T
[b%]:[ CgSgb s1ngz5] [a%]’
b, —sing cos¢ ay
gdje smo s B oznac¢ili matricu RT A, a sa a!, b! retke matrica A i B.
Ako pisemo A" = BR, ptii gti stupac matrica A" i B zadovoljavat ¢e
relaciju

o o] = [0 n]| oo o]

sing  cos ¢

U algoritamskom opisu ove relacije se prevode u

Zai=1,...,n racunaj Za1=1,...,n racunaj
. ;L .
bpi = api cos @ + ag; sin @ a;, = bip 0S8 @ + big sin @
) L .
bgi = —ap; Sin @ + ag; cos @ a;, = —bipSin @ + by, cos ¢

Da bi se ustedjelo na memorijskom prostoru, cijeli postupak se provodi
na gornjem trokutu matrice, uklju¢ujuci dijagonalu. To je moguce jer
su obje matrice A i A’ simetricne. Uz to, zbog racunski vrlo pogod-
nih formula za dijagonalne elemente, pozeljno je iskoristiti ih. Proma-
traju¢i samo gornji trokut matrica, vidimo da se od izvandijagonalnih
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elemenata samo onaj na poziciji (p, ¢) dvaput mijenja. Kako on ionako
postaje nula, Sto se numerickog racunanja tice, nema nikakva razloga za
uvodenje pomoc¢ne matrice B. U slijede¢em algoritmu bitno se koristi
svojstvo simetri¢nosti matrice A’.

Algoritam 13.6 Dana je simetricna matrica A reda n. Sljedeéi algo-
ritam racuna elemente rotacije R i matrice A' = RT AR nakon Jaco-
bijevog koraka koji ponistava element a,,. Matrice A i A" koriste isto
dvodimenzionalno polje koje poistoviecujemo s matricom A. Algoritam
koristi samo gorngi trokut © dijagonalu od A.

Ako je ap,
Ako je ay,
A

1

v

Za 1

0 postupak je gotov.
0 racuna se
2a,, - sign(apy — aqq)
| app — aqq |

A

ptv
1

e

txc

app + 1+ Gpq
Ugq — 1+ Apq

0

1,...p—1

C* Qjp + 8 * Qg
—S8 % Qi + C* Qg
z
p+1,...q—1
C* Qp; + S * Qg
—8 % Qp; + C* Qg
x

q+1,...n
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T = Cxap +S*ay

]
=
I

=8k Qp; + C* Qg

Ay, = T

Algoritmom 13.6 rijesili smo jedan korak Jacobijeve metode. Opéenito,
ako u jednom koraku ponistimo neki element, on se moze ve¢ u sli-
jedectem koraku “pokvariti”. To ukazuje da nije svrha jednog koraka
poniStavanje pivotnog elementa, ve¢ smanjivanje odstupanja od dijago-
nalne forme.

Da bismo dijagonalizirali simetricnu matricu rada n trebamo u nace-
lu beskonacno koraka. Na sre¢u, niz dobivenih matrica konvergira
prema dijagonalnoj matrici, pa se nakon, obi¢no 3n do 5n koraka, stigne
do matrice koja je toliko dijagonalna da ju racunalo tretira kao dijag-
onalnu. To obi¢no znaci da smo vlastite vrijednosti (o vektorima ¢emo
govoriti kasnije) izrac¢unali na 7 (u tzv. jednostrukoj toénosti ra¢unanja)
ili 15 (u dvostrukoj tocnosti ra¢unanja) znamenaka.

Stoga se postavlja pitanje kako izabirati pivotne elemente, dakle
redoslijed ponistavanja elemenata, pa da dijagonalizacija bude sto brza.
To nije jednostavni problem jer ¢esto brza konvergencija niza dobivenih
matrica prema dijagonalnoj matrici zahtijeva vise pretrazivanja veli¢ine
elemenata pri izboru pivotnog elementa, pa mjere¢i brojem racunskih
i logickih operacija u racunalu, trazi vise vremena.

13.1.3 Pivotna strategija

Nacin ili pravilo izbora pivotnih parova (p, q) = (p(k), q(k)) u ovisnosti
o k se zove pivotna strategija. Pivotna strategija se moze poistovjetiti
s funkcijom I : N — P,,, gdje je N skup prirodnih brojeva (kojima k
prolazi), a P,, = {(4,7);1 <i < j <n}.

Povijesno je najvaznija ona koju je i sam Jacobi koristio, a poznata
je pod nazivom klasi¢na pivotna strategija. Ona odabire najveteg po
modulu izvandijagonalnog elementa kao pivotnog. Dakle, par (p,q) se
u ktom koraku bira tako da zadovoljava

k) | (%)
|a’1()q) |—HZ.13}X|%J' , k=1
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Ova strategija daje mozda najbrzu konvergenciju niza S(A®), k >, ali
na svakom koraku mora pretraziti N = n(n—1)/2 izvandijagonalnih el-
emenata. Kako to pretrazivanje pretstavlja prilican napor za racunalo,
klasicna strategija se uglavnom ne koristi u praksi.

Posebno su vazne periodicke (pivotne) strategije za koje je I peri-
odicka funkcija. To znaci [(k + M) = I(k) za neki period M. Izmedu
njih najvaznije su ciklicke strategije za koje je M = N i {I(k);1 <k <
N} = P,. Dakle, unutar svakih NV koraka poniste se svi izvandijago-
nalni elementi, svaki u svoje vrijeme i samo jedanput. Niz od prvih N
koraka 1,..., N obi¢no se zove ciklus. Nakon N-tog koraka cijeli ciklus
se ponavlja i kad zavrsi opet se ponavlja. Izmedu ciklickih strategija
najcesce koristene su tzv. serijalne: ret¢ana i stupcana strategija. Kod
ret¢ane strategije pivotni par neprestalno prolazi nizom parova,

(1,2),(1,3),...,(1,n),(2,3),...,(2,n),...,(n—1,n)
dok kod stupcane, prolazi nizom
(1,2),(1,3),(2,3),(1,4),(2,4),(3,4) ..., (1,n),(2,n),...,(n — 1,n).

Moze se pokazati da polazeéi od iste simetri¢ne matrice A, koristenjem
retcane i stupcane trategije, nakon svakog ciklusa dolazimo do jednakih
matrica. Zato se te dvije strategije zovu ekvivalentnim strategijama.

13.1.4 Kiriteriji zaustavljanja

U praksi svaki iterativni proces se nakon nekog vremena (koraka) zau-
stavi. Kod Jacobijeve metode proces se zaustavlja kad je iterirana
matrica dovoljno dijagonalna tako da su dijagonalni elementi dovoljno
dobre aproksimacije vlastitih vrijednosti matrice, a stupci produkta
rotacija dovoljno dobre aproksimacije vlastitih vektora. Pretpostavimo
da smo zaustavili proces nakon K koraka. Tada smo dobili matricu
AEHD 74 koju vrijedi

ABH) = BT RTRT AR\ Ry - - Ry = UM AU®)

pri éemu je U) = R\ Ry - - - Rg. Jasno, ako je AK+Y blizu dijagonalne
matrice A, onda mozemo pisati

UETATE) o A, il AU ~ UEA,
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pa su dijagonalni elementi od A+ aproksimacije vlastitih vrijednosti,
a stupci od U aproksimacije vlastitih vektora matrice A.

Dakle, za pravilno odredivanje kriterija zaustavljanja potrebni su
teoretski rezultati koji za skoro dijagonalne matrice mjere udaljenost
izmedu dijagonalnih elemenata i vlastitih vrijednosti matrice. Kako
se ti teoretski rezultati poboljsavaju, tako se mijenjaju i kriteriji zaus-
tavljanja. Danas se za nesingularne simetricne matrice najcesce koristi
uvjet

|a |
B m ] S a11)
stegsn | a;; O |

gdje je € tocnost racunanja odnosno tocnost aritmetike koja se koristi u
racunalu. Kod ciklickih metoda taj uvjet se obi¢no provjerava na kraju
svakog ciklusa. Za te strategije obi¢no je potrebno 6 do 10 ciklusa prije
nego bude ispunjen. Pokazuje se da je spomenuti kriterij zaustavljanja
primjeran za pozitivno definitne matrice, jer osigurava visoku relativnu
tocnost izracunatih vlastitih vrijednosti i vektora.

Postoji i Rutishouserov kriterij zaustavljanja koji je modifikacija
spomenutog, nesto je strozi od spomenutog, dobro funkcionira i na sin-
gularnim matricama i koristi tehniku ponistavanja pivotnih elemenata
bez transformacija na matrici, kad je to moguce.

13.1.5 Jacobijev algoritam

U ovoj zavrsnoj tocki ¢emo ukratko izloziti ret¢ani Jacobijev algoritam
za simetricne matrice. Uoc¢imo da se u ktom koraku metode vlastiti
vektori azuriraju po formuli U**t) = UR R, pri ¢emu je UM = I,,.

Algoritam 13.7 Dana je simetricna matrica A reda n. Sljedeci al-
goritam dijagonalizira A pomocu retcane ciklicke Jacobijeve metode.
Algoritam koristi samo gorngi trokut i dijagonalu matrice A. Ako je
potrebno algoritam racuna 1 vlastite vektore.

1. Ako se traze vlastiti vektori, definiraj U = I,
2. Stavi k=1

3. Za dani k odredi pivotni par (p,q) prema odabranoj pivotnoj stra-
tegiji
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/.
5.
6.

Odredi parametre rotacije prema Algoritmu 13.6
Primigeni transformaciju na A prema Algoritmu 13.6

Ako se Zele i vlastiti vektori, racunaj
Za 1=1,...n

T = C* Usp + S * Uyq

Uiq = —s*uip—i—c*uiq

Uipp = T

Ako je k dijeljiv s N provjeri uvjet (18.11). Ako je ispunjen
zaustavi proces. U protivnom stavi k = k + 1 4 prijedi na 3.

Dijagonalni element ay; je vlastita vrijednost od A. Pripadni vla-
stiti vektor je [uy;, o;, . .., un)? (ako se matrica U iterirala).



