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ODJEL

Zagreb, Bijenička cesta 30
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Poglavlje 0

UVOD

Da bi studenti laǩse razlikovali definicije od tvrdnji, teoreme i propozicijeod dokaza, matema-
tičke relacije od obǐcnog teksta, oznake od algoritma itd. specifične dijelove teksta smo omedi-
li obojenim kutijama. Pritom vrijedi sljedeće kazalo:

tekst koji govori o oznakama,

tekst koji definira nove pojmove,

tekst koji sadřzi tvrdnje,

tekst matematičkih relacija, npr jednaďzbi, nejednaďzbi, jednakosti,

tekst uoblǐcen kroz formu teorema, propozicija i sl.

tekst koji predstavlja matematički dokaz ili rjěsenje problema

tekst koji predstavlja primjere.

tekst koji predstavlja algoritme.

Poglavlja, odjeljci i pododjeljci koji su oznaćeni u naslovu sa∗ sadřze těze gradivo koje se
može u prvomčitanju preskǒciti. Dokazi su matematički zahtijevniji pa nisu pogodni za
početnike. Takoder, dokazi obiljězeni sa∗ su něsto tězi pa se mogu izostaviti.

Autor se zahvaljuje dr.sc. Ivici Kegleviću na pomóci u pisanju skripte.
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4 POGLAVLJE 0. UVOD



Poglavlje 1

Sustavi Linearnih Jednaďzbi

Studij linearne algebre počinjemo razmatranjem triju problema. Iako ti problemi na prvi po-
gled izgledaju vrlo jednostavno, oniće nas dovesti do iskustva da moramo biti vrlo oprezni
kako ne bismo stvorili krive zakljǔcke. Kad jednom usvojimo potrebnu dozu opreznosti, line-
arna algebráce se razvijati preko pitanja i odgovora na niz vrlo jednostavnih pitanja.

Tri problema glase: pomoću elementarnih aritmetičkih operacija nadi sve trojke realnih
brojevax1, x2, x3 koji istovremeno zadovoljavaju sljedeće jednaďzbe:

Problem 1.
x1 + x3 = 0
x2 − x3 = 1

x1 + 2x2 + x3 = 1

Problem 2.
x1 + x3 = 0
x2 − x3 = 1

x1 + 2x2 − x3 = 1

Problem 3.
x1 + x3 = 0
x2 − x3 = 1

x1 + 2x2 − x3 = 2.

Jednaďzbe u tim problemima izgledaju vrlo slično; u stvari jednaďzbe drugog problema
razlikuju se od prvog samo na jednom mjestu u trećoj jednaďzbi, a jednaďzbe tréceg problema
razlikuju se od drugog opet na samo jednom mjestu u trećoj jednaďzbi. Sličnost vara, kaǒsto
ćemo uskoro vidjeti.
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6 POGLAVLJE 1. SUSTAVI LINEARNIH JEDNAĎZBI

Jedan od zahtjeva u rješavanju tih problema jest korištenje osnovnih aritmetičkih operacija.
Mogli bismo krenuti nasumce, kaǒsto smo radili s dvije jednadžbe i dvije nepoznanice u
osnovnojškoli. Ipak, u izvřsavanju tih operacija poželjno je imati neki red. Zgodno odabran
redoslijed operacijáce nas dovesti do dobro definiranog algoritma odnosno programa akoće
se algoritam implementirati na računalu.

Prije razmatranja gornjih triju problema, uvestćemo tri pravila ili druǩcije gledano tri tran-
sformacije, kojéce olaǩsati razmatranje. Ta tri pravilácečiniti osnovu za skoro sva računanja
vezana uz rjěsavanje sustava.

Budúci da se ista pravila mogu koristiti i za rješavanje slǐcnih, mǒzda i kompliciranijih
problema, korisno je izréci ih u što oṕcenitijem obliku. Promotrimo zato općeniti sustav odm
jednaďzbi san nepoznanica oblika

f1(x1, x2, ..., xn) = b1
f2(x1, x2, ..., xn) = b2
.................................
fm(x1, x2, ..., xn) = bm .

(1.1)

Ovdje sufi realne (ili kompleksne) funkcije odn realnih (ili kompleksnih) varijabli.

Rješenje sustava:

Riješiti sustav znǎci odrediti sven−torke brojevax1, x2, ... , xn tako da svaka
n−torka uvřstena u gornji sustav odm jednaďzbi na lijevoj strani daje tǒcno one
vrijednosti (u danom redosljedu) koje se pojavljuju na desnoj strani jednaďzbi.
Svakun−torku sa tim svojstvom zovemo rješenje sustava jednadžbi (1.1).

Obično se uredenan-torka brojeva ili varijabli,x1, x2, ... , xn, piše tako da se taj niz obrubi
zagradama, dakle(x1, x2, ... , xn). Mi ćemo taj nǎcin pisanja posebno koristiti od drugog
poglavlja.

Tri pravila kojaćemo definirati daju nǎcin na koji mǒzemo dani sustav jednadžbi zamijeniti
drugim sustavom, koji je ekvivalentan (istovjetan) polaznom sustavu.

Ekvivalentnost sustava:

Za dva sustava jednadžbi kǎzemo da su ekvivalentni, ako je svako rješenje prvog
sustava ujedno i rjěsenje drugog sustava i ako je svako rješenje drugog sustava
takoder rjěsenje prvog sustava. Drugim rječima, dva sustava jednadžbi su ekviva-
lentna, ako zamjenom jednog sustava drugim niti gubimo rješenja niti dobivamo
neko novo rjěsenje.
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Tri pravila, odnosno tri operacije nad jednadžbama koja koristimo u dobivanju ekvivalent-
nog sustava jednadžbi danom sustavu jesu:

Dozvoljene operacije:

1. Zamjena bilo kojih dviju jednaďzbi sustava,

2. Mnǒzenje neke jednadžbe sustava brojem koji nije nula,

3. Dodavanje jednoj jednadžbi druge jednaďzbe koja je pomnǒzena nekim
brojem.

Primjena bilo kojeg od tih pravila na dani sustav dovodi do sustava koji je ekvivalentan
polaznom sustavu. Uvjerimo se u to.

Pravilo 1. dovodi do ekvivalentnog sustava, jer poredak u kojem se pojavljuju jednaďzbe
u sustavu (1.1) nema važnosti za rjěsenje. Za rjěsenje je bitno da nakon uvrštenja, lijeva
strana svake jednadžbe bude jednaka desnoj srani.

Primijenimo sada pravilo 2. na sustav (1.1).

Uzmimo npr.i−tu jednaďzbu

fi(x1, x2, ..., xn) = bi , (1.2)

i pomnǒzimo ju saα koji nije nula. Dobivamo

αfi(x1, x2, ..., xn) = αbi , α 6= 0 . (1.3)

Sve ostale jednadžbe novog sustava su identične odgovarajúcim jednaďzbama starog sus-
tava. Akon - torka brojevax1, x2, ... , xn zadovoljava jednaďzbu (1.2), ondáce zado-
voljavati i jednaďzbu (1.3). Tvrdnja vrijedi bez obzira da li jeα nula ili nije. Budúci
da su sve druge jednadžbe ostale iste, svako rješenje starog sustava bitće rjěsenje novog
sustava.

Podimo sada od jednog rješenjax1, x2, ... , xn novog sustava. S obzirom da jeα 6= 0
(dakle, tek ovdje koristimo pretpostavku netrivijalnostiα), možemo pomnǒziti i−tu
jednaďzbu novog sustava sa1/α. Sada na isti nǎcin kao i prije zakljǔcujemo da je
x1, x2, ... , xn rješenje “jǒs novijeg” sustava, koji je zapravo stari sustav. Prema tome,
svako rjěsenje novog sustava je istovremeno rješenje starog sustava. Dakle novi sustav je
ekvivalentan starom sustavu.
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Pokǎzimo da 3. pravilo takoder vodi na ekvivalentan sustav.

Izabiremo dvije jednaďzbe polaznog sustava, recimoi−tu i j−tu jednaďzbu:

fi(x1, x2, ..., xn) = bi
fj(x1, x2, ..., xn) = bj .

(1.4)

Nakon primjene tréceg pravilai−ta i j−ta jednaďzba novog sustava glase

fi(x1, x2, ..., xn) = bi ,
fj(x1, x2, ..., xn) + αfi(x1, x2, ..., xn) = bj + αbi ,

(1.5)

dok su sve ostale jednadžbe obaju sustava identične. Ako jex1, ... , xn rješenje od (1.4),
onda ǒcito zadovoljava (1.5).
S druge strane, ako jex1, x2, ... , xn rješenje sustava (1.5), onda uvrštavanjembi umjesto
fi(x1, x2, ..., xn) u drugoj jednaďzbi od (1.5), jednaďzbe (1.5) postaju (1.4). To znači da
je x1, x2, ... , xn ujedno rjěsenje od (1.4).
Prema tome,x1, x2, ... , xn zadovoljava (1.4) onda i samo onda ako zadovoljava (1.5).
Budúci da su ostale jednadžbe nepromijenjene, novi sustav je ekvivalentan staromu.

Sadaćemo upotrijebiti tri osnovna pravila u rješavanju problema postavljenih na početku
ove lekcije.

Kod problema 1., zamijenjujemo treću jednaďzbu razlikom tréce i prve jednaďzbe (to je
pravilo 3., jer prvu jednaďzbu mnǒzimo s−1 i dodajemo ju trécoj jednaďzbi). Dobivamo

x1 + x3 = 0 ,
x2 − x3 = 1 ,

2x2 = 1 .

Riješivši trécu jednaďzbu, dobivamo vrijednost zax2. Uvrstivši tu vrijednost u drugu jed-
naďzbu dobivamo vrijednost zax3. Uvrstivši vrijednost zax3 u prvu jednaďzbu dobivamo
vrijednst zax1. Tako smo dobilix1 = 1/2, x2 = 1/2, x3 = −1/2. Dakle postoji jedna i
samo jedna trojka brojeva,1/2, 1/2, −1/2 koja zadovoljava sustav jednadžbi iz problema
1.

Čitalacće odmah primijetiti da svěsto smo do sada koristili jesu aritmetičke operacije, sva tri
pravila zapravo se sastoje samo od aritmetičkih operacija.
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Vratimo se problemu 2. Ako zamijenimo treću jednaďzbu problema 2 s jednadžbom koja
je razlika nje i prve jednaďzbe, dobit́cemo ekvivalentan sustav

x1 + x3 = 0 ,
x2 − x3 = 1 ,

2x2 − 2x3 = 1 .

Zamijenimo trécu jednaďzbu novog sustava jednadžbom koja se dobije tako da od treće
jednaďzbe oduzmemo drugu pomnoženu s−2 (opet 3. pravilo), dobit́cemo ekvivalentan
sustav

x1 + x3 = 0 ,
x2 − x3 = 1 ,

0 = −1 .
Zadnja jednaďzba nam kǎze: kad bi postojalo rjěsenje sustava ono bi bilo takvo da za
njega vrijedi0 = −1. Budúci da to ǒcito nije istina, ne postoji rjěsenje sustava.

Dakle, iako se sustavi u problemu 1. i problemu 2. razlikuju samo u jednom predznaku u
trećoj jednaďzbi, njihova rjěsenja su vrlo razlǐcita: problem 1. ima jedno i samo jedno rješenje
a problem 2. nema niti jedno rješenje.

Promotrimo i tréci problem. Primjenom tréceg pravila dva puta (prvo od treće jednaďzbe
oduzmemo prvu, a onda još oduzmemo drugu jednadžbu pomnǒzenu s2), dobivamo ek-
vivalentan sustav:

x1 + x3 = 0
x2 − x3 = 1

0 = 0 .

Dakle, dobili smo sustav s dvije jednadžbe i tri nepoznanice

x1 + x3 = 0
x2 − x3 = 1

Ako jednaďzbe zapǐsemo u oblikux1 = −x3, x2 = 1 + x3, vidimo da za svaki realni (ili
kompleksni) brojβ, sustav ima rjěsenje

x1 = −β , x2 = 1 + β , x3 = β .

Ovaj sustav jednaďzbi nema samo jedno rješenje, ima ih beskonačno mnogo.

Sličnost problema 1., 2. i 3. pokazala se varljivim. Problem 1. ima jedno i samo jedno
rješenje, problem 2. nema niti jedno, a problem 3. ima beskonačno mnogo rjěsenja. Nǎcin
na koji smo dobili ta rjěsenja (primjenom triju pravila kojima možemo dani sustav zamijeniti
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ekvivalentnim sustavom) daje nam algoritam za rješavanje sustava triju linearnih jednadžbi s
tri nepoznanice.

U općem slǔcaju, primjenom spomenutih pravila, polazni sustav se svodi na sustav jed-
nostavnijeg oblika koji mǒzemo izravno rijěsiti. Npr. jedan takav sustav je onaj u kojem
se u drugoj jednaďzbi ne pojavljuje nepoznanicax1, u trécoj nepoznanicex1 i x2 itd. ,
u zadnjoj jednaďzbi se pojavljuje samo jedna nepoznanica (ona s najvećim indeksom).
Metoda koja svodi polazni sustav na takav sustav zove se Gaussova metoda eliminacija.

U sljedécoj točki počinjemo studij linearne algebre. Kaošto je gotovo svaki puta slučaj,
novoj temi je potreban novi sustav notacije. Notacija trebaolaǩsati čitljivost i razumljivost
teksta.

Zadaci

1. Koristéci tri osnovna pravila, svedite sustav jednadžbi na ekvivalentan sustav koji ima
gornju trokutastu formu:

a11x+ a12y + a13z = b1
a22y + a23z = b2

a33z = b3 .

Navedite korǐsteno pravilo u svakom koraku i nadite sva mogúca rjěsenja za slijedéce sustave:

(a)

x1 + x2 + x3 = 4
x1 − x2 + x3 = 2
2x1 + x2 − x3 = 1

(b)

x1 + 2x2 − x3 = 5
2x1 − 3x2 + x3 = 0
3x1 + 16x2 + x3 = 21

(c)

x1 + 2x2 + x3 = 2
2x1 − 5x2 + x3 = 11
3x1 + 2x2 − x3 = −10

(d)

x1 − 2x2 + x3 = 1
2x1 + x2 − x3 = 2

5x2 − 3x3 = 0

(e)

x1 + x2 + x3 = 1 + 4i
−x1 + x2 − x3 = −1
x1 − x2 − x3 = −(1 + 2i)

(f)

ix1 + 3x2 − 2ix3 = 8 + 3i
2x1 + (−1 + i)x2 + (2 + 3i)x3 = −11 + 8i

x1 + x2 + x3 = 1 + 5i
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2. Odrediteα tako da svaki sustav ima najmanje jedno rješenje i nadite sva rjěsenja sustava.

(a)

x1 + 3x2 − x3 = 1
2x1 − x2 + x3 = α + 2

−x1 + 11x2 − 5x3 = 5

(b)

2x1 − x3 = −1
x1 + 3x2 − 14x3 = α− 25
x1 − x2 + 4x3 = 11

(c)

2x1 + x2 + x3 = 6
x1 − x2 − x3 = −3

x1 = α

(d)

3x1 + 9x2 − 15x3 = 6
2x1 + 6x2 − 10x3 = 4
4x1 + 12x2 − 20x3 = 1 + α

3. Dokǎzite da ovi sustavi nemaju rješenja:

(a)

x1 + x2 − 3x3 = 1
2x1 − x2 + x3 = 2
−3x2 + 7x3 = 3

(b)

x1 + x2 − 3x3 = 1
2x1 − x2 + x3 = 2

3x1 − 2x3 = 1

(c)

2x1 + 3x2 − x3 = 0
x1 − 3x2 + x3 = 1
−3x2 + x3 = 3

(d)

−x1 + 2x2 − x3 = 0
x1 + 8x2 + x3 = 9
x1 + 3x2 + x3 = 5

(e)

x1 − x2 + 3x3 = 1
x1 − 5x2 − x3 = 4

2x1 − 6x2 + 2x3 = 6

(f)

2x1 − 11x2 + 11ix3 = 10
2ix1 − 3x2 + ix3 = 7

(1− i)x1 − 4x2 + 5ix3 = 1

4. Konstruirajte sustav od tri jednadžbe s tri nepoznanice tako da ima
(a) jedno i samo jedno rješenje,
(b) više od jednog rjěsenja,
(c) niti jedno rjěsenje.
U svakom od tri slǔcaja reducirajte sustav na ekvivalentan sustav u gornjoj trokutastoj

formi.
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Poglavlje 2

Uvod u vektorske prostore

U ovom poglavlju prvo upoznajemo specijalne vektorske prostore uredenih n-torki realnih i
kompleksnih brojeva, a zatim definiramo vektorski prostor kao algebarsku strukturu. Kaošto
smo napomenuli ranije, prvo uvodimo oznake.

Sa R i C oznǎcavamo skupove realnih odnosno kompleksnih brojeva. Realnei kom-
pleksne brojeve označavamo malim gřckim ili latinskim slovima,α, β, a, b, . . . Realne
i kompleksne brojeve jǒs ćemo zvati (realni ili kompleksni)skalari. Skup svih cijelih
brojeva jeZ, a prirodnih brojeva (tu su cijeli pozitivni brojevi) jeN.

Neka jen ∈ N. Uredenan-torka skalara je svaki niz odn skalara. Uredenen-torke
ćemo pisati tako da niz skalara omedimo parom zagrada. Npr. ako sux1, x2, . . . , xn zadani
skalari, tadáce(x1, x2, . . . , xn) oznǎcavati jednu uredenun-torku tih skalara. Pritom jex1

na prvom mjestu u tojn-torki, x2 na drugom mjestu, itd. Uǒcimo da je(x2, x1, x3, . . . , xn)
jedna druga uredenan-torka istih skalara.

Sa Vn (ili Rn) ćemo oznǎciti skup svih uredenih n-torki realnih brojeva. Rijěc “svih”
je vǎzna jer ukazuje da Vn uključuje bǎs sve n-torke, od kojih je svaka oblikax =
(x1, x2, . . . , xn), pri čemu je svakixi proizvoljni realni broj. Same n-torke označavamo
malim latinskim slovima. Ako pǐsemox, y, z ∈ Vn to će znǎciti da sux, y i z uredene
n-torke realnih brojeva. Njihove komponenteće biti xi, yi, zi, respektivno, ili drugim
riječimax = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn), z = (z1, . . . , zn).

Slično, n-torke kompleksnih brojevácemo isto tako oznǎciti malim latinskim slovima,
ali ćemo naznǎciti da su im komponente kompleksni brojevi. Skup svih takovih n-torki
ćemo oznǎciti saCn. Npr. z = (z1, z2, . . . , zn) i w = (w1, w2, . . . , wn) su izCn, ako su
zi, wi ∈ C za svako1 ≤ i ≤ n.

U daljem tekstúcemočesto uredenen-torke skalara kráce nazivatin-torkama skalara.

13
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Opće vektorske prostorécemo takoder oznǎcavati velikim, a njihove elemente – vektore,
malim latinskim slovima. Kakócemo uskoro vidjeti, Vn je vektorski prostor, pa je oznaka
sukladna spomenutom pravilu.

Skupove i podskupovécemo oznǎcavati velikim latinskim ili kaligrafskim slovima. Npr.
skupoveS i A ćemočěsće pisati kaligrafski, dakleS i A.

2.1 Vektorski prostor Vn

Ako imamo dvije n-torkex = (x1, x2, . . . , xn) i y = (y1, y2, . . . , yn) iz Vn, postavlja se pitanje
što bi moglo znǎciti x = y ?

Ako se n-torke razlikuju u nekoj komponenti na istom mjestu,sigurno ne mǒzemo prihva-
titi da su jednake. Zato definiramo da jex = y ako jexi = yi za sve indekse1 ≤ i ≤ n.
To znǎci da jednakostx = y ima isto znǎcenje kao in jednakosti

x1 = y1, x2 = y2, . . . , xn = yn. (2.1)

Zatim bismoželjeli uvesti neke operacije nad n-torkama. Počnimo od zbrajanja.

Ako sux i y kao gore, tada definiramox+y kao n-torkuz = (z1, z2, . . . , zn) sa svojstvom

z1 = x1 + y1, z2 = x2 + y2, . . . zn = xn + yn. (2.2)

Kraće, to pǐsemo
z = x+ y.

Jednako kaǒsto nema smisla pitati da li jex = y kadx i y nisu iz istog skupa Vn (npr.x ∈ Vn,
y ∈ Vm, n 6= m), tako nema smisla niti pitatišto jex+ y zax ∈ Vn, y ∈ Vm, n 6= m.

Operacija zbrajanja n-torki ima jedno važno svojstvo:

za svakox ∈ Vn i svakoy ∈ Vn vrijedi x+ y ∈ Vn,

jer je svaka komponenta odx + y kao zbroj realnih brojeva realni broj. Dakle polazeći od
proizvoljnih elemenata iz Vn , njihova suma je ponovo u Vn. Zato se kǎze da je skup Vn
zatvoren s obzirom na operaciju zbrajanja(elemenata iz Vn).

Da bi naglasiličinjenicu da je na Vn definirana operacija zbrajanja i da je Vn zatvoren s
obzirom na nju,̌cesto se piše(Vn , +).

Sljedéca operacija koju mǒzemo jednako jednostavno definirati na Vn je operacija mnǒze-
nja n-torki realnim brojevima.
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Ako je x ∈ Vn i α ∈ R, tada jeαx n-torkaz = (z1, z2, . . . , zn) za koju vrijedi

z1 = αx1, z2 = αx2, . . . zn = αxn. (2.3)

Kraće relaciju (2.3) pǐsemo
z = αx.

Iz definicije mnǒzenja sa skalarom vidimo da za svakiα ∈ R i svaki x ∈ Vn, αx ima kao
komponente realne brojeve (jer je produkt realnih brojeva opet realni broj). Drugim rijěcima,

Vn je zatvoren i u odnosu na množenjen-torki skalarom.

Da bi to naglasili pǐsemo(Vn , ·). Ako promatramo Vn zajedno s obje operacije+ i ·, tada
notacija(Vn+ , ·) naglǎsavačinjenicu da je Vn zatvoren s obzirom na obje operacije.

Primjer 2.1 Neka jen = 4 i neka su:x = (−4 , 2 , 0 , 3.7 ), y = ( 0, 1, 0, 7 ).

Tada je

−x = (−1) · x = (4,−2, 0,−3.7)
x+ y = (−4, 3, 0, 10.7)
2.1 · x = (−8.4, 4.2, 0, 7.77)

Treba uǒciti da kod operacije mnǒzenja sa skalarom, n-torku množimo něcim što nije n-torka,
dakle něcim što ne pripada skupu Vn. Ako želimo naglasiti skupove kojima pripadaju operandi
koji sudjeluju u operacijama onda pišemo

+ : Vn × Vn 7→ Vn , · : R× Vn 7→ Vn.

Zbrajanjen-torki i njihovo mnǒzenje skalarom konstruirane su na bazi operacija zbrajanjai
mnǒzenja realnih brojeva. Svojstva realnih brojeva u odnosu naoperacije zbrajanja i množenja
omogúcavaju izvesti neka svojstva skupa(Vn+ , ·).
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Teorem 2.2 Vrijede sljedéce tvrdnje

(i) x+ y = y + x za svex, y ∈ Vn, (komutativnost)

(ii) x+ (y + z) = (x+ y) + z za svex, y, z ∈ Vn (asocijativnost).

(iii) Postoji (neutralan) elemento ∈ Vn takav da jex+ o = x za svakix ∈ Vn.

(iv) Za svakix ∈ Vn postoji inverzni (ili suprotni) element−x ∈ Vn za koji vrijedi
x+ (−x) = o.

(v) α(x+ y) = αx+ αy za svex, y ∈ Vn, α ∈ R

(distributivnost mnǒzenja prema zbrajanju u Vn),

(vi) (α + β)x = αx+ βx za svex ∈ Vn, α, β ∈ R

(distributivnost mnǒzenja prema zbrajanju uR),

(vii) α(βx) = (αβ)x za svex ∈ Vn, α, β ∈ R (kompatibilnost mnǒzenja),

(viii) 1x = x za svokox (netrivijalnost mnǒzenja).

Dokaz: Dokazi svih tvrdnji su vrlo jednostavni. Za primjer, dokazat ćemo tvrdnje (i) i
(v). Za dokaz prve tvrdnje uzmimo proizvoljnex, y ∈ Vn i iskoristimo komutativnost
zbrajanja realnih brojeva.

x+ y = (x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn)

= (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)

= (y1 + x1, y2 + x2, . . . , yn + xn)

= (y1, y2, . . . , yn) + (x1, x2, . . . , xn) = y + x.

Za dokaz pete tvrdnje uzmimo proizvoljnex, y ∈ Vn i proizvoljni α ∈ R, te iskoristimo
distributivnost mnǒzenja u odnosu na zbrajanje realnih brojeva,

α(x+ y) = α(x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)

= (α(x1 + y1), α(x2 + y2), . . . , α(xn + yn))

= (αx1 + αy1, αx2 + αy2, . . . , αxn + αyn))

= (αx1, αx2, . . . , αxn) + (αy1, αy2, . . . , αyn)

= α(x1, x2, . . . , xn) + α(y1, xy, . . . , yn) = αx+ αy.

Uočimo da postoji samo jedan neutralni elemento = (0, 0, . . . , 0) i da za svakix ∈ Vn postoji
samo jedan inverzni element−x = (−x1,−x2, . . . ,−xn). Pritom se inverzni element dobije
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formulom
−x = (−1) · x. (2.4)

Kadkad mǒzemo i na drugim skupovima na sličan nǎcin definirati dvije operacije te poka-
zati da vrijede svojstva (i)—(viii). Neka jeX takav skup.

Operaciju koja pridjeljuje paru elemenatax, y ∈ X element izX zovimo zbrajanje i
oznǎcimo ju sa+, a onu koja paru koji se sastoji od jednog skalara i jednog elementa iz
X, pridrǔzuje element izX, zovimo množenje sa skalarom i oznǎcimo ju s ·. Ako je
X zatvoren s obzirom na te dvije operacije i ako te operacije zadovoljavaju svih osam
svojstava opisanih u teoremu 2.2, onda(X,+, ·) zovemovektorski ili linearni prostor .

U kraćoj oznaci, kad se operacije podrazumijevaju, samX će se zvati vektorski prostor. Ele-
menti odX se onda zovu vektori, bez obzira na tošto su oni kao matematički objekti.

Teorem 2.2 pokazuje da je(Vn,+, ·) vektorski prostor. Stoga, ako jex ∈ Vn, n-torku x
možemo jǒs zvati vektor iz Vn, ili ako se Vn podrazumijeva, samo vektor.

Primjer 2.3 Neka suu1, u2, u3, u4, u5 proizvoljni vektori iz Vn. Što znǎci

y = u1 + u2 + u3 + u4 + u5 ?

Vektory računamo po formuli (idúci s lijeva na desno)

y = (( (u1 + u2) + u3) + u4) + u5

Zbog svostva asocijativnosti zbrajanja u Vn, mǒzemoy dobiti i na druge nǎcine, npr.

y = (( (u1 + u2) + u3) + u4) + u5 = ( (u1 + u2) + u3) + (u4 + u5)

= (u1 + u2) + ( u3 + (u4 + u5)) = u1 + ((u2 + u3) + (u4 + u5))

= u1 + (u2 + (u3 + (u4 + u5)))

Kako za zbrajanje vrijedi komutativnost, možemo u svakom od gornjih izraza zamijeniti
poredak sumanada (sumand može biti i zagrada i vektor kaou3).

y = u2 + u1 + u3 + u4 + u5 = u2 + u1 + u4 + u3 + u5

= u2 + u4 + u1 + u3 + u5 = u2 + u4 + u1 + u5 + u3

= u4 + u2 + u1 + u5 + u3 = u4 + u2 + u5 + u1 + u3 = · · ·
= (( (u1 + u2) + u3) + u4) + u5 = ( (u2 + u1) + u3) + (u4 + u5)

= (u2 + u1) + ( u3 + (u5 + u4)) = u1 + ((u3 + u2) + (u5 + u4))

= u1 + (u3 + (u2 + (u5 + u4))) = · · ·

Dakle, kako god ispermutirali vektore i kako god nakon toga postavili zagrade, uvijek
dobivamo isti vektory.
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Primjer 2.4 Neka suu1, u2, . . . ,uk proizvoljni vektori iz Vn i α1, α2, . . . ,αk proizvoljni
realni brojevi. Što znǎci

z = α1u1 + α2u2 + · · · + αkuk ?

Operecija mnǒzenja vektora sa skalarom je višeg prioriteta od zbrajanja vektora. Vektor
z mǒzemo rǎcunati na razne nǎcine. Mǒzda je najprirodnije ovako: prvo izrǎcunamo sve
produkteα1u1, α2u2, . . . ,αkuk koji su svi u Vn; zatim te vektore zbrojimo u redoslijedu
kako su napisani; dakle, prvo računamo zbroj

α1u1 + α2u2 ∈ Vn , zatim dodamo sljedeći vektor

(α1u1 + α2u2) + α3u3 ∈ Vn , zatim dodamo sljedeći vektor

((α1u1 + α2u2) + α3u3) + α4u4 ∈ Vn , zatim sljedéci vektor
...

z = ((· · · ((α1u1 + α2u2) + α3u3) + · · · ) + αk−1uk−1) + αkuk ∈ Vn .

Zbog svojstva asocijativnosti i komutativnosti zbrajanjavektora, do vektoraz mogli smo
doći i tako da smo po volji ispermutirali vektoreαiui i onda ih zbrojili u bilo kojem
redosljedu (stavljajúci zagrade po volji). Vektorz je uvijek u Vn.

Uvedimo sada vǎzan pojamlinearne kombinacije vektora.

Neka jez ∈ Vn i neka suu1, u2, . . . ,uk takoder iz Vn. Ako vrijedi

z = α1 u1 + α2 u2 + · · ·+ αk uk

za neke skalare (realne brojeve)α1, α2, . . . ,αk, onda kǎzemo da jez linearna kombinacija
vektorau1, u2, . . . ,uk ili da je z linearna kombinacija skupa vektora{ u1, u2, . . . ,uk }.

Da bismo razumjeli vǎznost zatvorenosti vektorskog prostora u odnosu na operacije zbrajanja
i množenja skalarom, vratimo se (vektorskom) prostoru Vn. Promotrimo sljedéce vektore iz
Vn:

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0)
e2 = (0, 1, 0, . . . , 0)
e3 = (0, 0, 1, . . . , 0)
...
en = (0, 0, 0, . . . , 1).

(2.5)

Neka jex = (x1, . . . , xn) ∈ Vn. Jer je Vn zatvoren s obzirom na operacije zbrajanja i
mnǒzenja skalarom, znamo da je
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y = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen (2.6)

takoder element iz Vn. Doista, mnǒzenje svakog vektoraei realnim brojemxi ne izvodi nas
iz skupa Vn, a isto tako bilo koji redoslijed sumiranja tih izmnoženih vektora ne izvodi nas iz
Vn. Koristéci definiciju (2.3) mnǒzenja i (2.2) zbrajanja n-torki, dobivamo

y = x1e1 + x2e2 + · · · xnen = (x1, 0, . . . , 0) + (0, x2, . . . , 0) +

· · ·+ (0, 0, . . . , xn) = (x1, . . . , xn) = x.

Pǒsli smo od proizvoljnog vektorax ∈ Vn, pa iz njegovih komponenti izgradili vektory, pa
pokazali da jey zapravox. Zaključujemo da za svakix ∈ Vn vrijedi

x = x1e1 + x2e2 + · · · xnen. (2.7)

Zaključujemo da se svaki vektorx iz Vn može prikazati kao linearna kombinacija istog
skupa vektora{e1, . . . , en}. Zato kǎzemo da je Vn razapet skupom vektora{e1, . . . , en}
ili kraće, vektorimae1, . . . , en. Jǒs se kǎze da je{e1, . . . , en} skup vektoraizvodnica za
Vn.

Vektorski potprostori od V n

Oznǎcimo saZ skup svih vektora iz Vn koji se mogu zapisati u obliku

z = (z1, z2, 0, 0, . . . , 0), (2.8)

gdje suz1 i z2 proizvoljni realni brojevi. Drugim rijěcima,Z se sastoji od svih onih n-torki
koje imaju svojstvo da su im zadnjen − 2 komponente nula. Tvrdimo da je skupZ zajedno
sa operacijama zbrajanja n-torki i množenja n-torki skalarom, vektorski prostor. Da bi to
provjerili, prvo trebamo dokazati da jeZ zatvoren u odnosu na obje operacije. Uzmimo zato
proizvoljneu, v ∈ Z i α ∈ R. Tada je

u = (u1, u2, 0, . . . , 0) i v = (v1, v2, 0, . . . , 0),

pa je

u+ v = (u1 + v1, u2 + v2, 0, . . . , 0),

αu = (αu1, αu2, 0, . . . , 0).
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Dakle i u + v i αu imaju zadnjen − 2 komponente nula pa su elementi skupaZ. Time je
dokazano da jeZ zatvoren u odnosu na dane operacije. Da bi bio vektorski prostor, moraju
na skupuZ operacije+ i · zadovoljavati svih osam svojstava iz teorema 2.2. Za svojstva
(i),(ii),(v)—(viii) to je jasno jer su elementi izZ ujedno i elementi iz Vn. Neutralni element
o ∈ Vn ima sve, pa zato i zadnjihn − 2 komponenata nula, pa leži u Z. Konǎcno, suprotni
element od(z1, z2, 0, . . . , 0) je (−z1,−z2, 0, . . . , 0) pa je on takoder u Z. Dakle, (Z,+, ·)
je vektorski prostor. Kako je on kao skup, podskup od Vn, naziva se vektorski (ili linearni)
potprostor od Vn.

Nije svaki podskup od Vn vektorski potprostor. Npr, ako uzmemo

S = {(1, u2, 0, . . . , 0); u2 ∈ R} ⊂ Vn,

tadaće svaki zbroj dva vektora izS biti oblika (2, t, 0, . . . , 0), t ∈ R. Dakle, skupS nije
zatvoren s obzirom na zbrajanje. Na slični nǎcin se pokǎze daS nije zatvoren niti u odnosu
na mnǒzenje skalarom. Još laǩse se vidi daS ne mǒze biti vektorski prostor provjerom da li
je nul-element iz Vn u S. Naime, svaki potprostor od Vn mora sadřzavati neutralni element iz
Vn. Jasno daS ne sadřzi o jer o nema prvu komponentu jedan već nula.

Opišimo sada nǎcin kako se iz danog skupa vektora{a1, a2, . . . , ap} ⊂ Vn može izgraditi
najmanji vektorski potprostor od Vn koji sadřzi sve te vektore. Neka jeL(a1, a2, . . . , ap) skup
svih linearnih kombinacija vektoraa1, a2, . . . , ap. To mǒzemo matematički zapisati kao

L(a1, a2, . . . , ap) = {α1a1 + α2a2 + · · ·+ αpap; α1, α2, . . . , αp ∈ R}.

Prvo uǒcimo da jeL(a1, a2, . . . , ap) ⊆ Vn. Zaista, svaki element izL(a1, a2, . . . , ap) je neka
linearna kombinacija vektoraa1, a2, . . . , ap koji su svi iz Vn, pa je onda i ta linearna kom-
binacija iz Vn. Dakle, svaki element odL(a1, a2, . . . , ap) je u Vn, pa jeL(a1, a2, . . . , ap)
podskup od Vn. Stoga, ako zbrajamo vektore izL(a1, a2, . . . , ap) ili ih množimo sa skalarom,
dobivamo vektore iz Vn.

Zatim uǒcimo da zbroj dviju linearnih kombinacije izL(a1, a2, . . . , ap),

(α1a1 + α2a2 + · · ·+ αpap) + (β1a1 + β2a2 + · · ·+ βpap)

= (α1 + β1)a1 + (α2 + β2)a2 + · · ·+ (αp + βp)ap

daje opet linearnu kombinaciju izL(a1, a2, . . . , ap). Isto vrijedi i za produkt sa skalarom,

α(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βpap) = (αβ1)a1 + (αβ2)a2 + · · ·+ (αβp)ap.
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Dakle jeL(a1, a2, . . . , ap) zatvoren u odnosu na operacije zbrajanja i množenja skalarom.
Lako se provjeri da(L(a1, a2, . . . , ap),+, ·) zadovoljava sve uvjete nabrojene u teoremu 2.2.
Npr. neutralni element se dobije linearnom kombinacijon vektoraa1, a2, . . . , ap u kojoj su svi
skalariαi nule. Inverzni element odα1a1 +α2a2 + · · ·+αpap je−α1a1−α2a2− · · · −αpap.

Dakle L(a1, a2, . . . , ap) je vektorski potprostor od Vn. On sadřzi vektor ai jer je
ai = 0 · a1+ · · ·+0 · ai−1+1 · ai+0 · ai+1+ · · ·+0 · ap. Kako to vrijedi za svakoi, skup
vektora{a1, a2, . . . , ap} je sadřzan uL(a1, a2, . . . , ap). To je ujedno najmanji potpros-
tor od Vn sa tim svojstvom, jer svaki potprostor od Vn koji sadřzi {a1, a2, . . . , ap} nužno
sadřzi i sve linearne kombinacije skupa{a1, a2, . . . , ap} pa zato sadrži i L(a1, a2, . . . , ap).

Iz definicije se vidi daL(a1, . . . , ap) ovisi o skupu vektora{a1, . . . , ap}, pa je

L(a1, . . . , ap) = L(aπ(1), . . . , aπ(p)) za svaku permutacijuπ skupa{1, . . . , p}.

Zbog te odredenostiL(a1, a2, . . . , ap) se naziva vektorski (linearni) potprostor od Vn razapet
skupom vektora{a1, a2, . . . , ap} ili kraće: razapet vektorimaa1, a2, . . . , ap. Ako je

L(a1, . . . , ap) = X,

tada se{a1, a2, . . . , ap} još nazivarazapinju ći skupzaX ili skup (sistem) vektora izvodnica
zaX. Zapravo,X ima beskonǎcno razapinjúcih skupova, a zapisX = L(a1, . . . , ap) samo
ukazuje da je{a1, a2, . . . , ap} jedan takav skup.

Primjer 2.5 Neka jeZ prvi potprostor od Vn kojeg smo upoznali. Tada jeZ = L(e1, e2).
Pokǎzimo da jeZ razapet npr. svakim od skupova{(ξ, η, 0, . . . , 0), (ξ,−η, 0, . . . , 0)} gdje
suξ, η bilo kakvi od nule razlǐciti realni brojevi.
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Rješenje. Dakle, moramo pokazati da se proizvoljni vektorx ∈ Z može prikazati kao
linearna kombinacija vektoraf1 = (ξ , η , 0, . . . , 0) i f2 = (ξ ,−η , 0, . . . , 0). Znǎci,
moramo pokazati da postoje realni brojeviα1 i α2, takvi da jex = α1f1+α2f2. Zapisom,
to znǎci daželimo náci realneα1 i α2 koji zadovoljavaju

(x1, x2, 0, . . . , 0) = α1(ξ , η , 0, . . . , 0) + α2(ξ ,−η , 0, . . . , 0)
= (α1ξ , α1η , 0, . . . , 0) + (α2ξ ,−α2η , 0, . . . , 0)

= (α1ξ + α2ξ , α1η − α2η , 0, . . . , 0) .

Da bi n-torkax na lijevoj strani bila jednakan-torki na desnoj strani zadnje jednakosti,
mora biti

x1 = ξ(α1 + α2) ⇒ α1 + α2 =
x1

ξ
jer je ξ 6= 0

x2 = η(α1 − α2) ⇒ α1 − α2 =
x2

η
jer jeη 6= 0

Iz zadnjeg sustava, zbrajanjem i oduzimanje jednadžbi, dobije se

α1 =
1

2

(

x1

ξ
+

x2

η

)

, α2 =
1

2

(

x1

ξ
− x2

η

)

.

Primjer 2.6 Neka je A podprostor od V3 razapet vektorima (trojkama)(1, 1, 0),
(−1, 1, 1). Tada mǒzemo postaviti pitanje: je li vektor(3, 1,−1) uA ?

Rjěsenje. Iz definicije slijedi da je(3, 1,−1) ∈ A ako postoje realni brojeviα1, α2 takvi
da je

(3, 1,−1) = α1(1, 1, 0) + α2(−1, 1, 1) = (α1 − α2, α1 + α2, α2).

Jer lijeva trojka mora biti jednaka desnoj trojci, dobivamotri jednaďzbe sa dvije nepoz-
nanice,

α1 − α2 = 3

α1 + α2 = 1

α2 = −1.
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Nastavak:
Iz zadnje jednaďzbe dobivamoα2 = −1, a iz drugeα1 = 1 − α2 = 2. Uvrštavajúci
dobivene vrijednosti zaα1, α2 u prvu jednaďzbu dobivamoα1−α2 = 2− (−1) = 3 pa je
i ona zadovoljena. Zakljǔcujemo da je

(3, 1,−1) = 2 · (1, 1, 0) + (−1) · (−1, 1, 1),
pa je(3, 1,−1) ∈ A.

Iz zadnjeg primjera vidimo da za odgovor na upit pripada li neki vektor nekom potprostoru
moramo rijěsiti jedan sustav linearnih jednadžbi gdje sečak broj nepoznanica ne poklapa
s brojem jednaďzbi. To nas vodi prema problemu rješavanja oṕceg sustava odm linearnih
jednaďzbi san nepoznanica. Tome problemućemo se vratiti kasnije.

Zadaci

1. Pokǎzite

(α1a1 + α2a2 + · · ·+ αpap) + (β1a1 + β2a2 + · · ·+ βpap)

= (α1 + β1)a1 + (α2 + β2)a1 + · · ·+ (αp + βp)a1

2. Pokǎzite matematǐckom indukcijom

α(β1a1 + β2a2 + · · ·+ βpap) = (αβ1)a1 + (αβ2)a2 + · · ·+ (αβp)ap.

3. Permutacijap skupaSn = {1, 2, . . . , n} je svaki redoslijed (uredaj) tih brojeva. Obǐcno se
koristi oznaka

p =

(

1 2 · · · n
p(1) p(2) · · · p(n)

)

Pritom gornji red oznǎcava prirodni redoslijed brojeva izSn, a donji onaj koji definira permu-
taciju. Jǒs kǎzemo da se je polazni niz brojeva1, 2, . . . , n tako ispermutirao (permutacijom
p) da na prvo mjesto dolazi brojp(1), na drugo mjesto brojp(2), itd. nan-to mjesto brojp(n).
Ili da 1 po permutaciji prelazi up(1), 2 u p(2), itd. n prelazi up(n).

Napǐsite sve permutacije skupa{1, 2, 3}.
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Kartezijevi koordinatni sustavi

Geometrijska interpretacija algebarskih koncepata je uvijek korisna, ako je mogúca, jer nam
omogúcava vizualizaciju i problema i rješenja problema. U tu svrhu posebno su važni slǔcajevi
kad jen = 2 i n = 3. Oznǎcimo sa E2 i E3 dvodimenzionalne i trodimenzionalne brojevne
sustave, poznate pod imenom Kartezijevi koordinatni sustavi. Mi ćemo koristiti E3 .

Točka P u E3 odredena je sa tri realna broja(p1, p2, p3) koji predstavljaju koordinate te
točke s obzirom na Kartezijev koordinatni sustav. Ako koordinate oznǎcimo kao u analitǐckoj
geometriji sx, y i z, tada su koordinate od P:x = p1, y = p2, z = p3.

Sa čime u E3 povezati vektore iz V3? Vektorv = (v1, v2, v3) ∈ V3 povezujemo s us-
mjerenom dǔzinom u E3 koja ima pǒcetak u ishodǐstu (tǒcki s koordinatama(0, 0, 0)), a kraj
u točki s koordinatama(v1, v2, v3). Važno je zapamtiti da usmjerena dužina koja reprezentira
neki element iz V3 uvijek starta iz ishodišta. Zato takove usmjerene dužine jǒs zovemo radij-
vektori1. Jednakost dvaju elemenataa, b ∈ V3 odgovara u E3 jednakosti pripadnih radij-
vektora (oni zavřsavaju u istoj tǒcki).

Sumi elemenataa, b ∈ V3 odgovara radij vektor koji se dobije kao suma pripadnih radij-
vektora pomócu pravila paralelograma. Dakle, ako sua = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3) onda je
a+b = (a1+b1, a2+b2, a3+b3), a pripadni radij-vektori završavaju u tǒckama s koordinatama
(a1, a2, a3), (b1, b2, b3) i (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3), respektivno. Jasno je da suma dvaju radij-
vektora uvijek lězi u ravnini razapetoj radij-vektorima koji ulaze u sumu.

Množenje elementaa ∈ V3 s brojemα rezultira u produljenju (ako je|α| > 1) ili skraćenju
(ako je |α| < 1) radij-vektora koji odgovara vektorua. Naime, ako jea = (a1, a2, a3) tada
je zavřsna tǒcka radij-vektora koji odgovara vektorua odnosnoαa odredena koordinatama
(a1, a2, a3) odnosno(αa1, αa2, αa3). Odmah vidimo da oba radij-vektora leže na istom pravcu
dok im je smjer isti (suprotan) ako jeα > 0 (α < 0). Nulvektor u V3 odgovara ishodištu, a to
se dogada kad jeα = 0.

Svaki potprostor od V3 zatvoren je u odnosu na operacije zbrajanja i množenja skalarom.
Nul-vektor gledan kao skup,čiji je jedini elemento = (0, 0, 0) još nazivamo nul-dimenzional-
ni potprostor od V3 . Potprostor koji je razapet s jednim vektorom, koji ne smijebiti o, na-
zivamo jednodimenzionalni potprostor od V3 . Potprostor koji je razapet s dva vektora koji
ne lěze na istom pravcu nazivamo dvodimenzionalnim potprostorom od V3 . Konǎcno, pot-
prostor koji je razapet s tri vektora koji ne leže u istoj ravnini nazivamo trodimenzionalnim
potprostorom od V3 . Pojam dimenzije vetorskog prostoraćemo definirati u 5. poglavlju (de-
finicija 5.14).

Na osnovu pravila za množenje radij-vektora skalarom i za zbrajanje radij-vektora, za-
ključujemo da

• 0-dimenzionalnom potprostoru u V3 odgovara u E3 ishodǐste;

1Kasnije ćemo uvesti pojam “paralelnih usmjerenih dužina” i “klasa ekvivalencije paralelnih usmjerenih
dužina” kojeće nam omogúciti da usmjerene dǔzine odvojimo od ishodišta
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• 1-dimenzionalnom potprostoru u V3 odgovara u E3 pravac koji prolazi ishodištem;

• 2-dimenzionalnom potprostoru u V3 odgovara u E3 ravnina koja prolazi ishodištem;

• 3-dimenzionalnom potprostoru u V3 odgovara u E3 cijeli prostor.

2.2 Vektorski prostor Cn

SaCn oznǎcimo skup svih n-torki kompleksnih brojeva. Zbrajanje takovih n-torki definiramo
na isti nǎcin kao i u slǔcaju realnih n-torki. Kod mnǒzenja skalarom dopuštamo da skalar bude
kompleksan broj. Dakle, ako suz = (z1, z2, . . . , zn), w = (w1, w2, . . . , wn) ∈ Cn i ζ ∈ C

proizvoljni, tada je

z + w = (z1 + w1, z2 + w2, . . . , zn + wn), ζz = (ζz1, ζz2, . . . , ζzn).

Odmah se vidi da jeCn zatvoren u odnosu na operaciju zbrajanja n-torki i množenja n-torki
skalarom. Takoder se lako provjeri da operacije+ i · naCn zadovoljavaju svih osam uvjeta iz
teorema 2.2. Stoga je(Cn,+, ·) vektorski prostor.

Kako komponente n-torki i skalari koji ih množe pripadaju skupuC, (Cn,+, ·) zovemo
vektorski prostor n-torki nadC ili vektorski prostor kompleksnih n-torki. Kao i prije, jedins-
tveni neutralni element jeo = (0, 0, . . . , 0), a inverzni element odz je−z = (−z1, . . . ,−zn).

Linearna kombinacija vektoraa1, . . . , ak ∈ Cn je vektorz = α1a1 + α2a2 + · · · + αkak,
pri čemu su skalariα1, . . . , αk općenito kompleksni. Skup svih linearnih kombinacija vektora
a1, . . . , ak oznǎcavamo sL(a1, . . . , ak). Taj podskup odCn opskrbljen operacijama+ i · iz
Cn čini vektorski prostor koji je potprostor od(Cn,+, ·).

Osim standardnih binarnih operacija+ i ·, naCn prirodno je definirana unarna operacija
kompleksne konjugacijē koja svakoj n-torkiz = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn pridružuje n-torku
z̄ = (z̄1, z̄2, . . . , z̄n). Vektor z̄ ∈ Cn zove se (kompleksno) konjugirani vektorz.
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2.3 Oṕci vektorski prostor

Vektorski prostori Vn i Cn sagradeni su nad skupovima realnih i kompleksnih brojeva,R i
C . Ti skupoviR i C obogáceni su dodatnim svojstvima jer su na njima definirane operacije
zbrajanja i mnǒzenja (realnih i kompleksih) brojeva. Te operacije imaju posebna svojstva, koja
od skupovaR i C stvaraju posebnu matematičku strukturu koja se nazivapolje. Oznǎcimo sa
Φ skupoveR ili C. TadaΦ ima sljedéca svojstva:

1. α + (β + γ) = (α + β) + γ za sveα, β, γ ∈ Φ (asocijativnost zbrajanja)

2. Postoji (neutralan za zbrajanje) element0 ∈ Φ takav da je

α + 0 = 0 + α = α za svakoα ∈ Φ

3. Za svakiα ∈ Φ postoji (inverzni u odnosu na zbrajanje) element−α za koji vrijedi:

α + (−α) = (−α) + α = 0

4. α + β = β + α za sveα, β ∈ Φ (komutativnost zbrajanja)

5. (αβ)γ = α(βγ) za bilo kojeα, β, γ ∈ Φ (asocijativnost mnǒzenja uΦ)

6. Postoji (neutralan za množenje) element1 ∈ Φ, takav da je

α · 1 = 1 · α = α za svakoα ∈ Φ

7. Za svakiα ∈ Φ koji nije 0, postoji inverzni (u odnosu na množenje) elementα−1 za
koji vrijedi:

αα−1 = α−1α = 1

8. α(β + γ) = αβ + αγ za sveα, β, γ ∈ Φ (lijeva distributivnost)

(β + γ)α = βα + γα za sveα, β, γ ∈ Φ (desna distributivnost)

9. αβ = βα za sveα, β ∈ Φ (komutativnost mnǒzenja).

2.3.1 Grupa

Zamislimo sada da jeΦ neki skup na kojem je definirana samo jedna binarna operacijakoju
oznǎcimo sa◦. Dakle◦ pridružuje svakom paru elemenata izΦ opet element izΦ, pa je dakle
Φ zatvoren s obzirom na operaciju◦. Ako pritom vrijede:

• svojstvo asocijativnosti,
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• svojstvo postojanja neutralnog elementa i

• svojstvo da za svaki element odΦ postoji inverzni element

onda se(Φ, ◦) nazivagrupa. Ako je operacija◦ slična operaciji zbrajanja (množenja) onda
grupa dobiva pridjevaditivna (multiplikativna ). Ako za(Φ, ◦) vrijedi još i

• svojstvo komutativnosti

onda se zoveAbelova ili komutativna grupa.

Podgrupa.

Neka jeS ⊂ Φ neki podskup skupaΦ pri čemu je(Φ , ◦ ) grupa. Ako sux, y ∈ S, tada je
očito x ◦ y ∈ Φ. Ako medutim za svaka dva elementax, y ∈ S vrijedi x ◦ y ∈ S, tada je
S zatvoren u odnosu na operaciju◦. Za svaki elementx iz S postoji (jer jex i u Φ) inverzni
elementx−1 uΦ i on nije nǔzno uS.

Ako je S zatvoren u odnosu na◦, ako je neutralni element grupeΦ u S i ako je za svaki
elementx odS, x−1 takoder uS, tada se skupS zajedno sa (nasljedenom izΦ) operacijom
◦ nazivapodgrupa grupeΦ. Dakle, da bi bio podgrupa odΦ, podskupS mora biti i sam
grupa uz istu binarnu operaciju.

Izomorfizam grupa.

Pretpostavimo da imamo dvije grupe(G1, ◦), (G2, ⋄) i preslikavanjef : G1 7→ G2. Ako
vrijedi

f(g1 ◦ g2) = f(g1) ⋄ f(g2) za svakog1, g2 ∈ G1

tada sef naziva homomorfizam grupa. Ako jef i bijekcija (tj. f(G1) = G2 i g1 6= g2 u
G1 povlǎci f(g1) 6= f(x2)) tada sef naziva izomorfizam grupaG1 i G2.

Lako se pokǎze da homorfizam preslikava neutralni element grupeG1 u neutralni element
grupeG2 i inverzni elementg−1 od g ∈ G1 prebacuje u inverzni element[f(g)]−1 elementa
f(g). Izomorfne grupe imaju istovjetnu strukturu, pa dobro proučena jedna grupa daje sve
bitne podatke o grupama koje su joj izomorfne.

Neka osnovna svojstva grupe, kao na primjer jedinstvenost neutralnog elementa i jedins-
tvenost inverznog elementa, bitće dokazani u sklopu dokaza propozicije 2.12.

Grupa permutacija

Lijep primjer grupe je tzv. grupa permutacija. Prvo definirajmo permutacije.

Neka jeNn neki konǎcan skup odn elemenata.Permutacija p skupaNn je svaka bijek-
cija skupaNn na sebe. Skup svih permutacija skupaNn oznǎcavamo saΠn.



28 POGLAVLJE 2. UVOD U VEKTORSKE PROSTORE

Radi jednostavnosti razmatranja, umjesto sa općim skupomNn radit ćemo sa sa skupom

Sn = {1, 2, . . . , n} .

Permutaciju skupaSn oznǎcavamo sa

p =

(

1 2 . . . n
p(1) p(2) . . . p(n)

)

.

Na primjer, ako jen = 5, imamoSn = {1, 2, 3, 4, 5} i

p =

(

1 2 3 4 5
5 3 1 2 4

)

. (2.9)

je jedna permutacija. Na pitanje koliko ima takovih permutacija odgovara

Propozicija 2.7 SkupΠn iman! = 1 · 2 · . . . · n elemenata.

Produkt permutacija definiramo kao kompoziciju funkcija.

Ako sup, q ∈ Πn, tada je produktq ◦ p definiran relacijom

(q ◦ p)(i) = q(p(i)), 1 ≤ i ≤ n.

Primjer 2.8 Ako je npr.p kao u relaciji (2.9), a

q =

(

1 2 3 4 5
5 4 3 2 1

)

,

tada je

q ◦ p =

(

1 2 3 4 5
5 4 3 2 1

)(

1 2 3 4 5
5 3 1 2 4

)

=

(

1 2 3 4 5
1 3 5 4 2

)

.

Teorem 2.9 (Πn, ◦) je multiplikativna grupa.
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Dokaz. Kompozicija dviju bijekcija je opet bijekcija, pa je produkt permutacija opet
permutacija. Svojstvo asocijativnosti slijedi izčinjenice da asocijativnost vrijedi općenito
za kompoziciju triju funkcija. Neutralni elemente je očito definiran se(i) = i za sve
1 ≤ i ≤ n, dok za inverzni element vrijedi

(

1 2 . . . n
p(1) p(2) . . . p(n)

)−1

=

(

p(1) p(2) . . . p(n)
1 2 . . . n

)

, (2.10)

pa preostaje samo gornji i donji red u oznaci za permutaciju na desnoj strani jednako
ispreslǒziti, tako da prvi red postane1 2 · · · n.

Npr. zap iz relacije (2.9) imamo

p−1 =

(

5 3 1 2 4
1 2 3 4 5

)

=

(

1 2 3 4 5
3 4 2 5 1

)

.

Ako za bilo koju permutacijup definiramo

p ◦ Πn = {q; q = p ◦ s, s ∈ Πn}
Πn ◦ p = {q; q = s ◦ p, s ∈ Πn} ,

onda iz teorema 2.9 slijedi

p ◦ Πn = Πn ◦ p = Πn za svakop ∈ Πn. (2.11)

To je svojstvo svake grupe: ako jep iz grupe i akoq
prolazi cijelom grupom, istǒcini i p◦ q odnosnoq ◦p.

Promotrimo jǒs specijalne permutacije

pij =

(

1 . . . i . . . j . . . n
1 . . . j . . . i . . . n

)

, 1 ≤ i < j ≤ n, (2.12)

koje zovemo transpozicije (ili zamjene). Za njih vrijedi

pij ◦ pij = e, pa je p−1ij = pij .

Može se pokazati da se svaka permutacija može prikazati kao produkt transpozicija.
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2.3.2 Prsten, tijelo, polje
Neka je sadaΦ skup na kome su definirane dvije binarne operacije koje označimo sa+ i
·. Ako (Φ,+, ·) zadovoljava uvjete 1. – 4., 5. i 8., tada se nazivaprsten. Dakle,(Φ,+, ·)
je prsten ako je aditivna Abelova grupa na kojoj je definiranomnǒzenje elemenata koje
zadovoljava svojstvo asocijativnosti i obostrane distributivnosti. Ako jǒs vrijedi uvjet 6.,
tada govorimo oprstenu sa jedinicom. Ako vrijedi uvjet 9., tada jeprsten komutativan.

Ako za(Φ,+, ·) vrijede svojstva 1.—8., tada se takova algebarska struktura nazivatijelo .
Dakle tijelo ima to svojstvo da je(Φ,+) aditivna Abelova grupa,(Φ̃, ·) je multiplikativna
grupa, a vrijedi i svojstvo obostrane distributivnosti. Ovdje je Φ̃ = Φ \ {0} skupΦ bez
neutralnog elementa za zbrajanje. Ako je još (Φ̃, ·) komutativna multiplikativna grupa,
onda se(Φ,+, ·) zovepolje.

Primjer 2.10 Neka jeP skup svih polinoma realne varijable s realnim koeficijentima.
Uvedimo u taj skup operaciju zbrajanja. Za dva polinomap, q ∈ P,

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

q(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + · · ·+ b1x+ b0

zbrojp+ q je polinoms ∈ P koji ćemo definirati na sljedeći nǎcin.
Ako je n > m, napǐsimoq u obliku (ovdje subn = bn−1 = · · · = bm+1 = 0 )

q(x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ bmx
m + bm−1x

m−1 + · · ·+ b1x+ b0.

Ako jem > n, napǐsimop u obliku (ovdje suam = · · · = an+1 = 0)

p(x) =amx
m + · · ·+ anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

Tada jes polinom stupnjar = max{m,n}, za koji vrijedi

s(x) = (ar + br)x
r + (ar−1 + br−1)x

r−1 + · · ·+ (a1 + b1)x+ (a0 + b0).

Pokǎzite da za tako definiranu operaciju zbrajanja polinoma vrijede svojstva asocijativ-
nosti i komutativnosti. Neutralni element je nula-polinomkoji ima sve koeficijente nula.
Inverz odp je −p i on ima sve koeficijente suprotnog predznaka od koeficijenata odp.
Stoga je(P ,+) aditivna Abelova grupa.
Definirajmo i mnǒzenje polinoma:t = p · q, gdje sup i q kao prije,

t(x) = (ambn)x
m+n + (ambn−1 + am−1bn)x

m+n−1 + · · · + (a1b0 + a0b1)x+ a0b0.

Pritom smo svakǐclan polinomap pomnǒzili sa svakimčlanom polinomaq, tako dobijene
članove zbrojili i poslǒzili tako da potencije odx padaju.
Pokǎzite da je(P ,+, ·) komutativni prsten s jedinicom.
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Primjeri algebarskih struktura, grupa, prstenova, tijelai polja dani su kroz zadatke. Uočimo
da suR i C polja. Zato govorimo da je Vn vektorski prostor nad poljem realnih brojeva, dok
je Cn vektorski prostor nad poljem kompleksnih brojeva.

2.3.3 Apstraktni vektorski prostor ∗

Općenito se vektorski prostor definira nad proizvoljnim tijelom. Dakle, za definiciju vektor-
skog prostora moramo imati dva skupa:

• skup elemenata koje zovemo vektori (u dosadašnjim primjerima n-torke) i

• skup elemenata koje zovemo skalari.

Skup vektora oznǎcimo saX, a skup skalara saΦ. SkupΦ mora biti tijelo (ili polje), dakle
moraju biti definirane operacije zbrajanja i množenja skalara sa posebnim svojstvima. Na
skupuX moraju takoder biti definirane dvije operacije: zbrajanje vektora koje pretvaraX u
aditivnu Abelovu grupu i mnǒzenje vektora skalarom koje mora zadovoljavati uvjete 5.—8. iz
teorema 2.2. Da u ovim uvodnim razmatranjima apstraktnog vektorskog prostora ne bi došlo
do nejasnóca, operacije naΦ ćemo oznǎciti sa+ i ·, a operacije naX sa⊕ i ⊗. Kasnijećemo
⊕ i ⊗ zamijeniti s+ i ·.

Definicija 2.11 Vektorski ili linearni prostor je algebarska struktura koja se sastoji od
dva skupa:X čije elemente zovemo vektori iΦ čije elemente zovemo skalari. Na skupu
Φ su definirane dvije binarne operacije u oznaci+ i · koje čine (Φ,+, ·) tijelom. Na
skupuX su definirane operacije zbrajanja vektora⊕ i mnǒzenja⊗ vektora skalarom iz
Φ. Pritom je(X,⊕) aditivna Abelova grupa, a za operaciju⊗ vrijede sljedéca svojstva
kompatibilnosti:

(a) α⊗ (x⊕ y) = α⊗ x⊕ α⊗ y za bilo kojex, y ∈ X, α ∈ Φ
(distributivnost mnǒzenja prema zbrajanju uX)

(b) (α + β)⊗ x = α⊗ x⊕ β ⊗ x za bilo kojex ∈ X, α, β ∈ Φ
(distributivnost mnǒzenja prema zbrajanju uΦ)

(c) α⊗ (β ⊗ x) = (α · β)⊗ x za bilo kojex ∈ X, α, β ∈ Φ
(kompatibilnost mnǒzenja)

(d) Ako je1 ∈ Φ neutralni element za množenje uΦ, tada je
1⊗ x = x za svakox ∈ X (netrivijalnost mnǒzenja).

Svojstva distributivnosti lako se korištenjem matematičke indukcije prǒsire na na pro-
izvoljni broj sumanada (u (a) vektora izX, u (b) skalara izΦ). Pokǎzimo neka vǎzna svojstva
algebarske strukture tijela i vektorskog prostora.
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Propozicija 2.12 Neka je (X,⊕,⊗) vektorski prostor nad tijelom
(Φ,+, ·).

(i) Neutralni elementi za zbrajanje i množenje uΦ su jedinstveni. Neutralni element za
zbrajanje uX je jedinstven.

(ii) Za svakiα ∈ Φ inverzni element odα s obzirom na+ je jedinstven. Akoβ ∈ Φ
nije neutralan za zbrajanje, njemu inverzni element s obzirom na· je jedinstven. Za
svakix ∈ X inverzni element s obzirom na⊕ je jedinstven.

(iii) Ako je o ∈ X neutralni element s obzirom na⊕, tada za svakoα ∈ Φ vrijedi
α ⊗ o = o. Ako je0 ∈ Φ neutralni element s obzirom na+, tada za svakoα ∈ Φ
vrijedi α · 0 = 0 · α = 0.

(iv) Ako je0 ∈ Φ neutralni element s obzirom na+, ao ∈ X neutralni element s obzirom
na⊕, tada za svakox ∈ X vrijedi 0⊗ x = o.

(v) Ako je1 ∈ Φ neutralni element s obzirom na·, a −1 njegov inverzni element uΦ s
obzirom na+, tada za svakox ∈ X vrijedi (−1) ⊗ x = −x, gdje je−x inverzni
element odx uX s obzirom na⊕.

Dokaz. (i) Dovoljno je pokazati da je u proizvoljnoj grupi(G, ◦) neutralan element je-
dinstven. Pretpostavimo da postoje dva neutralna elementae i e′. Tada mora vrijediti
e ◦ e′ = e′ jer je e neutralan. Ali ie′ je neutralan pa mora bitie ◦ e′ = e. Jer su u ovim
jednakostima lijeve strane jednake moraju biti i desne, tj.mora bitie′ = e.
(ii) Dovoljno je pokazati da u proizvoljnoj grupi(G, ◦) svaki element ima jedinstven
inverzni element. Pretpostavimo da elementg ∈ G ima dva inverza,g′ i g′′. Znǎci, pret-
postavljamo da vrijedig ◦g′ = g′ ◦g = e i g ◦g′′ = g′′ ◦g = e, gdje jee neutralni element.
Koristéci te relacije i svojstvo asocijativnosti odmah dobivamo

g′′ = g′′ ◦ e = g′′ ◦ (g ◦ g′) = (g′′ ◦ g) ◦ g′ = e ◦ g′ = g′.

(iii) Jer jeo ∈ X neutralni element sigurno vrijedio = o⊕ o. Prema svojstvu distributiv-
nosti, za svakoα vrijedi

α⊗ o = α⊗ (o⊕ o) = α⊗ o⊕ α⊗ o.

Dakle, vektory = α⊗ o ima svojstvoy = y⊕ y. Dodajmo lijevoj i desnoj strani inverzni
element−y s obzirom na⊕. Dobivamoo = y što je i trebalo dokazati.
Druga tvrdnja se dokazuje po istom obrascu. Za dokazα · 0 = 0 (0 · α = 0) se koristi
lijeva (desna) distributivnost uΦ.
(iv) Ako pišemo0 = 0 + 0, tada zakon distributivnosti daje
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0⊗ x = (0 + 0)⊗ x = 0⊗ x⊕ 0⊗ x

pa vektory = 0 ⊗ x zadovoljava jednaďzbuy = y ⊕ y,. Prema dokazanom u (iii), mora
biti y = o.
(v) Koristéci (iv) imamo

o = 0⊗ x = (1 + (−1))⊗ x = 1⊗ x⊕ (−1)⊗ x,

odakle odmah, prema tvrdnji (ii), zaključujemo da je(−1) ⊗ x inverzni element odx s
obzirom na⊕.

Na vektorskom prostoruX možemo definirati razliku vektora formulom

x⊖ y = x⊕ (−1)⊗ y = x⊕ (−y) (2.13)

Napomenimo da se u prvom izrazu na desnoj strani definicijskejednakosti, operacija množenja
izvršava prije operacije zbrajanja jer je višeg prioriteta. Ista formula vrijedi i za skalare izΦ:
α− β = α + (−1) · β = α + (−β).

Propozicija 2.13 Neka je (X,⊕,⊗) vektorski prostor nad tijelom
(Φ,+, ·). Tada za operaciju odbijanja vrijede formule analogne formulama (a) i
(b) iz definicije 2.11,

(α− β)⊗ x = α⊗ x⊖ β ⊗ x, x ∈ X, α, β ∈ Φ (2.14)

α⊗ (x⊖ y) = α⊗ x⊖ β ⊗ x, x, y ∈ X, α,∈ Φ . (2.15)

Dokaz. Koristéci redom svojstva (b) i (c) iz definicije 2.11 i definiciju razlike (2.13),
dobivamo

(α− β)⊗ x = (α + (−β))⊗ x = α⊗ x⊕ (−β)⊗ x

= α⊗ x⊕ ((−1) · β)⊗ x = α⊗ x⊕ (−1)⊗ (β ⊗ x)

= α⊗ x⊖ β ⊗ x

Time je dokazana relacija (2.14). Za dokaz realcije (2.15),koristimo definiciju (2.13) te
svojstva (a) i (c) iz definicije 2.11

α⊗ (x⊖ y) = α⊗ [x⊕ (−y)] = α⊗ x⊕ α⊗ (−y)

pa jǒs treba pokazati da jeα ⊗ (−y) = −(α ⊗ y). Zbog tvrdnje (iii) propozicije 2.12
vrijedi

α⊗ (−y)⊕ α⊗ y = α⊗ ((−y)⊕ y) = α⊗ o = o

pa zakljǔcujemo da jeα⊗ (−y) inverzni element odα⊗ y, što je i trebalo dokazati.
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Pokǎzimo jǒs da u vektorskom prostoru smijemo vektorske jednadžbe “kratiti” i sa skala-
rom i sa vektorom.

Propozicija 2.14 Neka je (X,⊕,⊗) vektorski prostor nad tijelom
(Φ,+, ·).

(i) Ako je produktα⊗x skalaraα i vektorax nulvektor i jedan od faktora nije nula, onda
drugi faktor mora biti nula.

(ii) Ako je u jednaďzbi α ⊗ x = β ⊗ x, α, β ∈ Φ, x ∈ X, vektorx 6= o, tada vrijedi
skalarna jednaďzbaα = β.

(iii) Ako je u jednaďzbi α ⊗ x = α ⊗ y, α ∈ Φ, x, y ∈ X, skalarα 6= o, tada vrijedi
vektorska jednaďzbax = y.

Dokaz. (i) Pokǎzimo prvo daα ⊗ x = o i α 6= 0 povlǎci x = o. Zaista, kako u tijeluΦ
postoji inverzα−1, dovoljno je pomnǒziti jednaďzbuα ⊗ x = o sα−1 i iskoristiti uvjete
(c) i (d) iz definicije 2.11 vektorskog prostora i tvrdnju (iii) propozicije 2.12. Dakle, s
jedne strane imamo

α−1 ⊗ (α⊗ x) = (α−1 · α)⊗ x = 1⊗ x = x,

a s drugeα−1o = o, pa jex = o.

Podimo sada od jednadžbeα⊗x = o i pretpostavkex 6= o. Tvrdimo da jeα = 0. Doista,
u protivnom biα 6= 0 i α ⊗ x = o implicirale (kako je pokazano)x = o, a to se protivi
pretpostavcix 6= o. Dakle,α 6= 0 vodi u kontradikciju pa mora bitiα = 0.

(ii) Kori štenjem prve tvrdnje (2.14) propozicije 2.13, imamo

o = α⊗ x⊖ β ⊗ x = (α− β)⊗ x, x 6= o.

Sada iskaz slijedi iz tvrdnje (i) ove propozicije.

(iii) Kori štenjem druge tvrdnje (2.15) propozicije 2.13, imamo

o = α⊗ x⊖ α⊗ y = α⊗ (x⊖ y), α 6= 0,

pa iskaz opet slijedi iz tvrdnje (i) ove propozicije.

Potprostor vektorskog prostora (X,⊕,⊗) je svaki podskup odX koji uz operacije⊕ i
⊗ i sam postaje vektorski prostor nad istim poljem. Da bi to bio, treba a i dovoljno je da je
zatvoren u odnosu na operacije⊕,⊗.

Zaista, ako je(S,⊕,⊗) potprostor od(X,⊕,⊗) (kraće pǐsemoS je potprostor odX) tada
je nǔzno (po definiciji vektorskog prostora) zatvoren u odnosu nate operacije. Obratno, ako
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je podskupS ⊆ X zatvoren u odnosu na operacije⊕,⊗, tada za njega automatski vrijede (jer
je podskup odX) svi uvjeti iz definicije 2.11 pa je(S,⊕,⊗) vektorski prostor.

Dakle, vektorski potprostor je definiran upravo onim operacijama koje su nasljedene od
prostora. Trivijalni vektorski potprostori su jednočlan skup{o} i cijeli X. Da bi neki skup
S ⊆ X bio potprostor nǔzno je i dovoljno da su ispunjeni sljedeći uvjeti:

(a) x⊕ y ∈ S za svaka dva vektorax, y ∈ S

(b) α⊗ x ∈ S za sveα ∈ Φ i x ∈ S

Naime, to su nǔzni i dovoljni uvjeti za zatvorenost skupaS u odnosu na operacije⊕ i ⊗.
Lako se pokǎze da su uvjeti (a) i (b) ekvivalentni uvjetu

(ab) α⊗ x⊕ β ⊗ y ∈ S za svex, y ∈ S i α, β ∈ Φ.

Doista, ako u uvjetu (ab) stavimoα = 1 i β = 1, tada uvjet (ab) postaje uvjet (a). Ako u
uvjetu (ab) stavimoβ = 0, tada uvjet (ab) postaje uvjet (b). Time je pokazano da (ab) povlači
uvjete (a) i (b).

Obratno, koristéci uvjet (b) zakljǔcujemo da su iα ⊗ x i β ⊗ y u S čim suα, β ∈ Φ i
x, y ∈ S. Stoga uvjet (a) povlǎci α ⊗ x ⊕ β ⊗ y ∈ S. Kako suα, β ∈ Φ i x, y ∈ S bili
proizvoljni, dokazali smo da uvjeti (a) i (b) povlače uvjet (ab).

Neka sua1, a2, . . . , ap vektori iz (X,⊕,⊗). Linearna kombinacija vektoraa1, a2, . . . , ap
(ili skupa vektora{a1, a2, . . . , ap}) je svaki vektory oblika

y = α1 ⊗ a1 ⊕ α2 ⊗ a2 ⊕ · · · ⊕ αp ⊗ ap,

gdje suα1, α2 . . . , αp skalari izΦ.

Pokazat́cemo da je najmanji vektorski potprostor koji sadrži sve vektorea1, . . . , ap, potpros-
tor (L(a1, . . . , ap),⊕,⊗). Pritom su elementi odL(a1, . . . , ap) linearne kombinacije skupa
{a1, . . . , ap},

L(a1, . . . , ap) = {α1 ⊗ a1 ⊕ · · · ⊕ αp ⊗ ap ; α1, . . . , αp ∈ Φ}.

Zbog jednostavnosti pisanja označimoL(a1, . . . , ap) sS. Pokǎzimo da jeS vektorski potpros-
tor odX. Dovoljno je provjeriti uvjete (a) i (b). Ako sux, y ∈ S, tada za neke skalareαi i βi,
1 ≤ i ≤ p vrijedi x = α1 ⊗ a1 ⊕ · · · ⊕ αp ⊗ ap i y = β1 ⊗ a1 ⊕ · · · ⊕ βp ⊗ ap. Stoga je
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x⊕ y = α1 ⊗ a1 ⊕ · · · ⊕ αp ⊗ ap ⊕ β1 ⊗ a1 ⊕ · · · ⊕ βp ⊗ ap

= (α1 + β1)⊗ a1 ⊕ · · · ⊕ (αp + βp)⊗ ap

α⊗ x = α⊗ (α1 ⊗ a1 ⊕ · · · ⊕ αp ⊗ ap)

= (α · α1)⊗ a1 ⊕ · · · ⊕ (α · αp)⊗ ap,

pa su ix⊕y i α⊗x linearne kombinacije skupa{a1, . . . , ap}, a to znǎci da su uS. Ovdje smo
koristili svojstva vektorskog prostora ičinjenicu da su svi medurezultati (meduvektori) uS.

Dakle jeS vektorski potprostor odX. I to najmanji od onih koji sadrže{a1, . . . , ap} jer
svaki potprostor odX koji sadřzi {a1, . . . , ap} nužno sadřzi i sve linearne kombinacije od
elemenataa1, . . . , ap, pa zato sadrži i S.

U daljemćemo umjesto oznaka⊕,⊖ i ⊗ koristiti jednostavnije oznake+,−, i ·, pri čemu
ćemo· često izostavljati. Takoder, kad god su operacije⊕ i ⊗ poznate, tj. jasne iz kontek-
sta, umjesto(X,⊕,⊗) ćemo pisatiX. Ako je iz konteksta jasno da se radi o vektorskom
prostoru ili potprostoru, atribut “vektorski” ili “linearni” ćemo kadkad izostavljati.



Poglavlje 3

Skalarni Produkt i Norma

3.1 Skalarni produkt i norma u V n

Operacije zbrajanja vektora i množenja vektora realnim brojem koje smo uveli u Vn imaju
svojstvo da kao rezultat uvijek daju element iz skupa Vn. To svojstvo zatvorenosti je osnovna
znǎcajka vektorskog prostora(Vn,+, ·). Sljedéca korisna operacija koja dvama elementima
skupa Vn pridružuje realni broj zove se skalarni produkt. Iako rezultat te operacije ne pri-
pada skupu Vn, ta operacije je vǎzna jer omogúcuje uvodenje pojmova kaǒsto su duljina (ili
norma) vektora, ortogonalnost vektora i kut izmedu vektora. Takoder daje vrlo prirodan nǎcin
definiranja potprostora pomoću sustava linearnih jednadžbi.

Skalarni produkt u vektorskom prostoru(Vn,+, ·) definiramo na sljedéci nǎcin.

Ako su x = (x1, x2, . . . , xn) i y = (y1, y2, . . . , yn) bilo koja dva elementa iz Vn, tada
skalar definiran relacijom

(x | y) = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn , (3.1)

nazivamoskalarni produkt vektorax i y, u oznaci(x | y) ili x ◦ y,

Dakle, rezultat te operacije je realni broj, jer je desna strana jednaďzbe (3.1) suma produkata
realnih brojeva. Opet ponavljamo da skalarni produkt ne daje rezultat koji pripada skupu Vn,
već daje realni broj koristéci pravilo (3.1).

37
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Primjer 3.1 Ako sua i b elementi prostora V4 i

a = (1, 0, 2,−2), b = (−4, 5, 8, 1),

tada pravilo (3.1) daje

(a | b) = 1 · (−4) + 0 · 5 + 2 · 8 + (−2) · 1
= −4 + 0 + 16− 2 = 10 .

Kao kod svake nove operacije, tako i kod skalarnog produkta,trebamo odrediti osnovna svoj-
stva te operacije i njenu interakciju s postojećim operacijama+ i ·.

Teorem 3.2 Za skalarni produkt vektora vrijede sljedeća svojstva:

(i) (x | x) ≥ 0 za svex ∈ Vn

(ii) (x | x) = 0 ako i samo ako x = 0

(iii) (x | y) = (y | x) za svex, y ∈ Vn

(iv) (αx | y) = α(x | y) za svex, y ∈ Vn i svakiα ∈ R

(v) (x+ y | z) = (x | z) + (y | z) za svex, y, z ∈ Vn

Dokaz. (i) Ako koristéci definiciju (3.1) napǐsemo izraz za skalarni “kvadrat”(x | x),
dobijemo

(x | x) = x1x1 + x2x2 + . . .+ xnxn =
n
∑

i=1

x2
i . (3.2)

(i) Jer su svixi realni brojevi, tvrdnja odmah slijedi.
(ii) Tvrdnja slijedi neposredno iz relacije (3.2).
(iii) Dokaz slijedi direktno iz definicije skalarnog produkta (3.1) zbog komutativnosti
mnǒzenja realnih brojeva.
(iv) Ova tvrdnja slijedi zbog asocijativnosti množenja i distributivnosti mnǒzenja (u od-
nosu na zbrajanje) realnih brojeva.
(v) Tvrdnja slijedi zbog distributivnosti množenja prema zbrajanju realnih brojeva.

Uočimo da svojstva (iii) i (iv) povlǎce

(x | αy) = (αy | x) = α(y | x) = α(x | y) = (αx | y). (3.3)

Svojstva (i) i (ii) teorema 3.2 su posebno važna jer nam omogúcuju definiratiduljinu , odnosno
normu elementa iz Vn.
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Norma odx ∈ Vn, koju oznǎcavamo s‖x‖, definirana je relacijom

‖x‖ =
√

(x | x) . (3.4)

Ako iskoristimo relaciju (3.2), dobivamo

‖x‖ =
√

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n . (3.5)

U V2 odnosno u V3 vrijedi

‖x‖ =
√

x2
1 + x2

2 , ‖x‖ =
√

x2
1 + x2

2 + x2
3 ,

što zapravo nije ništa drugo do li iskaz Pitagorinog teorema u dvije, odnosno tri dimenzije.
Definicija norme vektora iz Vn relacijom (3.5) nije nǐsta drugo nego poopćenje Pitagorinog
teorema nan dimenzija.

Primjer 3.3 Na primjer, ako jea = (1, 0, 2,−2) ∈ V4, onda je

‖a‖ =
√

12 + 02 + 22 + (−2)2 =
√
9 = 3 .

Primijetimo jǒs, da iz svojstava (i), (ii) i (iv) skalarnog produkta slijedi

‖x‖ ≥ 0 , (3.6)

‖x‖ = 0 ako i samo ako x = 0 , (3.7)

‖αx|| = |α| ‖x‖ . (3.8)

Zadnji rezultat je dobiven tako, da u definiciji (3.4) umjesto x pišemoαx, pa korǐstenjem
svojstva (iv) i relacije (3.3) dobijemo faktorα2 ispred korijena,̌sto daje faktor

√
α2 = |α|.

Ako je x ∈ Vn takav da je‖x‖ = 1, onda jex jedinični vektor. Jedinǐcni vektor mǒzemo
dobiti iz svakog netrivijalnog vektora, dijeleći ga sa njegovom normom. Dakle, akoy ∈ Vn

nije nulvektor, onda je

x =

(

1

‖y‖

)

y =
1

‖y‖y
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jedinični vektor u smjeru vektoray. On se jǒs zovenormirani vektor y. Jedinǐcnu duljinu
vektorax možemo provjeriti tako da izrǎcunamo‖x‖ koristéci relaciju (3.8)

‖x‖ =
∥

∥

∥

∥

(

1

‖y‖

)

y

∥

∥

∥

∥

=

∣

∣

∣

∣

1

‖y‖

∣

∣

∣

∣

‖y‖ = 1

‖y‖‖y‖ = 1 .

Jednaďzba (3.8) nam kǎze kako se norma ponaša u kombinaciji s operacijom množenja vek-
tora sa skalarom. Sadaćemo pokazati nekoliko svojstava norme u kombinaciji sa operacijom
zbrajanja u Vn. Korištenjem relacija (3.5) i (3.1) dobivamo

||x± y||2 = (x± y | x± y) = (x | x)± (x | y)± (y | x) + (y | y)
= ‖x‖2 ± 2(x | y) + ‖y‖2 . (3.9)

Zbrajanjem i oduzimanjem dviju jednadžbi koje se kriju u relaciji (3.9), dobivamo

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 (3.10)

‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 = 4(x | y) . (3.11)

Relacija (3.10) se zoverelacija paralelograma jer je u svakom paralelogramu zbroj kvadrata
duljina stranica jednak zbroju kvadrata duljina dijagonala. Druga relacija opet pokazuje da se
skalarni produkt mǒze izraziti preko kvadrata norme zbroja i kvadrata norme razlike ulaznih
vektora.

Teorem 3.4 Za svex, y ∈ Vn vrijedi

|(x | y)| ≤ ‖x‖ ‖y‖ (Cauchy-Schwarzova nejednakost), (3.12)

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (nejednakost trokuta). (3.13)

Dokaz∗. Ako je x = 0 ili y = 0, onda nejednakosti (3.12) i (3.13) postaju jednakosti pa
(3.12) i (3.13) vrijede. Pretpostavimo da vrijedix 6= 0 i y 6= 0 i izračunajmo

‖x− αy‖2 = (x− αy|x− αy) = (x | x)− 2α(x | y) + α2(y | y) ,

gdje jeα bilo koji realni broj. Korǐstéci činjenicu da je‖x − αy‖2 ≥ 0 i relaciju (3.4),
dobivamo

0 ≤ ‖x‖2 − 2α(x | y) + α2‖y‖2.
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Ova nejednakost vrijedi za svaki realni brojα. Ako uzmemo

α =
(x | y)
‖y‖2 ,

dobivamo

0 ≤ ‖x‖2 − 2
(x | y)
‖y‖2 (x | y) +

(

(x | y)
‖y‖2

)2

‖y‖2 = ‖x‖2 − (x | y)2
‖y‖2

= ‖x‖2
(

1− (x | y)2
‖x‖2 ‖y‖2

)

.

Dijeljenjem sa pozitivnim brojem‖x‖2 zaključujemo da je izraz u zagradi nenegativan.
Množenjem sa pozitivnim brojem‖x‖2‖y‖2, prebacivanjem̌clana−(x | y)2 na lijevu
stranu nejednaďzbe, te uzimanjem drugog korijena dobivamo nejednakost (3.12).
Koristéci nejednakost (3.12), dobivamo

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2(x | y) + ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2 | (x | y) | +‖y‖2
≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2 .

Uzimanjem drugog korijena lijeve i desne strane nejednakosti dobivamo nejednakost
(3.13).

Nejednakost (3.12) kaže da vrijedi

−1 ≤ (x | y)
‖x‖ ‖y‖ ≤ 1 , pa mǒzemo relacijom cos θ =

(x | y)
‖x‖ ‖y‖

definirati kutθ. Uočimo, ako jey = x, dobivamocos θ = 1, tj. θ = 0, a ako jey = −x,
dobivamocos θ = −1, tj. θ = π. Ako x i y interpretiramo pomócu radij-vektora, tada je jasno
da kut izmedu x i x mora biti0, a izmedu x i −x mora bitiπ.

Sada relacija (3.9) prelazi u

‖x± y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 ± 2‖x‖ ‖y‖ cos θ ,

što u interpretaciji s radij-vektorima nije ništa drugo negokosinusov teorem. To nas motivira
na sljedécu definiciju.

Kosinus kuta izmedu dva netrivijalna vektora iz Vn dan je formulom

cos θ =
(x | y)
‖x‖ ‖y‖ , x 6= 0 , y 6= 0 , 0 ≤ θ ≤ π. (3.14)
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Ta se formula koristi i u analitičkoj geometriji kod definicije kuta izmedu dva radij-vektora.
Definicija (3.14) je osnova za definiciju ortogonalnosti vektora. Kǎzemo da su vektorix i

y iz Vn ortogonalni (ili okomiti) ako vrijedi

(x | y) = 0 . (3.15)

Koristéci relaciju (3.15) odmah zakljǔcujemo da je nulvektor ortogonalan na svaki vektor.
Neka je dan vektora ∈ Vn. Potrǎzimo sve vektorex ∈ Vn koji su ortogonalni naa. Uvjet

koji svaki vektorx mora zadovoljavati je jednostavan,(a | x) = 0. Skup svih vektora sa
traženim svojstvom oznǎcimo saU ,

U = {x ∈ Vn; (a | x) = 0}.

Pokǎzimo da jeU vektorski potprostor od Vn.

Neka suu1, u2 ∈ U i α1, α2 ∈ R. Korištenjem svojstava (iii)–(v) skalarnog produkta iz
teorema 3.2 (specijalno svojstva (3.2)), dobivamo

(a | α1u1 + α2u2) = (a | α1u1) + (a | α2u2) = α1(a | u1) + α2(a | u2)

= α1 · 0 + α2 · 0 = 0 + 0 = 0,

pa jeα1u1 + α2u2 ∈ U . Prema uvjetu (ab) iz prethodnog poglavlja, zaključujemo da jeU
vektorski potprostor od Vn.

S obzirom da se uvjet(a | x) = 0 može zapisati u obliku homogene linearne algebarske
jednaďzbe

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = 0, (3.16)

pokazali smo da je skup svih rješenja jednaďzbe (3.16) vektorski potprostor od Vn. Sljedéca
propozicija je jednostavna generalizacija te tvrdnje.

Propozicija 3.5 Skup svih rjěsenja sustava odp homogenih linearnih jednadžbi

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0

· · ·
ap1x1 + ap2x2 + . . .+ apnxn = 0

(3.17)

čini vektorski potprostor od Vn.
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Dokaz. Ako oznǎcimo: ai = (ai1, ai2, . . . , ain), 1 ≤ i ≤ p, tada sua1, a2, . . . , ap ∈ Vn,
pa je skup svih rjěsenja homogenog sustava (3.17) opisan relacijom

V = {x ∈ Vn; (ai | x) = 0, 1 ≤ i ≤ p}.

Uočimo da je(0, 0, . . . , 0) ∈ V, pa V nije prazan. Da bi pokazali da jeV vektorski
potprostor moramo provjeriti je li uvjet (ab) iz točke 2.3.3 ispunjen. Neka suv1, v2 ∈ V i
α1, α2 ∈ R. Tada za1 ≤ i ≤ p vrijedi

(ai | α1v1 + α2v2) = α1(ai | v1) + α2(ai | v2) = α1 · 0 + α1 · 0 = 0,

pa jeα1v1 + α2v2 ∈ V. Time je propozicija dokazana.

U propoziciji jep proizvoljan. Ako jep dovoljno velik, mǒzdaće skup rjěsenja biti tek trivi-
jalni potprostor{0}. Vidjet ćemo da je najmanjip sa tim svojstvom upravo broj nepoznanica
n, ali pod dodatnim uvjetom da vektoriai razapinju cijeli Vn.

Pitanje koje se sada nameće jest, kako náci sve vektore potprostora kojeǧcine rjěsenja
danog sustava linearnih homogenih jednadžbi. Jedan nǎcin za opisivanje potprostora je odredi-
vanje jednog njegovog razapinjućeg skupa. Nǎzalost, jǒs nemamo sustavnu metodu nalaženja
razapinjúceg skupa, pǒcev̌si od sustava (3.17). Mogli bismo probati metodom pokušaja i
promǎsaja náci vrlo mnogo rjěsenja sustava (3.17), ali tako nikad ne bismo bili sigurni dasvi
ti vektori razapinju cijeli potprostor. Sustavni postupakza to postoji i on je usko povezan sa
nalǎzenjem minimalnog razapinjućeg skupa zaL(a1, . . . , ap). Uočimo da{a1, . . . , ap} ne
mora biti minimalni razapinjúci skup. Kad jednom nademo jedan minimalni razapinjući skup
zaL(a1, . . . , ap), tada je laǩse odrediti skup svih vektoraZ ortogonalnih na sve vektore spo-
menutog minimalnog skupa. Tada su svi vektori izZ ortogonalni i na vektorea1, a2, . . . , ap,
jer oni lěze uL(a1, . . . , ap).

Traženje najmanjeg razapinjućeg skupa jednog potprostora se radi na najefikasniji način
pomócu algebarske strukture koju zovemo matrična algebra, a kojúcemo razviti u sljedécem
poglavlju.

3.2 Skalarni produkt i norma u C n

Skalarni produkt uCn definiramo relacijom

(x | y) = x1ȳ1 + x2y2 + . . .+ xnȳn . (3.18)

Rezultat te operacije je kompleksni broj.

Svojstva skalarnog produkta uCn dana su sljedécim teoremom.
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Teorem 3.6 Za skalarni produkt vektora uCn vrijede sljedéca svojstva:

(i) (x | x) ≥ 0 za svex ∈ Cn

(ii) (x | x) = 0 ako i samo ako x = 0

(iii) (x | y) = (y | x) za svex, y ∈ Cn

(iv) (αx | y) = α(x | y) za svex, y ∈ Cn i svakiα ∈ C

(v) (x+ y | z) = (x | z) + (y | z) za svex, y, z ∈ Cn

Dokaz. Dokaz: (i) Koristeći definiciju (3.18) za skalarni kvadrat(x | x), dobivamo

(x | x) = x1x̄1 + x2x̄2 + . . .+ xnx̄n =
n
∑

i=1

| xi |2 . (3.19)

Jer su svi| xi |2 nenegativni realni brojevi, tvrdnja (i) odmah slijedi.
(ii) Tvrdnja slijedi neposredno iz relacije (3.19).
(iii), (iv) Dokazi slijede zbog istih razloga kao i za odgovarajuće tvrdnje u teoremu 3.2.

Uočimo da svojstva (iii) i (iv) povlǎce

(x | αy) = (αy | x) = α(y | x) = ᾱ(y | x) = ᾱ(x | y). (3.20)

Vidimo da kod skalarnog produkta u vektorskom prostoruCn, skalar koji mnǒzi drugi vektor,
izlazi ispred skalarnog produkta kao kompleksno konjugirani broj.

Kao i kod skalarnog produkta u Vn, preko svojstava (i) i (ii) mǒzemo definirati duljinu,
odnosno normu elementaCn. Norma odx ∈ Cn definirana je relacijom

‖x‖ =
√

(x | x) =
√

|x1|2 + |x2|2 + . . .+ |xn|2 . (3.21)

Na slǐcni nǎcin kao i u prostoru Vn, pokǎze se da vrijedi

‖x‖ ≥ 0 , (3.22)

‖x‖ = 0 ako i samo akox = 0 , (3.23)

‖αx‖ = |α| ‖x‖ . (3.24)
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Vektorx ∈ Cn je jedinǐcni ako je‖x‖ = 1. Ako y ∈ Cn nije nulvektor, onda se na isti način
kao prije, pokǎze da je

x =
y

‖y‖

jedinični vektor u smjeru vektoray. Kao i kod skalarnog produkta u Vn, direktnim rǎcunom
možemo provjeriti osnovna svojstva skalarnog produkta u kombinaciji sa zbrajanjem vektora.
Korištenjem osnovnih svojstava skalarnog produkta dobijemo,

‖αx+ βy‖2 = (αx+ βy | αx+ βy)

= |α|2‖x‖2 + αβ̄(x | y) + ᾱβ(x | y) + |β|2‖y‖2. (3.25)

Stavimo li u (3.25)α = 1, β = ±1, dobivamo

‖x± y‖2 = ‖x‖2 ± 2ℜ(x | y) + ‖y‖2, (3.26)

gdjeℜz oznǎcava realni dio kompleksnog brojaz. Zaα = 1, β = ±i, dobivamo

‖x± iy‖2 = ‖x‖2 ± 2 Im(x | y) + ‖y‖2, (3.27)

gdje Im z oznǎcava imaginarni dio kompleksnog brojaz. Koristéci relacije (3.26) i (3.27)
dobivamo

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 , (3.28)

(x | y) =
1

4

{

‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x+ iy‖2 − i‖x− iy‖2
}

. (3.29)

Dakle opet vrijedi relacija paralelograma (3.28). Relacija(3.29) izrǎzava skalarni produkt u
Cn pomócu normi odgovarajúcih vektora.

Teorem 3.7 Za svex, y ∈ Cn vrijedi

|(x | y)| ≤ ‖x‖ ‖y‖ (Cauchy-Schwarzova nejednakost) (3.30)

i

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (nejednakost trokuta). (3.31)
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Dokaz. Kao i u dokazu teorema 3.4, možemo pretpostaviti da su oba vektora netrivijalna.
Stoga je(y | y) 6= 0, pa su dobro definirani brojevi

α =
√

(y | y) = ‖y‖ i β = −(x | y)
‖y‖ .

Uvrštenje u (3.25) daje

0 ≤
∥

∥

∥

∥

‖y‖x− (x | y)
‖y‖ y

∥

∥

∥

∥

2

=

(

‖y‖x− (x | y)
‖y‖ y ‖y‖x− (x | y)

‖y‖ y

)

= ‖y‖2‖x‖2 − ‖y‖(x | y)‖y‖ (x | y)− ‖y‖(x | y)‖y‖ (x | y) + |(x | y)|
2

‖y‖2 ‖y‖2

= ‖y‖2‖x‖2 − (x | y)(x | y)− (x | y)(x | y)+ | (x | y) |2

= ‖x‖2‖y‖2− | (x | y) |2 . (3.32)

Time je dokazana Cauchy-Schwarzova nejednakost. Koristeći relaciju (3.26) i nejedna-
kost (3.30), dobivamo

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2ℜ(x | y) + ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2 | (x | y) | +‖y‖2
≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2 ,

pa uzimanjem drugog korijena na objema stranama dobivamo nejednakost (3.31).

Za vektorex, y ∈ Cn kažemo da suortogonalni (ili okomiti ) ako vrijedi (x | y) = 0 . Opet
je nul-vektor okomit na sve vektore. Slično kao i prije, kut izmedu vektorax, y ∈ Cn se mǒze
definirati preko formule

cos θ =
| (x | y) |
‖x‖ ‖y‖ , x 6= 0 , y 6= 0 , 0 ≤ θ ≤ π

2
, (3.33)

ali on ni u slǔcaju prostoraC2, C3 nema jasno geometrijsko značenje.

3.3 Skalarni produkt i norma
u općem vektorskom prostoru

Skalarni produkt i norma u općem vektorskom prostoru definiraju se samo za vektorske pros-
tore nad poljimaΦ = R i Φ = C. Te dvije funkcije definiraju se nezavisno jedna od druge,
pa se vektorski prostor u kojem postoji norma naziva normirani vektorski prostor, a onaj u
kojem postoji skalarni produkt naziva se unitarni vektorski prostor. Vidjetćemo da je svaki
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unitarni vektorski prostor takoder normirani vektorski prostor. Stoga razmatranje započinjemo
s oṕcenitijim, normiranim vektorskim prostorom. Do kraja ovogpoglavljaΦ je ili R ili C.

Definicija 3.8 Neka je(X,+, .) vektorski prostor nadΦ, pri čemu jeΦ = R ili Φ = C.
Funkcija‖ ‖ : X 7→ R je norma ako vrijedi

(i) ‖x‖ ≥ 0 , za svakix ∈ X , (nenegativnost)

(ii) ‖αx‖ =| α | ‖x‖ , za sveα ∈ Φ, x ∈ X , (pozitivna homogenost)

(iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ , za svex, y ∈ X , (nejednakost trokuta)

(iv) ‖x‖ = 0 , ako i samo akox = 0 (definitnost).

Vektorski prostor na kojem je definirana norma naziva senormirani vektorski prostor.
Funkcija‖ ‖ : X 7→ Φ koja zadovoljava samo svojstva (i), (ii) i (iii) se nazivapolunorma
ili seminorma.

U normiranom vektorskom prostoru, norma sume ili razlike vektora mǒze se ocijeniti odozdo.

Propozicija 3.9 Za svaku polunormu pa zato i normu vrijedi

‖x± y‖ ≥ | ‖x‖ − ‖y‖ | . (3.34)

Dokaz. Iz nejednakosti trokuta slijedi‖x‖ = ‖x− y + y‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y‖ , pa je

‖x− y‖ ≥ ‖x‖ − ‖y‖ .

Isto tako iz‖y‖ = ‖y − x+ x‖ ≤ ‖y − x‖+ ‖x‖ = ‖x− y‖+ ‖x‖, slijedi

‖x− y‖ ≥ − (‖x‖ − ‖y‖) .

Zaključujemo da je
‖x− y‖ ≥ | ‖x‖ − ‖y‖ | .

Ako u posljednjoj nejednakosti zamijenimoy sa−y i koristimo svojstvo (ii), dobijemo

‖x+ y‖ = ‖x− (−y)‖ ≥ | ‖x‖ − ‖ − y‖ | = | ‖x‖ − ‖y‖ | .
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Primjer 3.10 U vektorskim prostorima Vn i Cn mǒzemo definirati sljedéce funkcije

‖x‖1 = |x1|+ |x2|+ . . .+ |xn| , (3.35)

‖x‖∞ = max{|x1|, |x2|, . . . |xn|} (3.36)

‖x‖p = p
√

|x1|p + |x2|p + . . .+ |xn|p , 1 ≤ p ≤ ∞ (3.37)

Lako je provjeriti da su funkcije‖x‖1 i ‖x‖∞ norme. Za oṕcu, tzv. Ḧolderovu normu‖x‖p
dokaz je slǒzeniji. Uǒcimo da je Ḧolderova 2-norma‖x‖2 upravo ona koju smo prije
proučavali. Ona se naziva Euklidska vektorska norm.

Zadatak 3.11 Pokǎzite da su‖x‖1, ‖x‖∞ i ‖x‖2 norme u Vn. Da li vrijedi

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤ ‖x‖1 , x ∈ Vn ?

Dvije norme‖ ‖α i ‖ ‖β vektorskog prostoraX su ekvivalentne, ako postoje realni pozi-
tivni brojevi c1 i c2 takvi da vrijedi

c1‖x‖α ≤ ‖x‖β ≤ c2‖x‖α.

Npr. lako se pokǎze da su norme‖ ‖2, ‖ ‖1 i ‖ ‖∞ u vektorskom prostoru Vn medusobno
ekvivalentne. Isto vrijedi i zaCn. Pokǔsajte náci odgovarajúce konstantec1 i c2 za svaki
par normi. Mǒze se pokazati da su u vektorskim prostorima Vn i Cn sve norme medusobno
ekvivalentne.

Za definiciju skalarnog produkta važna su svojstva (i)—(v) teorema 3.2 odnosno teore-
ma 3.6.

Definicija 3.12 Neka je(X,+, ·) vektorski prostor nadΦ, gdje jeΦ = C. Funkcija
(· | ·) : X ×X −→ Φ je skalarni produkt ako vrijedi

(i) (x | x) ≥ 0 za svex ∈ X

(ii) (x | x) = 0 ako i samo ako x = 0

(iii) (x | y) = (y | x) za svex, y ∈ X

(iv) (αx | y) = α(x | y) za svex, y ∈ X i svakiα ∈ Φ

(v) (x+ y | z) = (x | z) + (y | z) za svex, y, z ∈ X.

Ako jeΦ = R, tada u svojstvu (iii) treba ispustiti operaciju kompleksnog konjugiranja.
Vektorski prostor na kojem je definiran skalarni produkt naziva seunitarni vektorski pros-
tor.
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Primjenom svojstava (i), (ii) i (iii) iz definicije 3.12, dobivamo

(x+ y | x+ y) = (x | x) + (x | y) + (y | x) + (y | y)
= (x | x) + 2ℜ(x | y) + (y | y) . (3.38)

Da bi pokazali kako je svaki unitarni vektorski prostor takoder normirani, trebat́ce nam

Propozicija 3.13 U svakom unitarnom vektorskom prostoru sa skalarnim produktom
(· | ·) vrijedi

|(x | y)|2 ≤ (x | x)(y | y) . (3.39)

Dokaz∗. Ako jex = 0 ili y = 0, onda relacija (3.39) vrijedi jer su obje strane nejednakosti
nula. Pretpostavimo da vrijedix 6= 0 i y 6= 0 i izračunajmo(x − αy | x − αy) za realno
α. Stavljajúci −αy umjestoy u nejednakosti (3.38), dobivamo

0 ≤ (x− αy | x− αy) = (x | x)− 2αℜ(x | y) + α2(y | y) .

Ova nejednakost vrijedi za svaki realni brojα. Ako uzmemoα =
ℜ(x | y)
(y | y) , dobivamo

0 ≤ (x | x)− 2
ℜ(x | y)
(y | y) ℜ(x | y) +

(ℜ(x | y)
(y | y)

)2

(y | y) = (x | x)− |ℜ(x | y)|
2

(y | y)

= (x | x)
(

1− |ℜ(x | y)|2
(x | x)(y | y)

)

.

Ova nejednakost može biti zadovoljena onda i samo onda, ako vrijedi

|ℜ(x | y)|2
(x | x)(y | y) ≤ 1 . (3.40)

Zamijenimo lix saηx, gdje jeη kompleksni broj modula1, koji zadovoljava

(ηx | y) = η(x | y) =| (x | y) | ,

dobivamo
(ηx | ηx) = ηη̄(x | x) = (x | x) ,

i
|(x | y)|2

(x | x)(y | y) ≤ 1 ,

a to je istošto i (3.39). Uǒcimo da trǎzeni η ovisi o skalarnom produktu vektorax i y
postoji za svakox i y.
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Možemo ga definirati s

η =

{

(x|y)
|(x|y)|

, ako je(x | y) 6= 0

1 ako je(x | y) = 0
.

Kako je nejednakost (3.40) istinita za svakox i y isto vrijedi i za nejednakost (3.39).

Propozicija 3.14 Ako je(· | ·) skalarni produkt unitarnog vektorskog prostoraX, onda
je pomócu formule‖x‖ =

√

(x | x) definirana norma na istom prostoru. Prema tome,
svaki unitarni vektorski prostor je ujedno i normirani vektorski prostor.

Dokaz. Treba provjeriti jesu li za funkciju‖x‖ =
√

(x | x) ispunjena svojstva norme
(i)—(iv) iz definicije 3.8. Svojstva (i) i (iv) slijede direktno iz svojstava (i) i (ii) skalarnog
produkta (vidi definiciju 3.12). Kombinacijom svojstava (ii) i (iii) iz definicije skalarnog
produkta lako dobijemo

(αx | αx) = α(x | αx) = αᾱ(x | x) =| α |2 (x | x) .

Vadenjem drugog korijena lijeve i desne strane, dobivamo svojstvo (ii) norme. Konǎcno,
koristéci relacije (3.38) i (3.39) dobivamo

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2ℜ(x | y) + ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2|(x | y)|+ ‖y‖2
≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2 ,

iz čega direktno slijedi preostalo svojstvo norme (nejednakost trokuta).

Jer je
√

(x | x) norma (u oznaci‖x‖), propozicija 3.13 izrǐce da za nju vrijedi Cauchy-
Schwarzova nejednakost. Normu iz propozicije 3.14ćemo zvati norma pridrǔzena skalarnom
produktu ili norma izvedena (inducirana) iz skalarnog produkta.

Propozicija 3.15 U svakom unitarnom vektorskom prostoru za pridruženu normu vrijedi
relacija paralelograma,

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 . (3.41)

Dokaz. Relacija paralelograma se dobiva direktno zbrajanjem slijedécih dviju relacija

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + (x | y) + (y | x) ,
‖x− y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 − (x | y)− (y | x) .
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U nǎsim dosadǎsnjim proǔcavanjima skalarnog produkta i norme došli smo do zakljǔcka da je
svaki unitarni vektorski prostor ujedno i normirani vektorski prostor. Postavlja se pitanje da li
vrijedi i obratno, tj. da li svakoj normi‖ · ‖ jednog normiranog vektorskog prostora možemo
pridružiti neki skalarni produkt(· | ·), tako da vrijedi‖x‖ =

√

(x | x). Odgovor je ne, i to
dokazuje sljedéca propozicija.

Propozicija 3.16 Za normu‖ · ‖1 vektorskog prostora Vn ne postoji niti jedan skalarni
produkt(· | ·), za koji bi vrijedilo‖x‖1 =

√

(x | x).

Dokaz. Kad bi postojao skalarni produkt sa tim svojstvom, onda bi za normu‖ ‖1 morala
vrijediti relacija paralelograma. Medutim, ako uzmemo npr.

x = (1, 2, 3, 0, . . . , 0)

y = (7,−1,−1, 0, . . . , 0)
imamo x+ y = (8, 1, 2, 0, . . . , 0)

x− y = (−6, 3, 4, 0, . . . , 0)
pa dobivamo

‖x+ y‖21 + ‖x− y‖21 = (8 + 1 + 2)2 + (6 + 3 + 4)2 = 290 ,

2‖x‖21 + 2‖y‖21 = 2(1 + 2 + 3)2 + 2(7 + 1 + 1)2 = 72 + 162 = 234 .

Dakle relacija paralelograma ne vrijedi, pa ne postoji skalarni produkt kome bi bila pri-
družena norma‖ ‖1.

Slično se mǒze pokazati da ni za normu‖ ‖∞ u Vn relacija paralelograma ne vrijedi. Za koju
normu u Vn relacija paralelograma vrijedi?

Prilikom dokazivanja da nekoj normi ne možemo pridrǔziti skalarni produkt koji ju indu-
cira, poslǔzili smo se relacijom paralelograma. Pokazuje se, da je ta relacija odlǔcujuća i za
odgovor na pitanje: kada možemo nekoj normi pridrǔziti skalarni produkt koji ju inducira?
Taj rezultat navodimo bez dokaza.

Teorem 3.17 Normi ‖ ‖ nekog normiranog vektorskog prostoraX mǒzemo pridrǔziti
skalarni produkt(· | ·) sa svojstvom‖x‖ =

√

(x | x) onda i samo onda ako norma
zadovoljava relaciju paralelograma. U slučaju realnog normiranog prostora taj skalarni
produkt odreden je relacijom (3.11), tj.

(x | y) = 1

4
(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2) .

U slučaju kompleksnog normiranog prostora taj skalarani produkt je odreden formulom
(3.29), tj.

(x | y) = 1

4

{

‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x+ iy‖2 − i‖x− iy‖2
}

.
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Poglavlje 4

Matrice

U ovom poglavlju uvest́cemo novu algebarsku strukturu kojaće znǎcajno pojednostaviti i
sistematizirati rǎcunanje rjěsenja sustava linearnih jednadžbi. Ta algebarska struktura naziva
sematri čna algebra. Nova struktura je potrebna jer skalarni produkt(· | ·) koji je upotrebljen
u konstrukciji sustava u obliku

(ai | x) = bi , i = 1, . . . ,m (4.1)

ne pripada(Vn,+, ·). Takove sustave ne možemo rijěsiti koristéci samo operacije+ i · koje
pripadaju(Vn,+, ·). Za rjěsavanje sustava linearnih jednadžbi potrebna je jǎca struktura koja
sadřzi dodatne operacije.

Matrica je matematǐcki objekt koji se sastoji od (realnih ili kompleksnih) brojeva koji
su rasporedeni u retke i stupce. Ona se zapisuje u obliku pravokutne sheme. Brojeve od
kojih se sastoji nazivamoelementima matrice. MatricaA sam redaka,n stupaca i s
elementimaaij zapisuje se kao

A =











a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
...

...
...

...
am1 am2 am3 . . . amn











= (aij) .

Takvu matricu nazivamom×n (čitaj: m-puta-n) matrica ili matrica tipa (reda, dimenzije)
m×n. Pritom je(aij) tek kráci zapis za pravokutnu shemu iz gornje relacije. Ako pišemo
A = (aij) mislimo na cijelu shemu brojeva kojičine matricuA. Ako pišemoaij (ili
[A]ij ili (A)ij), mislimo na element koji se nalazi na presjekui−tog retka ij−tog stupca
matriceA.
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Pritom niz brojeva
ai1, ai2, ai3, . . . , ain

nazivamoi−ti redak, a niz brojeva
a1j
a2j
...

amj

j−ti stupac matriceA.
⊲ Ako vrijedi m = n, tj. ako je broj redaka matrice jednak broju stupaca, kažemo da

jeA kvadratna matrica redan.

⊲ Matricu sa samo jednim retkom nazivamomatrica redak ili jednoretčana ma-
trica .

⊲ Matricu sa samo jednim stupcem nazivamomatrica stupac ili jednostupčana ma-
trica .

⊲ Matricu, čiji su elementi realni brojevi, nazivamorealna matrica, a

⊲ matricu,čiji su elementi kako realni tako i kompleksni brojevi, nazivamokomplek-
sna matrica.

Gore uvedena notacija podsjeća nas na notaciju koju smo koristili za vektore. To nije
slučajno, jerćemo kasnije vidjeti da vektore iz Vn možemo pistovjetiti sa jednostupčanim
realnim matricama.

Praktǐcno je imati oznaku za skup svihm-puta-n matrica, bǎs kaošto je praktǐcno imati
simbol Vn za skup svih uredenihn−torki realnih brojeva. SaRm×n (Cm×n) oznǎcavamo
skup svih realnih (kompleksnih)m × n matrica. Ako nam nije vǎzan podatak jesu li
matrǐcni elementi realni ili kompleksni brojevi, pisatćemoMmn. Ako pišemoA ∈ Mmn

(čitaj: “A pripada skupuMmn”), to znǎci da jeA m-puta-n matrica. U slǔcaju kad je
m = n, oznakaMnn se skrácuje naMn.

Prva stvar, koju moramo definirati je jednakost matrica.

Definicija 4.1 Matrica A ∈ Mmn jednaka je matriciB ∈ Mpq ako vrijedim = p, n = q
i

aij = bij, za sve1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n . (4.2)

U tom slǔcaju pǐsemo
A = B . (4.3)

Prema tome, dvije matrice su jednake ako i samo ako imaju jednak broj redaka, jednak
broj stupaca i svaki element jedne matrice jednak je odgovarajućem elementu druge matrice.
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Budúci da matrica A imam · n elementata, jednakost (4.3) zapravo znači m · n jednakosti
realnih brojeva.

Sadaćemo uvesti osnovne operacije koječine strukturu matrǐcne algebre. Pritoḿcemo
elemente matricaA,B, C,. . . oznǎciti sa odgovarajúcim malim slovimaaij, bij, cij,. . .

Realne Matrice

U Rm×n se zbrajanje matrica definira na sljedeći nǎcin.

Definicija 4.2 Neka jeA ∈ Rm×n i B ∈ R
p×q. Ako jem = p i n = q, onda matricu

C ∈ Rm×n s elementima

cij = aij + bij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n (4.4)

nazivamozbrojem ili sumom matricaA i B i pišemo

C = A+B . (4.5)

Zbrajanje matricaA i B znǎci m · n zbrajanja realnih brojeva, kaǒsto je naznǎceno u (4.4).
Ono je definirano za svaki par matrica izRm×n i rezulat je uvijek uRm×n. Dakle jeRm×n

zatvoren u odnosu na operaciju zbrajanja. Zbrajanje uRm×n ima ova svojstva:

1. A+ (B + C) = (A+ B) + C (asocijativnost)

2. A+ B = B + A (komutativnost)

3. Postoji matricaO ∈ Rm×n (neutralni element) sa svojstvom da jeA + O = A za
svaku matricuA ∈ Rm×n. Svi elementi matriceO jednaki su nuli.

4. Za svakiA ∈ Rm×n postoji jedna i samo jedna matrica koju označavamo s−A
(inverzni element), takva da vrijediA + (−A) = O. Ako je A = (aij), onda je
−A = (−aij).

Iz navedenih svojstava možemo zakljǔciti, da skup matricaRm×n zajedno sa operacijom
zbrajanjǎcini Abelovu grupu(vidi §2.3).

Sljedéca operacija koju mǒzemo jednostavno definirati je množenje matrica sa skalarom.

Definicija 4.3 Ako jeA ∈ Rm×n i c ∈ R, matricuB ∈ Rm×n s elementima

bij = caij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n (4.6)

nazivamoumnožak ili produkt matriceA sa skalaromc i oznǎcavamo

B = cA . (4.7)
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Jednakost (4.7) zapravo označava da smo svaki odm · n elemenata matriceA pomnǒzili s c
kako bismo dobili matricuB. Jasno je da za svaki realni skalarc i svaku matricuA ∈ Rm×n,
moraB = cA opet biti uRm×n.

Za proizvoljneA,B ∈ Rm×n i α, β, c ∈ R vrijedi

1. c(A+ B) = cA+ cB (distributivnost mnǒzenja prema zbrajanju uRm×n)

2. (α + β)A = αA+ βA (distributivnost mnǒzenja prema zbrajanju uR)

3. (αβ)A = α(βA) (kompatibilnost mnǒzenja)

4. 1A = A (netrivijalnost mnǒzenja).

Za svaki par prirodnih brojevam i n dobili smo strukturu(Rm×n,+, ·). Iz svojstava zbra-
janja matrica kao i mnǒzenja matrica skalarom zaključujemo da je(Rm×n,+, ·) vektorski
prostor nadR.

Promotrimo sada vektorski prostor jednostupčanih matricaRn×1. On se jǒs oznǎcava
sa Rn. Neka sua1, a2, . . . , an realni brojevi. Pomócu njih mǒzemo nǎciniti n-torku a =
(a1, a2, . . . , an) ∈ Vn kao i jednostup̌canu matricu

A =











a1
a2
...
an











∈ Rn.

Mijenjajući realne brojevea1, . . . , an na sve mogúce nǎcine, vektora prolazi kroz cijeli
skup Vn dok u isto vrijeme jednostupčana matrica prolazi kroz cijeli skupRn. Dakle, za svaki
a ∈ Vn postojiA ∈ Rn i obrnuto za svakoA ∈ Rn postoji a ∈ Vn sa istim elementima.
Dakle, postoji obostrano jednoznačno preslikavanje

a = (a1, a2, . . . , an)←→











a1
a2
...
an











= A.
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Primijetimo da se pri tome pridruživanju, operacije+ i · na Vn i operacije+ i · na Rn,
jednako ponǎsaju, tj. ako jea←→ A i b←→ B onda je

a+ b←→ A+B , αa←→ αA , za svakoα ∈ R .

Stoga kǎzemo da su vektorski prostori(Vn,+, ·) i (Rn,+, ·) medusobnoizomorfni . Slo-
bodno govoréci, dvije strukture su izomorfne, ako postoji bijekcija izmedu njih takva da
se operacije definirane na tim strukturama identično ponǎsaju u odnosu na bijekciju.

Nema bitne razlike izmedu vektorskih prostora(Vn,+, ·) i (Rn,+, ·). Stoga je uobǐcajeno
da se jednostup̌cane matrice iz(Rn,+, ·) oznǎcavaju malim arapskim slovima, i nazivaju
se vektorima. To je logično jerRn je vektorski prostor.

Ako skalarni produkt (ili normu) na vektorskom prostoruRn definiramo na isti nǎcin kao
i na vektorskom prostoru Vn , tada(Rn,+, ·) postaje unitarni (ili normiran) vektorski
prostor, jednako kao i Vn.

Kasnijećemo vidjeti da je za rjěsavanje sustava linearnih jednadžbi i drugih problema linearne
algebre,Rn mnogo znǎcajniji od prostora Vn.

Svešto je rěceno za odnos izmedu vektorskih prostoraVn i Rn može se réci i za odnos
izmedu vektorskih prostoraVn i R1×n.

Ako sua1, . . . , an ∈ Rm neki vektori, tada notacijaA = [a1, . . . , an] znǎci da je matrica
A tako izgradena da sua1, . . . , an njeni stupci u redoslijedu u kojem su napisani. Slično,
ako sua′1, . . . , a

′
m ∈ R

1×n jednoreťcane matrice (jǒs se zovu: vektori retci), tada oznaka

A =











a′1
a′2
...
a′m











ukazuje da jeA ∈ Rm×n tako gradena da su joja′1, . . . , a
′
m retci, u redosljedu koji je

naznǎcen. OznakaA = [a1, . . . , an] se jǒs nazivaparticija matrice po stupcima, a ona
drugaparticija matrice po retcima .

Matrična algebra sadrži osim operacija+ i · još dvije dodatne operacije, i te operacije su pravi
razlog zbog kojeg uvodimo tu novu strukturu. Te dvije operacije čine osnovu s kojoḿcemo
kasnije móci riješiti mnoge probleme.
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Definicija 4.4 Neka jeA ∈ Rm×n i B ∈ R
n×p. Umnožak ili produkt matricaA i B je

matrica
C = A ·B ∈ R

m×p (4.8)

čiji elementi su odredeni formulom

cij = ai1b1j + ai2b2j + ai3b3j + . . .+ ainbnj

=
n
∑

k=1

aikbkj za sve1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ p. (4.9)

Važno je primijetiti da jeprodukt matricaA i B definiran samo onda kada je broj stupaca
matriceA jednak broju redaka matriceB. Operacija mnǒzenja matrica· može se gledati kao
preslikavanje koje uredenom paru matrica odredenih dimenzija pridrǔzuje matricu takoder
odredenih dimenzija, prema dijagramu

· : Rm×n ×R
n×p −→ R

m×p .

Produkt matrica se obično pǐse (kao i produkt skalara) bez znaka množenja izmedu faktora,
dakleAB. Formula (4.9) izgleda na prvi pogled vrlo komplicirano. Pretpostavimo dǎzelimo
izračunaticij,

C =

























◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ cij ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

























,

pri čemu jeC = AB. Tada iz matriceA trebamo imati na raspolaganju samoi−ti redak,
a iz matriceB samoj−ti stupac:

AB =

























◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
ai1 ai2 ai3 · · · ain
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦













































◦ ◦ b1j ◦ ◦
◦ ◦ b2j ◦ ◦
◦ ◦ b3j ◦ ◦
◦ ◦ · ◦ ◦
◦ ◦ · ◦ ◦
◦ ◦ · ◦ ◦
◦ ◦ bnj ◦ ◦





















.
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Formula (4.9) kǎze da jednostavno pomnožimo elementei−tog retka matriceA sa odgova-
rajućim elementimaj−tog stupca matriceB i produkte zbrojimo.

Primjer 4.5 Ako suA ∈ R
3×2 i B ∈ R

2×2

A =





1 3
0 −1
5 1



 , B =

[

3 −6
5 3

]

,

onda jeC = AB ∈ R
3×2 i vrijedi

C =





1 · 3 + 3 · 5 1 · (−6) + 3 · 3
0 · 3 + (−1) · 5 0 · (−6) + (−1) · 3
5 · 3 + 1 · 5 5 · (−6) + 1 · 3



 =





18 3
−5 −3
20 −27



 .

Ako zaB uzmemo matricu stupac

B =

[

2
4

]

,

onda jeC ∈ R
3 i pritom je

C = AB =





1 3
0 −1
5 1





[

2
4

]

=





1 · 2 + 3 · 4
0 · 2 + (−1) · 4
5 · 2 + 1 · 4



 =





14
−4
14



 .

Neka je sadaA ∈ Rm×n i neka jex ∈ Rn jednostup̌cana matrica odnosno vektor. S obzirom
daA ima onoliko stupaca kolikox ima redaka produktAx je definiran. Budúci je

A =











a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
am1 am2 . . . amn











, x =











x1

x2
...
xn











,

imamo

Ax =











a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn











∈ Rm .
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Ovo je zapravo lijeva strana sustava (4.1). Da bi sustav (4.1) u potpunosti opisali pomócu
matrica, trebamo jǒs napisati desnu stranu sustava pomoću vektora izRm. Dakle, ako realne
brojeveb1, b2,. . . ,bn smjestimo kao elemente vektorab ∈ Rm, onda mǒzemo sustav odm
linearnih jednaďzbi iz relacije (4.1) napisati jednom matričnom jednaďzbom

Ax = b .

Ekonomǐcnost i efektivnost mnǒzenja matrica najbolje se ogleda u tomešto nam omogúcava
sustav odm linearnih jednaďzbi s n nepoznanica svesti na jednu matričnu jednaďzbu koja
uključuje samo operacije iz matrične algebre. Tóce nam omogúciti da taj sustav rijěsimo
samo pomócu operacija iz matrične algebre.

Primjer 4.6 Tri sustava s kojima smo započeli kurs linearne algebre, možemo u ma-
tri čnoj notaciji ovako zapisati:





1 0 1
0 1 −1
1 2 1









x1

x2

x3



 =





0
1
1



 ,





1 0 1
0 1 −1
1 2 −1









x1

x2

x3



 =





0
1
1



 ,





1 0 1
0 1 −1
1 2 −1









x1

x2

x3



 =





0
1
2



 .

Ako je A ∈ Rm×n i B ∈ R
n×p, onda je produktAB ∈ R

m×p definiran. Postavlja se prirodno
pitanje da li je, odnosno kada jeBA definirano. Budúci da jeB ∈ R

n×p i A ∈ Rm×n, produkt
BA je definiran samo onda kada je broj stupaca matriceB jednak broju redaka matriceA, tj.
ako vrijedip = m.

Prema tome, produktiAB i BA su istovremeno definirani ako i samo ako je
A ∈ Rm×n i B ∈ R

n×m za neke pozitivne cijele brojevem i n. To je pogotovo
istina kad su A i B kvadratne matrice istog reda.

Čak i ako obje matriceA i B pripadaju prostoruRn×n, to još ne znǎci da
vrijedi AB = BA.

Na primjer, ako su

A =

[

1 2
3 1

]

i B =

[

1 −1
2 0

]

,

tada je

AB =

[

5 −1
5 −3

]

, BA =

[

−2 1
2 4

]

.
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Prema tome, mnǒzenje matrica oṕcenitonije komutativno .

Ako za kvadratne matriceA i B vrijedi AB = BA, kǎzemo dakomutiraju .
MatricaC(A,B) = AB −BA se nazivakomutator matricaA i B.

Jasno je da matrice komutiraju ako i samo ako je njihov komutator nul-matrica.

Evo primjera matrica reda3 koje komutiraju:

A =





0 1 0
0 0 2
0 0 0



 , B =





0 3 0
0 0 4
0 0 0



 .

Svojstva mnǒzenja matrica su navedena u sljedećoj propoziciji.

Propozicija 4.7 Za mnǒzenje matrica vrijede sljedeća svojstva:

A(B + C) = AB + AC , (4.10)

A(BC) = (AB)C , (4.11)

α(AB) = (αA)B = A(αB) . (4.12)

Dokaz. Kako su na lijevoj i desnoj strani svake jednakosti - matrice, dovoljno je pokazati
da jeij-ti element lijeve strane jednakij-tom elementu desne strane.
Prvo pokǎzimo svojstvo distributivnosti (4.10). Koristeći distributivnost mnǒzenja prema
zbrajanu uR, dobivamo

[A(B + C)]ij =
∑

k

aik[B + C]kj =
∑

k

aik(bkj + ckj)

=
∑

k

(aikbkj + aikckj) =
∑

k

aikbkj +
∑

k

aikckj

= [AB]ij + [AC]ij = [AB + AC]ij.

Ovdjek prolazi vrijednosti od1 do broja stupaca odA.
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Za drugu tvrdnju (asocijativnost matričnog produkta) koristimo asocijativnost množenja
uR,

[A(BC)]ij =
∑

k

aik[BC]kj =
∑

k

aik
∑

l

bklclj

=
∑

k

∑

l

aik(bklclj) =
∑

k

∑

l

aikbklclj

=
∑

l

∑

k

aikbklclj =
∑

l

[

∑

k

aikbkl

]

clj

=
∑

l

[AB]ilclj = [(AB)C]ij

Zadnja tvrdnja ide najlaǩse. Imamo

[α(AB)]ij = α[AB]ij = α
∑

k

aikbkj

[(αA)B]ij =
∑

k

[αA]ikbkj =
∑

k

(αaik)bkj

[A(αB)]ij =
∑

k

aik[αB]kj =
∑

k

aik(αbkj).

Kako su zadnje sume u svim jednakostima jednake
∑

k αaikbkj, sve lijeve strane su
medusobno jednake.

Jednu vǎznu klasu matricǎcine dijagonalne matrice. Najpoznatiji primjer dijagonalne
matrice jejedini čna matrica

I =











1 0 . . . 0 0
0 1 0 0
...

. ..
...

0 0 1











∈ Rn×n . (4.13)

Ona je jedinǐcni element skupaRn×n s obzirom na mnǒzenje.

Naime, vrijedi

AI = IA = A za svakoA ∈ Rn×n.

Dakle, ima istu ulogu kod množenja matrica, kao i broj1 kod mnǒzenja realnih brojeva. Jer
je I redan još se koristi oznakaIn.
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Malo oṕcenitije, vrijede relacije:

IA = A za svako A ∈ R
n×p i

AI = A za svako A ∈ R
p×n.

Općenitije, dijagonalna matrica je ona kod koje su svi izvandijagonalni (to su oni koji
nisu dijagonalni) elementi jednaki nuli.

Dijagonalnu matricu čiji su dijagonalni elementiα1, α2, . . . , αn oznǎcavamo s
diag(α1, α2, . . . , αn), dakle

diag(α1, α2, . . . , αn) =











α1 0 0 . . . 0
0 α2 0 . . . 0
...

...
. ..

...
0 0 αn











.

Odmah vidimo da produkt dviju netrivijalnih dijagonalnih matrica, npr.

diag(1, 0, 2) diag(0,−1, 0) = diag(0, 0, 0)

može biti nul-matrica. Nul matrica takoder spada u dijagonalne matrice.

• Dijagonalne matricěcine vektorski prostor koji je zatvoren u odnosu na matrično
mnǒzenje.

• Neka jeD = diag(α1, . . . , αn) i A ∈ R
n×p. Tada jei-ti redak odDA jednak

i-tom retku odA pomnǒzenom saαi, pri čemu je1 ≤ i ≤ n.

• Slično, ako jeA ∈ R
p×n, tada jei-ti stupac odAD jednaki-tom stupcu odA

pomnǒzenom saαi.

• Ako su dijagonalni elementi odD pozitivni, operacijaDA (AD) naziva seska-
liranje redaka (stupaca).

• Dijagonalne matrice koje dobivamo množenjem jedinǐcne matrice skalarom (tj.
one oblikaαI) nazivamoskalarne matrice. Ako jeD = αI, onda jeDA = αA, a
takoder iAD = αA, čim su dimenzije matrica takve da su produkti definirani.

Potencije kvadratne matriceA se ovako induktivno definiraju:

A0 = I , Ar+1 = AAr za r ≥ 0.
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Lako se pokǎze da vrijedi

ApAq = AqAp = Ap+q za sve nenegativne cijele brojevep i q.

Stoga je dobro definiranmatri čni polinom

p(A) = αkA
k + αk−1A

k−1 + · · ·+ α1A+ α0I,

pri čemu suα0, . . . , αk realni brojevi.

Monoženje matrica katkad daje iznenadujuće rezultate.

Npr. ako je

A =





0 1 0
0 0 1
0 0 0



 ,

onda je

A2 = A · A =





0 1 0
0 0 1
0 0 0









0 1 0
0 0 1
0 0 0



 =





0 0 1
0 0 0
0 0 0





i

A3 = A · A2 =





0 1 0
0 0 1
0 0 0









0 0 1
0 0 0
0 0 0



 =





0 0 0
0 0 0
0 0 0



 = O .

Dakle, postoje3× 3 matrice za koje jeA 6= O, A2 6= O ali jeA3 = O.

Na slǐcni nǎcin mogli bismo pokazati da postojen× n matrice za
koje je prvihn− 1 potencija razlǐcito odO, ali vrijedi An = O.

Ako je A 6= O i Ak = O za nekok ∈ N, tada seA naziva
nilpotentna matrica.
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Pokǎzimo jǒs jedno iznenadujuće svojstvo matrǐcnog mnǒzenja. Ako je

J =

[

0 1
−1 0

]

dobivamo

J2 = JJ =

[

0 1
−1 0

] [

0 1
−1 0

]

=

[

−1 0
0 −1

]

= (−1)
[

1 0
0 1

]

,

tj.
J2 = −I .

U aritmetici realnih brojeva ne postoji realan brojčiji kvadrat je−1. Zato i jesu uvedeni
kompleksni brojevi. S njima mǒzemo rijěsiti npr. jednaďzbu x2 = −1. U matrǐcnoj
algebri postoji realna matrica,čiji kvadrat je jednak−I.

Postoji jǒs jedna vrlo korisna operacija na matricama. Naziva se operacijom transponira-
nja.

Definicija 4.8 Neka jeA ∈ Rm×n. Matrica AT ∈ Rn×m se nazivatransponirana ma-
trica A, ako je svaki redak odAT jednak odgovarajúcem stupcu matriceA.

Prema tome, transponiranu matricu dobivamo tako da stupce (retke) matrice zamijenimo nje-
nim retcima (stupcima). Ako je

A =











a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

am1 am2 . . . amn











onda je

AT =











a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2
...

a1n a2n . . . amn











.

Kraće to zapisujemo: ako jeA = (aij), onda jeAT = (aji).
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Na primjer, ako je

A =

[

1 3 5
2 4 6

]

, onda je AT =





1 2
3 4
5 6



 .

Operacija transponiranja je unarna operacija, koja matrici pridružuje njoj transponiranu ma-
tricu. Da bismo pokazali korisnost te operacije, vratimo seproblemu odredivanja svihx ∈ Vn

za koje vrijedi

(a | x) = 0 , (4.14)

gdje jea ∈ Vn zadani vektor. Véc smo vidjeli da svaki vektor iz Vn možemo identificirati sa
vektorom (matricom stupcem) izRn. Tu identifikacijućemo primijeniti na oba vektoraa i x
iz Vn. Oznǎcimo li i pripadne jednostup̌cane matrice takoder saa i x, imamo

a =











a1
a2
...
an











, x =











x1

x2
...
xn











.

Jer

aT =
[

a1 a2 . . . an
]

,

ima stupaca kolikox ima redaka, produktaTx je definiran i vrijedi

aTx = a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn . (4.15)

Iz definicije skalarnog produkta u Vn znamo da je desna strana jednadžbe (4.15) skalarni
produkt u Vn. Kako je na isti nǎcin definiran i skalarni produkt uRn, aTx je skalarni produkt
vektoraa i x iz Rn. To mǒzemo ovako zapisati

(a | x) = aTx a , x ∈ Rn , (4.16)

pri čemu je sada(· | ·) oznaka za skalarni produkt uRn. Sada mǒzemo sustav odp jednaďzbi
oblika
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(ak | x) = 0 , 1 ≤ k ≤ p, (4.17)

zamijeniti odgovarajúcim sustavom matričnih jednaďzbi

aTk x = 0 , 1 ≤ k ≤ p . (4.18)

Ako pišemo

aTk =
[

ak1 ak2 . . . akn
]

,

i uvedemo matricuA pomócu redaka:

A =











aT1
aT2
...
aTp











=











a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

ap1 ap2 . . . apn











, (4.19)

onda sustav jednadžbi (4.18) prelazi u matričnu jednaďzbu

Ax = 0 , (4.20)

gdje je0 ∈ R
p nul vektor. Kako dvije matrice izRn×n uvijek mǒzemo mnǒziti i dobivamo

rezultat koji je opet uRn×n, čitatelj bi mogao pomisliti, da se matrice možda mogu i dijeliti.
Ponekad se matrice zaista mogu dijeliti (npr. matrice reda1 koje su realni brojevi ili skalarne
matrice), ali to nikako nije oṕci slučaj.

U skupu realnih brojeva jednakost4 · 5 = 20 možemo interpretirati kao20 podijeljeno sa
4 daje5 ili npr. 4 · 0 = 0 možemo interpretirati kao0 podijeljeno s4 daje0.
Kod matrica imamo ovakav slučaj:

[

0 1
0 0

] [

0 α
0 0

]

=

[

0 0
0 0

]

, α ∈ R ,

što znǎci, da ne postoji jedinstvena matrica koja bi bila kvocijentnul matrice i matrice
[

0 1
0 0

]

.

Promotrimo zato matričnu jednaďzbu

AX = C
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gdje suA i C eksplicitno zadane. Pitanje je možemo li “dijeliti” C saA da bi dobiliX? Da bi
to postigli treba nam matricaW sa svojstvom

WA = I .

Pomnǒzimo li jednaďzbuAX = C s lijeva matricomW , dobijemo

W (AX) = WC , pa je zbog svojstva asocijativnosti množenja

(WA)X = WC , pa je zbog svojstva matriceW

I X = WC , tj. dobili smoX = WC .

Dakle, nǎcinili smo onošto radimo i sa skalarnom jednadžbomαx = γ. Množimo ju sω =
1/α. Na problem nalǎzenja matriceW vratit ćemo se kasnije.

Nabrojimo sada glavna svojstva operacije transponiranja.

Propozicija 4.9 Operacija transponiranja ima sljedeća svojstva,

(AT )T = A , (4.21)

(A+B)T = AT + BT , (4.22)

(cA)T = cAT , (4.23)

(AB)T = BTAT . (4.24)

Dokaz. Prvo treba provjeriti (za svaku jednakost) da je dimenzijamatrice na lijevoj strani
jednakosti jednaka dimenziji matrice na desnoj strani. Tu provjeru ostavljamǒcitatelju.
Zatim treba pakazati da je proizvoljni element matrice na lijevoj strani jednak odgova-
rajućem elementu matrice na desnoj strani.
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Kako je ij-ti element matriceAT jednakaji, mora biti ij-ti element matrice(AT )T bǎs
aij. No, to je ij-ti element odA, pa je prva jednakost (4.21) dokazana. Slično, ij-ti
element od(A + B)T je aji + bji, a to je takoder ij-ti element desne strane u jednakosti
(4.22). Slǐcno, ij-ti element matrice(cA)T je ji-ti element odcA, a to jecaji. S druge
traneij-ti element matricecAT je caji, pa je dokaz za (4.23) gotov.
Konǎcno,ij-ti element od(AB)T je ji-ti element odAB, tj.

[(AB)T ]ij = [(AB)]ji =
∑

k

ajkbki,

gdjek prolazi vrijednosti od1 do broja stupaca odA (ili redaka odB). S druge strane,
ij-ti element odBTAT je

[BTAT ]ij =
∑

k

[BT ]ik[A
T ]kj =

∑

k

bkiajk =
∑

k

ajkbki,

čime je dokazana i zadnja jednakost.

Primijetimo da su u zadnjem svojstvu matriceA i B zamijenile poredak.
Koristéci relaciju (4.24) iz propozicije 4.9, lako se pokaže da osim “lijeve distributivnosti”

vrijedi i “desna distributivnost”. Najme, uz pomoć relacija (4.24), (4.21), (4.21) i (4.10) jed-
nostavno dobivamo

(B + C)A =
[

[(B + C)A]T
]T

=
[

AT (B + C)T
]T

=
[

AT (BT + CT )
]T

=
[

ATBT + ATCT
]T

=
[

(BA)T + (CA)T
]T

=
[

(BA+ CA)T
]T

= BA+ CA . (4.25)

Relaciju (4.16) mǒzemo iskoristiti za pisanje norme vektora izRn pomócu operacije mnǒzenja
matrica. Budúci da je‖x‖ =

√

(x | x), imamo

‖x‖ =
√
xTx . (4.26)

Formula (4.26) i jednakost (4.24) omogućavaju npr. napisati izraz za normu odAx, gdje je
A ∈ Rm×n i x ∈ Rn:

‖Ax‖ =
√
xTATAx . (4.27)
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• MatricaA je simetrǐcna ako jeAT = A.

• MatricaA je antisimetrǐcna ako jeAT = −A.

• MatricaQ je ortogonalna ako jeQTQ = QQT = I.

• MatricaN je normalna ako jeNTN = NNT .

Iz definicije odmah slijedi da su simetrična i antisimetrǐcna matrica kvadratne. Normalna
matrica je takoder kvadratna. Doista,N ∈ Rm×n, povlǎci NTN ∈ Rn×n i NNT ∈ Rm×m,
pa zbog normalnosti slijedim = n. Jer je ortogonalna matrica normalna, ona je takoder
kvadratna.

Skup svih simetrǐcnih matrica redan sa operacijama zbrajanja matrica i množenja matrice
(realnim) brojem̌cini vektorski prostor. Isto vrijedi i za skup antisimetričnih matrica redan.

Zadatak 4.10 Neka suA ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p. Dokǎzite sljedéce tvrdnje.

(i) Ako jeB = [b1, . . . , bp] stup̌cana particija matriceB, tada jeAB = [Ab1, . . . , Abp]
stup̌cana particija matriceAB.

(ii) Za retčane particije matricaA i AB vrijedi implikacija

A =







aT1
...
aTm






=⇒ AB =







aT1B
...

aTmB






.

(iii) Ako je A = [a1, . . . , an] stup̌cana particija matriceA i x ∈ Rn, tada jeAx =
x1a1 + · · ·+ xnan, gdje sux1, . . . , xn komponente vektorax.

(iv) Ako jey ∈ Rn, yT = [y1, . . . , yn] i ako je

B =







bT1
...
bTn






(4.28)

retčana particija odB, tada jeyTB = y1b
T
1 + · · ·+ ynb

T
n .

(v) Ako jeA = [a1, . . . , an] stup̌cana particija odA i ako je (4.28) reťcana particija od
B, tada je

AB = a1b
T
1 + . . .+ anb

T
n .

Pritom je svaka matricaaibTi ∈ Rm×p.
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Za svaki par prirodnih brojevam i n, struktura(Rm×n,+, ·) je zatvorena u odnosu na
operacije + i·. Množenje matrica izRm×n je definirano tek ako jem = n. Takoder je
važno da je skupRn×n zatvoren u odnosu na matrično mnǒzenje. Oznǎcimo li privremeno
operaciju mnǒzenja matrica sa×, možemo pisati(Rn×n,+, ·,×), pri čemu je(Rn×n,+, ·)
vektorski prostor, a mnǒzenje× zadovoljava svojstva (4.10), (4.25), (4.11) i (4.12). Takva
struktura se nazivaalgebra. Kako uRn×n postoji i neutralni elementI za mnǒzenje×,
kaže se da je(Rn×n,+, ·,×) algebra s jedinicom. Dakle,skup matrica reda n čini
algebru s jedinicom. Ona oṕcenito nije komutativna. Na njoj je definirana i unarna
operacija transponiranja koja zadovoljava svojstva (4.21)–(4.24).

Zadaci 4.11

1. Neka su

A =

[

0 −2 3
4 −5 1

]

, B =





0 −1 2
1 −2 1
1 3 −3



 , C =





2 4
−2 0
1 3



 .

IzračunajteX = ABTC. Rjěsenje: X =

[

−13 −13
−30 −14

]

2. Neka su

A =

[

0 −2 3
4 −5 1

]

, B =





2 −1 2
1 −3 1
1 3 −3



 , C =





1 −4
3 1
−1 2



 .

Riješite matrǐcnu jednaďzbu5X + ABC = CTBAT .

Rjěsenje:

5X = CTBAT − ABC =

[

50 89
−53 −68

]

−
[

57 −11
46 −2

]

pa je

X =

[

−7/5 20
−99/5 −66/5

]

3. Neka su

D1 =





1 0 0
0 2 0
0 0 −5



 , D2 =





3 0 0
0 2 0
0 0 6



 , A =





0 −4 2
−1 −4 2
3 3 −8



 .
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Riješite matrǐcnu jednaďzbu
D1XD2 = A .

Uputa: Koristite

D1XD2 =





3x11 2x12 6x13

6x21 4x22 12x23

15x31 −10x32 −30x33



 .

4. Pokǎzite da

(a) dijagonalne matrice redan

(b) gornje-trokutaste matrice redan

(c) donje-trokutaste matrice redan

(d) simetrǐcne matrice redan

(e) antisimetrǐcne matrice redan

uz operacije matrǐcnog zbrajanja i mnǒzenja matrice skalarom,̌cine vektorski prostor,
koji je potprostor odRn×n.

Uputa: Koristite dovoljne uvjete da neki podskupX skupaRn×n bude potprostor.
Trebate uzeti dva proizvoljna elementaA,B ∈ X i dva realna brojaα i β, te pokazati
da je linearna kombinacijaαA+ βB ∈ X . Dokǎzimo zadatak (d).

To za slǔcaj (d) znǎci da treba pokazati da jeαA + βB simetrǐcna ako jeA = AT i
B = BT . Dista, koristéci svojstva transponiranja, imamo

(αA+ βB)T = (αA)T + (βB)T = αAT + βBT = αA+ βB ,

pa je dokaz gotov. Načinite slǐcne dokaze za ostale slučajeve.

5. Da li je produkt

(a) dviju dijagonalnih matrica dijagonalna matrica?

(b) dviju gornje-trokutastih matrica gornje-trokutasta matrica?

(c) dviju donje-trokutastih matrica donje-trokutast matrica?

(d) dviju simetrǐcnih matrica simetrǐcna matrica?

(e) dviju antisimetrǐcnih matrica antisimetrǐcna matrica?

Ako smatrate da je odgovor potvrdan, pokušajte dokazati. Ako smatrate da nije, pokušajte
naći primjer dviju matrica koje potvrduju vǎsu slutnju.
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Uputa: Pokǎzite da su prva tri odgovora potvrdna, dok preostala dva nisu.

Npr. da bi dokazali da je odgovor na pitanje u (b) potvrdan, neka jeX = RU gdje su
R = (rij) i U = (uij) gornje-trokutaste matrice redan. Pokǎzimo da je proizvoljni
element u strogo donjem trokutu matriceX nula. Proizvoljni element u strogo donjem
trokutu matriceX jexij pri čemu jei > j. Sjetimo se da jexij = ri1u1j+· · ·+rinunj.
Oznǎcimo u toj sumi elemente koji su nula (zbogčinjenice da su obje matrice gornje-
trokutaste) tako da ih potcrtamo

xij = ri1 · u1j + ri2 · u2j + · · ·+ rij−1 · uj−1,j + rij · ujj

+ri,j+1 · uj+1,j + · · ·+ rin · unj

Vidimo da je u gornjoj sumi svakǐclan produkt dva broja od kojih je barem jedan
nula. Dakle, u sumi su svičlanovi nula pa jexij = 0 čim je i > j. To znǎci da jeX
gornje-trokutasta.

Pokǎzimo da odgovor u (d) nijěcan. Neka su

A =

[

2 1
1 3

]

, B =

[

1 −2
−2 5

]

tada jeAB =

[

0 1
−5 13

]

Dakle, produkt izabranih simetričnih matricaA i B nije simetrǐcna matrica pa pro-
dukt simetrǐcnih matrica oṕcenito nije simetrǐcna matrica.

6. (a) Da li je kvadrat simetrǐcne matrice simetričan?

(b) Da li je svaka potencija simetrične matrice simetrična matrica?

(c) Da li je (realni) polinom simetrǐcne matrice simetrična matrica?

(d) Da li je kvadrat antisimetrǐcne matrice simetričan?Što mǒzete réci za kub antisi-
metrǐcne matrice.

(e) Svaki redak simetrične matrice ima istu (Euklidsku) normu kao i odgovarajući
stupac. To vrijedi i za antisimetričnu matricu. Da li to vrijedi i za normalnu
matricu?

(f) Je li produkt dviju ortogonalnih matrica opet ortogonalna matrica?

(g) Jesu li retci, a i stupci ortogonalne matrice ortonormirani?

7. Pokǎzite da se svaka kvadratna matrica može prikazati kao suma simetrične i antisime-
tri čne matrice.
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Dokaz: Neka jeA ∈ Rn×n. Ako definiramo

A′ =
1

2

(

A+ AT
)

i A′′ =
1

2

(

A− AT
)

tada je
A = A′ + A′′, A′

T
= A′ i A′′

T
= −A′′.

Pokǎzite za vjězbu zadnju relaciju, tj. zadnje tri jednakosti.

Promotrimo jǒs skupMR svih realnih matrica,

MR =
⋃

m,n∈N

Rm×n .

Neka× oznǎcava operaciju mnǒzenja matrica, aT operaciju transponiranja matrica.

SkupMR je sigurno zatvoren u odnosu na operaciju množenja matrice sa skalarom. Isto
tako je zatvoren u odnosu na operaciju transponiranja. Medutim, ostale dvije operacije
nisu definirane za svaki par matrica izMR. Ipak, postoji lijepo svojstvo skupaMR, da je
zatvoren s obzirom na te dvije operacije uvijek kad je rezultat tih dviju matrica definiran.

Kompleksne matrice

SaCm×n smo oznǎcili skup kompleksnihm×n matrica. U taj skup je ukljǔcen i skup realnih
matricaRm×n, pa je skupCm×n veći odRm×n.

Zbroj dviju matricaA,B ∈ Cm×n je definiran na isti nǎcin kao i uRm×n, dakle: C =
A+B ako jecij = aij + bij za sve1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, gdje suA = (aij), B = (bij) i
C = (cij). Kako suaij i bij općenito kompleksni brojevi, operacija+ na nivou matrǐcnih
elemenata je operacija zbrajanja kompleksnih brojeva. Na isti nǎcin kao i prije, lako se
pokǎze da je(Cm×n,+) Abelova aditivna grupa. Neutralni element je matricaO ∈ Cm×n

čiji su elementi same nule. Inverzni (zapravo suprotni) element odA ∈ Cm×n je matrica
−A = (−aij). Uočimo da jeO takoder u Rm×n. Što vǐse, (Rm×n,+) je netrivijalna
podgrupa od(Cm×n,+).

Kod mnǒzenja matrica izCm×n skalarom, moramo dozvoliti množenje kompleksnim bro-
jevima. Neka jeA ∈ Cm×n i ω ∈ C. Tada jeB = ω · A (ili kraćeB = ωA) ako je
bij = ωaij za svei, j. Ova operacija ima ista svojstva kao i operacija množenja realnim
skalarom uRm×n. StogaCm×n uz operaciju zbrajanja i množenja skalarom izC postaje
vektorski prostor (nad poljem kompleksnih brojeva), koji oznǎcavamo s(Cm×n,+, ·).
Uočimo da(Rm×n,+, ·) nije vektorski potprostor od(Cm×n,+, ·) jer ti vektorski prostori
nisu definirani nad istim poljem.
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Elemente odCn×1 opet nazivamo matrice stupci, jednostupčane matrice ili vektori. Oz-
nakuCn×1 zamijenjujemo oznakomCn, a za sam vektorski prostor tih vektora koristimo
oznaku(Cn,+, ·).

Kao i prije, lako se pokǎze da su vektorski prostori(Cn,+, ·) i (Cn,+, ·) izomorfni.

Operacija mnǒzenja kompleksnih matrica definirana je samo za parove matrica kod kojih
lijevi faktor ima onoliko stupaca koliko desni faktor ima redaka. Mnǒzenje je definirano
na isti nǎcin kao kod realnih matrica (vidi definiciju 4.4). Neutralnielement s obzirom na
matrǐcno mnǒzenje je opet identiteta, tj. jedinična matricaI (koja je i uRn×n i u Cn×n, ako
je redan). Množenje matrica ima ista svojstva (4.10)–(4.12), uključujući i svojstvo (4.25)
koje se dokazuje na isti način. Najme, operacija tranponiranja je definirana za svaku
kompleksnu matricu na isti način kao i u slǔcaju realnih matrica. Time smo zapravo
pokazali da je(Cn×n,+, ·,×) algebra s jedinicom, gdje smo načas matrǐcno mnǒzenje
oznǎcili s ×.

Glavna razlika u definicijama vezanim uz algebreRn×n i Cn×n dolazi u momentu kad sězeli
u njima definirati skalarni produkt odnosno norma. Sjetimo se, u Vn odnosno uRn skalarni
produkt vektoraa i b bio je definiran formuloma1b1 + · · · + anbn, gdje suai , bi komponente
oda , b, respektivno. Zato se uRn skalarni produkt mogao zapisati kaoaT b. U Cn je skalarni
produkt definiran formulom

(a | b) = a1b1 + · · ·+ anbn,

pa zato uCn ne mǒzemo pisati(a | b) = aT b, a, b ∈ Cn. Da bi ipak(a | b) napisali pomócu
operacije matrǐcog mnǒzenja, moramo uvesti operaciju komleksnog konjugiranja i kompleks-
nog transponiranja.

Ako je z = z1 + iz2 kompleksni broj, tada jēz = z1 − iz2 kompleksno konjugirani broj.
Na slǐcni nǎcin definiramo i kompleksno konjugiranu matricu, a onda i hermitski adjungiranu
(kompleksno transponiranu) matricu.

Definicija 4.12 Neka jeZ ∈ Cm×n i Z = Z1 + iZ2, pri čemu suZ1 , Z2 ∈ Rm×n.
Tada seZ1 − iZ2 nazivakompleksno konjugirana matrica i oznǎcava saZ. Hermitski
adjungirana matricaZ je matricaZ∗ = ZT

1 − iZT
2 .

Uočimo da su obje operacije definirane za svaku kompleksnu matricu i pritom jeZ ∈ Cm×n i
Z∗ ∈ C

n×m ako jeZ ∈ Cm×n. Operacije kompleksnog konjugiranja i hermitskog adjungira-
nja imaju sljedéca svojstva.
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Propozicija 4.13 Neka suZ,W ∈ Cm×n i α ∈ C. Tada je

(i) Z∗ =
(

Z
)T

= ZT , Z = Z , Z∗∗ = Z

(ii) Z +W = Z +W , (Z +W )∗ = Z∗ +W ∗

(iii) αZ = ᾱZ , (αZ)∗ = ᾱZ∗

(iv) ZW = ZW , (ZW )∗ = W ∗ Z∗.

Dokaz. Sve tvrdnje izlaze iz osnovnih svojstava konjugiranja kompleksnih brojeva:̄̄z =
z, α + β = ᾱ + β̄, αβ = ᾱβ̄ i osnovnih svojstava operacije transponiranja.

Uočimo da vrijedi

(a | b) = a1b1 + · · ·+ anbn = b1a1 + · · ·+ bnan = b̄Ta = b∗a ,

pa smo uspjeli skalarni produkt prikazati pomoću produkta matrica. Zato za normu vektora
vrijedi

‖a‖ =
√

| a1 |2 + · · ·+ | an |2 =
√
a∗a.

Uočite da tvrdnje (i) – (v) iz zadatka 4.10 vrijede i za kompleksne matrice.



Poglavlje 5

Linearno nezavisni vektori

U ovom poglavlju pripremamo teren za rješavanje homogenog sustava odp linearnih jed-
naďzbi sn nepoznanica, koji pišemo u obliku

Ax = 0 . (5.1)

Pritom suA ∈ R
p×n, x ∈ Rn, a 0 ∈ R

p je nul vektor. Prije nego sustav riješimo, trebamo
uvesti pojmove minimalnog razapinjućeg skupa, dimenzije vektorskog prostora i ranga ma-
trice. Oni su potrebni u opisu skupa svih rješenja sustava (5.1), a takoder i u uvjetima koji se
postavljaju na matricu.

Nǎs polazni sustav se obično zapisuje u obliku

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

· · ·
ap1xp + ap2x2 + · · ·+ apnxn = 0 .

(5.2)

Ponovimo jǒs jednom kako smo od sustava (5.2) došli do zapisa (5.1). Saai ∈ Rn smo
oznǎcili vektor čije su komponente koeficijentiai1,. . . ,ain i-te jednaďzbe sustava. Zatim smo
postavili zahtjev dax bude okomit na sve vektoreai, 1 ≤ i ≤ p. Kao skupna informacija o
svim komponentama vektoraai, pojavila se matricaA. Uz oznake

x =









x1

x2

· · ·
xn









, ai =









ai1
ai2
· · ·
ain









, A =









aT1
aT2
· · ·
aTn









, (5.3)

okomitost vektorax na sve vektoreai, može se zapisati kao
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0
0
· · ·
0
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aT1 x
aT2 x
· · ·
aTp x









=









aT1
aT2
· · ·
aTp









x =









a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
· · · · · · · · ·
ap1 ap2 . . . apn

















x1

x2

· · ·
xn









ili kraćeAx = 0 .

5.1 Minimalni razapinju ći skup

Na isti nǎcin kao i u propoziciji 3.5, lako se pokaže da skup svih rjěsenja sustava linearnih jed-
naďzbi Ax = 0 čini vektorski potprostor. Taj potprostor je razapet vektorima koji su okomiti
na sve vektorea1, a2, . . . , ap, pri čemu suai odredeni relacijom (5.3). Kako razapinjućih vek-
tora za neki potprostor može biti po volji mnogo, postavlja se pitanje kako za dani potprostor
pronáci razapinjúci skup koji sadřzi minimalni broj vektora.

Primjer 5.1 Neka je potprostorX ⊂ R3 razapet vektorima




1
0
0



 ,





0
1
0



 ,





1
1
0



 ,





1
2
0



 ,





5
−3
0



 ,

i neka jeY ⊂ R3 razapet vektorima




1
0
0



 ,





0
1
0



 .

U oba potprostora nalaze se svi vektori izR3 čija je treća koordinata jednaka nuli. Zato
jeY = X . Prema tome su vektori





1
1
0



 ,





1
2
0



 ,





5
−3
0





u definiciji potprostoraX suvǐsni.

Svaki skup vektora vektorskog prostora razapinje neki potprostor, koji mǒze biti i cijeli vek-
torski prostor. Miželimo izdvojiti iz danog skupa vektora jedan njegov podskup, kao u pri-
mjeru 5.1, koji razapinje isti potprostor, ali koji je u nekom smislu minimalan.
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Definicija 5.2 Neka jeS podskup vektorskog prostoraX. Minimalni razapinju ći pod-
skup odS je svaki podskupM odS, koji zadovoljava sljedéca dva uvjeta:

1. L(M) = L(S) ,

2. Niti jedan pravi podskup skupaM ne razapinjeL(S).

M se jǒs zoveminimalni razapinju ći skup odL(S).
Dakle, ako krenemo od skupa, onda tražimo neki njegov dio (podskup) koji još uvijek raza-
pinje isti potprostor, ali koji ima i svojstvo da ga ne možemo dalje smanjiti bez da smanjimo
i potprostor kojeg razapinje. Zato se takav podskup naziva minimalni razapinjúci podskup
polaznog skupa.

Kad nademo jedan takav podskup, onda je za spomenuti vektorski potprostor, on tek je-
dan od beskrajno mnogo skupova koji imaju to “minimalno” svojstvo. Zato se taj podskup
polaznog skupa naziva minimalni razapinjući skup za potprostor.

Primjer 5.3 Evo tipǐcnih primjera minimalnih razapinjúcih skupova uR3.

• M = {a}.
Neka jea ∈ R

3. Tada jeL(a) = {α a ; α ∈ R} pa seL(a) sastoji od skalarnih
multipla oda. Geometrijski interpretirano (ako vektore izR3 identificiramo s radij-
vektorima),L(a) je pravac kroz ishodište koji prolazi krajem vektoraa.

• M = {a, b}. Tada jeL(a, b) = {α a+ β b ; α , β ∈ R}.
Neka sua, b ∈ R

3 vektori koji nisu multipli jedan od drugoga. Geometrijski in-
terpretirano,L(a, b) je ravnina kroz ishodište koja prolazi krajevima vektoraa i
b.

• M = {a, b, c}. Tada jeL(a, b, c) = {α a+ β b+ γ c ; α , β , γ ∈ R}.
Neka sua, b i c takvi da pripadni radij-vektori ne lěze svi u istoj ravnini. Takvi
su npr. stupci odI3. Geometrijski interpretiranL(a, b, c) je cijeli trodimenzionalan
koordinatni prostor, pa jeL(a, b, c) = R

3.

Primjer 5.4 Neka jeS = {a1, a2, . . . , ap}, tada jeM = {u1, u2, . . . , ur}, r ≤ p, gdje je
svakiui neki od vektora izS. Sada se uvjet 1. iz definicije 5.2 zapisuje kao

L(u1, . . . , ur) = L(a1, . . . , ap).

Uočimo da u zadnjoj jednakosti poredak vektoraa1, . . . , ap (odnosnou1, . . . , ur) nije
vǎzan, jer jeL(a1, . . . , ap) tek kráca oznaka zaL(S) = L({a1, . . . , ap}).

Ako imamo skup vektora koji razapinje odredeni vektorski potprostor, pitanje je kako pronaći
neki njegov minimalni razapinjúci podskup. Trebat́ce nam algoritam koji polazeći od skupa
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{a1, . . ., ap} daje na izlazu neki minimalni razapinjući skup{u1, . . ., ur}, r ≤ p. U konstruk-
ciji algoritma koristi se sljedéci rezultat.

Propozicija 5.5 Neka jeX vektorski prostor ix1, . . . , xk vektori izX. Ako jey linearna
kombinacija vektoraxi, 1 ≤ i ≤ k, tada je

L(y, x1, . . . , xk) = L(x1, . . . , xk) (5.4)

Jasno je day u relaciji (5.4) mǒze stajati ispred ili iza bilo kojeg vektoraxi. Opǐsimo sada
algoritam za odredivanje minimalnog razapinjúceg skupa.

Algoritam 5.6 Polazimo odp vektorax1, x2,. . . ,xp vektorskog prostoraX. Algoritam
odreduje jedan minimalni razapinjúci podskup skupa{x1, . . . , xp}. Algoritam koristi
pomócne vektoreu1,. . . ,up.

0. Inicijaliziraj broja č k i pomǒcne vektoreui:

k = p, u1 = x1, . . . , up = xp;

1. Ustanovi postoje li skalariα1,. . . ,αk, koji nisu svi jednaki nuli i za koje vrijedi

α1u1 + α2u2 + . . .+ αkuk = 0 . (5.5)

Ako postoje, prijedi na korak 2., inǎce prijedi na korak 3.

2. Neka jeαj 6= 0 bilo koji netrivijalanαi, 1 ≤ i ≤ k

(a) ako jej < k, prenumeriraj vektore:uj = uj+1,. . . ,uk−1 = uk i prijedi na (b);
ako jej = k odmah prijedi na (b);

(b) Stavik = k − 1 i vrati se na korak 1.

3. Stavir = k, M = {u1, . . . , ur} .

U koraku 2 (a) algoritma vǎzan je redoslijed: prvouj+1 postajeuj, zatim (ako jej + 2 ≤ k)
uj+2 postajeuj+1 itd.

Koraci 1. i 2. zahtijevaju obrazlǒzenje. U koraku 1. zahtijeva se provjera egzistencije
netrivijale linearne kombinacije koja je nul-vektor. To jeza vécen netrivijalan problem zǎcije
rješavanje postoje posebne metode. Taj problem se svodi na problem rjěsavanja homogenog
sustavaAx = 0, kako ćemo vidjeti kasnije. U ovom̌casu, za dobru definiranost algoritma
bitno je da je pitanje egzistencije netrivijalne anihilirajuće linearne kombinacije uvijek rješivo:
ili takva linearna kombinacija postoji ili ne postoji.
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Obrazlǒzimo kako algoritam funkcionira. Ako je u koraku 2.(a)αj 6= 0, tada seuj može
izraziti kao linearna kombinacija ostalih vektora:

uj = −
1

αj

(α1u1 + · · ·+ αj−1uj−1 + αj+1uj+1 + · · ·+ αkuk)

pa je po propoziciji 5.5,

L(u1, . . . uk) = L(u1, . . . uj−1, uj+1, . . . , uk) . (5.6)

Dakle, iz skupa{u1, . . . , uk} smijemo izbacitiuj, a da skup{u1, . . . uj−1, uj+1, . . . , uk} i dalje
razapinje isti potprostor. Da bi u novom skupu vektora, indekse brojali uzastopnim brojevima,
smanjujuemo ih nakon indeksaj − 1 za jedan. Kako se broj vektora smanjio za jedan, ažurira
se i broj vektorak.

Zadatak 5.7 Primijenite algoritam 5.5 na vektore iz primjera 5.1. U algoritmu imate
mogúcnost biranja koeficijentaαj 6= 0. Odabirajte j tako da postepeno izbacite sve
vektore osim prva dva.

Zadatak 5.8 Promotrite u vektorskom prostoruPn polinoma stupnja≤ n, sljedéci skup
vektora (polinoma):B = {1, x, x2, x3, . . . , xn}. Pokǎzite da jeB minimalni razapinjúci
skup zaPn.
Rjěsenje∗: Primijenite algoritam 5.5 naB. On vas u 1. koraku vodi da tražite netrivijalna
rješenja jednaďzbe

α0 + α1x+ α2x
2 + · · ·+ αnx

n = 0 za svex ∈ R ,

u nepoznanicamaαi, 0 ≤ i ≤ n. Kako jednaďzba mora vrijediti za svex, uzmimox = 0.
Dobijeteα0 = 0. Dakle je

x
(

α1 + α2x+ · · ·+ αnx
n−1
)

= 0 za svex.

To je mogúce samo ako je

α1 + α2x+ · · ·+ αnx
n−1 = 0 za svex 6= 0.

Kad bi biloα1 6= 0, tada bismo mogli zax odabrati tako mali pozitivni broj da bude

|α2x+ · · ·+ αnx
n−1| < |α1|,

pa zadnja jednaďzba ne bi bila ispunjena. Dakle, mora bitiα1 = 0 i mora vrijediti

x
(

α2 + α3x+ · · ·+ αnx
n−2
)

= 0 za svex 6= 0.

Sada na isti nǎcin kao prije zakljǔcite da mora vrijeditiα2 = 0. Nastavljajúci postupak,
zakljǔcujete da sviαi moraju biti nula, pa algoritam odmah završava.
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Iz algoritma 5.6 vidimo da se postupak izbacivanja vektora ponavlja tako dugo dok se ne
dobije skup vektora{u1, . . . , uk} za koji jednaďzba

α1u1 + · · ·+ αkuk = 0 (5.7)

u nepoznanicamaα1, . . . , αk ima samo trivijalno rjěsenje:α1 = · · · = αk = 0. Vrijedi

Propozicija 5.9 Skup vektoraM, dobiven algoritmom 5.6 je minimalni razapinjući pod-
skup skupa{x1, . . . , xp}.

5.2 Linearno nezavisni vektori

Pǒzeljno je vektorima, za koje jednadžba (5.7) ima samo trivijalno rješenje, dati neko ime.

Definicija 5.10 Neka sux1,. . . ,xr elementi vektorskog prostoraX. Ako jednaďzba

α1x1 + · · ·+ αrxr = 0

u nepoznanicamaα1, . . . , αr ima samo trivijalno rjěsenjeα1 = · · · = αr = 0, tada se
vektori x1, . . . ,xr nazivaju linearno nezavisnim. Vektori koji nisu linearno nezavisni
nazivaju selinearno zavisni. Skup vektora{x1, . . . , xr} je linearno nezavisan (zavisan)
ako su vektorix1, . . . , xr takvi.

Najjednostavnija svojstva skupa linearno nezavisnih vektora dana su u sljedećoj propoziciji.

Propozicija 5.11 Skup linearno nezavisnih vektora{u1, . . . , ur} ne sadřzi nul-vektor.
Ako je skup{u1, . . . , ur} linearno nezavisan, tada je i svaki njegov podskup lineranone-
zavisan. Ako je skup{u1, . . . , ur} linearno zavisan, tada je svaki njegov nadskup takoder
linearno zavisan.

Dokaz. Kad bi skup{u1, . . . , ur} sadřzavao nul-vektor, tada bi postojala netrivijalna
linearna kombinacija vektora koja bi iščezavala. Npr. kad bi bilouj = 0, tada bi0u1 +
· · · + 0uj−1 + 1uj + 0uj+1 + · · · + 0ur bila jedna takova linearna kombinacija, pa bi
{u1, . . . , ur} bio linearno zavisan skup vektora.
Kad bi linearna kombinacija nekih vektora iz skupa{u1, . . . , ur} iščezavala na netrivija-
lan nǎcin, lako bi ju prǒsirili (pomoću skalara nula) do linearne kombinacije svih vektora
koja bi takoder iščezavala na netrivijalan način. Dakle pretpostavka, da je neki pod-
skup od{u1, . . . , ur} linearno zavisan, vodi u kontradikciju. Stoga je svaki podskup od
{u1, . . . , ur} linearno nezavisan.
Ako neka linearna kombinacija vektorau1, . . . , ur iščezava na netrivijalan način, lako
ju prǒsirimo sa dodatnim vektorima koje množe nula skalari. Tako dobijemo linearnu
kombinaciju vektora iz nadskupa od{u1, . . . , ur} koja iščezava na netrivijalan način. To
znǎci da je taj nadskup linearno zavisan.
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Iz definicija 5.10 i 5.2, propozicije 5.9 i relacije (5.7), možemo zakljǔciti da se minimalni
razapinjúci skup uvijek sastoji od linearno nezavisnih vektora.

Primjer 5.12 U vektorskom prostoru Vn vektorie1, e2, . . . , en su linearno nezavisni. Do-
ista, ako linearnu kombinaciju tih vektora izjednačimo s nulom, dobijemo

(0, 0, . . . , 0) = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen = (α1, α2, . . . , αn)

pa sve komponente na desnoj strani jednadžbe moraju biti nula. Dakle, svi koeficijenti
iščezavajúce linearne kombinacije skupa{e1, e2, . . . , en} moraju ǐsčezavati, pa je taj
skup linearno nezavisan.
Na slǐcni nǎcin se pokǎze da su svi stupcie1, e2, . . . , en jedinične matriceIn linearno
nezavisni vektori uRn. Takoder, slični dokaz pokazuje da su svi retciẽ1, ẽ2, . . . ,̃en od In
linearno nezavisni uR1×n.

Uočimo da u koracima 1. i 2. algoritma 5.6 postoji sloboda u izboru anihilirajúce linearne
kombinacije i u izboru netrivijalnog skalaraαj iz odabrane linearne kombinacije. To znači
da minimalni razapinjúci skup nije odreden na jedinstveni nǎcin polaznim skupom vektora
{x1, . . . , xp}. Pogotovo je to istina ako podemo, ne od skupa, već od linearnog potprostoraX .
Tada, naime, mǒzemo náci razne skupove vektora koji razapinjuX . Razmislite, da li ih ima
beskonǎcno mnogo? Primjenom algoritma 5.6 na te skupove, takoder dolazimo do minimalnih
razapinjúcih skupova odX . Osnovno i vrlo vǎzno svojstvo minimalnog razapinjućeg skupa je
dabroj vektora u njemu ovisi samo o potprostoru kojeg razapinju.

Propozicija 5.13 Ako su{u1, u2, . . . , ur} i {v1, v2, . . . , vs} dva minimalna razapinjúca
skupa istog potprostora, onda vrijedir = s. Dakle broj vektora minimalnog razapinjućeg
skupa nekog potprostora je invarijanta (konstanta) tog potprostora.

Definicija 5.14 Ako za vektorski prostorX postoji konǎcni minimalni razapinjúci skup
vektora{u1, u2, . . . , ur} on se nazivakonačno-dimenzionalnim vektorskim prosto-
rom. Pritom se broj r nazivadimenzijom prostoraX i oznǎcava sar = dimX.
Dimenzija trivijalnog prostora{0} je nula. Ako za vektorski prostor ne postoji konačni
minimalni razapinjúci skup vektora on se nazivabeskonǎcno-dimenzionalni vektorski
prostor.

Beskonǎcno-dimenzionalnim vektorskim prostorima bavi se posebnopodrǔcje matema-
tike, koje se zovefukcionalna analiza. Mi ćemo se baviti samo konačno-dimenzionalnim
prostorima. Stoga u daljem tekstu svako spominjanje vektorskog prostoraX automatski znǎci
da je on konǎcno-dimenzionalan.
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Primjer 5.15 Vektorski prostor Vn je konǎcno dimenzionalan, dimenzijen. To se vidi iz
relacije

Vn = L(e1, e2, . . . , en),

gdje sue1, e2, . . . , en dani sa (2.5). Na isti nǎcin se pokǎze da vrijedi

Rn = L(e1, e2, . . . , en), odnosno R
1×n = L(e1, e2, . . . , en)

gdje seei definiraju na slǐcni nǎcin, kao jedinǐcni vektori-stupci odnosno vektori-retci,
respektivno. Dakle,Rn i R1×n su takoder n-dimenzionalni vektorski prostori.

Neka jeX vektorski prostor dimenzijen i neka jeS = {x1, . . . , xm} podskup uX. Pretpos-
tavimo prvo da su svi vektorixi linearno nezavisni. Kako je svaki podskup skupa linearno
nezavisnih vektoraS linearno nezavisan, kažemo da jem maksimalni broj linearno neza-
visnih vektora uS. NekaS nije linearno nezavisan skup vektora. Tada postoji minimalni
razapinjúci podskupM od S od r vektora izS i pritom je r < m. Zbog propozicije 5.13,
r = dim(L(S)) = dim(L(M)) je najvéci broj linearno nezavisnih vektora uS. Kraće se
kaže da jer broj linearno nezavisnih vektorau S.

Definicija 5.16 Neka jeX vektorski prostor. Uredeni skup vektoraB iz X zove sebaza
vektorskog prostoraX ako zadovoljava sljedeća dva uvjeta:
1. B je linearno nezavisan skup
2. L(B) = X.

Ako su u1, . . . ,un elementi bazeB, bazućemo poistovjetiti s uredenomn-torkom vektora
u1, . . . , un koja se koji put pǐse obrubljena zagradama:(u1, . . . , ur). Znǎci kod baze, za razliku
od minimalnog razapinjúceg skupa, vǎzan je uredaj vektora. Bazǔcini niz, a ne skup, linearno
nezavisnih vektora.

Iz prvog svojstva minimalnog razapinjućeg skupaM zaX (tj. L(M) = X) i svojstva
linearne nezavisnosti odM (izvedenog primjenom algoritma 5.6), zaključujemo da je svaki
uredeni minimalni razapinjúci skup i baza odX. Vrijedi i obrat.

Propozicija 5.17 Svaka baza vektorskog prostoraX je neki uredeni minimalni razapi-
njući skup zaX.

Dokaz. Neka jeB = (b1, . . . , bn) baza odX. Tada jeL(b1, . . . , bn) = X. Primijenimo
algoritam 5.6 na skup{b1, . . . , bn}. Već u prvom prolazu, nakon 1. koraka, algoritam
zavřsava, ne mijenjajúci skup{b1, . . . , bn}. Dakle je po propoziciji 5.9,B (uredeni) mini-
malni razapinjúci skup zaX.

Na osnovu propozicije 5.13, definicije 5.14 i propozicije 5.17, zakljǔcujemo da svaka baza
ima tǒcnon = dimX vektora.
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Primjer 5.18 Promotrimo u vektorskom prostoruR2×2 skup

E = {E11, E12, E21, E22},

gdje su

E11 =

[

1 0
0 0

]

, E12 =

[

0 1
0 0

]

,

E21 =

[

0 0
1 0

]

, E22 =

[

0 0
0 1

]

.

Svaka matricaC ∈ R
2×2 se mǒze napisati kao linearna kombinacija matricaEij,

C =

[

c11 c12
c21 c22

]

= c11E11 + c12E12 + c21E21 + c22E22,

pa jeL(E11, E12, E21, E22) = R
2×2. SkupE je i linearno nezavisan jer jednadžba

α1E11 + α2E12 + α3E21 + α4E22 =

[

α1 α2

α3 α4

]

= O

povlǎci α1 = α2 = α3 = α4 = 0. Dakle, svaki uredaj skupaE (npr. (E11, E12, E21, E22)
predstavlja jednu bazu prostoraR2×2. Vidimo da je dimenzija prostoraR2×2 jednaka4.
Ovo razmatranje se lako generalizira na vektorski prostorR

m×n. Kolika je dimenzija
prostoraRm×n ?

Sljedéci rezultat je posebno važan kad se promatra odnos vektorskog prostora i nekog njego-
vog potprostora.

Lema 5.19 Ako suu1, u2, . . . , ur linearno nezavisni vektori un-dimenzionalnom vektor-
skom prostoruX, tada jer ≤ n. Svaki niz linearno nezavisnih vektorau1, u2, . . . , ur u
X, mǒze se nadopuniti sn− r vektora do baze odX.

Korolar 5.20 Neka jeX potprostorn-dimenzionalnog vektorskog prostoraX. Ako je i
X dimenzijen onda jeX = X.

Dokaz. Neka jee1,. . . ,en proizvoljna baza odX . Nadopunimo ju vektorimaf1,. . . ,fk
do baze zaX. Kad bi bilok ≥ 1, tada bin-dimenzionalan vektorski prostorX imao bazu
od baremn + 1 vektora,što se protivi definicijin dimenzionalnog vektorskog prostora.
Zaključujemo da jee1,. . . ,en baza i zaX, pa jeX = X.
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Propozicija 5.21 U n-dimenzionalnom vektorskom prostoruX, sljedéce tvrdnje su ekvi-
valentne:
1. (u1, . . . , un) je baza odX
2. {u1, . . . , un} je linearno nezavisan skup
3. L(u1, . . . , un) = X.

Dokaz∗. Pokazat́cemo da vrijedi lanac implikacija: 1.=⇒ 2. =⇒ 3. =⇒ 1.
Prva implikacija, 1.=⇒ 2. slijedi odmah iz definicije baze.
Za dokaz implikacije 2.=⇒ 3., oznǎcimo X = L(u1, . . . , un). Jer je{u1, . . . , un} li-
nearno nezavisan skup, vektorski potprostorX odX je n-dimenzionalan. Kako je i sam
X n-dimenzionalan to je po korolaru 5.20X = X (jedini potprostor odX iste dimenzije
kao iX je on sam). Time je pokazanoL(u1, . . . , un) = X, tj. 3.
Da bi dokazali implikaciju 3.=⇒ 1. , pretpostavimo da vrijedi tvrdnja 3. i primijenimo
na vektoreu1, . . . , un algoritam 5.6. Kad bi vektoriu1, . . . , un bili linearno zavisni, algo-
ritam bi izbacio barem jedan vektor, pa bi dobili minimalni razapinjúci skup koji bi imao
manje odn vektora. Kako je to po definiciji 5.14 nemoguće jer jeX n-dimenzionalan,
algoritam mora u prvom prolazu izbaciti minimalni razapinjući skup. To znǎci da vektori
u1, . . . , un moraju biti linearno nezavisni. Zajedno s tvrdnjom 3. to daje tvrdnju 1.

Propozicija 5.22 Za svaki niz vektoraa1, a2, . . . , ap, vrijedi

dimL(a1, a2, . . . , ap) ≤ p.

Dokaz. Dokaz slijedi iz činjenice, da minimalni razapinjući podskup skupa
{a1, a2, . . . , ap} nema vǐse elemenata od samog skupa. To garantira algoritam 5.6.

Važnost baze dolazi od jedinstvenosti prikaza vektora po baznim vektorima.

Propozicija 5.23 Neka jeX vektorski prostor iB baza uX. Tada se svaki vektorx ∈ X
na jednistven nǎcin mǒze prikazati kao linearna kombinacija vektora bazeB.

Dokaz. Neka jeB = (u1, . . . , un). Jer je po svojstvu bazeL(B) = X, svaki vektorx
dopǔsta prikaz

x = α1u1 + α2u2 + · · ·+ αnun.

Pretpostavimo da postoji još jedan prikaz

x = β1u1 + β2u2 + · · ·+ βnun.

Izjednǎcavajúci α1u1 + α2u2 + · · ·+ αnun = β1u1 + β2u2 + · · ·+ βnun, dobivamo

(α1 − β1)u1 + (α2 − β2)u2 + · · ·+ (αn − βn)un = 0.
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Po drugom svojstvu baze vektoriui su linearno nezavisni. Stoga zaključujemo da vrijedi

α1 = β1, α2 = β2, . . . , αn = βn,

tj. prikaz svakog vektorax po baznim vektorima je jedinstven.

5.3 Rang matrice

Svaku matricu

A =











a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
...

...
...

...
am1 am2 am3 . . . amn











iz Rm×n možemo promatrati kao niz njenih vektora-redaka

A =









aT1
aT2
· · ·
aTm









, ai ∈ Rn ,

ili kao niz njenih vektora stupaca

A = [b1, . . . , bn], bi ∈ Rm .

Skup vektora-redaka (vektora-stupaca) matriceA razapinje vektorski potprostor odR1×n

(Rm), koji zovemoretčani (stup̌cani) potprostor odA. Važno svojstvo tih potprostora je da
imaju istu dimenziju

Propozicija 5.24 Reťcani potprostor ima istu dimenziju kao i stupčani potprostor.

Broj linearno nezavisnih vektora redaka matriceA naziva seretčani rang matriceA. Broj
linearno nezavisnih vektora stupaca matriceA naziva sestupčani rang matriceA. Kako se
radi o istom broju izbacuje se pridjev retčani ili stup̌cani.

Definicija 5.25 Broj linearno nezavisnih vektora redaka (stupaca) matriceA naziva se
rang matriceA i oznǎcava sr(A).
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Uz svaku matricuA ∈ Rm×n vezana su dva važna potprostoraslika i jezgramatrice. Evo kako
su definirani.

Skup

R(A) = {Ax; x ∈ Rn}

naziva se slika matriceA ∈ Rm×n u Rm.

Zadatak 5.26 Pokǎzite da je skupR(A) potprostor odRm.

Rjěsenje: Dovoljno je uzeti proizvoljne elementey1, y2 izR(A), proizvoljne skalareα1,
α2 iz R i pokazati da jey3 = α1y1 + α2y2 takoder uR(A). No, zay1 i y2 postojex1 i x2

iz Rn takvi da jey1 = Ax1, y2 = Ax2. Kako za vektorx3 = α1x1 + α2x2 ∈ Rn vrijedi

Ax3 = A(α1x1 + α2x2) = α1Ax1 + α2Ax2 = α1y1 + α2y2 = y3 ,

moray3 biti uR(A).

Lema 5.27 Za svakoA = [b1, . . . , bn] ∈ Rm×n vrijedi

R(A) = L(b1, . . . , bn) ,

pa jeR(A) stup̌cani potprostor odA. Stoga je dimenzija odR(A) jednakar(A).

Dokaz. Iz definicije ranga odmah slijedi da jer(A) dimenzija potprostoraL(b1, . . . , bn),
pa druga tvrdnja slijedi iz prve tvrdnje.
Da bi dokazali prvu tvrdnju, dovoljno je pokazati da vrijedi

L(b1, . . . , bn) ⊆ R(A) i R(A) ⊆ L(b1, . . . , bn).

Prva inkluzija je jasna jer se svaki stupacbi može zapisati kaoAei ∈ R(A), gdje jeei i-ti
stupac jedinǐcne matriceIn. Stoga je svakibi u R(A), a jer jeR(A) vektorski prostor,
mora bitiL(b1, . . . , bn) ⊆ R(A).
Da bi dokazali drugu inkluziju pokǎzimo da se svaki vektorAx, x ∈ Rn, mǒze zapisati
kao linearna kombinacija vektorabi. Neka jex ∈ Rn prizvoljan. Razvijmo ga po bazi
jediničnih vektoraei ∈ Rn. Dakle, postoje skalarix1, . . . ,xn, takvi da jex = x1e1+ · · ·+
xnen. Sada je

Ax = A(x1e1 + · · ·+ xnen) = A(x1e1) + · · ·+ A(xnen)

= x1Ae1 + · · ·+ xnAen = x1b1 + · · ·+ xnbn ∈ L(b1, . . . , bn),

pa je tvrdnja dokazana.
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Jǒs prije smo pokazali da skup rješenja jednaďzbeAx = 0 čini vektorski potprostor koji se
nazivajezgraili nul-potprostorodA. Oznǎcimo taj potprostor sN (A), dakle

N (A) = {x ∈ Rn ; Ax = 0}.

Postavlja se pitanje kolika je dimenzija jezgre. Odgovor daje

Teorem 5.28 Neka jeA ∈ Rm×n rangar(A). Sva rjěsenja jednaďzbe

Ax = 0.

čine potprostorN (A) ⊆ Rn dimenzijen− r(A).

Dokaz. Neka jes dimenzija iu1, u2, . . . , us baza potprostoraN (A). Treba pokazati da
je r(A) + s = n.
Prema lemi 5.19 mǒzemo nizu1, u2, . . . ,us nadopuniti vektorimav1, v2, . . . , vr do baze
u1, u2, . . . ,us, v1, v2, . . . ,vr u Rn. Jasno je da mora vrijeditis + r = n. Razvojem po
toj bazi mǒzemo svaki vektorx rastaviti na dva vektora,x = x0 + x1, gdje jex0 onaj
dio razvoja koji ukljǔcuje vektoreu1, u2, . . . ,us, ax1 preostali dio razvoja. Kako je svaki
razvoj po bazi jedinstven,x0 ∈ N (A) i x1 = x− x0 su jedinstveno odredeni sx.
Za svakix ∈ Rn vrijedi Ax = A(x0 + x1) = Ax0 + Ax1 = Ax1, pa je svakiAx neka
linearna kombinacija vektoraAv1, . . . , Avr. Stoga jeR(A) ⊆ L(Av1, . . . , Avr). Kako
je obrnuta inkluzija trivijalna, pokazali smo da jeL(Av1, . . . , Avr) = R(A). Kad bismo
pokazali da su vektoriAv1, . . . , Avr linearno nezavisni, oni bǐcinili bazu zaR(A), a to
bi znǎcilo r = r(A) i teorem bi bio dokazan.

Promotrimo sva rjěsenja(α1, . . . , αr) jednaďzbe

α1Av1 + · · ·+ αrAvr = 0. (5.8)

Jednaďzba (5.8) se mǒze zapisati kaoA(α1v1 + · · · + αrvr) = 0. Ako je (α1, . . . , αr)
neko rjěsenje jednaďzbe (5.8), tada zadnja jednadžba pokazuje da je vektorz = α1v1 +
· · · + αrvr uN (A). Dakle, postoje skalariβ1, . . . ,βs, takvi da jez = β1u1 + · · · + βsus.
Pišúci z = z pomócu dva razvoja,

α1v1 + · · ·+ αrvr = β1u1 + · · ·+ βsus,

dobivamo ǐsčezavajúcu linearnu kombinaciju:

β1u1 + · · ·+ βsus + (−α1)v1 + · · ·+ (−αr)vr = 0.

Kako je u1, u2, . . . ,us, v1, v2, . . . ,vr baza uRn, a vektori baze su linearno nezavisni,
dokazali smo da su sviαi i βj nule. Bitno je da smo dobiliα1 = · · · = αr = 0, pa
jednaďzba (5.8) dopǔsta samo trivijalno rjěsenje,̌cime je teorem dokazan.
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Poglavlje 6

Homogeni sustavi linearnih jednaďzbi

U ovom poglavljućemo efektivno rjěsavati matrǐcnu jednaďzbu

Ax = 0,

gdje suA ∈ Rm×n, x ∈ Rn i 0 je nulvektor izRm. Ta jednaďzba je drugi zapis za sustav
linearnih jednaďzbi

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0
· · ·
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0.

Tri pravila za dobivanje ekvivalentnog sustava, koja smo uveli u prvom poglavlju, svode se na
specijalne operacije nad retcima matrice. Zvatćemo ihosnovne ili elementarne operacije
nad (ili na) retcima ili kraćeosnovne ili elementarne reťcane operacije. To su

1. zamjena dvaju redaka

2. mnǒzenje nekog retka brojem različitim od nule

3. dodavanje retka pomnoženog nekim skalarom drugom retku.

Ako je matricaB dobivena iz matriceA jednom osnovnom operacijom na retcima, tada se
i polazna matricaA može dobiti iz matriceB istovrsnom osnovnom retčanom operacijom.

91
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Doista, ako je
• operacija bila zamjena redaka, treba istu operaciju ponoviti naB.

• operacija bila mnǒzenje retka brojem različitim od nule, treba isti redak odB
pomnǒziti reciprǒcnim brojem.

• operacija bila dodavanjei-tom retkuj-tog retka pomnǒzenog skalaromα, treba
istomi-tom retku matriceB, dodatij-ti redak odB pomnǒzen skalarom−α.

6.1 Ekvivalentnost po retcima

Pomócu elementarnih retčanih operacija uvodimo pojam retčane ekvivalentnosti matrica.

Definicija 6.1 Ako je matricaB dobivena iz matriceA pomócu jedne ili vǐse osnovnih
operacija nad retcima, zaB se kǎze da je ekvivalentna matriciA po retcima, ili da je

retčano ekvivalentnamatrici A. U tom slǔcaju pǐsemoB
r∼A.

Korištenjem inverznih elementarnih operacija, lako se pokaže da reťcana ekvivalentnost
ima svojstvo

- simetrije: ako jeB
r∼A, tada je iA

r∼B.
Doista, akoB nastaje izA konǎcnim nizom elementarnih retčanih operacija, tada
A nastaje izB nizom odgovarajúcih inverznih operacija (primijenjenih u obrnutom
poretku).

- refleksivnosti: svaka matrica je retčano ekvivalentna samoj sebi (A
r∼A).

Da bi to zakljǔcili, dovoljno je pomnǒziti bilo koji redak matrice skalarom1.

- tranzitivnosti: ako jeB
r∼A i C

r∼B, tada jeC
r∼A.

To je zato jer jeC dobivena izA konǎcnim nizom elementarnih retčanih operacija.

Dakle, reťcana ekvivalentnost zadovoljava svojstva refleksivnosti,simetrije i tranzitiv-
nosti, pa jerelacija ekvivalencije na skupu matrica.

Teorem 6.2 Ako jeB
r∼A, tada jer(B) = r(A).

Dokaz∗. Dovoljno je pokazati da osnovne retčane operacije ne mijenjaju rang matrice. Zato
pretpostavimo daB nastaje izA primjenom jedne elementarne retčane operacije.

• NekaB nastaje izA zamjenom dvaju redaka. Ako jeaT1 ,. . . ,aTn poredak redaka uA, onda
je poredak redaka odB jedna specijalna permutacija (transpozicija) tog niza,aTi1 ,. . . ,aTin .
Kako je
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L(aT1 , . . . , a
T
n ) = L(aTi1 , . . . , a

T
in) ,

maksimalni broj linearno nezavisnih redaka odA (tj. dimL(aT1 , . . . ,aTn )) mora biti jednak
maksimalnom broju linearno nezavisnih redaka odB (tj. dimL(aTi1 , . . . , a

T
in)).

• NekaB nastaje izA mnǒzenjemi-tog retka skalaromβ 6= 0. Tada su retci odB redom
aT1 , . . . ,βaTi , . . . ,aTn . S obzirom da je

L(aT1 , . . . , a
T
n ) = L(aT1 , . . . , βa

T
i , . . . , a

T
n )

(a to je zato je svaku linearnu kombinacijuβ1a
T
1 + · · · + βia

T
i + · · · + βna

T
n možemo

zapisati kaoβ1a
T
1 + · · · + (βi/β)βa

T
i + · · · + βna

T
n i svaku linearnu kombinacijuα1a

T
1 +

· · · + α(βaTi ) + · · · + αna
T
n možemo zapisati kaoα1a

T
1 + · · · + (αβ)aTi + · · · + αna

T
n ),

zaključak je isti kao prije.

• NekaB nastaje izA tako da seaTi zamijeni linearnom kombinacijomaTi + βaTj . Ako
retke odB oznǎcimo sbT1 ,. . . ,bTn , tada jebTi = aTi + βaTj , dok su ostali retci odB isti kao i
odgovarajúci retci odA.
Pokǎzimo da je

L(aT1 , . . . , a
T
n ) ⊆ L(bT1 , . . . , b

T
n ) ⊆ L(aT1 , . . . , a

T
n ).

Neka jez ∈ L(aT1 , . . . , a
T
n ) proizvoljan. Tada postoje skalariα1,. . . ,αn, takvi da jez =

α1a
T
1 + · · ·αna

T
n . Ako iskoristimo

αia
T
i + αja

T
j = αia

T
i + αiβa

T
j − αiβa

T
j + αja

T
j

= αi(a
T
i + βaTj ) + (αj − αiβ)a

T
j

= βib
T
i + βjb

T
j , gdje suβi = αi, βj = αj − αiβ ,

vidimo da jez linearna kombinacija redakabT1 , . . . , b
T
n , pa jez ∈ L(bT1 , . . . , b

T
n ). Time je

dokazana prva inkluzija.

Za dokaz druge inkluzije polazimo od proizvoljnog elementaw ∈ L(bT1 , . . . , b
T
n ). Za w

postoje skalariβ1,. . . ,βn takvi da jew = β1b
T
1 + · · ·+ βnb

T
n . Jer je

βib
T
i + βjb

T
j = βi(a

T
i + βaTj ) + βja

T
j = βia

T
i + βiβa

T
j + βja

T
j

= βia
T
i + (βj + βiβ)a

T
j

= αia
T
i + αja

T
j , gdje suαi = βi , αj = βj + ββi ,

w je linearna kombinacija redaka odA, pa jew ∈ L(aT1 , . . . , a
T
n ). Zbog proizvoljnosti

vektoraw, dokazana je i druga inkluzija. Dakle jeL(aT1 , . . . , a
T
n ) = L(bT1 , . . . , b

T
n ), paA i

B imaju jednak broj linearno nezavisnih redaka.
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Dakle reťcana ekvivalentnosťcuva rang matrice.
Znamo da svaka elementarna retčana operacija na matriciA prevodi polazni homogeni

sustav linearnih jednadžbi u novi koji ima ista rjěsenja kao i polazni. Zato se elementarne
transformacije nad retcima mogu iskoristiti kao alat za svadanje polaznog sustava na ekviva-
lentni sustav koji ima dovoljno jednostavnu matricu, tako da se rjěsenje jednostavno “pročita”
iz matrice. Da bi se svodenje polazne matrice na jednostavniji oblikšto vǐse unificiralo, treba
organizirati elementarne retčane operacije u algoritam.

6.2 Algoritam za redukciju matrice

Prikazatćemo algoritam koji koristi elementarne transformacije nad retcima za svadanje po-
lazne matriceA ∈ Rm×n na matricuAR koja je u specijalnom, tzv. reduciranom obliku, a
reťcano je ekvivalentna sA.

Algoritam 6.3 Algoritam vřsi elementarne retčane operacije na matriciX. OznakaX =
(xij) se koristi za iteriranu matricu. SaxT

k je oznǎcenk-ti redak odX. Na ulazu,X se
poistovjeti s matricomA ∈ Rm×n. Na izlazuX sadřzi matricuAR u reduciranom obliku.

1. Stavi:X = A, i = 1.

2. Odredij kao najmanji indeks stupca odX koji nema sve komponentexkj, i ≤ k ≤ m,
jednake nuli. Ako takav stupac ne postoji, idi na 7.

3. Ako jexij 6= 0, idi na 4. Ako jexij = 0, nadi najmanji indeksl za koji jexlj 6= 0 i
l > i. Zatim istovremeno zamijenii-ti i l-ti redak matriceX.

4. Pomnǒzi i-ti redak matrice sa1/xij.

5. Za svakok 6= i, ako jexkj 6= 0, zamijenik-ti redak matriceX s linearnom kombina-
cijomk-tog i i-tog retka:xT

k − xkj · xT
i .

6. Stavii := i+ 1.
Ako jei = m+ 1 idi na 7., inǎce idi na 2.

7. StaviAR = X i stani.

Ovaj algoritam je praktǐcan za nekoga tkǒzeli napisati kompjutorski program,1 ali nije zgodan
za razumijevanje same redukcije. Zatoćemo pokǔsati cijeli postupak slikovno pojasniti. Kao
prvo, ako jeA nulmatrica, onda smo odmah u koraku 2. gotovi, a matricaA ostaje nepromi-
jenjena. Inǎce, polazna matricaA općenito izgleda ovako:

1Ako želite napisati odgovarajući kompjutorski program, u 3. koraku zahtijevajte da jexlj najvéci po modulu
izmedu komponentixkj 6= 0, i ≤ k ≤ m. Ovo je potrebno jer rǎcunala rade s tzv. aritmetikom konačne
preciznosti.
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A =











0 0 . . . 0 x . . . x
0 0 . . . 0 x . . . x
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0 x . . . x











.

Nakon 4. koraka matrica se transformira u











0 0 . . . 0 1 x . . . x
0 0 . . . 0 x x . . . x
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 0 x x . . . x











.

a nakon 5. koraka u











0 0 · · · 0 1 x · · · x
0 0 · · · 0 0 x · · · x
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 0 0 x · · · x











.

U drugom prolazu kroz algoritam, promatramo podmatricu dobivenu na presjeku redaka2,. . . ,m
i stupacaj +1,. . .n. Ako je ta podmatrica nul-matrica, onda povratkom na korak 2. algoritam
zavřsava (nakon skoka na 7. korak). Ako nije, onda ponavljamo korake 2., 3. i 4. na toj
podmatrici. Korak 5. provodimo na retcima cijele matrice, ne samo podmatrice. Rezultatće
općenito izgledati ovako:















0 0 . . . 0 1 x . . . 0 x . . . x
0 0 . . . 0 0 0 . . . 1 x . . . x
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 x . . . x
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 x . . . x















.

Na kraju tréceg prolaza kroz algoritam, dobijemo matricu ekvivalentnumatriciA, koja izgleda
ovako:
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0 . . . 0 1 x . . . x 0 x . . . x 0 x . . . x
1 x . . . x 0 x . . . x

1 x . . . x
0 x . . . x
...

...
...

...
0 x . . . x



















.

Postupak se ponavlja tako dugo dok preostali retci matrice ne postanu nul-retci, ili ih vǐse
nema.

6.3 Reducirani oblik matrice

Reducirani oblik matrice (koji se još zove reťcana ěsalonska forma matrice) odreden je sljedécim
uvjetima:

• Svi retci koji sadřze samo nule (ako takovih ima) nalaze se iza netrivijalnih redaka
(ako takovih nema, cijela matrica je nul-matrica).

• Prvi od nule razlǐcit element svakog netrivijalnog retka je jedinica (tzv. pivotni ili
stǒzerni element). Svi ostali elementi u stupcu stožernog elementa su nule.

• Ako su (i1, j1) i (i2, j2) pozicije dvaju stǒzernih elemenata, tadai1 < i2 povlǎci
j1 < j2.

Treće svojstvo znǎci da, gledajúci od prvog retka na niže, svaki sljedéci stǒzerni element lězi
desno od prethodnog (odatle i naziv retčana ěsalonska forma). Mǒze se pokazati da je svaka
matrica reťcano ekvivalentna samo jednoj matrici u reduciranom obliku.

Primjer 6.4 Sljedéce matrice su u reduciranoj formi

A =

[

1 0 4 2 3
0 1 3 5 4

]

, B =





0 0 1 5 0 2 0
0 0 0 0 1 6 0
0 0 0 0 0 0 1



 ,
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C =

















1 5 4 0 3 2 0 1 0 1
0 0 0 1 2 3 0 4 0 5
0 0 0 0 0 0 1 7 0 8
0 0 0 0 0 0 0 0 1 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

















, D =

















1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0

















.

Diskutirajte zǎsto ove matrice nisu u reduciranoj formi,

F =

[

1 5 4 2 3
0 1 3 5 4

]

, G =





0 0 1 5 0 2 0
0 0 0 3 1 6 0
0 0 0 0 0 0 1



 ,

H =

















1 5 4 0 3 2 0 1 0 1
0 0 0 1 2 3 0 4 0 5
0 0 0 0 0 0 1 7 0 8
0 0 0 0 0 0 0 0 1 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 5
0 0 0 0 0 0 0 0 0 6

















, K =

















1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

















.

Primjer 6.5 Koristéci algoritam 6.3, svedimo matricuA na reduciranu formu.

A =





0 0 3 −1
0 −1 4 7
0 −1 7 6





X =





0 −1 4 7
0 0 3 −1
0 −1 7 6





X =





0 1 −4 −7
0 0 3 −1
0 −1 7 6





X =





0 1 −4 −7
0 0 3 −1
0 0 3 −1



 .

U prvom koraku stavljamoX = A i i = 1.

Kako je prvi stupac nul-vektor, a drugi nije, stavljamo
j = 2 (korak 2).

S obzirom da jex12 = 0, prvi redak zamijenjujemo sa
drugim retkom (korak 3).

U 4. koraku prvi redak mnǒzimo sa1/x12 = −1.

U 5. koraku, trécem retku dodajemo prvi redak
pomnǒzen sa1.

U 6. koraku stavljamoi = 2 i vraćamo se na korak 2.
Promatramo podmatricu na presjeku drugog i trećeg
retka i tréceg ičetvrtog stupca. Budući da jex23 6= 0,
preskǎcemo korak 3., a u 4. koraku množimo drugi
redak matrice sa1/x23 = 1/3,
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X =





0 1 −4 −7
0 0 1 −1/3
0 0 3 −1





X =





0 1 0 −25/3
0 0 1 −1/3
0 0 0 0





X = AR =





0 1 0 −25/3
0 0 1 −1/3
0 0 0 0





Zatim (u 5. koraku) od tréceg retka oduzimamo
drugi redak pomnǒzen s 3, (tj. trécem retku do-
dajemo drugi redak pomnožen s−3), i prvom
retku dodajemo drugi redak pomnožen s4,

Sada stavljamoi = 3 (korak 6) i vrácamo se
na korak 2. Promatramo treći redak u kojem su
same nule. Zato idemo na korak 7. Dobivena
matrica je u reduciranoj formi.

Primjer 6.6 Svedimo matricu

A =









1 2 3
4 5 6
7 8 9
10 11 15









na reduciranu formu. Umjesto navodenja koraka iz algoritma 6.3 koje koristimo, postu-
pakćemo ubrzati tako da ispisujemo matricu tek onda kada se promijeni. Brojevi koraka
koji su prijedeni stavljeni su iznad strelica koje odvajaju matrice,

X
1.–5.−→









1 2 3
0 −3 −6
0 −6 −12
0 −9 −15









6.,2.–4.−→









1 2 3
0 1 2
0 −6 −12
0 −9 −15









5.−→









1 0 −1
0 1 2
0 0 0
0 0 3









6.,2.,3.−→









1 0 −1
0 1 2
0 0 3
0 0 0









4.−→









1 0 −1
0 1 2
0 0 1
0 0 0









5.−7.−→









1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0









= AR .

Stupci matriceAR koji sadřze pivotne elemente nazivaju sepivotni ili stožerni stupci.
Njih stoga ima onoliko koliko ima pivotnih elemenata, odnosno onoliko koliko ima netri-
vijalnih (tj. od nule razlǐcitih) redaka.



6.4. RJĚSAVANJE HOMOGENIH SUSTAVA 99

Par rijěci o oznakama. Ako je polazna matricaA = (aij), tada su njeni stupci označeni s
a1, a2, . . . , an. Stoga moramo nekako označiti elemente odAR kao i stupce odAR koji
će imati vǎznu ulogu. Mi smo se odlǔcili za AR = (αij) i za stup̌canu particijuAR =
[α1, α2, . . . , αn].

Propozicija 6.7 Neka je matricaAR dobivena iz matriceA ∈ Rm×n primjenom algo-
ritma 6.3. Neka jer broj netrivijalnih redaka matriceAR. Tada vrijede tvrdnje

(i) r je rang matriceA, r ≤ min{m, n} i svi netrivijalni retci odAR su linearno neza-
visni.

(ii) Postojir stupacaαj1, αj2 , . . . ,αjr matriceAR, koji su vektori kanonske baze izRm,
tj. αjk = ek ∈ Rm za1 ≤ k ≤ r.

Dokaz. (i) Algoritam 6.3 koristi samo elementarne retčane transformacije. Zato su
polazna matricaA i zavřsna matricaAR reťcano ekvivalentne. Prema teoremu 6.2,
r(AR) = r(A).

Kako jeAR u reduciranom obliku, svaki njen netrivijalni redak započinje sa stǒzernom
jedinicom koja je desno od prethodne stožerne jedinice kad matricu gledamo od prvog
retka na nǐze. Stǒzerni stupci imaju osim stǒzernog elementa nule kao komponente. Zato
svaka linearna kombinacija netrivijalnih redakaβ1α̃

T
1 + · · ·+ βrα̃

T
r , gledana kao element

iz R
1×n, ima kao komponente na pivotnim pozicijamaj1, . . . , jr upravo multiplikatore

β1, . . . , βr. To znǎci da svaka ǐsčezavajúca linearna kombinacija netrivijalnih redaka ima
sve multiplikatore nule. Zato su svi netrivijalni retci odAR linearno nezavisni, pa je nji-
hov broj upravor(AR), tj. r = r(AR). Po propoziciji 5.24 linearno nezavisnih stupaca
ima tǒcno onoliko koliko ima linearno nezavisnih redaka. Zato jer ≤ min{m, n}.
(ii) Pivotni stupac ima svojstvo da su mu sve komponente nule, osim jednog (pivotnog
elemenata) koji je jedinica. Duljina svakog stupca uAR je m, pa je svaki pivotni stu-
pac neki element kanonske baze(e1, . . . , em) u Rm (to su stupci matriceIm). Pivotnih
stupaca uAR ima onoliko koliko ima pivotnih elemenata, a to znači onoliko koliko ima
netrivijalnih redaka, dakler. Kakok-ti pivotni stupac ima jedinicu uk-tom retku, vrijedi
αjk = ek ∈ Rm za1 ≤ k ≤ r.

6.4 Rjěsavanje homogenih sustava

Kao što znamo, skup rjěsenja jednaďzbe

Ax = 0

jednak je skupu rjěsenja jednaďzbe
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ARx = 0

jer smo matricuAR dobili iz matriceA elementarnim operacijama nad retcima.
Matrica

AR =



















0 . . . 0 1 x . . . x 0 x . . . x 0 x . . . x
1 x . . . x 0 x . . . x

1 x . . . x

0 . . . . . .
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0



















,

je u reduciranom obliku, sar netrivijalnih redaka i isto toliko istaknutih (stožernih, pivotnih)
stupaca,αjk = ek ∈ Rm, 1 ≤ k ≤ r. Pritom jer jednak rangu matrice. Prema teoremu 5.28
znamo da je skup rješenja jednaďzbeARx = 0 jednak skupu rjěsenje jednaďzbeAx = 0, a to
je potprostorN (A) odRn dimenzijen− r(AR) = n− r. Dakle jeN (AR) = N (A).

Stoga, ako nademo neki skup odn − r linearno nezavisnih vektora uN (A) oni će činiti
bazu zaN (A), i svaki vektor izN (A) ćemo móci prikazati kao linearnu kombinaciju tih
vektora baze. Dakle, za opis svih rješenja homogenog sustava treba nam baza potprostora
N (A).

Sljedéci teorem pokazuje da vektore baze odN (A) možemo izgraditi pomócu stupaca
matriceAR koji nisu stǒzerni. Uǒcimo da takovih stupaca iman − r, bǎs onoliko koliko
ima vektora u bazi. Svaki ne-stožerni stupaćce poslǔziti za izgradnju jednog vektora baze za
N (A).

Teorem 6.8 Neka jeA ∈ Rm×n i neka jeAR = (αij) dobivena iz matriceA algorit-
mom 6.3. Neka suαj1 , αj2, . . . ,αjr stǒzerni stupci matriceAR, za koje vrijediαjk = ek,
1 ≤ k ≤ r. Skup rjěsenja homogenog sustavaAx = 0 je potprostorN (A) od Rn koji je
razapet linearno nezavisnim vektorima

x(l), l ∈ {1, . . . , n} \ {j1, . . . , jr},

za koje vrijedi
x
(l)
l = 1, x

(l)
jk

= −αkl, 1 ≤ k ≤ r ,

dok su ostale komponente odx(l) nule.
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Dokaz. Neka αl nije pivotni stupac matriceAR = (αij). Dakle l nije u skupu
{j1, j2, . . . , jr}. Za takav stupac formirajmo vektorx(l) na sljedéci nǎcin:
• prvo sve komponente odx(l) definirajmo nulama,

• zatim stavimox(l)
l = 1,

• zatim stavimox(l)
j1

= −α1l, x
(l)
j2

= −α2l, . . . ,x(l)
jr

= −αrl.
Npr. ako jel > jr, tada je

x(l) = [0, . . . , 0,−α1l, 0, . . . , 0,−α2l, 0, . . . , 0,−αrl, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0]
T
.

1 j1 j2 jr l n

Množenjem matriceAR vektoromx(l) dobivamo,

ARx
(l) = 0 · α1 + · · · + 0 · αj1−1 + (−α1l) · αj1 + · · · + (−α2l) · αj2 + · · ·

+(−αrl) · αjr + 1 · αl

= (−α1l) · e1 + (−α2l) · e2 + · · ·+ (−αrl) · er + αl

= −αl + αl = 0,

jer je po propoziciji 6.7(ii)αjk = ek, 1 ≤ k ≤ r i jer αl ima razvoj po kanonskoj bazi
u Rm αl = α1le1 + · · · + αrler. Naime,αl = [α1l, α2l, . . . ,αrl, 0, . . . , 0]T . Vidimo da je
vektorx(l) uN (AR).
Vektorax(l) ima tǒcnon − r i medusobno su linearno nezavisni, jer ul-toj komponenti
gdje x(l) ima jedinicu, ostali vektorix(i), i 6= l, imaju vrijednost nula. Prema tome, u
nul-potprostoruN (AR) smo nǎsli n− r = n− r(AR) linearno nezavisnih vektora pa oni
po propoziciji 5.21̌cine bazu odN (AR). Kako jeN (AR) = N (A), ti vektori čine bazu
zaN (A). Time je teorem dokazan.

Primjer 6.9 Za matricu iz primjera 6.6,

A =









1 2 3
4 5 6
7 8 9
10 11 15









smo dobili AR =









1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0









.

Njena sva tri stupca su stožerna. Rang reducirane matrice je3, a toliki je i broj stupaca,
pa skup rjěsenja jednaďzbeAx = 0, N (A) ima dimenziju nula. Prema tome jeN (A) =
{0}, tj. Ax = 0 ima samo trivijalno rjěsenje

x = [0, 0, 0, 0]T .
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Primjer 6.10 Ako su zadani neki vektorib1, b2,. . . ,bk iz Rn, kako ispitati da li su linearno
nezavisni?

Rjěsenje: Iz tih vektora sastavite matricuB ∈ R
n×k čiji stupci su vektoribi u bilo kojem

poretku,
B = [b1, b2, . . . , bk] .

Zatim provjerite ima li homogeni sustavBx = 0 jedinstveno rjěsenje. U tu svrhu, svedite
B na reducirani oblik i provjerite je lirang(B) = k . Ako je onda su vektorib1, . . . , bk
linearno nezavisni.

Taj postupak slijedi ižcinjenice da seBx = 0 mǒze zapisati kao linearna kombinacija
x1b1 + x2b2 + · · · + xkbk = 0 vektorabi. Stoga je uvjet linearne nezavisnosti vektora
b1, . . . ,bk jednak uvjetuN (B) = {0} odnosno uvjetu jedinstvenosti rješenja homogenog
sustavaBx = 0.

Primjer 6.10 odgovara na pitanje u koraku 1. algoritma 5.6: (kako ustanoviti) da li postoji
netrivijalna ǐsčezavajúca linearna kombinacija danog skupa vektora, ako su vektoriiz R

n.
Za oṕci skup vekotra, treba koristiti tzv. koordinatizaciju vektorskog prostora o kojoj́cemo
govoriti u tǒcki 11.5.

Algoritam za rje šavanje homogenog sustavaAx = 0:

1 Elementarnim retčanim operacijama matricuA svedimo na reducirani oblik
AR = (αij). Broj netrivijalnih redaka odAR odreduje rang matricer.

2 Ako je r = n, tada jex = 0 jedinstveno rjěsenje sustava (N (A) = {0}).
Ako je r < n, tada sustav ima beskonačno rjěsenja (dim(N (A)) = n− r ≥ 1),
pa postupamo na sljedeći nǎcin:

– Odredimo indekse pivotnih stupaca:j1, j2,. . . ,jr matriceAR. Pivotne stupce
još zovemo zavisni stupci, dok ostale zovemo slobodni stupci.Zavisnih ima
r, a slobodnihn− r.

– Pomócu svakog slobodnog stupcaαl, l ∈ {1, . . . , n} \ {j1, . . . , jr}, odredimo
vektorfl, tako da ga prvo ispunimo nulama, zatim nal-to mjesto stavimo1, a
onda na mjestoj1 stavimo−α1l, na mjestoj2 stavimo−α2l itd. na mjestojr
stavimo−αrl.

– Svaka linearna kombinacija tako dobivenih vektorafl daje rjěsenje sustava.

Pivotni stupci se odreduju iz prvih r netrivijalnih redaka matriceAR na sljedéci nǎcin. Gle-
dajúci svaki od tih redaka s lijeva na desno, nakon vodećih nula (koje mogu izostati jedino u 1.
retku) nailazimo na stǒzernu jedinicu. Stupac u kojem se ona nalazi je stožerni stupac. Dakle,
iz 1. retka odredujemo 1. pivotni stupac (indeksj1) iz 2. retka odredujemo 2. pivotni stupac
(indeksj2), itd. iz r-tog retka odredujemo zadnji pivotni stupac (indeksjr).
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Primjer 6.11 Neka jeA ∈ R
5×7 i neka je pripadna reducirana matrica

AR =













1 2 0 1 −1 0 3 0
0 0 1 1 3 0 1 0
0 0 0 0 0 1 −2 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0













j1 j2 j3 j4

Jer matrica AR ima 4 netrivijalna
retka,r = 4. Kako jen = 8 sustav ima
beskonǎcno mnogo rjěsenja i znamo
da jedim(N (A)) = n−r = 8−4 = 4.

Odredimo indekse pivotnih stupaca. To suj1 = 1, j2 = 3, j3 = 6 i j4 = 8. Odredimo
vektorefl, l ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} \ {1, 3, 6, 8} = {2, 4, 5, 7}. Dakle, vektoref2, f4, f5 i
f7, odredujemo iz slobodnih stupaca matriceAR:

α2 =













2
0
0
0
0













, α4 =













1
1
0
0
0













, α5 =













−1
3
0
0
0













, α7 =













3
1
−2
0
0













.

Imamo

f2 =

























−2
1
0
0
0
0
0
0

























, f4 =

























−1
0
−1
1
0
0
0
0

























, f5 =

























1
0
−3
0
1
0
0
0

























, f7 =

























−3
0
−1
0
0
2
1
0

























.

Ovi vektoričine bazu za nul-potprostor. Pokažite da jeAfl = 0 za svel = 2, 4, 5, 7 i da
su linearno nezavisni. Stoga je opće rjěsenje sustavaAx = 0

x = α

























−2
1
0
0
0
0
0
0

























+ β

























−1
0
−1
1
0
0
0
0

























+ γ

























1
0
−3
0
1
0
0
0

























+ δ

























−3
0
−1
0
0
2
1
0

























, α, β, γ, δ ∈ R .



104 POGLAVLJE 6. HOMOGENI SUSTAVI LINEARNIH JEDNAĎZBI

Primjer 6.12 Matrica

A =





0 0 3 −1
0 −1 4 7
0 −1 7 6





iz primjera 6.5, ima reducirani oblik

AR =





0 1 0 −25/3
0 0 1 −1/3
0 0 0 0



 .

U toj matrici istaknuto mjesto imaju drugi i treći stupac, jer su oni vektori kanonske baze
od R3. Skup rjěsenja jednaďzbeAx = 0 je potprostor razapet vektorima izR4, koje
dobijemo iz preostalih stupaca (prvog ičetvrtog) matriceAR:

x(1) = [1, 0, 0, 0]T , x(4) = [0, 25/3, 1/3, 1]T .

Opće rjěsenje te jednaďzbe mǒzemo pisati u oblikux = βx(1) + γx(4), tj.

x = [β,
25

3
γ,

1

3
γ, γ]T , β , γ ∈ R.

Zadaci 6.13 1. Odredite da li sljedéci sustavi imaju jedno ili beskonačno rjěsenja.

a)

x− 2y + 3u− 2v = 0

3x− 7y − 2u+ 4v = 0

4x+ 3y + 5u+ 2v = 0

b)

x− 2y − z = 0

x+ 5y + 2z = 0

x+ 4y + 7z = 0

x+ 3y + 3z = 0

2. Odredite dimenziju i bazu nul-potprostoraN (A) matriceA homogenog sustava

a)

x+ 2y − z = 0

2x+ 5y + 2z = 0

x+ 4y + 7z = 0

x+ 3y + 3z = 0

b)

x+ 2y − z = 0

y + 4z = 0
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3. Odredite oṕce rjěsenje homogenog sustava sustava

a)

2x+ 4y − 5z + 3w = 0

3x+ 6y − 7z + 4w = 0

5x+ 10y − 11z + 6w = 0

8x+ 16y − 18z + 10w = 0

b)

x+ 2y + 3z − 2u+ 4v = 0

2x+ 4y + 8z + u+ 9v = 0

3x+ 6y + 13z + 4u+ 14v = 0

4. Odredite jesu li sljedéci vektori linearno nezavisni.

a)








1
2
3
4









,









−1
2
−3
2









,









1
6
3
10









b)








0
2
3
4









,









−1
2
−3
2









,









2
1
3
0
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Poglavlje 7

Nehomogeni sustav linearnih jednaďzbi

U petom išestom poglavlju proǔcavali smo rijěsenja jednaďzbeAx = 0 , a u ovom poglavlju
bavit ćemo se jednaďzbom

Ax = b ,

gdje jeb bilo kakav vektor izRm, dok suA ∈ Rm×n i x ∈ Rn. Ta matrǐcna jednaďzba je zapis
nehomogenog sustava linearnih jednadžbi

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
· · ·
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

. (7.1)

7.1 Rjěsavanje nehomogenog sustava

Tri osnovna pravila za rjěsavanje sustava jednadžbi koja smo uveli u prvom poglavlju vrijede
kako za homogene tako i za nehomogene sustave jednadžbi, pa dakle vrijede i za rjěsavanje
sustava (7.1). Matrična analogija tih pravila kod nehomogenih sustava linearnih jednaďzbi su
osnovne ili elementarne operacije nad retcima (koje smo uveli u šestom poglavlju), ali sada na
prǒsirenoj matrici

[A | b] =











a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

...
.. .

...
am1 am2 . . . amn bm











.

107



108 POGLAVLJE 7. NEHOMOGENI SUSTAV LIN. JEDNAĎZBI

Primijenimo algoritam 6.3 na tu proširenu matricu. U dobivenoj reduciranoj matrici[A | b ]R,
prvih n stupacáce izgledati isto kao i stupci matriceAR koja nastaje izA primjenom istog
algoritma. To je zato jer algoritam napreduje od lijevog gornjeg kuta matrice, na niže i na
desno. Dakle, mǒzemo pisati

[A | b ]R = [AR | b̃ ] .

pri čemu jeb̃ nastao izb odgovarajúcim elementarnim transformacijama komponenata odb.
Neka jer broj netrivijalnih redaka matriceAR, jer pretpostavljamo kao i prije da je rang
matricer. Razlikujemo dva slǔcaja.

1. Stupac̃b je stǒzerni stupac matrice[A | b ]R. Jer matricaAR ima r redaka razlǐcitih od
nule, mora vektor̃b imati r + 1. komonentu jednaku 1. Stogar + 1. jednaďzba sustava
ARx = b̃ glasi

0 = 1 .

Dobivena konradikcija pokazuje da dobiveni sustavARx = b̃ nema rjěsenje, jer niti
za jedanx ∈ Rn néce biti zadovoljenar + 1. jednaďzba sustava. Kako jeARx = b̃
ekvivalentan polaznom sustavu, niti polazni sustavAx = b nema rjěsenja.

Uočimo da u ovom slǔcaju vrijedi r(A) = r(AR) = r i r([A | b ]) = r([AR | b̃ ]) =
r + 1 pa je

r(A) < r([A | b ]).

2. Stupac̃b nije stǒzerni stupac matrice[A | b ]R. U tom slǔcaju su retci s indeksimar+1,
r + 2,. . . ,m, matrice[A | b ]R nul-retci. To znǎci da je prvihr redaka, ne samo matrice
AR već i matrice[AR | b̃ ], linearno nezavisno. Naime kad se “produže” linearno neza-
visni retci (kod nas za jednu komponentu) onda produženi retci i dalje ostaju linearno
nezavisni. Prema tome je

r(A) = r = r(AR) = r([AR | b̃ ]) = r([A | b ]).

Neka suj1, j2, . . . , jr indeksi stǒzernih stupaca matriceAR. Jedno istaknuto rjěsenje
predstavlja vektorx(P ) definiran sa
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x
(P )
jk

= b̃k, k = 1, 2, . . . , r,

x
(P )
j = 0, j ∈ {1, 2, . . . , n}\{j1, j2, . . . , jr},

(7.2)

dakle,

x(P ) = [0, . . . , 0, b̃1, 0, . . . , 0, b̃2, 0, . . . , 0, b̃r, 0, . . . , 0]
T .

1 j1 j2 jr n

Provjerimo da jex(P ) rješenje sustavaARx = b. Ako oznǎcimo stupce odAR s α1,
α2, . . . ,αn i vodimo rǎcuna da su stǒzerni stupciαjk = ek stupci jedinǐcne matriceIm,
dobijemo

ARx
(P ) = [α1, . . . , αn]x

(P ) = x
(P )
1 · α1 + · · ·+ x(P )

n · αn

= b̃1 · αj1 + b̃2 · αj2 + · · ·+ b̃r · αjr

= b̃1 · e1 + · · ·+ b̃r · er
= b̃.

Dakle jeARx
(P ) = b̃, pa je iAx(P ) = b.

Rjěsenjex(P ) nazivamopartikularno rje šenjesustavaAx = b.

Neka jex bilo koje rjěsenje jednaďzbeAx = b. Tada za vektorx− x(P ) vrijedi

A(x− x(P )) = Ax− Ax(P ) = b− b = 0.

Dakle, kadx prolazi skupom rjěsenja sustavaAx = b, x− x(P ) prolazi skupom rjěsenja
homogenog sustavaAx = 0. Obrnuto, nekaxh prolazi skupom rjěsenja homogenog
sustavaAx = 0. Tada za vektorx(P ) + xh vrijedi

A(x(P ) + xh) = Ax(P ) + Axh = b+ 0 = b.



110 POGLAVLJE 7. NEHOMOGENI SUSTAV LIN. JEDNAĎZBI

Prema tome, za svako rješenjex sustavaAx = b postoji rjěsenjex(H) homogenog
sustavaAx = 0 tako da vrijedi

x = x(P ) + x(H), (7.3)

i obrnuto, za svako rjěsenjex(H) homogenog sustavaAx = 0, postoji rjěsenjex sustava
Ax = b, koje je dano relacijom (7.3). Skup svih rješenjax(H) čini nul-potprostorN (A)
matriceA, a vektore izN (A) odredujemo koristéci teorem 6.8. U kontekstu rješavanja
sustavaAx = b, potprostorN (A) se naziva skuphomogenih rjěsenjajednaďzbeAx =
b.

Prethodnim razmatranjima dokazali smo

Teorem 7.1 Neka jeA ∈ Rm×n i b ∈ Rm. Ako je

r(A) < r([A | b ]) onda sustavAx = b nema rjěsenja;

r(A) = r([A | b ]) onda je oṕce rjěsenje sustavaAx = b odredeno relacijom

x = x(P ) + x(H),

pri čemu jex(H) opće rjěsenje homogenog sustavaAx = 0, a x(P ) je partikularno
rješenje sustavaAx = b, odredeno relacijom (7.2).

Skup rjěsenja nehomogene linearne jednadžbe ǒcito ima nekakvu strukturu. Takva struktura
se nazivalinearna mnogostrukost.

Definicija 7.2 Neka jeX vektorski prostor,Y ⊆ X neki njegov potprostor ix0 ∈ X neki
vektor. Skup

M = {x : x = x0 + y, y ∈ Y}
naziva se linearna mnogostrukost u vektorskom prostoruX. Dimenzija linearne mno-
gostrukostiM je dimenzija potprostoraY. SkupM se obǐcno oznǎcavax0 + Y.

Linearna mnogostrukostM se kadkad naziva translatirani potprostorY za vektorx0. Kaže
se i da jeM paralelna sY. Ako je x0 ∈ Y, tada jeM = Y, tj. linearna mnogostrukost je
(netranslatirani) vektorski potprostorY. Ako jeY = {0}, tada sex0 + Y svodi nax0. Dakle,
svaki vektor je linearna mnogostrukost.

Sljedéci poznati rezultat je posljedica teorema 7.1. Zbog važnosti, zapisujemo ga u obliku
teorema.
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Teorem 7.3 (Kronecker-Cappeli) Neka jeA ∈ Rm×n i b ∈ Rm. SustavAx = b ima
rješenje ako i samo ako vrijedi

r(A) = r([A | b]). (7.4)

Ako jednakost (7.4) vrijedi, skup svih rješenja sustavaAx = b čini linearnu mnogostru-
kost uRn dimenzijen− r(A).

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi jednakost (7.4). Prema teoremu 7.1 rjěsenje postoji,
a skup svih rjěsenjačini linearnu mnogostrukostx(P ) + N (A). Prema teoremu 5.28,
dimenzija nul-potprostoraN (A) je n− r(A).
Obrnuto, neka postoji rjěsenjex = [x1, . . . , xn]

T sustavaAx = b. Ako produktAx
zapǐsemo pomócu stupacaaj, 1 ≤ j ≤ n, matriceA, imat ćemox1a1 + · · · + xnan =
b. Dakle, b je linearna kombinacija vektoraaj, pa jeb ∈ L(a1, . . . , an). To znǎci da
je L(a1, . . . , an) = L(a1, . . . , an, b). Zadnju jednakost mǒzemo zapisati kaoR(A) =
R([A, | b ]). Uzimanjem dimenzija potprostora na obje strane, dobivamorelaciju (7.4).

Primjer 7.4 Riješite sustavAx = b, ako je

A =









0 −2 −4 0 6 0
0 1 2 3 15 0
0 −3 −6 1 15 −5
0 3 6 −2 −21 6









, b =









−8
10
0
5









.

Rješenje.

[A | b ] =









0 −2 −4 0 6 0 −8
0 1 2 3 15 0 10
0 −3 −6 1 15 −5 0
0 3 6 −2 −21 6 5









r∼









0 1 2 3 15 0 10
0 0 0 6 36 0 12
0 0 0 10 60 −5 30
0 0 0 −11 −66 6 −25









r∼









0 1 2 3 15 0 10
0 0 0 1 6 0 2
0 0 0 2 12 −1 6
0 0 0 −11 −66 6 −25
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r∼









0 1 2 0 −3 0 4
0 0 0 1 6 0 2
0 0 0 0 0 −1 2
0 0 0 0 0 6 −3









r∼









0 1 2 0 −3 0 0
0 0 0 1 6 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1









= [A | b ]R.

Vidimo da jer(A) = 3 < 4 = r([A | b ]), pa sustavAx = b nema rjěsenja.

Primjer 7.5 Riješite sustavAx = b, ako je maricaA ista kao u prethodnom primjeru, a
vektorb =

[

−8 10 0 −4
]T

.

Rješenje.Imamo

[A | b ] =









0 −2 −4 0 6 0 −8
0 1 2 3 15 0 10
0 −3 −6 1 15 −5 0
0 3 6 −2 −21 6 −4









r∼









0 1 2 3 15 0 10
0 0 0 6 36 0 12
0 0 0 10 60 −5 30
0 0 0 −11 −66 6 −34









r∼









0 1 2 3 15 0 10
0 0 0 1 6 0 2
0 0 0 2 12 −1 6
0 0 0 −11 −66 6 −34









r∼









0 1 2 0 −3 0 4
0 0 0 1 6 0 2
0 0 0 0 0 −1 2
0 0 0 0 0 6 −12









r∼









0 1 2 0 −3 0 4
0 0 0 1 6 0 2
0 0 0 0 0 1 −2
0 0 0 0 0 0 0









= [A | b ]R.
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Vidimo da jer(A) = r([A | b ]) = 3, pa sustavAx = b ima rjěsenje. Rjěsenje je linearna
mnogostrukost dimenzije6− 3 = 3. Partikularno rjěsenje je prema relaciji (7.2) dano sa

x(P ) =
[

0 4 0 2 0 −2
]T

.

Preostala rjěsenja dobivamo koristeći homogena rjěsenja. Oṕce rjěsenje homogene jed-
naďzbeAx = 0 je opisano u teoremu 6.8. Imamo

x(H) = α1

















1
0
0
0
0
0

















+ α2

















0
−2
1
0
0
0

















+ α3

















0
3
0
−6
1
0

















, α1, α2, α3 ∈ R.

Stoga je oṕce rjěsenje nehomogenog sustavaAx = b,

x = x(P ) + x(H) =

















0
4
0
2
0
−2

















+ α1

















1
0
0
0
0
0

















+ α2

















0
−2
1
0
0
0

















+ α3

















0
3
0
−6
1
0

















ili

x =

















α1

4− 2α2 + 3α3

α2

2− 6α3

α3

−2

















, α1, α2, α3 ∈ R.

Pretpostavimo da znamo neko rješenjez sustavaAx = b, koje nije nǔznox(P ) iz relacije
(7.2). Dakle, zaz vrijedi Az = b. Možemo li kazati da je skup svih rješenja sustavaAx = b
linearna mnogostrukostz +N (A) ? Potvrdan odgovor slijedi iz sljedeće propozicije.
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Propozicija 7.6 Neka jeM = x0 + Y linearna mnogostrukost. Ako jez ∈ M, tada je
M = z + Y.

Dokaz. Moramo pokazati da jex0+Y ⊆ z+Y i obrnutoz+Y ⊆ x0+Y. Koristit ćemo
činjenicu da jez ∈M, pa jez = x0 + z1, za nekoz1 ∈ Y.

Neka jeu ∈ x0 + Y. Tada je on oblikau = x0 + y za nekoy ∈ Y. To mǒzemo zapisati
kaou = x0+z1+(y−z1) = z+w. Jer jeY potprostor iy, z1 ∈ Y mora iw = y−z1 biti
uY. Dakle jeu ∈ z + Y. Zbog proizvoljnosti odu zaključujemo da jex0 + Y ⊆ z + Y.

Obratno, neka jeu ∈ z + Y. Tada je on oblikau = z + y′ za nekoy′ ∈ Y. To mǒzemo
zapisati kaou = x0 + z1 + y′ = x0 + w′. Jer jeY potprostor iz1, y′ ∈ Y mora i
w′ = z1 + y′ biti u Y. Dakle jeu ∈ x0 + Y. Zbog proizvoljnosti odu zaključujemo da je
z + Y ⊆ x0 + Y.

Posebno je zanimljiv slǔcaj kad rjěsenje sustavaAx = b postoji, a rang matrice jednak je
broju stupaca matrice. Za takvu matricu se kaže da ima puni stup̌cani rang.

MatricaA ∈ Rm×n ima puni rang ako vrijedir(A) = min{m,n}. Kakor(A) = n povlǎci
n ≤ m možemo iskaz: “A ima puni stup̌cani rang”, zamijeniti iskazom “A ima puni rang i
vrijedi n ≤ m”.

Korolar 7.7 Neka jeA ∈ Rm×n, m ≥ n i b ∈ Rm. Ako vrijedi

r(A) = r([A | b ]) = n,

onda sustavAx = b ima jedinstveno rjěsenjex. Ako se algoritam 6.3 primijeni na
proširenu matricu[A | b ], tada se komponente rješenja dobiju iz zadnjeg stupca reduci-
rane matrice[A | b ]R = [AR | b̃ ],

xi = b̃i, i = 1, 2, . . . , n; b̃ = (b̃i).

Ako jǒs vrijedim = n, onda je
x = b̃.

Dokaz. Primijenimo algoritam 6.3 na proširenu matricu[A, | b ]. Kako je rang matrice
A (a to je i broj netrivijalnih redaka odAR) jednak broju stupaca odA (i AR), reducirana
prǒsirena matrica ima oblik
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[AR | b̃ ] =









































1 0 0 0 0 . . . 0 b̃1
1 0 0 0 . . . 0 b̃2

1 0 0 . . . 0 b̃3
1 0 . . . 0 b̃4

1 . . . 0 b̃5

0
. . .

...
1 b̃n

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

· · · ...
0 0 0 0 0









































=









In b̃0

0 0









.

Iz definicije (7.2) vektorax(P ) direktno slijedix(P ) = b̃0. Budúci da je rang matrice
A jednakn, po teoremu 5.28 je dimenzija odN (A) jednakan − r(A) = n − n = 0,
pa homogeni sustavAx = 0 ima samo trivijalno rjěsenjex(H) = 0. Prema tome oṕce
rješenje nehomogenog sustava je dano sa

x = x(P ) + x(H) = x(P ).

Ako jem = n onda je ix = x(P ) = b̃0 = b̃.

Primjer 7.8 Neka je zadan vektorb ∈ Rn i k vektoraa1, a2,. . . ,ak takoder iz Rn. Može
li se b prikazati kao linearna kombinacija vektoraa1,. . . ,ak?

Uputa. Tražimo brojevex1, x2,. . . ,xk, takve da vrijedi

b = x1a1 + x2a2 + · · ·+ xkak .

Ako uvedemo matricuA = [a1, a2, . . . , ak] i vektor stupacx = [x1 x2 . . . xk]
T , tada se

gornja relacije zapisuje kao sustavAx = b.

Dakle, ako sustavAx = b ima rješenje, tada seb mǒze prikazati kao linearna kombinacija
vektoraa1,. . . ,ak. Ako nema rjěsenje,b se ne mǒze prikazati kao linearna kombinacija
vektoraa1,. . . ,ak. Konǎcno. ako sustav ima beskonačno rjěsenja,b se mǒze prikazati kao
linearna kombinacija vektoraa1,. . . ,ak na beskonǎcno nǎcina.
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Primjer 7.9 Riješite sustavAx = b, ako je

A =









0 0 1 1
0 0 1 −1
1 −1 0 0
1 1 0 0









, b =









2
1
1
−2









.

Rješenje.

[A | b ] =









0 0 1 1 2
0 0 1 −1 1
1 −1 0 0 1
1 1 0 0 −2









r∼









1 −1 0 0 1
0 0 1 −1 1
0 0 1 1 2
1 1 0 0 −2









r∼









1 −1 0 0 1
0 0 1 −1 1
0 0 1 1 2
0 2 0 0 −3









r∼









1 −1 0 0 1
0 2 0 0 −3
0 0 1 1 2
0 0 1 −1 1









r∼









1 0 0 0 −1/2
0 1 0 0 −3/2
0 0 1 1 2
0 0 1 −1 1









r∼









1 0 0 0 −1/2
0 1 0 0 −3/2
0 0 1 1 2
0 0 0 −2 −1









r∼









1 0 0 0 −1/2
0 1 0 0 −3/2
0 0 1 0 3/2
0 0 0 1 1/2









= [A | b ]R .

Rang matriceA kao i prǒsirene matrice[A | b ] jednak je broju stupaca matriceA, tj. 4.
Stoga postoji samo jedno rješenje sustavaAx = b, koje je dano sa

x = b̃ =
[

−1
2
−3

2
3
2

1
2

]T
.
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Zadaci 7.10 1. Odredite imaju li sljedéci sustavi jedno, nijedno ili beskonačno
rješenja.

a)

x− 2y + 3u− 2v = 1

3x− 7y − 2u+ 4v = −1
4x+ 3y + 5u+ 2v = 0

b)

x− 2y − z = 2

x+ 5y + 2z = 1

x+ 4y + 7z = 1

x+ 3y + 3z = 2

2. Nadite oṕce rjěsenje sustava sustava

a)

x+ 2y − z − 3u+ 2v = 6

2x+ 5y + 2z + u+ v = 1

x+ 4y + 7z − 3u− 2v = 5

2x+ 3y − 6z + u+ 5v = 2

b)

x+ 2y − z = 2

y + 4z = 1

3. Odredite oṕce rjěsenje nehomogenog sustava sustava

a)

2x+ 4y − 5z + 3w = 7

3x+ 6y − 7z + 4w = 10

5x+ 10y − 11z + 6w = 16

8x+ 16y − 18z + 10w = 26

b)

x+ 2y + 3z − 2u+ 4v = 0

2x+ 4y + 8z + u+ 9v = 5

3x+ 6y + 13z + 4u+ 14v = 10

4. Odredite mǒze li se vektorb = [1 2 − 1 4]T prikazati kao linearna kombinacija
sljedécih vektora

a)








1
2
3
4









,









−1
2
−3
2









,









1
6
3
10









,









1
−1
2
3









b)








0
2
3
4









,









−1
2
−3
2









,









2
1
3
0
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7.2 Kvadratni sustavi i Gaussove eliminacije

U praksi se naǰcěsće javljaju sustavi kod kojih je broj linearnih jednadžbi jednak ili je véci
od broja nepoznanica. U prvom slučaju je matrica sustavaA kvadratna, pa sustave zovemo
kvadratni. U drugom slǔcaju matrica ima vǐse redaka nego stupaca. Kod takovih sustava
općenito ne postoji vektorx koji bi zadovoljavao jednaďzbuAx = b, pa se trǎzi onaj vektor
x za koji je kvadrat Euklidske norme‖Ax− b‖22 najmanji. Takovih vektora mǒze biti više pa
se obǐcno trǎzi vektor najmanje norme koji minimizira‖Ax− b‖22. S obzirom da je Euklidska
norma suma kvadrata (modula) komponenata, taj problem je poznat pod imenom: problem
najmanjih kvadrata. Za njegovo rješavanje koriste se ortogonalne transformacije, posebno
tzv. QR faktorizacija i singularna dekompozicija, pa rješavanje tog sustava nećemo razmatrati.
Stogaćemo se posvetiti za praksu još vǎznijem slǔcaju kvadratnih sustava. Do kraja ove
lekcije, pretpostavljamo da je u sustavuAx = b matricaA redan i rangan. U tom slǔcaju
postoji jedinstveno rjěsenjex. Takva matrica ima reduciranu matricu jediničnu, a postojanje i
jedinstenost rjěsenja sustavaAx = b slijede iz korolara 7.7.

Sustave s malo (npr. do 10) nepoznanica možemo uz malo spretnosti i strpljivosti, na
osnovi algoritma 6.3 rijěsiti olovkom i papirom. Problem nastaje onda kad treba riješiti ve-
like sustave. U primjenama nerijetko susrećemo sustave s matricama reda1000 i vi še. Vrlo
drastǐcan primjer je numeričko rjěsavanje parcijalnih diferencijalnih jednadžbi u trodimenzi-
onalnom prostoru. Kod aproksimiranja diferencijalnih operatora pomócu diferencijskih shema
ili kori štenjem drugih tehnika (npr. konačnih elemenata), mogu se dobiti sustavi s ogromnim
brojem nepoznanica. Kod tog aproksimativnog rješavanja diferencijalnih jednadžbi, svadanje
na sustav linearnih jednadžbi uvijek znǎci da će tǒcno rjěsenje sustava biti tek odredena
(možda lǒsa) aproksimacija rjěsenja polaznog problema diferencijalnih jednadžbi. Koji puta
za jednu decimalu tǒcnosti rezultata polaznog problema, treba rješavati sustav s1000 nepo-
znanica, za dvije decimale točnosti sustav s106 nepoznanica, za tri decimale sustav s109

nepoznanica, itd. Kod tako velikih matrica jedinošto nam preostaje je napisati kompjutorski
program kojiće sustav rijěsiti u dogledno vrijeme.

Pri numerǐckom rjěsavanju sustava linearnih jednadžbi uz pomóc rǎcunala, javlja se novi
problem: rǎcunala koriste tzv. aritmetiku konačne preciznonosti. Tipičan zapis jednog broja u
računalu ima oblik:±m×2e, gdje jemmantisa, ae eksponent. Mantisa dopušta tǒcno odreden
broj znamenaka, a za eksponent postoji točno odreden interval u kojem se on može nalaziti.
U računalu su i mantisa i eksponent smješteni kao binarni brojevi. Tipično, u tzv. aritmetici
jednostruke (dvostruke) preciznosti mantisa ima prema IEEE standardu koji je prisutan kod
gotovo svih rǎcunala,24 (53) binarne znamenke, dok je je eksponent u zatvorenom inervalu
[−125 , 128] ([−1021 , 1024]). To znǎci da aritmetika radi s brojevima u rasponu od približno
−3.4×1038 do+3.4×1038 (od−1.8×10308 do1.8×10308) pri čemu mantisa ima, preračunato
oko7 (16) dekadskih znamenki. Akǒzelimo u rǎcunalo ǔcitati broj3/7 ili π, onoće ga zapisati
kao binarni broj sa 24 (ili53) binarnih znamenaka, a ostale znamenkeće odbaciti.Čak i brojevi
kao1/10, 1/5, 2/5, 3/5, . . . ne mogu se egzaktno zapisati, jer njihove binarne mantise imaju
beskonǎcno znamenki. To znači da véc kod smjěstavanja matrice sustavaA u rǎcunalo, vécina



7.2. KVADRATNI SUSTAVI I GAUSSOVE ELIMINACIJE 119

smjěstenih elemenatáce nositi grěsku u zadnjoj binarnoj znamenci. To su tzv. relativne greške
u brojevima koje dolaze od smještavanja brojeva u računalo. One su omedene s6.8 · 10−8 za
slučaj jednostruke odnosno1.11 · 10−16 za slǔcaj dvostruke preciznosti.

Kada se pokrene neki algoritam, gotovo svaka aritmetička operacijáce unijeti malu rela-
tivnu grěsku u rezultat. Npr. kad množimo brojevečije mantise imajut znamenaka, mantisa
rezultataće oṕcenito imati2t ili 2t − 1 znamenaka, páce se morati zaokrǔziti na t mjesta.
Slično zaokrǔzivanjeće postojati i kod drugih rǎcunskih operacija. Pa koliko ima operacija
kod rjěsavanja sustava redan?

Pokazuje se da ih ima oko(2/3)n3. To znǎci da za rjěsavanje sustava reda1000 treba oko
6.7 · 108, a za rjěsavanje sustava reda109 oko 6.7 · 1026 računskih operacija. Dakle, možemo
strahovati da toliki broj grěsaka zaokrǔzivanja mǒze dosta utjecati na točnost izrǎcunatog re-
zultata. Vidimo da je oṕcenito těsko dóci do iole tǒcnog rjěsenja gore spomenutih diferencijal-
nih jednaďzbi, jer bolja aproksimacija diferencijalnih jednadžbi sustavom linearnih jednadžbi
znǎci veći red matrice, a onda nastupaju problemi sa računanjem zbog iskrslih grešaka za-
okruživanja.

Što se mǒze poduzeti? Prva mogućnost koja pada na pamet jest računati uz mnogo véci
broj decimala, dakle uz aritmetiku veće preciznosti. Za to su potrebni posebni softwareski
paketi, jer kupljena rǎcunala dolaze uz standardni software koji omogućuje rad samo s ari-
tmetikama jednostruke i dvostruke preciznosti. Spomenutisoftwareski paketi za računanje
u povécanoj tǒcnosti tolikoće usporiti rǎcunanje, dáce véc rjěsavanje sustava reda100 biti
dugotrajan posao. Uočivši taj problem, neiskusan rješavǎc sustaváce réci: “Kupimo onda jǎce
računalo”. Toće osim izazivanja velikih trǒskova problem samo malo ublažiti, ali ne i riješiti.
Ne smijemo zaboraviti da i najveća svjetska rǎcunala nisu svemócna. Tako se npr. uz pomoć
najsnǎznijih računala 24-satna vremenska prognoza za cijelu državu SAD rǎcuna tek do na
točnost od±10 kilometara. Zato je uvijek dobar pristup maksimalno iskoristiti analitǐcko
znanje o problemu i o rjěsenju, te umjesto standardnih algoritama izmisliti posebni algoritam,
ili modificirati neki postojéci algoritam za dani problem.

Kako bi se utjecaj grěsaka zaokrǔzivanja na tǒcnost rjěsenja sustava smanjio, potrebno je
modificirati algoritam 6.3. Oṕcenito je u algoritmu potrebno više zahvata:

1. umjesto svadanja na jedinǐcnu matricuAR, bolje je koristiti elementarne operacije
za svadanje matrice na gornje-trokutasti oblik;

2. potrebno je izostaviti dijeljenje pivotnog retka sa pivotnim elementom jer kad je
pivotni element mali to mǒze dovesti do velikog povećanja elemenata (pa i prisutnih
grěsaka) u elementima pivotnog retka;

3. potrebno je izabirati pivotni element tako da je po mogućnostišto véci.

Ove modifikacije nas dovode doGaussove metode eliminacija, za razliku od opisanog al-
goritma 6.3 koji se spominje (posebno u kontekstu rješavanja sustava) kaoGauss-Jordanov
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algoritam. Kod Gauss-Jordanovog postupka (svaka) nepoznanicaxk se eliminira iz svih jed-
naďzbi osim izk-te. Kod Gaussovih eliminacija, prvo se nepoznanicax1 eliminira iz jednaďzbi
2—n, zatim nepoznanicax2 iz jednaďzbi 3—n, ondax3 iz jednaďzbi 4—n, itd. Algoritam se
koristi uz dvije strategije izbora pivotnih elemenata:parcijalnog i kompletnog pivotiranja .
S obzirom da se u praksi najčěsće koristi parcijalno pivotiranje, kompletno pivotiranjećemo
razmatrati tek na nivou ideje.

Parcijalno pivotiranje

Kod parcijalnog pivotiranja, pivotni element ur-tom koraku izabire se kao najveći po modulu
element u pivotnom (tj.r-tom ) stupcu, odr-tog retka na nǐze.

Algoritam 7.11 Algoritam vřsi elementarne retčane operacije na matriciX. Oznaka
X = (xij) se koristi za iteriranu matricu. SaxT

k je oznǎcenk-ti redak odX. Na ulazu,X
se poistovjeti s prǒsirenom matricom[A | b ] ∈ R

n×(n+1). Na izlazuX je oblika [R | b̃ ],
gdje jeR gornje-trokutasta matrica.

1. Stavi:X = [A | b ], r = 1.

2. Pronadi najmanji indeksr′ takav da je

| xr′r |= max{| xkr |; r ≤ k ≤ n}

3. Ako jexr′r = 0, idi na 6, inǎce idi na 4.

4. Zamijeni retke s indeksimar i r′.

5. Za i = r + 1, . . . , n, pomnǒzi r-ti redak matrice brojemmir = xir/xrr i tako dobiveni
redak oduzmi odi-tog retka:xT

i ← xT
i −mir · xT

r .

6. Stavir := r + 1. Ako jer = n idi na 7, inǎce idi na 2.

7. Stavi[R | b̃ ] = X i stani.

U slučaju izostavljanja permutacije redaka (izostave se koraci2., 3. i 4. algoritma) govori
se metodi Gaussove eliminacije bez pivotiranja. Onaće stati ako je pivotni elementxrr nula
odnosno generirati veće grěske u matrǐcne elemente ako je|xrr| mali.

Promotrimo algoritam 7.11. Neka jer prvi indeks za kojiće se dogoditi skok s 3. na 6.
korak. U tom slǔcaju jer-ti stupac tekúce matriceX zavisan od prethodnih stupaca (za to
je dovoljno da su svi dijagonalni elementiakk, 1 ≤ k ≤ r − 1 različiti od nule) paX ima
rang manji odn. Kako elementarne operacije nad retcima ne mijenjaju rang,mora i matrica
[A | b ] imati rang manji odn. To znǎci da je ir(A) < n. U tom slǔcaju rjěsenje ili ne postoji
ili postoji, ali nije jedinstveno. Ta alternativa se razrješava u toku rjěsavanja sustavaRx = b̃.
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Ako sexr dobije iz kvocijenta oblika něsto/0, rješenje ne postoji, a ako se dobije iz oblika
0/0 postojatće beskonǎcno mnogo rjěsenja. Primijetimo takoder da algoritam néce stati sve
do prirodnog zavřsetka kadr postanen.

Kako smo mi pretpostavili da jer(A) = n, algoritamće uvijek naíci na netrivijalne pivotne
elemente, kojíce se na kraju procesa svi nalaziti na dijagonali matriceR.

Glavni dobitak kod pivotiranja je da su multiplikatorimir koji množe pivotne retke mali,
tj. omedeni su s1 po modulu. To omogúcuje istrǎzivanje tǒcnosti (jǒs se kǎze stabilnosti)
algoritma.

Na izlazu algoritam 7.11 daje gornje-trokutastu matricuR i vektor b̃ koji je nastao iz
vektorab primjenom istih reťcanih operacija koje su sveleA naR.

Preostaje jǒs rijěsiti trokutasti sustav

Rx = b̃.

Ako taj sustav napišemo u obliku

r11x1 + r12x2 + · · · r1,n−1xn−1 + r1nxn = b̃1

r22x2 + · · · r2,n−1xn−1 + r2nxn = b̃2
...

...

rn−1,n−1xn−1 + rn−1,nxn = b̃n−1

rnnxn = b̃n

vidimo da mǒzemo odmah iz zadnje jednadžbe dobitixn. Uvrštavajúci dobivenu vrijednost
zaxn u predzadnju jednadžbu, mǒzemo dobitixn−1. Nastavljajúci tako, dobijemo sve kom-
ponente vektorax. Kako ih dobivamo u redoslijedu:xn, xn−1,. . . ,x1, ovaj algoritam se zove
obratni ili povratni postupak ili povratna supstitucija. Povratni postupak ima daleko ma-
nje operacija od eliminacija. Dok eliminacije zahtijevajuokon2/2 dijeljenja,n3/3 mnǒzenja
i n3/3 zbrajanja (odnosno oduzimanja) dotle povratni postupak traži samon dijeljenja te oko
n2/2 mnǒzenja in2/2 zbrajanja (odnosno oduzimanja).
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Primjer 7.12 Pomócu Gaussove metode eliminacija s parcijalnim pivotiranjemriješite
sustavAx = b, gdje su:

A =









1 2 3 4
4 2 0 1
1 −1 0 −1
2 3 −2 −2









, b =









1
7
0
10









.

Rješenje. Prikazat ćemo matrice dobivene nakon zamjene redaka i nakon eliminacije
nepoznanice (tj. nakon stvaranja nula u stupcu ispod dijagonalnog elementa))

[A | b ] =









1 2 3 4 1
4 2 0 1 7
1 −1 0 −1 0
2 3 −2 −2 10









[A | b ] r∼









4 2 0 1 7
1 2 3 4 1
1 −1 0 −1 0
2 3 −2 −2 10









r∼











4 2 0 1 7
0 3

2
3 15

4
−3

4

0 −3
2

0 −5
4
−7

4

0 2 −2 −5
2

13
2











r∼











4 2 0 1 7
0 2 −2 −5

2
13
2

0 −3
2

0 −5
4
−7

4

0 3
2

3 15
4
−3

4











r∼











4 2 0 1 7
0 2 −2 −5

2
13
2

0 0 −3
2
−25

8
25
8

0 0 9
2

45
8
−45

8











r∼











4 2 0 1 7
0 2 −2 −5

2
13
2

0 0 9
2

45
8
−45

8

0 0 −3
2
−25

8
25
8











r∼











4 2 0 1 7
0 2 −2 −5

2
13
2

0 0 9
2

45
8
−45

8

0 0 0 −10
8

10
8











= [R | b̃].

SustavRx = b̃ rješavamo obratnim postupkom. Prvo se izračunax4,

x4 =
10

8
/(−10

8
) = −1.

Zatim se−1 uvrsti umjestox4 u treću jednaďzbu, koja se onda rijěsi

x3 =
2

9
·
[

−45

8
− 45

8
· (−1)

]

= 0.
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Nepoznanicax2 se dobije iz druge jednadžbe. Prethodno se u nju uvrste vrijednosti zax3

i x4,

x2 =
1

2
·
[

13

2
+ 2 · 0 + 5

2
· (−1)

]

= 2.

Konǎcno,x1 se dobije iz prve jednadžbe

x1 =
1

4
· [7− 2 · 2− 0 · 0− 1 · (−1)] = 1.

Napǐsimo algoritam Gaussovih eliminacija s parcijalnim pivotiranjem u obliku pogodnom
za pisanje programa na računalu. Pritom je zgodno spremiti multiplikatoremij na poziciju
(i, j), i > j matriceA, dakle u elementaij (nakonšto on, prema algoritmu 7.11 postane nula).

Ti multiplikatori mogu poslǔziti ako se ponovo treba riješiti sustavAx = b, sada sa nekim
drugim vektoromb. Tada mǒzemo izbjéci ponovo raditi Gaussove eliminacije na matriciA,
a pomócu multiplikatora spremljenih u donjem dijelu matrice možemo izvřsiti samo odgo-
varajúce transformacije na vektoru desne strane. Ipak, ako se koristi parcijalno pivotiranje,
potrebno je uz multiplikatore, sačuvati informacije o zamjenama redaka. To se najjednostav-
nije nǎcini tako da se u (cjelobrojni) vektorp nar-to mjesto spremir′.

Algoritam 7.13 Neka jeA ∈ R
n×(n+1), pri čemu prvihn stupaca matricěcine stupci

od matrice sustava, an + 1. stupac je vektorb. Na izlazu, prvihn stupaca matricěcine
stupci odR (u gornjem trokutu odA) i multiplikatori mir (u donjem trokutu matriceA),
a zadnji stupaćce nakon koraka 2.3 sadržavati rjěsenje polaznog sustava.

1. za r = 1, 2, . . . , n− 1

1.1. pronadi najmanji indeksr′ takav da je | ar′r |≥| akr |, r ≤ k ≤ n

Ako je ar′r = 0 idi na 1.5 inače idi na1.2

1.2 zamijeni retke s indeksimar i r′

1.3 zai = r + 1, r + 2, . . . , n+ 1

1.3.1 air = air/arr

1.3.2 zaj = r + 1, r + 2, . . . , n+ 1

1.3.3 aij = aij − air ∗ arj
1.3.4 kraj petlje poj

1.4 kraj petlje poi

1.5 kraj petlje por
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Algoritam 7.14 Rjěsavanje sustavaRx = b̃. Pretpostavlja se da jeR nastala iz ma-
trice A Gaussovom metodom (bez ili sa pivotiranjem), pa jeR gornji trokut matriceA.
Zato algoritam koristi kao elementeaij. Pretpostavlja se da jeR regularna, pa su svi
dijagonalni elementiaii (odR) različiti od nule.

2. an,n+1 = an,n+1/ann

2.1 zai = n− 1, n− 2, . . . , 1

2.1.1 zaj = i+ 1, . . . , n

2.1.2 ai,n+1 = ai,n+1 − aij ∗ aj,n+1

2.1.3 kraj petlje poj

2.2 ai,n+1 = ai,n+1/aii

2.3. kraj petlje poi

Uočimo da Gaussov algoritam u slučaju beskonǎcno rjěsenja sustava ne daje bazu nul-potpros-
tora, pa je u tom smislu slabiji od Gauss-Jordanovog algoritma. Ipak, iz dobivene matrice
[R, b̃ ] mogúce je dobiti dodatnim elementarnim retčanim operacijama matricu[AR, b̃

′ ] pri
čemu se izAR i b̃′ odredi oṕce rjěsenje sustava (partikularno rješenje i baza nul-potprostora).
Cijena koja se za to plaća su osim dodatnih računskih operacija i potencijalno veliki mul-
tiplikatori koji prave nule u gornjem trokutu matrice (oni vrše eliminaciju nepoznanica iz
prethodnih jednaďzbi). To mǒze dovesti na rǎcunalima do velikih grěsaka u elementimaAR i
u rjěsenjux. Kako se naǰcěsće, unaprijed zna da je matrica sustava rangan, na rǎcunalima se
gotovo iskljǔcivo koristi Gaussova metoda eliminacija sa parcijalnim pivotiranjem.

7.3 Kompletno pivotiranje

Kompletno pivotiranje je jǒs tǒcniji algoritam od parcijalnog pivotiranja, ali zahtijevamnogo
više rǎcunskog vremena oko pronalaženja pivotnog elementa u svakom koraku, a osim za-
mjene redaka trebǎciniti i zamjene stupaca matrice. Zato se u toku postupka osim prǒsirene
matrice pamti i vektořcija k-ta komponenta predstavlja indeks stupca koji se zamijeniosa
k-tim (pivotnim) stupcem uk-tom koraku. U prvom koraku algoritma treba pronaći najvéci
po modulu element u cijeloj matrici i onda zamjenom redaka i stupaca dovesti ga na(1, 1)–
poziciju. Zatim se izvřsi eliminacija nepoznanicex1 iz 2.,3.,. . . ,n-te jednaďzbe. Time je gotov
prvi korak metode. Zatim se prvi korak ponavlja na podmatrici redan− 1 na presjeku zadnjih
n − 1 redaka i stupaca. Najbolje je raditi s proširenom matricom jer se sve retčane operacije
ionako rade i na vektorub. Na kraju se dobije gornje-trokutasta matricaR, vektor b̃ i vektor
p ineksa pri zamjenama stupaca. Zatim se riješi trokutasti sustavRx = b̃ i na kraju ispermu-
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tiraju komponente odx prema indeksima zapamćenim u vektorup. Metoda se rijetko koristi
jer je dosta sporija od metode s parcijalnim pivotiranjem, ane daje bitno tǒcnije rezultate.

Zadaci 7.15 1. Nadite rješenje sustava Gaussovom metodom bez pivotiranja

a)

x+ 2y − z − 3u = 6

2x+ y + 2z + u = 2

3x+ 4y + z − 3u = 10

−2x+ 1y − 2z + u = −2

b)

x+ 2y − z = 2

y + 4z = 5

x− y − z = −1

2. Odredite rjěsenje nehomogenog sustava Gaussovom metodom s parcijalnim
pivotiranjem

a)

x+ 4y − z + 2w = 6

x+ 2y − z + w = 4

−x+ 2y − 2z + w = 3

2x− 2y + 3z − w = −3

b)

x+ 2y + 3z + 4v = 17

2x+ y + 2z + v = 7

3x− y + 3z − 2v = −5
−2x+ 2y − z = 2
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Poglavlje 8

Linearne Matri čne Jednaďzbe

Linearne matrǐcne jednaďzbe se naǰcěsće pojavljuju u jednom od sljedećih oblika

A+X = B (8.1)

AX = B (8.2)

XA = B (8.3)

AX + B = C (8.4)

XA+ B = C (8.5)

AX +XB = C. (8.6)

U ovim jednaďzbamaA, B, C su poznate (zadane) matrice, a matricaX je ona koju trǎzimo.
Da bi te jednaďzbe imale smisla, moramo paziti na dimenzije matrica. Tako npr. u jednaďzbi
A+X = B sve matrice moraju imati isti broj redaka i isti broj stupaca, a u jednaďzbiAX = B,
ako jeA ∈ Rm×n, ondaXmora imatin redaka,B mora imatim redaka, a obje matriceX i B
moraju imati isti broj stupaca. Zato se uzima da suB ∈ R

m×p i X ∈ R
n×p za neki prirodan

broj p.

Rjěsenje jednaďzbeA+X = B, kao i jednaďzbeX + A = B je

X = B − A ,

i time je problem (8.1) rijěsen.

Jednaďzbu (8.3) mǒzemo transponiranjem lijeve i desne strane svesti na oblik

ATXT = BT

pa smo time problem (8.3) sveli na problem (8.2).

127
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Jednaďzbu (8.4), oduzimanjem matriceB od lijeve i desne strane jednadžbe, svodimo na
oblik AX = C −B, pa je problem opet reduciran na (8.2).

Isto tako, u jednaďzbi XA + B = C, dodavanjem matrice−B lijevoj i desnoj strani
jednaďzbe, te zatim transponiranjem dobivene jednadžbe, svodimo ju na oblikATXT =
CT −BT , dakle na oblik (8.2).

Preostaje jednadžba

AX +XB = C,

koja se zove Ljapunovljeva jednadžba. Njeno rjěsavanje je dosta kompliciranije od rješavanja
jednaďzbeAX = B, pa ju nécemo razmatrati.

Prema tome, preostaje riješiti jednaďzbu (8.2). Preciznije, zanimatće nas pitanje egzisten-
cije, jedinstvenosti i algoritma za taj problem.

Od posebnog interesa su i jednadžbe sa specijalnom desnom stranom,

AX = I odnosno XA = I

jer nas vode do pojmova desnog i lijevog inverza matrice. Tećemo slǔcajeve razmatrati na
kraju poglavlja.

8.1 JednaďzbaAX = B

Promotrimo jednaďzbu

AX = B, A ∈ Rm×n, X ∈ R
n×p, B ∈ R

m×p.

Uvedimo stup̌cane particije

X =
[

x1, x2, . . . , xp

]

i B =
[

b1, b2, . . . , bp
]

.

Po pravilu matrǐcnog mnǒzenja vrijedi

AX = A
[

x1, x2, . . . , xp

]

=
[

Ax1 , Ax2 , . . . , Axp

]

. (8.7)

Stoga se jednadžbaAX = B može zapisati kaop jednaďzbi
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Ax1 = b1, Ax2 = b2, . . . , Axp = bp. (8.8)

JednaďzbaAX = B je ekvivalentna sistemu odp sustava jednaďzbi (8.8). To znǎci: ako
AX = B ima rjěsenje, onda i svaka jednadžba (ili svaki sustav)Ax = bi ima rjěsenje i
obratno, ako svaka jednadžbaAx = bi ima rjěsenje, tada ga ima iAX = B.

To se jednostavno vidi. Neka npr.AX = B ima rjěsenjeX. Tada zbog relacije (8.7),
odmah slijedi (8.8). Pritom su rješenja sustava upravo stupci odX.

Obratno, neka svaka jednadžba sistema (8.8) ima rješenje. Recimo, neka jexi bilo koje
rješenje odAx = bi i tako za sve1 ≤ i ≤ p. Sada iz tih vektoraxi sagradimo matricuX,
zahtijevajúci da jexi upravoi-ti stupac odX. Gledajúci relaciju (8.7) i stup̌canu particiju
odX, odmah vidimo da vrijediAX = B, pa smo dakle, sagradili rješenjeX.

Sustav oblikaAx = bi smo razmatrali u 7. poglavlju i znamo da se može rijěsiti npr.
algoritmom 6.3 koji svada prǒsirenu matricu na reducirani oblik ili korištenjem Gaussove
metode eliminacija s parcijalnim ili kompletnim pivotiranjem. Budúci da algoritam 6.3 (isto
vrijedi i za Gaussovu metodu) ide “s lijeva u desno”, prvo prevodi A na reducirani oblikAR

(odnosno na trokutastu matricuR), možemo izbjéci ponavljanje redukcije matriceA naAR

(ili R) p− 1 puta, ako primijenimo algoritam samo jedamput na proširenu matricu[A | B].
Kakva rjěsenjaX možemo ǒcekivati? Imamo li jedno, nijedno ili beskonačno rjěsenja? Iz

sljedéceg teoremácemo vidjeti da odgovor ovisi o odnosu ranga matriceA i ranga prǒsirene
matrice[A | B].

Teorem 8.1 Jednaďzba
AX = B (8.9)

ima rješenje ako i samo ako vrijedi

r(A) = r([A | B]). (8.10)

Ako je uvjet (8.10) ispunjen i ako jeX(P ) neko rjěsenje jednaďzbe (8.9), onda je oṕce
rješenje jednaďzbe (8.9) oblika

X = X(P ) +X(H),

gdje jeX(H) opće rjěsenje homogene matrične jednaďzbe

AX = O . (8.11)

Specijalno, jednaďzba (8.9) ima jedinstveno rješenje ako i samo ako homogena jednadžba
(8.11) ima nul-matricu kao jedino rješenje.
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Dokaz∗. Neka postoji rjěsenjeX jednaďzbe (8.9). Tada postoji ip rješenjaxi sistema
(8.8). Po Kronecker-Capellijevom teoremu (teorem 7.3) za svako 1 ≤ i ≤ p vrijedi
r(A) = r([A | bi). To znǎci bi ∈ R(A) = L(a1, . . . , an) za svei, gdje sua1, . . . ,an stupci
odA. Dakle je

R(A) = L(a1, . . . , an) = L(a1, . . . , an, b1)

= L(a1, . . . , an, b1, b2) = · · ·
= L(a1, . . . , an, b1, . . . , bp)

= R([A | B]).

Kako su potprostoriR(A) i R([A | B]) isti, njihove dimenzije su jednake, a to su upravo
r(A) i r([A | B]).
Obratno, neka vrijedir(A) = r([A | B). Moramo pokazati da tada postoji rješenje
jednaďzbeAX = B. Podimo od suprotnog, kad ne bi postojalo rješenjeX, tada ne bi
sve jednaďzbe sustava (8.8) imale rješenje. Postojao bi nekii, takav daAx = bi nema
rješenje. To bi po Kronecker-Capellijevom teoremu značilo da jer(A) < r([A | bi]).
Kako uvijek vrijedi r([A | bi]) ≤ r([A | B]), pokazali smo da jer(A) < r([A | B]).
Dobivena je kontradikcija s pretpostavkomr(A) = r([A | B]), pa zakljǔcujemo da je
tome bila kriva pretpostavka da ne postoji rješenje jednaďzbeAX = B. Time je dokazan
i drugi smjer prve tvrdnje.

Pretpostavimo sada, da vrijedi uvjet (8.10), tako da postoji rješenje jednaďzbeAX = B
i pretpostavimo da imamo jedno rješenjeX(P ). Oznǎcimo saX opće rjěsenje sustava
AX = B, i neka jeY = X −X(P ). Uvrštavanjem, dobivamo

AY = AX − AX(P ) = B −B = O,

pa jeY rješenje homogene jednadžbe (8.11). Dakle, kadX prolazi skupom svih rjěsenja
sustavaAX = B, Y prolazi skupom rjěsenja homogenog sustavaAX = O.
Obrnuto, ako jeY opće rjěsenje homogenog sustavaAX = O, tadaX = X(P ) + Y
zadovoljava

AX = AX(P ) + AY = B +O = B,

pa je rjěsenje jednaďzbe (8.9). Time je dokazana i druga tvrdnja.

Treća tvrdnja je neposredna posljedica druge tvrdnje. Ako je skup rjěsenja homogene
jednaďzbe (8.11) samo nul-matrica izRn×p, tada jednaďzba (8.9) ne mǒze imati vǐse od
jednog rjěsenja, jer bi u protivnom njihova razlika dala netrivijalnorješenje homogene
jednaďzbe.
S druge strane, akoAX = B ima samo jedno rjěsenje, tada homogena jednadžba mora
imati samo nul-matricu kao rješenje. U protivnom bi imaliO 6= Z ∈ R

n×p, AZ = O, pa
bi uz pretpostavljeno (jedinstveno) rješenje, nazovimo ga saX(P ), imali i dodatno rjěsenje
X(P ) + Z jednaďzbe (8.9).
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Jer jeX ∈ R
n×p rješenja jednaďzbeAX = B leže unp-dimenzionalnom vektorskom

prostoruRn×p. Može se pokazati da rješenja homogene jednadžbečine(n− r(A))p dimenzi-
onalni potprostor tog prostora, pa možemo réci da skup svih rjěsenja jednaďzbeAX = B čini
linearnu mnogostrukost dimenzije(n− r(A))p.

8.2 Lijevi i desni inverz

Promotrimo sada specijalne jednadžbe:

AX = I, A ∈ Rm×n, I ∈ R
m×m, X ∈ Rn×m (8.12)

i

Y A = I, A ∈ Rm×n, I ∈ R
n×n, Y ∈ Rn×m. (8.13)

U dokazivanju postojanja i jedinstvenosti rješenja tih jednaďzbi ključnu uloguće imati te-
orem 8.1.

Svako rjěsenje jednaďzbeAX = I naziva sedesni inverzmatriceA.

Svako rjěsenje jednaďzbeY A = I naziva selijevi inverz matriceA.

Kadkad se lijevi (desni) inverz naziva lijevi (desni) generalizirani inverz odA. Iz relacija
(8.12) i (8.13) se vidi da su obje matriceX i Y istog tipa.

Na osnovu teorema 8.1 zaključujemo daA može imati beskonǎcno lijevih (ili desnih)
inverza, da mǒze imati tǒcno jedan lijevi (ili desni) inverz, a takoder da mǒzdaA nema niti
jedan lijevi (ili desni) inverz. Zato nam trebaju kriterijiza postojanje lijevih odnosno desnih
inverza.

Propozicija 8.2 MatricaA ∈ Rm×n ima barem jedan

(i) desni inverz ako i samo ako vrijedir(A) = m ≤ n ;

(ii) lijevi inverz ako i samo ako vrijedir(A) = n ≤ m .
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Dokaz∗. (i) Ako matrica ima linearno nezavisne retke, pa ju proširimo s dodatnim stup-
cima (koje umetnemo bilo ispred matrice, iza matrice ili izmedu samih stupaca matrice),
rang tako prǒsirene matrice néce biti ni véci niti manji od ranga polazne matrice. Najme,
na taj nǎcin broj linearno nezavisnih redaka može se samo povećati, a kako je véc mak-
simalan, ostaje isti. Ako to zaključivanje primijenimo naIm, zakljǔcujemo da uvijek
vrijedi

m = r(Im) = r([A | Im]) . (8.14)

Prema teoremu 8.1,AX = Im ima barem jedno rjěsenje ako i samo ako vrijedi

r(A) = r([A | Im]) .

Zbog relacije (8.14), zadnja jednakost vrijedi ako i samo ako vrijedi r(A) = m. Uočimo
još dar(A) = m i r(A) ≤ min{m,n} povlǎcem ≤ n jer bi inǎce bilor(A) ≤ n < m.

(ii) Matri čna jednaďzbaXA = In je ekvivalentna sATXT = In, a ta jednaďzba prema (i)
ima barem jedno rjěsenje ako i samo ako vrijedi

r(AT ) = broj redaka odAT = broj stupaca odA = n.

Kako jer(AT ) = r(A), dokazali smo prvu tvrdnju od (ii). Druga tvrdnja, da jen ≤ m,
slijedi istim zakljǔcivanjem kao u dokazu odgovarajuće tvrdnje od (i).

MatricaA ∈ Rm×n ima

puni ret čani rang ako vrijedi r(A) = m;

puni stupčani rang ako vrijedi r(A) = n;

puni rang ako vrijedi r(A) = min{m,n},
tj. ako ima puni reťcani ili stup̌cani rang.

Propozicija 8.3 Neka jeA ∈ Rm×n. Tada su sljedéce tri tvrdnje ekvivalentne:

(i) m = n i r(A) = n (tj. A je kvadratna i punog ranga)

(ii) A ima barem jedan lijevi i barem jedan desni inverz.

(iii) A ima jedinstveni lijevi inverzY , jedinstveni desni inverzX i vrijedi X = Y .
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Dokaz∗. Dokazat́cemo krug implikacija: (i)→ (ii) → (iii) → (i).
(i) → (ii) Prema propoziciji 8.2,A ima barem jedan lijevi i barem jedan desni inverz.

(ii) → (iii) Ako zaX i Y vrijedi AX = Im i Y A = In onda prema propoziciji 8.2 vrijedi
m = r(A) = n. Takoder vrijedi

Y = Y Im = Y (AX) = (Y A)X = InX = X,

a to znǎci da je skup lijevih inverza jednak skupu desnih inverza. Pokažimo da je
skup desnih inverza jednočlan. Kad bi imali dva desna medusobno razlǐcita inverza
X1 i X2, tada bi zaZ = X1 −X2 vrijedilo Z 6= O i

AZ = A(X1 −X2) = AX1 − AX2 = In − In = O .

Specijalno, za svaki stupaczi odZ bi vrijedilo Azi = 0. Zbogčinjenice da je rang
od A jednak broju stupaca odA, korolar 7.7 implicirazi = 0. Dakle jezi = 0
za svei, pa jeZ = O, a to se protivi pretpostavci da jeX1 6= X2. Vidimo da je
skup desnih (pa zato i lijevih) inverza najviše jednǒclan, a kako po (ii) nije prazan,
zaključujemo da je bǎs jednǒclan.

(iii) → (i) JerA ima i lijevi i desni inverz, po propoziciji 8.2 mora vrijediti i r(A) = n i
r(A) = m, pa je (i) dokazano.

Specijalno, ako jeA ∈ Rn×n i r(A) = n, iz propozicije 8.3 zakljǔcujemo da postoji samo
jedan lijevi inverz i samo jedan desni inverz i da su oni jednaki. Prirodno je zato zvati tu
matricu jednostavnoinverz matriceA i oznǎciti ju s A−1. Matrice za koje postoji inverz
obično se nazivajuinvertibilne .

8.3 Regularne matrice

Invertibilne matrice su vrlo vǎzne pa nose jǒs nekoliko naziva.

Definicija 8.4 MatricaA ∈ Rn×n je nesingularnaako vrijedir(A) = n.

Nesingularna matrica se još nazivaregularna matrica.
Ako vrijedir(A) < n matricaA se nazivasingularna.

Evo jedne jednostavne karakterizacije singularnih i nesingularnih matrica.

Propozicija 8.5 Matrica A ∈ Rn×n je singularna ako i samo ako postoji
netrivijalni vektorx ∈ Rn takav da jeAx = 0.

MatricaA je nesingularna ako i samo ako za svakix 6= 0 vrijedi Ax 6= 0.
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Dokaz. Ako jeA ∈ Rn×n singularna, tada jer(A) < n pa je defekt d(A) = n−r(A) ≥ 1.
Dakle je dimenzija nul-potprostoraN (A) barem jedan, pa postojix ∈ N (A), x 6= 0.
Obratno, ako jeAx = 0 za nekix 6= 0, tadaN (A) sadřzi taj x, pa nije trivijalan, tj. d(A)
≥ 1, a to znǎci r(A) < n, pa jeA singularna.

Ako je r(A) = n, tada jeN (A) = {0}, pax 6= 0 povlǎci Ax 6= 0. Obratno, akox 6= 0
povlǎci Ax 6= 0, to znǎci da jeN (A) = {0}, pa jer(A) = n, tj. A je regularna.

Dakle, za regularne matrice je preslikavanjex 7→ Ax injekcija, a jer je dim(R(A)) = n−d(A)
= n, ono je i surjekcija. Znǎci da je bijekcija skupaRn na sebe. Regularne matrice imaju
puni rang pa im je reducirana forma jedinična matrica. One su i invertibilne, baš kaošto su
invertibilne matrice regularne.

Skup regularnih matrica ima posebnu važnost u primjenama jer uz operaciju matričnog
mnǒzenja on postaje grupa.

Pokǎzimo to.

Prvo moramo pokazati da je produkt dviju regularnih matricaopet regularna matrica.
Neka suA i B regularne matrice. Tada su i invertibilne pa za njih postojeinverzi,A−1 i
B−1, respektivno. Pokǎzimo da jeB−1A−1 inverz odAB. Imamo,

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1InB = B−1B = In,

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AInA
−1 = AA−1 = In .

Kako jeB−1A−1 i lijevi i desni inverz odAB, po propoziciji 8.3 (implikacija (iii)→
(i)) zaključujemo da jeAB punog ranga, a to po definiciji 8.4 znači da jeAB regularna.
Dakle, skup regularnih matrica je zatvoren u odnosu na množenje.
Asocijativnost kao svojstvo grupe odmah slijedi iz asocijativnosti matrǐcnog mnǒzenja.
Neutralni element je jedinična matrica (ona je sama sebi inverz). Konačno, za svaku
regularnu matricuA, inverzni element u grupi jeA−1.

Propozicija 8.6 Skup regularnih matricǎcini grupu u odnosu na matrično mnǒzenje.
Grupa je zatvorena u odnosu na operaciju transponiranja. Ako suA1, A2, . . . ,Ak regu-
larne matrice, tada je

(A1A2 · · ·Ak)
−1 = A−1k · · ·A−12 A−11 .

Dokaz. Da je grupa regularnih matrica zatvorena u odnosu na transponiranje slijedi iz
činjenice da je regularna matricaA karakterizirana uvjetimar(A) = m = n, a to onda
vrijedi i zaAT jer je r(A) = r(AT ). Zadnja tvrdnja slijedi provjerom da jeA−1k · · ·A−11

lijevi i desni inverz odA1A2 · · ·Ak.
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8.4 Elementarne matrice∗

Svaku od tri elementarne operacije nad recima matrice možemo zapisati pomócu mnǒzenja
(s lijeva) tzv. elementarnim matricama. Neka jeA ∈ Rm×n matrica na koju se primijenjuje
reťcana operacija ĩA ∈ Rm×n matricaA nakon operacije. Istaknuti reci neka su oni s indek-
simai i j. Koristéci reťcane particije tih matrica, možemo pisati

A =

























aT1
...
aTi
...
aTj
...
aTm

























7−→

























ãT1
...
ãTi
...
ãTj
...
ãTm

























= Ã .

Promotrimo svaku retčanu operaciju ponaosob.

1. Zamjena (transpozicija) redaka matrice. U ovom slǔcaju je

ãTi = aTj , ãTj = aTi i ãTk = aTk , zak ∈ {1, . . . ,m} \ {i, j} .

Isti efekt se postǐze mnǒzenjemA s lijeva matricom

Iij =





































. . .
1

0 · · · 1
1

...
. . .

...
1

1 · · · 0
1

. . .





































← i

← j

∈ Rm×m.

Uočimo da jeIij = [e1, . . . , ei−1, ej, ei+1, . . . , ej−1, ei, ej+1, . . . , en], pa Iij nastaje iz
In permutacijom (tǒcnije: transpozicijom) stupaca s indeksimai i j. Lako se vidi da
nastaje izIn i zamjenom redakai i j. Dakle jeIn reducirana forma odIij, pa jer(I) =
r(Iij) = m, tj. Iij je invertibilna. Kako mnǒzenje s lijeva matricomIij zamjenjujei-ti i
j-ti redak, mora vrijeditiIij(IijI) = I, što dajeIijIij = I. Dakle jeI−1ij = Iij. ZbogA
= I−1ij Ã = IijÃ, imamo
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A
Iij7−→ Ã

Iij7−→ A.

Vidimo da se inverzna operacija prve elementarne transformacije, takoder svodi na
mnǒzenje s lijeva matricomIij. U slǔcaju i = j, transformacija zamjenjujei-ti re-
dak sa samim sobom, pa se definiraIii = I. U slǔcaju i > j definiramoIij = Iji jer
kod zamjene redaka nije bitan uredaj odgovarajúcih indeksa po velǐcini.

Uočimo jǒs dvije stvari. Prvo,Iij je simetrǐcna, pa jeITij opet elementarna transforma-
cija. Drugo, mnǒzenje matriceA ∈ Rm×n s Iij ∈ Rn×n s desna zamjenjujei-ti i j-ti
stupac matrice.

2. Množenje i-tog retka matrice brojem α 6= 0, realizira se mnǒzenjem matriceA s
lijeva, matricom

Di(α) =























1
.. .

1
α

1
. ..

1























∈ Rm×m

pri čemu jeα i-ti dijagonalni element. Odmah se vidi da jeDi(α) simetrǐcna i inver-
tibilna, pri čemu jeDi(α)

−1 = Di(1/α). Dakle jeDi(α)
−1 opet elementarna matrica

istog tipa, dok jeDi(α)
T = Di(α). Jer jeA = Di(α)

−1Ã, vrijedi

A
Di(α)7−→ Ã

Di(1/α)7−→ A .

Ovo odgovara promjenii-tog retka:aTi 7−→ ãTi = αaTi 7−→ aTi . Uočimo da se mnǒzenje
matriceA matricomDi(α) ∈ Rn×n s desna, svodi na množenjei-tog stupca matriceA
sα.

3. Dodavanjej-tom retku i-tog retka pomnoženog brojemα. U ovom slǔcaju je

ãTi = aTi , ãTj = aTj + αaTi i ãTk = aTk zak ∈ {1, . . . ,m} \ {i, j} ,

pa je u slǔcajui < j, odgovarajúca matrica
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Mij(α) =

























1
. ..

1
...

. . .
α · · · 1

.. .
1

























i

j
∈ Rm×m

U slučajuα = 0 imamoMij(0) = I. Matričnim mnǒzenjem, lako se provjeri jednakost

Mij(α)Mij(β) = Mij(α + β), (8.15)

pa je u slǔcajuβ = −α,

Mij(α)Mij(−α) = Mij(−α)Mij(α) = I.

Dakle jeMij(−α) lijevi i desni inverz odMij(α), pa je po propoziciji 8.3

Mij(α)
−1 = Mij(−α).

Množenje matriceÃ matricomMij(−α) s lijeva, dodajej-tom retku odÃ, i-ti redak
pomnǒzen s−α. Stoga vrijedi

A
Mij(α)7−→ Ã

Mij(−α)7−→ A ,

što odgovara promjenij-tog retka:aTj 7−→ ãTj = aTj +αaTi 7−→ ãTj −αaTi = aTj . Vidimo
i u ovom slǔcaju da inverznoj retčanoj operaciji odgovara elementarna transformacija
istog tipa.

Promotrimo jǒs operaciju dodavanjaj-tog retkai-tom retku. U ovom slǔcaju mijenja se
samoi-ti redak, pa toj transformaciji odgovara množenje matriceA s lijeva matricom
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Mij(α)
T =

























1
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1 · · · α
. . .
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1
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1

























i

j
∈ Rm×m

Transponiranjem jednakosti (8.15), vidimo da zaMij(α)
T vrijedi Mij(β)

TMij(α)
T =

Mij(α + β)T , pa je(Mij(α)
T )−1 = Mij(−α)T . Slično kao i prije, imamo

A
Mij(α)

T

7−→ Ã
Mij(−α)

T

7−→ A ,

što odgovara promjenii-tog retka:aTi 7−→ ãTi = aTi +αaTj 7−→ ãTi −αaTj = aTi . Vidimo
i u ovom slǔcaju da inverznoj retčanoj operaciji odgovara elementarna transformacija
istog tipa.

Množenje matriceA sMij(α) s desna, dodajei-tom stupcu odA j-ti stupac pomnǒzen
s α. Odmah vidimo da mnǒzenjeA s Mij(α)

T s desna dodajej-tom stupcu odA i-ti
stupac pomnǒzen sα.

Dakle, obje elementarne matriceMij(α) i Mij(α)
T odgovaraju trécoj elementarnoj

reťcanoj transformaciji. To znači da je i u ovom slǔcaju transponirana elementarna ma-
trica opet elementarna matrica istog tipa.

MatricuMij(α)
T ćemo takoder oznǎcavati sMT

ij (α) odnosno saMji(α), jer istovremena
zamjena redaka i stupaca odMij(α) dovodi doMT

ij (α).

Kao zakljǔcak prikaza elementarnih matrica imamo

Lema 8.7 Elementarne matrice su regularne. Inverzna i transponirana matrica
elementarne matrice su elementarne matrice istog tipa. Specijalno vrijedi

(i) ITij = I−1ij = Iij,

(ii) Di(α)
T = Di(α), Di(α)

−1 = Di(α
−1), α 6= 0,

(iii) MT
ij (α) = Mji(α), M−1

ij (α) = Mij(−α).

Primijenimo na proizvoljnu matricuA ∈ Rm×n algoritam za svadanje na reducirani oblik
AR. Algoritam primjenjuje konǎcni niz elementarnih retčanih operacija naA. Kako svakoj
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elementarnoj retčanoj operaciji pripada množenje s lijeva nekom elementarnom matricom,
algoritam mǒzemo opisati pomócu elementarnih matrica na sljedeći nǎcin

AR = Ek(Ek−1(· · · (E2(E1A)) · · · ))
= EkEk−1 · · ·E2E1A. (8.16)

Pritom je svakaEr elementarna matrica jednog od tri tipa:Iij, Di(α) ili Mij(α). Kako su
sve matriceEr, 1 ≤ r ≤ k regularne, takav je i njihov produkt (propozicija 8.6). Time smo
dokazali

Lema 8.8 Za svaku matricuA ∈ Rm×n postoji regularna matricaS ∈ Rm×m,
takva da je

AR = S A .

Pri opisu elementarnih matrica, vidjeli smo da svako množenje elementarnom matricom s
desnačini jednu elementarnu operaciju nad stupcima matrice. Stoga se mǒzemo zapitati na
koji jednostavni oblik se mǒzeA ∈ Rm×n svesti uz pomóc elementarnih operacija nad stup-
cima.

Podimo od proizvoljneA ∈ Rm×n i oznǎcimo saB = AT ∈ Rn×m. SvedimoB elemen-
tarnim reťcanim operacijama ra reducirani oblik,

BR = Ek · · ·E2E1B.

Transponiranjem dobivamo

BT
R = BTET

1 E
T
2 · · ·ET

k .

Oznǎcimo li Ac
R = BT

R, Fr = ET
r , 1 ≤ r ≤ k, imamo

Ac
R = AF1 · · ·Fk,

gdje suA,Ac
R ∈ Rm×n, aF1, . . . , Fk su elementarne matrice. Pritom jeAc

R reducirani oblik na
koji seAmože svesti elementarnim operacijama nad stupcima. On je “transponirani reducirani
oblik”.

U slučaju regularneA, matriceAR i Ac
R su jednakeI. To je posljedica sljedéceg teorema.

Teorem 8.9 Kvadratna matricaA je regularna ako i samo ako je produkt elementarnih
matrica. MatricaAT je regularna ako i samo ako je takvaA.
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Dokaz. MatricaA je regularna ako i samo ako je kvadratna i punog ranga, a to je ako i
samo ako ima reducirani oblikAR = I. Prema relaciji (8.16) vrijediAR = Ek · · ·E1A
za neke elementarne matriceEr, 1 ≤ r ≤ k. UvrštavanjemI na mjesto odAR, te
mnǒzenjem s lijeva matricama:E−1k , E−1k−1, . . . ,E−11 u tom redoslijedu, dobijemo

A = E−11 E−12 · · ·E−1k .

DakleA je regularna ako i samo ako ima takav prikaz. Kako je inverz svake elementarne
matriceE−1r opet elementarna matrica (istog tipa) prva tvrdnja je dokazana.

Druga tvrnja je véc dokazana u propoziciji 8.6, a ovdje dajemo drugi dokaz kojislijedi iz
prve tvrdnje teorema. Neka jeA regularna. Tada je ona produktF1 · · · Fk elementarnih
matrica. Transponiranjem dobivamoAT = F T

k · · ·F T
1 . Kako je po lemi 8.7 svakaF T

r

takoder elementarna matrica, ona je i regularna. Dakle jeAT kao produkt regularnih
matrica regularna. Obratno, ako jeAT regularna, onda po upravo dokazanom mora i
(AT )T = A biti regularna,̌cime je i drugi smjer dokazan.

8.4.1 Rǎcunanje inverzne matrice

Gauss-Jordanov postupak za redukciju matrice na reducirani oblik možemo koristiti za nalǎzenje
inverzne matrice. Postupak je baziran na sljedećem razmatranju.

Neka jeA ∈ Rn×n matricačiji inverz želimo náci. Nǎcinimo prǒsirenu matricu[A | I] i
primjenimo na nju elementarne retčane transformacije s ciljem da prvi dio matrice, u kojem
na pǒcetku lězi A, svedemo na reducirani oblikAR. Matrično to mǒzemo opisati pomócu
elementarnih matrica

[AR | B] = EkEk−1 · E2E1 [A | I]

Produkt elementarnih matricaEkEk−1 · E2E1 je nesingularna matrica. Označimo ju sS. Sje-
timo se, ako jeX = [x1, x2, . . . , xr] stup̌cana particija matriceX i ako suS i X ulaňcane, tada
vrijedi SX = S[x1, x2, . . . , xr] = [Sx1, Sx2, . . . , Sxr]. Sada to iskoristimo kod množenja
matriceS s prǒsirenom matricom

[AR | B] = S [A | I] = S [a1, a2, . . . , an | e1, e2, . . . , en]
= [Sa1, Sa2, . . . , San | Se1, Se2, . . . , Sen]
= [S[a1, a2, . . . , an] | S[e1, e2, . . . , en]] = [SA | SI]
= [SA | S] .

Izjednǎcavanjem prvih (zadnjih)n stupaca lijeve i desne strane, dobijemoAR = SA (B = S)
tj.
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AR = SA , B = S .

Ako jeA regularna, tada jeAR = I, pa prva jednaďzba dajeI = SA. Pomnǒzimo tu jednaďzbu
s desna sA−1 (koja postoji jer jeA regularna), dobijemoA−1 = S. Dakle, ako jeA regularna,
vrijedit će

[AR | B] = [I | A−1] .

Drugim riječima, u onom dijelu prǒsirene matrice, na kojem je na početku lězala matricaA, na
kraju procesa bit́ce jedinǐcna matricaI. U drugom dijelu gdje je na početku lězala jedinǐcna
matricaI, na kraju procesa bit́ce inverzna matricaA−1.

Ako A nije regularna (dakle, singularna je) na kraju procesa, u prvom dijelu prǒsirene
matrice lězat ćeAR. Kako je rang odA manji odn, matricaAR će imati barem jedan nul-
redak, páce sigurno zadnji redak odAR biti nul-redak. U tom slǔcaju matricaS néce bitiA−1

već samo produkt elementarih matrica, dakle ona regularna matrica koja u produktuSA daje
AR.

Algoritam za računanje inverzne matrice

Algoritam ćemo podijeliti u tri glavna koraka.

1. Napǐsimo prǒsirenu matricu:

[A | I ] =











a11 a12 · · · a1n 1 0 · · · 0
a21 a22 · · · a2n 0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
. ..

...
an1 an2 · · · ann 0 0 · · · 1











.

2. Svedimo pomócu elementarnih transformacija proširenu matricu[A | I ] na reducirani
oblik. Rezultat je matrica[AR | B ].

3. Ako je AR = I, tada je matricaA regularna iA−1 = B. Ako jeAR 6= I, matrica nije
regularna i ne postoji inverzna matrica.

Primjer 8.10 Odredimo inverznu matricu matrice

A =





2 1 3
0 2 −1
3 −1 2



 .
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Rješenje. Nǎcinimo prǒsirenu matricu i zapǒcnimo s elementarnim transformacijama

[A | I ] =





2 1 3 1 0 0
0 2 −1 0 1 0
3 −1 2 0 0 1



 pomnǒzimo 1. redak s
1

2

∼







1 1
2

3
2

1
2

0 0

0 2 −1 0 1 0

3 −1 2 0 0 1






dodajmo 1. redak× (−3) trećem

∼







1 1
2

3
2

1
2

0 0

0 2 −1 0 1 0

0 −5
2
−5

2
−3

2
0 1






pomnǒzimo 2. redak s

1

2

∼







1 1
2

3
2

1
2

0 0

0 1 −1
2

0 1
2

0

0 −5
2
−5

2
−3

2
0 1







dodajmo 2. redak× (−1

2
) prvom

dodajmo 2. redak× (
5

2
) trećem

∼







1 0 7
4

1
2
−1

4
0

0 1 −1
2

0 1
2

0

0 0 −15
4

−3
2

5
4

1






pomnǒzimo 3. redak s− 4

15

∼







1 0 7
4

1
2
−1

4
0

0 1 −1
2

0 1
2

0

0 0 1 2
5
−1

3
− 4

15







dodajmo 3. redak× (−7

4
) prvom

dodajmo 3. redak× (
1

2
) drugom

∼







1 0 0 −1
5

1
3

7
15

0 1 0 1
5

1
3
− 2

15

0 0 1 2
5
−1

3
− 4

15







= [ I | B ].

A je regularna i

A−1 =







−1
5

1
3

7
15

1
5

1
3
− 2

15

2
5
−1

3
− 4

15






.
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Primjer 8.4.1. Odredite inverz matrice

A =





1 2 3
3 4 −2
−2 −2 5



 .

Rješenje. Imamo

[A | I ] =





1 2 3 1 0 0
3 4 −2 0 1 0
−2 −2 5 0 0 1



 ∼





1 2 3 1 0 0
0 −2 −11 −3 1 0
0 2 11 2 0 1





∼





1 2 3 1 0 0
0 1 11

2
3
2 −1

2 0
0 2 11 2 0 1



 ∼





1 0 −8 −2 1 0
0 1 11

2
3
2 −1

2 0
0 0 0 −1 1 1





U sljedécem koraku svadanja prǒsirene matrice na reducirani oblik, zadnji redak se množi s−1 i
zatim se prave nule u 4. stupcu proširene matrice. Uǒcite da time ne bismo promijenili niti jedan
element matriceAR koja je véc dobivena. Te zadnje elementarne transformacije zapravo nisu
potrebne za nǎs krajnji zakljǔcak. Iz zadnje matrice vidimo da vrijediAR 6= I pa matricaA nije
regularna i zato nema inverz. Rang polazne matriceA (kao i matriceAR) je dva.

Primjer 8.4.2. Pokǎzite da za svaku regularnu matricuA vrijedi

1. (AT )−1 = (A−1)T pa se uvodi uznakaA−T = (A−1)T ,

2. (Ak)−1 = (A−1)k pa se uvodi uznakaA−k = (A−1)k.

Dokaz. Jer jeA regularna, da biX bila inverz odA, dovoljno je pokazati da vrijedi
AX = I.

1. Jasno je da je(AT )−1 inverz odAT . Neka jeX = (A−1)T . Ako pokǎzimo da je
ATX = I, tada je iX tj. (A−1)T inverz odAT . Kako je inverz jedinstven moratće
vrijediti (AT )−1 = (A−1)T . Imamo,

ATX = AT (A−1)T = (A−1A)T = IT = I .

2. Dovoljno je pokazati da jeX = (A−1)k inverz odAk. koristéci svojstvo asocijativ-
nosti mnǒzenja, lako dobijemo

AkX = Ak(A−1)k = (AA · · ·AA)(A−1A−1 · · ·A−1A−1)
= AA · · ·A (AA−1)A−1 · · ·A−1A−1 = AA · · ·AI A−1 · · ·A−1A−1
= AA · · · (AA−1) · · ·A−1A−1 = AA · · · I · · ·A−1A−1 = · · · = AA−1 = I .
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Zbog svojstva 2. iz primjera 8.4.2., lako se pokaže da za proizvoljne cijele brojevek i l
(daklek i l mogu biti pozitivni, negativni i nula) i regularnu matricuA vrijedi

Ak+l = AkAl .

Zadaci 8.11 1. Odredite inverz matrice

A =





1 3 1
2 −2 1
0 1 1



 .



Rjěsenje:A−1 =





−3/7 2/7 −5/7
2/7 −1/7 −1/7
−2/7 1/7 8/7









2. IzrǎcunajteX = AB−1C, ako je

(a) A = [ 1 2 3 ] , B =





−1 2 2
2 1 −1
0 1 0



, C =





4
2
−1



.

(

X = [ 17 ] ∈ R
1×1
)

.

(b) A = [ 1 0 − 2 ] , B =





1 −1 1
0 1 2
1 1 0



, C =





5 −10
10 5
−5 5



.

(X = [−15 0 ]).

3. Izrǎcunajte

(a) A−2b ako je A =





1 0 1
1 2 3
0 2 1



 , b =





1
0
2



. ( A−2b =
1

4





10
−9
6



 ).

(b) (AB)−1, ako jeA =





1 0 1
2 1 1
0 1 1



 , B =





1 1 −1
0 1 2
−1 1 1



.

( Rjěsenje:(AB)−1 =
1

4





−5 3 −1
2 0 0
−3 1 1



).

4. Ako jeA =

[

a b
c d

]

, pokǎzite da jeA−1 =
1

ad− bc

[

d −b
−c a

]

.

(Uputa: pokǎzite da jeAA−1 = I).
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5. Zadan je polinomf(x) = 16x2 − 8x+ 15 i matricaA =





1 2 −4
−1 3 1
0 2 −2



.

Izračunatif(A−1).

Rješenje. f(A−1) =





43 4 −26
10 17 −13
6 −2 16



.

6. Zadan je polinomf(x) = 8x3 + 4x− 7 i matricaA =





1 0 0
2 2 0
3 2 −2



.

Izračunatif(A−1).

Rješenje. f(A−1) =





5 0 0
−18 −4 0

1 3 −10



.

7. Odrediti inverznu matricu za svaku od sljedećih matrica

(a) A =









1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1









. ( A−1 =
1

4









1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1









).

(b) B =









1 2 2 2
2 1 2 2
2 2 1 2
2 2 2 1









. ( B−1 =
1

7









−5 2 2 2
2 −5 2 2
2 2 −5 2
2 2 2 −5









).

8. Pokǎzite da je produkt kvadratnih matricaAB regularna matrica ako i samo ako su
obje matriceA i B regularne.

Dokaz. U propoziciji 8.6 je pokazano da je produkt regularnih matrica regu-
larna, pa preostaje pokazati da jeAB singularnǎcim jeA ili B singularna (ovdje
uključujemo da objeA i B mogu biti singularne). Dokaz koristi propoziciju 8.5.

Neka jeB singularna. Tada po propoziciji 8.5 postojix 6= 0 takav da jeBx =
0. Stoga je i(AB)x = A(Bx) = A0 = 0 pri čemuA može biti i singularna i
regularna. Po propoziciji 8.5 jeAB singularna jer “ponǐstava” netrivijalni vektor.

Preostaje slǔcaj kad jeA singularna iB regularna. Jer jeA singularna, postoji
z 6= 0 takav da jeAz = 0. Neka jex = B−1z. Jer jeB regularna, takva je iB−1,
pa druga tvrdnja propozicije 8.5 garantira da jex 6= 0.

Tada je

(AB)x = A(Bx) = A(B(B−1z)) = A((BB−1)z)) = A(Iz) = Az = 0

pa je po propoziciji 8.5,AB singularna jer “ponǐstava” netrivijalni vektorx.
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Poglavlje 9

Osnovne klase matrica

Od ovog poglavlja nadalje bavitćemo se uglavnom samo kvadratnim matricama, dakle matri-
cama iz skupaRn×n, jer se one u primjeni najčěsće pojavljuju. Od sada pa nadalje, ako nije
izričito drugǎcije naznǎceno, podrazumjevamo da se radi o matrici iz skupaRn×n.

MatricaA je
• simetričnaako vrijediAT = A.

• antisimetri čnaako vrijediAT = −A.

• Za proizvoljnu kvadratnu matricuX, matrica

Xs =
1

2
(X +XT ) naziva sesimetrični dio matriceX,

a matrica

Xa =
1

2
(X −XT ) antisimetri čni dio matriceX.

Vrlo jednostavno je pokazati, da je za svaku matricuX, Xs uvijek simetrǐcna, aXa je uvijek
antisimetrǐcna matrica i vrijedi

X = Xs +Xa.

Kod simetrǐcnih (antisimetrǐcnih) matrica je antisimetrični (simetrǐcni) dio jednak nul-matrici.

147
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Propozicija 9.1 Ako vrijedi

X = U + V, UT = U, V T = −V,

onda je

U =
1

2
(X +XT ), V =

1

2
(X −XT ),

tj. U = Xs, V = Xa, pa svaka matrica ima jedinstven rastav na simetrični i antisime-
tri čni dio.

Dokaz∗. Iz definicije matricaXs i Xa znamo da jeX = Xs +Xa, pri čemu je

Xs =
1

2
(X +XT ), Xa =

1

2
(X −XT ).

Zbog pretpostavke propozicije, imamo

0 = X −X = (Xs +Xa)− (U + V ) = (Xs − U) + (Xa − V ) . (9.1)

Budúci je nul-matrica simetrǐcna, transponiranjem prethodne jednakosti dobivamo

0 = 0T = (Xs − U)T + (Xa − V )T = (XT
s − UT ) + (XT

a − V T )

= (Xs − U) + (−Xa − (−V )) = (Xs − U)− (Xa − V ) . (9.2)

Zbrajanjem jednakosti (9.1) i (9.2) dobivamoXs − U = 0, tj. Xs = U . Oduzimanjem
istih jednakosti dobivamoXa − V = 0, tj. Xa = V .

Zadaci 9.2 1. Provjerite koje od sljedécih matrica su simetrǐcne odnosno antisime-
tri čne

a)

A =





−2 3 1
3 4 −1
1 −1 0





b)

B =

[

0 0 0
0 0 0

]

c)

C =





0 3 1
−3 0 −1
−1 1 0





2. Odreditex tako daB =

[

4 x+ 2
2x− 3 x+ 1

]

bude simetrǐcna.

3. NapǐsiteB =

[

2 4
5 8

]

kao sumu simetrične i antisimetrǐcne matrice.

Sadaćemo uvesti jednu jednostavnu matričnu funkciju koja na vektorskom prostoru kvadrat-
nih matrica ima korisna svojstva. Zovemo jutrag matrice. Ona matrici pridrǔzuje broj,
trag : Rn×n → R, pa se kǎze da je funkcional na skupu matrica.
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Trag matriceA je suma njezinih dijagonalnih elemenata:

trag(A) =
n
∑

i=1

aii .

Propozicija 9.3 Funkcijatrag ima sljedéca svojstva:

trag(A+B) = trag(A) + trag(B),

trag(cA) = c trag(A),

trag(AT ) = trag(A),

trag(AB) = trag(BA),

trag(ABC) = trag(BCA) = trag(CAB).

Dokaz. Ova propozicija se dokazuje jednostavnim uvrštavanjem elemenata matrice u
pojedine jednaďzbe, pa dokaz ostavljamaočitatelju.

Prva dva svojstva pokazuju da je trag linearna funkcija (linearni funkcional). Neosjetljivost
traga na operaciju transponiranja je jasna jer se dijagonala matrice ne mijenja pri transponira-
nju matrice. Invarijantnost traga u odnosu na komutaciju u produktu matrica je vǎzno svojstvo
koje tragčini privlačnim kako u teoretskim razmatranjima tako i u praktičnim numerǐckim
primjenama.

Zadaci 9.4 1. Neka su

A =





1 3 −1
0 4 1
1 −1 2



 , B =





2 1 −1
1 1 0
1 1 3



 , C =





3 0 1
1 −2 3
1 2 −1



 .

Izračunajtetrag(A), trag(B), trag(A+ B), trag(2A− 3B + 4C).

2. Koristéci matrice iz prvog zadatka, izračunajte:trag(AB), trag(BA), trag(ABC),
trag(CAB), trag(BCA).

3. Koristéci matrice iz prvog zadatka, izračunajte: trag(ATA), trag(AAT ) i
‖A‖2 =∑i,j a

2
ij.

4. Ako su
a =









1
3
−1
4









, b =









−2
1
3
2









.

a) Izračunajte:

trag(aTa), trag(aaT ), ‖a‖22.

b) Izračunajte:
√

trag(bT b),
√

trag(bbT ), ‖b‖2.
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Već smo spomenuli da je trag matrice linearni funkcional na vektorskom prostoru matrica
Rn×n. Na vektorskom prostoruRn možemo definirati jedan kvadratični funkcional.

Ako jeA ∈ Rn×n simetrǐcna matrica, onda funkcijuqA : Rn→R,

qA(x) = xTAx , x ∈ Rn ,

nazivamokvadratna forma .

Iako jeqA(x) dobro definiran za proizvoljnu kvadratnu matricuA, on ima lijepa svojstva tek
ako jeA simetrǐcna matrica.

Za simetrǐcnu matricuA kažemo da jepozitivno semidefinitna, ako vrijedi

xTAx ≥ 0 za svakix ∈ Rn .

Ako vrijedi
xTAx > 0 za svakix ∈ Rn , x 6= 0 ,

onda kǎzemo da jeA pozitivno definitna matrica.

Dakle za simetrǐcnu pozitivno semidefinitnu (pozitivno definitnu) matricuA vrijedi qA(x) ≥ 0
za svakox ( qA(x) > 0 za svakox 6= 0).

Propozicija 9.5 Svaka pozitivno definitna simetrična matrica ima puni rang,
tj. regularna je matrica.

Dokaz. Neka jeA pozitivno definitna matrica. Kad bi bilor(A) < n, onda bi jednaďzba
Ax = 0 imala barem jedno rjěsenjex0 6= 0, pa bi bilo

xT
0Ax0 = xT

0 0 = 0 .

To je u suprotnosti sa definicijom pozitivno definitne matrice, pa zakljǔcujemo da rang
matrice ne mǒze biti manji odn.

Propozicija 9.6 Neka jeB ∈ Rm×n.

(i) MatriceBTB ∈ Rn×n i BBT ∈ Rm×m su pozitivno semidefinitne.

(ii) Ako je B punog stup̌canog ranga, onda jeBTB ∈ Rn×n pozitivno definitna ma-
trica.

(iii) Ako jeB punog reťcanog ranga, onda jeBBT ∈ Rm×m pozitivno definitna matrica.
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Dokaz∗. (i) Iz svojstava transponiranja matrica dobivamo

(BTB)T = BT (BT )T = BTB,

(BBT )T = (BT )TBT = BBT

pa suBTB i BBT simetrǐcne matrice. Takoder vrijedi

xTBTBx = (Bx)T (Bx) = ‖Bx‖2 ≥ 0 za svakix ∈ Rn ,

xTBBTx = (BTx)T (BTx) = ‖BTx‖2 ≥ 0 za svakix ∈ Rm .

(ii) Ako je matricaB punog stup̌canog ranga, onda jednadžbaBx = 0 ima samo trivijalno
rješenjex = 0. Dakle,x 6= 0 povlǎci Bx 6= 0, pa je

xTBTBx = ‖Bx‖2 > 0 za svakix ∈ Rn , x 6= 0 .

(iii) Ako je B punog reťcanog ranga, onda jeBT punog stup̌canog ranga, pa jednadžba
BTx = 0 ima samo trivijalno rjěsenjex = 0. Dakle,x 6= 0 povlǎci BTx 6= 0, pa je

xTBBTx = ‖BTx‖2 > 0 za svakix ∈ Rm , x 6= 0 .

Primjedba 9.7 Može se pokazati, da za svaku pozitivno semidefinitnu matricuA postoji
kvadratna matricaB, takva da jeA = BTB. Pritom jeB regularna ako i samo ako
je takvaA. Matrica B općenito nije jedinstvena, ali uz neke uvjete jest. MatricaB se
mǒze odabrati gornjom ili donjom trokutastom i u tom slučaju jeB jedinstveno odredena
uvjetom regularnosti matriceA i pozitivnǒsću dijagonalnih elemenata odB.

Ortogonalne matrice

Promotrimo sada matriceQ koje istovremeno zadovoljavaju jednadžbe

QTQ = I (9.3)

QQT = I . (9.4)

Iz jednaďzbe (9.3) slijedi da jeQT lijevi inverz odQ, a iz jednaďzbe (9.4) slijedi da jeQT

desni inverz odQ. Pomócu propozicije 8.3 zakljǔcujemo da jeQ nužno kvadratna i regularna.
Pritom je lijevi inverz istǒsto i desni inverz i to je bǎs inverz matrice. Dakle jeQT inverz od
Q.

Matrice koje zadovoljavaju (9.3) imaju vrlo važna svojstva, pa nose i poseban naziv.
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Kvadratna matricaQ za koju vrijediQTQ = I naziva seortogonalna matrica.

Ako je Q ortogonalna prema gornjoj definiciji, tada zbog propozicije 8.2(ii) zakljǔcujemo da
r(Q) = n. Kako jeQ kvadratna, vrijedim = n = r(Q), pa jeQ regularna. Stoga je lijevi
inverzQT ujedno inverz,QT = Q−1. Stoga takoder vrijedi i relacija (9.4). Time je pokazano
daQ iz definicije zadovoljava oba uvjeta (9.3) i (9.4).

Koristéci iste argumente, u zadnjoj definiciji smo umjesto uvjeta (9.3) mogli koristiti uvjet
(9.4).

Skup svih ortogonalnih matrica redan čini multiplikativnu grupu koja je podgrupa grupe
regularnih matrica. To se odmah vidi jerQ−11 = QT

1 i Q−12 = QT
2 povlǎce (Q1Q2)

−1 =
Q−12 Q−11 = QT

2Q
T
1 = (Q1Q2)

T , pa ortogonalnost odQ1 i Q2 povlǎci ortogonalnost od pro-
duktaQ1Q2.

Propozicija 9.8 Za ortogonalne matriceQ vrijedi

‖Qx‖ = ‖x‖,

tj. ortogonalne matricečuvaju duljinu vektora. Ortogonalne matrice su jedine
kvadratne matrice koje posjeduju to svojstvo.

Dokaz. Neka jeQ ortogonalna matrica. Tada je

‖Qx‖2 = (Qx)T (Qx) = xTQTQx = xT Ix = xTx = ‖x‖2.

Time je dokazano da ortogonalne matrice posjeduju dano svojstvo.
Za dokaz zadnje tvrdnje koristi se tvrdnja iz primjedbe 9.7,pa ga izostavljamo.

Prisjetimo se definicije kuta izmedu dva vektora:

cos θ =
(x | y)
‖x‖ ‖y‖ , x 6= 0 , y 6= 0 , 0 ≤ θ ≤ π.

Propozicija 9.9 Ako jeQ ortogonalna matrica, onda je kut izmedu vektoraQx i Qy
jednak kutu izmedu vektorax i y, tj. ortogonalne matricečuvaju kut medu vektorima.

Dokaz. Imamo

(Qx | Qy)

‖Qx‖ ‖Qy‖ =
xTQTQy

‖x‖ ‖y‖ =
xTy

‖x‖ ‖y‖ =
(x | y)
‖x‖ ‖y‖ .

Budúci da se kut izmedu dvaju vektora uvijek nalazi u intervalu[0, π], tvrdnja je dokazana.
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Obrat propozicije oṕcenito ne vrijedi.

Posebno su značajne ortogonalne matrice tipa

[

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]

čiji stupci su zarotirani

kanonski vektorie1 i e2 u ravnini odredenoj vektorimae1 i e2 oko ishodǐsta, za kutθ u pozi-
tivnom smjeru. Zato se matrice tog oblika zovu matrice rotacije uR

2 za kutθ.
Slično,





1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ



 ,





cos θ 0 − sin θ
0 1 0

sin θ 0 cos θ



 ,





cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1





su ortogonalne matrice ravninskih rotacije uR
3 koje rotiraju vektore u ravninama odredenim

kanonskim vektorimae2, e3, odnosnoe1, e3, odnosnoe1, e2. Ortogonalne matrice imaju još
jedno vǎzno svojstvo. Njihovi stupci i retcǐcine ortonormirane baze prostoraRn i R1×n.

Propozicija 9.10 Neka su

Q =
[

q1 q2 . . . qn
]

i Q =











q̃T1
q̃T2
...
q̃Tn











stup̌cana i reťcana particija kvadratne matriceQ. Tada jeQ ortogonalna ako i samo
vrijedi

(qi | qj) = qTi qj = δij i (q̃i | q̃j) = q̃Ti q̃j = δij,

tj. ako i samo ako ima ortonormirane retke i stupce. U zadnjojrelaciji, δij jeKroneckerova
deltakoja ima vrijednost1 ako jei = j i nulu ako jei 6= j.

Dokaz. Uočimo da jeQTQ = I ekvivalentno s(QTQ)ij = δij gdje jeδij Kroneckerova
delta. Jer je

(QTQ)ij = eTi Q
TQej = (Qei)

T (Qej) = qTi qj , i, j ∈ {1, . . . , n},

QTQ = I je ekvivalentno sqTi qj = δij. Drugim rijěcimaQTQ = I je ekvivalentno s
tvrdnjom daQ ima ortonormirane stupce.

Na slǐcni nǎcin se pokǎze da jeQQT = I ekvivalentno s̃qTi q̃j = δij odnosno s tvrdnjom
daQ ima ortonormirane retke.

Zaključujemo daQ zadovoljava obje relacijeQTQ = I i QQT = I ako i samo ako ima
ortonormirane stupce i retke.

Sljedéca klasa ortogonalnih matrica je u bliskoj vezi sa permutacijama skupaSn = {1, 2, . . . , n}.
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Matricapermutacije je matricačiji elementi su nule ili jedinice i koja u svakom retku i u
svakom stupcu ima tǒcno jednu jedinicu.

Iz definicije odmah slijedi da je svaka matrica permutacije kvadratna. Skup svih matrica per-
mutacija redan oznǎcit ćemo sPn. Kako svaka matrica permutacije ima ortonormirane stupce
i retke,Pn je podskup skupa ortogonalnih matrica. Specijalno, matrice iz Pn su regularne.
Može se pokazati da skupPn čini grupu koja je podgrupa grupe ortogonalnih matrica.

Zadaci 9.11

1. Nadite vrijednosti odx i y tako daQ =

[

4/5 3/5
x y

]

bude ortogonalna.

Uputa: Postoje dva rjěsenja.

2. Neka jeQ proizvoljna ortogonalna matrica reda dva,čiji je prvi red [a b]. Pokǎzite
da je tadaa2 + b2 = 1 i

Q =

[

a b
b −a

]

ili Q =

[

a b
−b a

]

.

3. Neka jeQ ortogonalna matrica reda3 čija su prva dva reda multipli vektora
u1 = [1 1 1] i u1 = [0 1 − 1].

(a) Odredite retke odQ ako su oba multipla pozitivna.

(b) Odredite tréci redak odQ i ispišiteQ ako jeq31 > 0.

(b) Provjerite ortonormiranost redaka i stupaca odQ.

4. Napǐsite sve matrice permutacije reda dva. Koliko ih ima?

5. Napǐsite sve matrice permutacije reda tri. Koliko ih ima?



Poglavlje 10

Determinante

Determinanta kvadratne matrice je važan pojam u linearnoj algebri. Determinanta ima više
važnih svojstava i njih́cemo dokazati u ovoj lekciji. Posebno zanimljivo svojstvo je da se
komponente rjěsenja sustava linearnih jednadžbi s regularnom matricom mogu elegantno iz-
raziti pomócu kvocijenata odredenih determinanti. Upravo zato su determinante kronološki
prethodile matricama. Danas je njihova upotreba isključivo vezana uz matričnu teoriju. Na-
ime, ne postoje jednostavni i relativno točni algoritmi za numerǐcko rǎcunanje determinante.

Prije samog definiranja determinante, trebamo se upoznati sa osnovnim svojstvima per-
mutacija.

10.1 Permutacije

Neka jeNn neki konǎcan skup odn elemenata.Permutacija p skupaNn je svaka bijek-
cija skupaNn na sebe. Skup svih permutacija skupaNn oznǎcavamo saΠ(Nn).

Radi jednostavnosti razmatranja, umjesto sa općim skupomNn radit ćemo sa sa skupom

Sn = {1, 2, . . . , n} .

PritomćemoΠ(Sn) kraće oznǎciti s Πn. Permutaciju skupaSn prikazujemo oznakom

p =

(

1 2 . . . n
p(1) p(2) . . . p(n)

)

,

gdje su u prvom redu nanizane vrijednosti skupaSn (naǰcěsće u rastúcem poretku), a u drugom
redu pripadne vrijednosti permutacijep. Na primjer, ako jen = 5, imamoSn = {1, 2, 3, 4, 5}
i

155
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p =

(

1 2 3 4 5
5 3 1 2 4

)

(10.1)

je jedna permutacija. Na pitanje koliko ima takovih permutacija odgovara

Propozicija 10.1 SkupΠn iman! = 1 · 2 · . . . · n elemenata.

• Inverzija u permutacijip je svaki par(p(i), p(j)) za koji vrijedip(i) > p(j)
kad jei < j.

• I(p) je ukupnibroj inverzija u permutacijip.

• Permutacijap je parna (neparna) ako jeI(p) paran (neparan) broj.

• Parnost je funkcijaπ : Πn −→ {−1, 1}, π(p) = (−1)I(p).

Parnost se mǒze definirati i pomócu algebarskog izraza.

π(p) =
∏

1≤i<j≤n

p(j)− p(i)

j − i
, n ≥ 2. (10.2)

Primijetimo da za svaki par brojeva(i, j), 1 ≤ i < j ≤ n, izrazj − i dolazi tǒcno jednom u
nazivniku izraza (10.2), a u brojniku dolazi točno jedan od izrazaj − i ili i− j, pa je rezultat
zaista u skupu{−1, 1}. Nazivnik je kao produkt pozitivnih brojeva uvijek pozitivan (i jednak
(n− 1)! · (n− 2)! · · · 2!), dok u brojniku ima onoliko negativnih cijelih brojeva koliki je broj
inverzija u permutacijip.

Primjer 10.2 Neka jep kao u relaciji (10.1). Tada jeI(p) = 6, jer postojišest inverzija:
(5, 3), (5, 1), (5, 2), (5, 4), (3, 1) i (3, 2). Dakle jep parna permutacija iπ(p) = (−1)6 =
1. Do istog rezultata se dolazi korištenjem formule (10.2). Ako npr. faktore u produktu
uredimo tako da prvoj ima vrijednost2, zatim3, pa4 i na kraju 5, doki uvijek raste od
1 do j − 1, dobijemo

π(p) =
3− 5

2− 1
· (1− 5)(1− 3)

(3− 1)(3− 2)
· (2− 5)(2− 3)(2− 1)

(4− 1)(4− 2)(4− 3)

·(4− 5)(4− 3)(4− 1)(4− 2)

(5− 1)(5− 2)(5− 3)(5− 4)

=
−2
1
· (−4) · (−2)

2 · 1 · (−3) · (−1) · 1
3 · 2 · 1 · (−1) · 1 · 3 · 2

4 · 3 · 2 · 1
= (−1)6 = 1 .
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Produkt permutacija definiramo kao kompoziciju funkcija. Ako sup, q ∈ Πn,
tada je produktq ◦ p definiran relacijom

(q ◦ p)(i) = q(p(i)), 1 ≤ i ≤ n.

Primjer 10.3 Neka jep permutacija iz relacije (10.1) i neka jeq ∈ Πn permutacija
za koju vrijediq(i) = n+ 1− 1. Tada je

q ◦ p =

(

1 2 3 4 5
5 4 3 2 1

)

◦
(

1 2 3 4 5
5 3 1 2 4

)

=

(

1 2 3 4 5
1 3 5 4 2

)

p ◦ q =

(

1 2 3 4 5
5 3 1 2 4

)

◦
(

1 2 3 4 5
5 4 3 2 1

)

=

(

1 2 3 4 5
4 2 1 3 5

)

pa vidimo da◦ općenito nije komutativna operacija.

Kompozicija dviju bijekcija je opet bijekcija, pa je zato produkt permutacija opet permutacija.
Produkt je definiran za svaki par permutacija. Svojstvo asocijativnosti slijedi iz asocijativnosti
kompozicije funkcija. Neutralni elemente u skupu permutacija ima svojstvae ◦ p = p i
p ◦ e = p za svaku permutacijup iz Πn. Neutralni elemente je očito definiran se(i) = i za
sve1 ≤ i ≤ n. Inverzna permutacija permutacijep u oznacip−1 je ona permutacija koja ima
svojstva:p ◦ p−1 = e i p−1 ◦ p = e. Lako se provjeri da je inverzna permutacija permutacijep
dana izrazom

(

1 2 . . . n
p(1) p(2) . . . p(n)

)−1

=

(

p(1) p(2) . . . p(n)
1 2 . . . n

)

. (10.3)

Zbog laǩseg prepoznavanja inverzne permutacije, možemo istovremeno “ispresložiti” gornji i
donji red prikaza permutacije na desnoj strani jednakosti (10.3), tako da prvi red postane1 2
· · · n. Npr. zap iz relacije (10.1) imamo

p−1 =

(

5 3 1 2 4
1 2 3 4 5

)

=

(

1 2 3 4 5
3 4 2 5 1

)

.

Skup permutacijaΠn zajedno s operacijom◦, zbog spomenutih svojstavačini alge-
barsku strukturu koja se nazivagrupa. Kako je operacija◦ mnǒzenje permutacija,
(Πn, ◦) je multiplikativna grupa .

Za proizvoljnu permutacijup ∈ Πn definiramo skupove
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p ◦ Πn = {q; q = p ◦ s, s ∈ Πn},
Πn ◦ p = {q; q = s ◦ p, s ∈ Πn} .

Jer jeΠn grupa, mǒze se jednostavno pokazati da vrijedi

p ◦ Πn = Πn ◦ p = Πn za svakop ∈ Πn. (10.4)

Relaciju (10.4)́cemočesto koristiti jer se ona može ovako interpretirati:

ako q prolazi cijelim skupom Πn, isto čine i p ◦ q i q ◦ p.

Promotrimo sada specijalne permutacije

pij =

(

1 . . . i . . . j . . . n
1 . . . j . . . i . . . n

)

, 1 ≤ i < j ≤ n

koje zovemotranspozicije ili zamjene. Za njih vrijedipij ◦ pij = e, pa je

p−1ij = pij , za svei < j . (10.5)

Postavlja se pitanje kako se funkcija parnost ponaša u odnosu na operaciju uzimanja inverzne
permutacije i na mnǒzenje permutacije transpozicijom.

Propozicija 10.4 Neka jep ∈ Πn. Tada vrijedi

(i) π(p−1) = π(p)

(ii) π(p ◦ pij) = −π(p)

(iii) π(pij ◦ p) = −π(p)

Matrice permutacije

Permutacije su u bliskoj vezi sa vrlo specijalnim ortogonalnim matricama koje smo upoznali
pod imenom matrice permutacije. Doista, svakoj permutaciji p ∈ Πn možemo pridrǔziti
matricu permutacijeP formulom

Pei = ep(i), 1 ≤ i ≤ n. (10.6)
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Relacijom (10.6) definirano je preslikavanjeJ : Πn 7→ Pn, takvo da jeJ (p) = P .

Primjer 10.5 Neka jep ∈ Π5 iz relacije (10.1). Tada je

J (p) =













0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0













, J (p−1) =













0 0 0 0 1
0 0 1 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0













.

Može se pokazati da preslikavanjeJ ima lijepa svojstva: ono je bijekcija i zadovoljava

J (q ◦ p) = J (q)J (p) za svep, q ∈ Πn . (10.7)

Svojstvo (10.7) je toliko jako da omogućuje dokazati da skupPn zajedno s operacijom množenja
matricačini grupu. PreslikavanjeJ je tzv. izomorfizam grupa(Πn, ◦) i (Pn, ·), pa te dvije
grupe imaju slǐcna svojstva.

Koju ulogu u matrǐcnom rǎcunu imaju matrice permutacije? Neka za matriceP,Q ∈ Pn

vrijedi P = J (p) i Q = J (q). Promotrimo elemente matriceA′ = P TAQ. Za elementa′ij
matriceA′ vrijedi

a′ij = eTi A
′ej = eTi (P

TAQ)ej = (eTi P
T )A(Qej)

= (Pei)
TA(Qej) = eTp(i)Aeq(j) = ap(i)q(j). (10.8)

Specijalno, ako jeQ = I, i-ti redak odP TA je p(i)-ti redak odA. Dakle, retci odP TA su
ispermutirani (permutacijomp) retci odA. Ako jeP = I, j-ti stupac odAQ je q(j)-ti stupac
odA. Dakle, stupci odAQ su ispermutirani (permutacijomq) stupci odA. Ako je P = Q,
tada vrijedia′ij = ap(i)p(j), pa je dijagonala odA′ (gledana kao niz brojeva) ispermutirana
(permutacijomp) dijagonala odA.

10.2 Determinante: osnovna svojstva

U ovom dijelu definiramo determinantu matrice i dokazujemo njena osnovna svojstva.

Definicija 10.6 DeterminantamatriceA = (aij) ∈Mn je skalar

det(A) =
∑

p∈Πn

π(p)a1p(1)a2p(2)a3p(3) · · · anp(n) .

Determinantadet(A) je redan ako jeA redan.
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Umjestodet(A) još se koristi oznakadetA, |A| ili
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 · · · a1n
...

.. .
...

an1 · · · ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Slično kao kod matrice, govorit́cemo o elementima, recima, stupcima i dijagonali determi-
nante. Uǒcimo da se u svakom̌clanu sume nalazi po jedan element iz svakog stupca i po jedan
element iz svakog retka matrice. Stoga, u slučaju jedinǐcne matrice, odn! članova sume, samo
jedan je razlǐcit od nule,

det(In) = (In)11(In)22 · · · (In)nn = 1 · · · 1 = 1 . (10.9)

Definicija 10.6 je matematički jasna, ali je za rǎcunanje determinante reda većeg od tri praktǐcki
neupotrebljiva. Naime, broǰclanova u sumi, pa zato i broj računskih operacija, strahovito brzo
raste s obzirom nan.

Primjer 10.7 Izračunajte broj operacija potrebnih za računanje determinante redan, na
osnovu definicije 10.6. Pretpostavite dadet(A) računate na brzom rǎcunalu koje izvřsava
jednu operaciju mnǒzenja za jednu miljarditinku sekunde. Koliko vremena je potrebno za
računanje determinante reda10, 20, 30, 50 100 ?

Rješenje. Na rǎcunalu je operacija množenja nekoliko puta sporija od operacije zbra-
janja ili oduzimanja. U formuli za determinantu iman puta vǐse operacija mnǒzenja od
operacija zbrajanja. Zato možemo zanemariti aditivne operacije. Prema formuli iz defini-
cije 10.6, a na bazi propozicije 10.1, postoji ukupnon! pribrojnika, a svaki je produkt odn
faktora. Za produkt odn faktora treban−1 mnǒzenje, pa ukupno imaop(n) = (n−1)·n!
operacija mnǒzenja. U sljedécoj tabeli izrǎcunati su za dane vrijednosti odn, brojevi
op(n) = (n− 1) · n! i pripadna vremena:t(n) u sekundama iT (n) u godinama.

n op(n) t(n) T (n)
10 3.26592 · 10007 3.26592 · 10−02 1.0349 · 10−09
20 4.62251 · 10019 4.62251 · 10010 1.4648 · 10003
30 7.69233 · 10033 7.69233 · 10024 2.4376 · 10017
50 1.49029 · 10066 1.49029 · 10057 4.7224 · 10049
100 9.23929 · 10159 9.23930 · 10150 2.9277 · 10143

Vidimo da bi véc zan = 30 računali vǐse nego desetak milijuna puta duže od procijenjene
starosti svemira, od velikog praska do danas!

Za vécen je najbolje rǎcunati determinantu koristeći elementarne transformacije nad retcima
ili stupcima, ali prije toga moramo otkriti osnovna svojstva determinante da bismo vidjeli kako
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se ona mijenja kad se na matricu primijenjuju elementarne operacije. Na krajúcemo vidjeti da
korištenjem Gaussove metode eliminacija s parcijalnim pivotiranjem mǒzemo determinantu
izračunati pomócu približno n3/3 operacija mnǒzenja. Zan = 1000 to znǎci oko 109/3
mnǒzenja ili na brzom rǎcunalu iz primjera 10.7, za oko trećinu sekunde.

Prvoćemo odrediti izraze za determinante reda2 i 3.

Primjer 10.8 Neka je

A =

[

a b
c d

]

.

SkupΠ2 svih permutacija skupaS2, sastoji se samo iz dviju permutacija:

p1 =

(

1 2
1 2

)

i p2 =

(

1 2
2 1

)

.

Pritom je ǒcito π(p1) = 1, π(p2) = −1. Prema definiciji 10.6, imamo

detA = a11a22 − a12a21 = ad− bc.

Primjer 10.9 Neka je

A =





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 .

SkupΠ3 se sastoji oďsest permutacija:

p1 =

(

1 2 3
1 2 3

)

, p2 =

(

1 2 3
2 3 1

)

, p3 =

(

1 2 3
3 1 2

)

,

p4 =

(

1 2 3
1 3 2

)

, p5 =

(

1 2 3
2 1 3

)

, p6 =

(

1 2 3
3 2 1

)

.

Pritom sup1, p2, p3 parne, ap4, p5, p6 neparne permutacije, pa je

det(A) = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32
−a11a23a32 − a12a21a33 − a31a22a13 .
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Ovaj izrazćemo najlaǩse upamtiti ako determinanti (ili matrici) nadopišemo jǒs jednom
prvi i drugi stupac s desne strane

a11 a12 a13 a11 a12
a21 a22 a23 a21 a22
a31 a32 a33 a31 a32

i onda zbrojimo produkte elemenata od tri dijagonale u smjeru ց i od te vrijednosti
oduzmemo sumu produkata elemenata od tri dijagonale u smjeruր. pa Taj postupak se
nazivaSarrusovo pravilo.

Propozicija 10.10 Vrijedi

det(AT ) = det(A) .

Dokaz∗. U matriciAT , na mjestu(i, j) nalazi seaji. Stoga po definiciji determinante
imamo

det(AT ) =
∑

p∈Πn

π(p)ap(1)1ap(2)2ap(3)3 · · · ap(n)n .

Zato jer vrijedi
(

p(1) p(2) . . . p(n)
1 2 . . . n

)

=

(

1 2 · · · n
p−1(1) p−1(2) · · · p−1(n)

)

= p−1 ,

π(p) = π(p−1) i komutativnost mnǒzenja skalara, imamo

π(p)ap(1)1ap(2)2ap(3)3 · · · ap(n) = π(p−1)a1p−1(1)a2p−1(2)a3p−1(3) · · · anp−1(n) .

Dakle je
det(AT ) =

∑

p∈Πn

π(p−1)a1p−1(1)a2p−1(2)a3p−1(3) · · · anp−1(n) .

Jer je(Πn, ◦) grupa, kadp prolazi skupomΠn, p−1 takoder prolazi skupomΠn. Stoga,
pišúci q = p−1, dobivamo

det(AT ) =
∑

q∈Πn

π(q)a1q(1)a2q(2)a3(3) · · · anq(n) = det(A) .

Propozicija 10.10 je vrlo vǎzna jerće nam omogúciti da neke tvrdnje u vezi determinante, u
kojima sudjeluju retci (stupci), jednostavno reformuliramo u istovjetne tvrdnje u kojima su-
djeluju stupci (retci) determinante. Prvi takav slučaj nastupa u sljedećoj propoziciji. Obratite
pǎznju na zadnju relaciju u dokazu.
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Propozicija 10.11 Ako u determinanti zamijenimo dva retka (stupca), ona mije-
nja predznak.

Dokaz∗. Dokaz provodimo za stupce, a za retke onda dokazujemo pomoću prethodne
propozicije.
Pretpostavimo da smo u matriciA zamijenili stupceai i aj i tako dobili matricuÃ =
(ãrt). Tada jeÃ = AIij, gdje jeIij matrica transpozicije za koju vrijediIijek = epij(k).
1 ≤ k ≤ n. Stoga po relaciji (10.8), vrijedĩart = arpij(t), pa je

ãrp(r) = ar,pij(p(r)) = ar,(pij◦p)(r)) = arq(r) za svako1 ≤ r ≤ n,

pri čemu jeq = pij ◦p nova permutacija. Pritom zbog relacije (10.5) i propozicije 10.4(iii)
vrijedi

π(q) = π(pij ◦ p) = −π(p).
Relacija (10.4) garantira dáceq prolaziti kroz cijeli skupΠn, ako točini p. Stoga vrijedi

det(Ã) =
∑

p∈Πn

π(p)ã1p(1)ã2p(2) · · · ãnp(n)

=
∑

q∈Πn

(−π(q))a1q(1)a2q(2) · · · anq(n)

= − det(A) . (10.10)

Dokaz za retke koristi tvrdnju za stupce, propoziciju 10.10i simetrǐcnost matrice trans-
pozicije,

det(IijA) = det((IijA)
T ) = det(AT Iij) = − det(AT ) = − det(A).

Korolar 10.12 Determinanta s dva jednaka retka ili stupca, ima vrijednostnula.

Dokaz. Zamjenom dva jednaka retka ili stupca, matrica se ne mijenja, pa zato i njena
determinanta ostaje ista. S druge strane, prema propoziciji 10.11, zamjenom dva retka ili
stupca, determinanta mijenja predznak. Stoga mora vrijediti det(A) = − det(A), pa je
det(A) = 0.

Propozicija 10.13 Ako se jedan redak (stupac) determinante pomnoži skalarom
α, cijela determinanta se množi sα.

Dokaz∗. Ako Ã nastaje izA mnǒzenjemi-tog retka saα,

Ã = Di(α)A ,

tada vrijedi
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det(Ã) =
∑

p∈Πn

π(p)ã1p(1) · · · ãip(i) · · · ãnp(n)

=
∑

p∈Πn

π(p)a1p(1) · · · (αaip(i)) · · · anp(n)

= α
∑

p∈Πn

π(p)a1p(1) · · · aip(i) · · · anp(n)

= α det(A) .

Tvrdnja za stupce slijedi uz pomoć propozicije 10.10, tvrdnje za retke i simetričnosti
matriceDi(α),

det(ADi(α)) = det((ADi(α))
T ) = det(DT

i (α)A
T ) = det(Di(α)A

T )

= α det(AT ) = α det(A).

Korolar 10.14 Ako determinanta ima jedan nul-redak ili nul-stupac, njenavri-
jednost je nula.

Dokaz. U prethodnoj propoziciji treba uzetiα = 0.

Specijalno, propozicija 10.13 implicira

det(αA) = αn det(A), A ∈ Rn×n . (10.11)

Propozicija 10.15 Neka su

A = [a1, . . . ai−1, ai , ai+1, . . . , an],

B = [a1, . . . ai−1, bi , ai+1, . . . , an] i

C = [a1, . . . ai−1, ai + bi, ai+1, . . . , an]

stup̌cane particije kvadratnih matricaA, B i C, respektivno. Tada vrijedi

det(C) = det(A) + det(B).
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Dokaz∗. Sjetimo se da je za svaku permutacijup ∈ Πn,

p−1 =

(

p(1) p(2) . . . p(n)
1 2 . . . n

)

=

(

1 2 · · · n
p−1(1) p−1(2) · · · p−1(n)

)

.

Jer jep = (p−1)−1, imamo

p =

(

p−1(1) p−1(2) . . . p−1(n)
1 2 . . . n

)

=

(

1 2 · · · n
p(1) p(2) · · · p(n)

)

.

Takoder jeπ(p) = π(p−1). Stoga je

π(p)c1p(1) · · · cnp(n) = π(p−1)cp−1(1),1 · · · cp−1(i),i · · · cp−1(n),n.

Oznǎcimo elemente matrica:A = (art), B = (brt), C = (crt). Izuzev ui-tom stupcu,
elementi matricaA, B i C na istim pozicijama, su jednaki. Stoga za svaku permutaciju
p ∈ Πn vrijedi

π(p)c1p(1) · · · cnp(n) = π(p)ap−1(1),1 · · · cp−1(i),i · · · ap−1(n),n

= π(p)ap−1(1),1 · · · (ap−1(i),i + bp−1(i),i) · · · ap−1(n),n

= π(p)ap−1(1),1 · · · ap−1(i),i · · · ap−1(n),n

+π(p)ap−1(1),1 · · · bp−1(i),i · · · ap−1(n),n

= π(p)a1p(1) · · · aip(i) · · · anp(n)
+π(p)a1p(1) · · · bip(i) · · · anp(n),

odakle, uzimanjem sume pop, odmah slijedi

det(C) = det(A) + det(B) .
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Korolar 10.16 Ako su

A =























aT1
...

aTi−1
aTi
aTi+1

...
aTn























, B =























aT1
...

aTi−1
bTi
aTi+1

...
aTn























, C =























aT1
...

aTi−1
aTi + bTi
aTi+1

...
aTn























,

retčane particije kvadratnih matricaA, B i C, respektivno, tada vrijedi

det(C) = det(A) + det(B).

Dokaz. Koristéci propozicije 10.10 i 10.15 dobijemo

det(C) = det(CT ) = det(AT ) + det(BT ) = det(A) + det(B).

Propozicija 10.17 Ako jednom retku (stupcu) determinante dodamo neki drugi redak
(stupac) pomnǒzen proizvoljnim skalarom, determinanta matrice se ne mijenja.

Dokaz. Ako matricaÃ nastaje izA tako dai-tom stupcu dodamoj-ti stupac pomnǒzen
sα, onda je

Ã = [a1, . . . , ai + αaj , . . . , aj , . . . an] .

Prema propoziciji 10.15,det(Ã) se mǒze napisati kao zbroj dviju determinanti, a onda se
još iskoristi propozicija 10.13,

det(Ã) = det(A) + α det([a1, . . . , aj, . . . , aj, . . . an])

= det(A) + α · 0
= det(A) .

Ako sei-ti stupac dodajej-tom stupcu, tada je

Ã = [a1, . . . , ai, . . . , αai + aj, . . . , an] ,

a dokaz koristi isti obrazac.
Dokaz za retke se sprovodi na isti način, koristéci korolar 10.16 umjesto propozi-
cije 10.15, a lako se dobije i iz tvrdnje za stupce uz pomoć propozicije 10.10.
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Sljedéci teorem sǎzima gotovo sve dosadašnje rezultate.

Teorem 10.18Neka jeA proizvoljna kvadratna matrica i neka jeE matrica ele-
mentarne transformacije. Tada je

det(EA) = det(E) det(A) = det(AE) . (10.12)

Dokaz. ZaE postoje tri mogúcnosti.

1. E = Iij. Nakon zamjenei-tog i j-tog retka, odnosno stupca matriceA, prema
propoziciji 10.11, vrijedi

det(IijA) = − det(A), det(AIij) = − det(A) .

Uzimanjem jedinǐcne matrice umjestoA i korištenjem relacije (10.9), dobivamo
det(Iij) = −1, pa je (10.12) pokazano.

2. E = Di(α). U ovom slǔcaju je prema propoziciji 10.13,

det(Di(α)A) = α det(A), det(ADi(α)) = α det(A) .

Zamjenjujúci A saIn i korištenjem relacije (10.9), odmah dobivamodet(Di(α)) = α, pa
(10.12) vrijedi i u ovom slǔcaju.

3. E = Mij(α) ili E = MT
ij (α). Sada je prema propoziciji 10.17,

det(Mij(α)A) = det(A) = det(AMij(α))

det(MT
ij (α)A) = det(A) = det(AMT

ij (α)) .

Zamjenjujúci opetA sa In, dobivamodet(Mij(α)) = 1 = det(MT
ij (α)), pa i u ovom

slučaju vrijedi (10.12).

U dokazu teorema 10.18 pokazali smo da za elementarnu matricuE ∈ Rn×n vrijedi

det(E) =











−1, ako jeE = Iij

α, ako jeE = Di(α)

1, ako jeE = Mij(α) ili E = MT
ij (α)

(10.13)

pa zakljǔcujemo da su determinante elementarnih matrica različite od nule. Kako su elemen-
tarne matrice nesingularne, postavlja se pitanje imaju li sve nesingularne matrice determinantu
različitu od nule.
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Korolar 10.19 Kvadratna matricaA je regularna ako i samo ako jedet(A) 6= 0.

Dokaz. Za svaku matricuA postoji konǎcni niz elementarnih matricaE1, · · · , Ek

(svodenje na reduciranu formu), takvih da je

AR = Ek · · ·E1A .

Pritom jeAR (reťcana) reducirana forma odA. Po teoremu 10.18 vrijedi

det(AR) = det(Ek(Ek−1 · · ·E1A))

= det(Ek) det(Ek−1(Ek−2 · · ·E1A))

= det(Ek) det(Ek−1) det(Ek−2 · · ·E1A) = · · ·
= det(E1) det(E2) · · · det(Ek) det(A).

Kako su svedet(Ei) 6= 0, zaklǔcujemo da jedet(AR) = γ det(A), γ 6= 0. Stoga je

det(AR) 6= 0 ako i samo ako jedet(A) 6= 0. (10.14)

Po definiciji,A je nesingularna (singularna) akoA ima (nema) puni rang. Kako je re-
ducirana forma odA, AR takoder kvadratna, postoje dvije mogućnosti: ili je AR = In
ili AR ima zadnji redak sastavljen od samih nula. Determinanta jedinične matrice je1, a
determinanta matrice sa nul-retkom je0. Dakle,A je regularna (singularna) ako i samo
ako jedet(AR) = 1 (det(AR) = 0), a to je zbog (10.14), ako i samo ako jedet(A) 6= 0
(det(A) = 0).

Sljedéci važan teorem odnosise na determinantu produkta matrica. On pokazuje da se deter-
minanta lijepo ponǎsa, prema produktu (kvadratnih) matrica, onako kako se najbolje mǒzemo
nadati.

Teorem 10.20 (Binet-Cauchy)Za kvadratne matriceA i B vrijedi

det(AB) = det(A) det(B). (10.15)



10.3. RAZVOJ DETERMINANTE PO RETCIMA I STUPCIMA 169

Dokaz. Ako je barem jedna od matrica singularna, tada je i produktAB singularna
matrica (vidi zadatak 8 na str. 145), pa (10.15) vrijedi s nulama na svakoj strani jednakosti.
Ako suA i B obje regularne, onda postoje elementarne matriceE1, . . . , Ek i F1, . . . , Fm,
takve da jeA = E1 · · ·Ek i B = F1 · · ·Fm. Na isti nǎcin kao u korolaru 10.19 pokaže se
da je

det(A) = det(E1) · · · det(Ek) i det(B) = det(F1) · · · det(Fm).

Koristéci teorem 10.18 i zadnju relaciju dobije se

det(AB) = det((E1E2 · · ·Ek)(F1 · · ·Fm))

= det(E1(E2 · · ·EkF1 · · ·Fm))

= det(E1) det(E2(E3 · · ·EkF1 · · ·Fm)) = · · ·
= det(E1) det(E2) · · · det(Ek) det(F1) · · · det(Fm)

= [det(E1) · · · det(Ek)] [det(F1) · · · det(Fm)]

= det(A) det(B).

10.3 Razvoj determinante po retcima i stupcima

Kaošto smo vidjeli, rǎcunanje determinante većeg reda pomócu formule iz definicije je praktički
nemogúce. U ovom dijelúcemo dokazati rezultat koji to računanje znatno olakšava.

Neka jeA ∈ Rn×n. SaAc
ij ∈ R

(n−1)×(n−1) ćemo oznǎciti podmatricu odA koja nastaje
izbacivanjem njenogi-tog retka ij-tog stupca. Npr. ako je

A =























a11 . . . a1,j−1 a1j a1,j+1 . . . a1n
...

...
...

...
...

ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j ai−1,j+1 . . . ai−1,n
ai,1 . . . ai,j−1 aij ai,j+1 . . . ai,n
ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j ai+1,j+1 . . . ai+1,n

...
...

...
...

...
an1 . . . an,j−1 anj an,j+1 . . . ann























,

onda je



170 POGLAVLJE 10. DETERMINANTE

Ac
ij =



















a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 . . . a1n
...

...
...

...
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 . . . ai−1,n
ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 . . . ai+1,n

...
...

...
...

an1 . . . an,j−1 an,j+1 . . . ann



















.

Definicija 10.21 Minora elementaaij matriceA ∈ Rn×n je determinanta matriceAc
ij,

koja nastaje izA izbacivanjemi-tog retka ij-tog stupca.Algebarski komplement ili
kofaktor elementaaij je skalar(−1)i+j det(Ac

ij).

Dakle algebarski komplement se razlikuje od odgovarajuće minore tek u faktoru(−1)i+j, tj.
eventualno do na predznak.

Lema 10.22 Ako za elemente prvog retka matriceA ∈ Rn×n vrijedi

a1j = 0, 2 ≤ j ≤ n

onda je
det(A) = a11 det(A

c
11).

Dokaz∗. U definiciji determinante matriceA,

det(A) =
∑

p∈Πn

π(p)a1p(1)a2p(2)a3p(3) · · · anp(n) .

svaki član sume ima kao faktor jedan element iz prvog retka. Zbog uvjeta na matricu,
preostaju samǒclanovi sume koji imaju faktora11, a to su tǒcno oni za koje jep(1) = 1.
Prema tome je

det(A) = a11









∑

p∈Πn

p(1)=1

π(p)a2p(2)a3p(3) · · · anp(n)









.

Svakoj permutacijip ∈ Πn koja zadovoljava uvjetp(1) = 1 pridružena je permutacijãp
na skupu{2, 3, . . . , n},

p̃ =

(

2 3 . . . n
p(2) p(3) . . . p(n)

)

.
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Obrnuto, svakoj permutacijũp na skupu{2, 3, . . . , n}, jednoznǎcno je pridrǔzena permu-
tacijup ∈ Πn formulom

p =

(

1 2 . . . n
1 p̃(2) . . . p̃(n)

)

.

Parnost odp jednaka je parnosti od̃p, jer svaka inverzija ũp znǎci i odgovarajúcu inverziju
u p, a s druge strane(p(1), p(j)) = (1, p(j)) nije inverzija ni za jedno2 ≤ j ≤ n. Prema
tome, kadp u sumi prolazi sve permutacije izΠn za koje vrijedip(1) = 1, pridrǔzena
p̃ prolazi svim permutacijama na skupu{2, . . . , n} i pritom p̃ ima istu parnost kao ip.
Stoga mǒzemo pisati

det(A) = a11 ·
∑

p∈Πn

p(1)=1

π(p)a2p(2)a3p(3) · · · anp(n)

= a11 ·
∑

p̃

π(p̃)a2p̃(2)a3p̃(3) · · · anp̃(n)

= a11 det(A
c
11) .

Teorem 10.23ZaA ∈ Rn×n, A = (aij) vrijedi

det(A) =
n
∑

j=1

(−1)i+jaij det(A
c
ij), , 1 ≤ i ≤ n.

Ovu formulu nazivamorazvoj determinante po i-tom retku .

Isto tako vrijedi formula

det(A) =
n
∑

i=1

(−1)i+jaij det(A
c
ij), , 1 ≤ j ≤ n

koju nazivamorazvoj determinante po j-tom stupcu.

Dokaz∗. Prvo dokazujemo razvoj po retcima. Neka je1 ≤ i ≤ n proizvoljan. Polazéci
od matriceA i retkai, formiramon novih matricaA(1)

i , A(2)
i , . . . ,A(n)

i , tako da za njihove
retke vrijedi

eTr A
(j)
i =

{

eTr A, ako jer 6= i
aije

T
j , ako jer = i

.

Dakle, za1 ≤ j ≤ n vrijedi:
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A
(j)
i =























a11 . . . a1,j−1 a1j a1,j+1 . . . a1n
...

...
...

...
...

ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j ai−1,j+1 . . . ai−1,n
0 . . . 0 aij 0 . . . 0

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j ai+1,j+1 . . . ai+1,n
...

...
...

...
...

an1 . . . an,j−1 anj an,j+1 . . . ann























.

Prema propoziciji 10.15 vrijedi

det(A) = det(A
(1)
i ) + det(A

(2)
i ) + · · ·+ det(A

(n)
i ).

Da bismo odredili vrijednost determinantedet(A(j)
i ), nǎcinimo i−1 transpoziciju susjed-

nih redaka (prvoi↔ i−1, zatimi−1↔ i−2, pai−2↔ i−3, itd. na kraju2↔ 1) kako
bi doveli elementaij na poziciju(1, j), a zatim nǎcinimo j − 1 transpoziciju susjednih
stupaca (prvoj ↔ j − 1, paj − 1↔ j − 2, itd., na kraju2↔ 1) da bi doveli polazniaij
na poziciju(1, 1). Taj postupak mǒzemo matrǐcno opisati

Ã
(j)
i = I12I23 · · · Ii−1,iA(j)

i Ij−1,j · · · I23I12. (10.16)

MatricaÃ(j)
i ima oblik

Ã
(j)
i =

[

aij 0T

a′1 Ac
ij

]

,

gdje je0T nul-redak dimenzijen−1, aa′1 vektor stupac duljinen−1. Vidimo daÃ(j)
i za-

dovoljava pretpostavku leme 10.22. Primijenimo determinantu na matricu s lijeve i desne
strane jednakosti (10.16). Zatim iskoristimo lemu 10.22 zadeterminantu na lijevoj strani
jednakosti i teorem 10.18 i relaciju (10.13) za determinantu na desnoj strani jednakosti.
Dobivamo

aij det(A
c
ij) = det(I12) · · · det(Ii−1,i) det(A(j)

i ) det(Ij−1,j) · · · det(I12)
= (−1)i−1 det(A(j)

i )(−1)j−1 = (−1)i+j−2 det(A
(j)
i )

= (−1)i+j det(A
(j)
i ).

Odatle odmah slijedidet(A(j)
i ) = (−1)i+jaij det(A

c
ij). Kako isti zakljǔcak vrijedi za

svakoj, razvoj po retkui je dokazan. Jer jei proizvoljan prva tvrdnja teorema je doka-
zana.
Razvoj po stupcima se dokazuje na analogni način, korǐstenjem korolara 10.16 umjesto
propozicije 10.15 ili direktno korištenjem razvoja po retcima naAT uz korǐstenje propo-
zicije 10.10.
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Korolar 10.24 Determinanta trokutaste matrice jednaka je produktu njenih di-
jagonalnih elemenata

Dokaz. Neka jeA ∈ Rn×n donje-trokutasta matrica. Razvojem determinante po pr-
vom retku (ili direktnom primjenom leme 10.22) dobivamodet(A) = a11 det(B1), gdje
je B1 = Ac

11. Kako jeB1 opet donje-trokutasta, razvoj po prvom retku determinante
det(B1) dajedet(A) = a11a22 det(B2), gdje jeB2 = (B1)

c
11. Nastavljajúci postupak lako

dobivamodet(A) = a11 · · · ann.
Neka je sadaA gornje-trokutasta. Tada jeAT donje-trokutasta sa istim dijagonalnim
elementima kao iA, pa uz pomóc propozicije 10.10 dobivamo

det(A) = det(AT ) = a11 · · · ann .

Računanje determinante∗

Vratimo se problemu rǎcunanja determinante. Koristitćemo metodu Gaussovih eliminacija s
parcijalnim pivotiranjem. Ova metoda koristi samo dvije vrste elementarnih transformacija:
zamjenu redaka i dodavanje retka pomnoženog brojem, drugom retku. Uz pomoć elementar-
nih matricaIij i Mij, postupak na matriciA ∈ Rn×n možemo opisati relacijom

R =
(

Mn−1,nIn−1,(n−1)′
) (

Mn−2,nMn−2,n−1In−2,(n−2)′
)

· · ·
· · · (M1nM1,n−1 · · ·M12I11′)A .

Ovdje jeR = A(n), Mri = Mri(mir), amir = a
(r)
ir /a

(r)
rr , r + 1 ≤ i ≤ n su multiplikatori

koji se koriste ur-tom koraku eliminacija kad se poništavaju elementir-tog stupca odA(r),
koji leže ispod dijagonalnog elementaa(r)rr . Uzimanjem determinante u zadnjoj jednadžbi i
korištenjem teorema 10.18, dobivamo

det(R) = det(In−1,(n−1)′) det(In−2,(n−2)′) · · · det(I11′) det(A).

Općenito je uIrr′, r′ ≥ r, pa je

det(Irr′) =

{

−1, ako jer′ > r
1, ako jer′ = r

.



174 POGLAVLJE 10. DETERMINANTE

Stoga je

det(In−1,(n−1)′) det(In−2,(n−2)′) · · · det(I11′) = (−1)σ ,

gdje jeσ broj pravih zamjena redaka u tijeku Gaussovih eliminacija.Kako po korolaru 10.24,
za gornje-trokutastu matricuR = (rij) vrijedi det(R) = r11 · · · rnn, dobili smo

det(A) = (−1)σr11 · · · rnn .

Pritom je ukupno potrebno svega okon3/3 operacija mnǒzenja.

Primjedba 10.25 Kad se metodom Gaussovih eliminacija s parcijalnim pivotiranjemA
svede na trokutastu matricuR, kod rǎcunanja produktar11 · · · rnn na računalu, treba
biti oprezan. Posebno kod većeg reda matrice, prijeti dobivanje medurezultata koji pre-
koraćuje najvéci ili najmanji broj prikaziv u rǎcunalu. Npr. ako jen = 80 i ako je prvih40
dijagonalnih elemenata odR jednako0.1, a preostali su jednaki10, tada jer11 · · · r80,80
= 1. Ako se produkt rǎcuna od prvog dijagonalnog elementa prema zadnjem, tada se na-
kon39 mnǒzenja dobijer11 · · · r40,40 = 10−40 broj koji je manji od najmanjeg prikazivog
pozitivnog broja (u tzv. “jednostrukoj preciznosti”) pa zato taj produkt, a onda i produkt
svih dijagonalnih elemenata postaje0. Ako bi produkt rǎcunali od zadnjeg prema prvom
dijagonalnom elementu, računalo bi javilo grěsku zbog prekorácenja najvéceg broja koje
računalo prikazuje (jer jer40,40r39,39 · · · r21,21 = 1040) i prekinulo bi rǎcunanje produkta.
Tom problemu se može doskǒciti na razne nǎcine, od kojih je najjednostavniji (iako ne
najbolji) način, koristiti formulu

| det(A) |= exp (log(|r11|) + · · ·+ log(|rnn|)) .

Kad želimo bez rǎcunala izrǎcunati determinantu, onda kombiniramo više tehnika od kojih
su naǰcěsće: razvoj determinante po pogodnom retku ili stupcu, dodavanje retka (ili stupca)
pomnǒzenog pogodnim brojem drugom retku (stupcu) i Binet-Cauchyjev teorem.

Primjer 10.26 Neka je

V (x1, x2, x3, x4) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
x1 x2 x3 x4

x2
1 x2

2 x2
3 x2

4

x3
1 x3

2 x3
3 x3

4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

tzv. Vandermondeova determinanta reda4. Da bismo odredili formulu za njeno
računanje, pomnǒzimo ju s lijeva s detrminantom pogodne matrice (čiju determinantu
lako izrǎcunamo) i iskoristimo Binet-Cauchyjev teorem:



10.3. RAZVOJ DETERMINANTE PO RETCIMA I STUPCIMA 175

V (x1, x2, x3, x4) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
−x1 1

−x1 1
−x1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
x1 x2 x3 x4

x2
1 x2

2 x2
3 x2

4

x3
1 x3

2 x3
3 x3

4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
0 x2 − x1 x3 − x1 x4 − x1

0 x2(x2 − x1) x3(x3 − x1) x4(x4 − x1)
0 x2

2(x2 − x1) x2
3(x3 − x1) x2

4(x4 − x1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Razvojem determinante po prvom stupcu dobivamo determinantu reda tri. U toj determi-
nanti mǒzemo izlǔciti ispred determinante faktore(x2 − x1), (x3 − x1) i (x4 − x1) koji
mnǒze 1., 2. i 3. stupac. Tako dobijemo

V (x1, x2, x3, x4) = (x2 − x1)(x3 − x1)(x4 − x1)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
x2 x3 x4

x2
2 x2

3 x2
4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (x2 − x1)(x3 − x1)(x4 − x1)V (x2, x3, x4)

Na isti nǎcin se pokǎze da oṕcenito vrijedi

V (x1, x2, . . . , xn) = (xn − x1)(xn−1 − x1) · · · (x2 − x1)V (x2, . . . , xn) .

Specijalno, vrijedi

V (x2, x3, x4) = (x3 − x2)(x4 − x2)V (x3, x4) i

V (x3, x4) = (x4 − x3)V (x4) = (x4 − x3) · 1 = x4 − x3 ,

pa je

V (x1, x2, x3, x4) = (x2 − x1)(x3 − x1)(x4 − x1) · (x3 − x2)(x4 − x2) · (x4 − x3) .

Općenitije, lako se pokǎze da vrijedi

V (x1, x2, . . . , xn) =
∏

i<j

(xj − xi) .

Ovaj rezultat kǎze da su vektorǐcije su komponente (iste) potencije medusobno razlǐcitih
brojevax1, . . . ,xn, linearno nezavisni.
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10.4 Adjunkta i Cramerovo pravilo

U ovom dijelu ćemo pokazati kako se komponente rješenja sustava linearnih jednadžbi sa
regularnom matricom sustava, mogu jednostavno prikazati kao kvocijenti odredenih determi-
nanti.

Definicija 10.27 Adjunkta kvadratne matriceA redan, je matrica

adj(A) =







α11 · · · α1n
...

.. .
...

αn1 · · · αnn







pri čemu suαij = (−1)j+i det(Ac
ji) algebarski komplementi elemenataaji matriceA.

Adjunkta ima vrlo specijalna svojstva.

Teorem 10.28Ako jeA ∈ Rn×n, tada vrijedi

Aadj(A) = adj(A)A = det(A) In . (10.17)

Dokaz∗. Iz razvoja determinante poi-tom retku i odnosnoi-tom stupcu, dobivamo

[Aadj(A)]ii =
n
∑

k=1

aikαki

=
n
∑

k=1

aik(−1)i+k det(Ac
ik) = det(A) , (10.18)

[adj(A)A]ii =
n
∑

k=1

αikaki

=
n
∑

k=1

(−1)k+i det(Ac
ki)aki = det(A) . (10.19)

Promotrimo sada nedijagonalne elemente matricaAadj(A) i adj(A)A:

[Aadj(A)]ij =
n
∑

k=1

aikαkj =
n
∑

k=1

aik(−1)j+k det(Ac
jk) , (10.20)

[adj(A)A]ij =
n
∑

k=1

αikakj =
n
∑

k=1

(−1)k+i det(Ac
ki)akj . (10.21)
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Uočimo da je (10.20) razvoj determinante poj-tom retku od matrice s dva jednaka retka
(matrica se razlikuje odA po tomešto joj jej-ti redak zamijenjen si-tim retkom). Kako
je po korolaru 10.12 takva determinanta jednaka nuli, imamo[Aadj(A)]ij = 0. Ovaj
zaključak vrijedi za svei 6= j.
Slično, (10.21) je razvoj determinante poi-tom stupcu od matrice s dva jednaka stupca
(matrica se razlikuje odA po toměsto joj jei-ti stupac zamijenjen sj-tim stupcem). Kako
je po korolaru 10.12 takva determinanta jednaka nuli, imamo[adj(A)A]ij = 0. Zaključak
vrijedi za svei 6= j.
Dokazali smo

[Aadj(A)]ij = [adj(A)A]ij =

{

det(A), i = j
0, i 6= j

,

a to je samo drugi zapis relacije (10.17).

Korolar 10.29 Ako jeA nesingularna, tada je

A−1 =
1

det(A)
adj(A) . (10.22)

Dokaz. Ako je A nesingularna, onda jedet(A) 6= 0, pa jednaďzbu (10.17) mǒzemo
podijeliti sadet(A) (točnije, pomnǒziti sa 1/ det(A)) i dobiti definicijsku jednaďzbu za
inverznu matricu.

Promotrimo sad sustav

Ax = b

gdje jeA ∈ Rn×n nesingularna matrica. Definirajmo matrice

Ai = [a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an] , 1 ≤ i ≤ n ,
(10.23)

pri čemu jeA = [a1, . . . , an] stup̌cana particija odA.

Teorem 10.30 (Cramerovo pravilo) Neka jeA ∈ Rn×n nesingularna,b ∈ Rn i
neka jex = (xi) rješenje sustavaAx = b. Tada vrijedi

xi =
det(Ai)

det(A)
, 1 ≤ i ≤ n . (10.24)
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Dokaz. Razvojemdet(Ai) po i-tom stupcu, u kojem se nalazi vektorb, dobivamo

det(Ai) =
n
∑

k=1

bk (−1)k+i det(Aki)

=
n
∑

k=1

bkαik =
n
∑

k=1

αikbk

= eTi adj(A)b , 1 ≤ i ≤ n . (10.25)

Jer jeA regularna, vrijedix = A−1b, pa jexi = eTi A
−1b, 1 ≤ i ≤ n. Po korolaru 10.29 i

relaciji (10.25), imamo

det(A)xi = det(A)eTi A
−1b

= det(A)eTi
1

det(A)
adj(A)b = eTi adj(A)b

= det(Ai) , 1 ≤ i ≤ n ,

odakle odmah slijedi (10.24).

Primjer 10.31 Provjerimo formule (10.24) kad jen = 2. Ako linearne jednaďzbe glase

a x1 + b x2 = e

c x1 + d x2 = f

tada mnǒzenjem prve jednadžbe sad i druge jednaďzbe sa−b i sumiranjem dobivenih
jednaďzbi (eliminacija nepoznanicex2), dolazimo do

x1 =
ed− bf

ad− bc
=

∣

∣

∣

∣

e b
f d

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a b
c d

∣

∣

∣

∣

=
det(A1)

det(A)
.

Slično, mnǒzenjem prve jednadžbe sa−c i druge jednaďzbe saa i sumiranjem dobivenih
jednaďzbi (eliminacija nepoznanicex1), dolazimo do

x2 =
af − ce

ad− bc
=

∣

∣

∣

∣

a e
c f

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a b
c d

∣

∣

∣

∣

=
det(A2)

det(A)
.
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Primjer 10.32 Riješite sustav

2x+ y − z = 3

x+ y + z = 1

x− 2y − 3z = 4

Rjěsenje. Prvo izrǎcunajmo determinantu sustava

D = det(A) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 −1
1 1 1
1 −2 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −6 + 1 + 2 + 1 + 4 + 3 = 5 .

Prema Cramerovu pravilu,x =
Dx

D
, y =

Dy

D
, z =

Dz

D
, gdje su

Dx = det(A1) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 1 −1
1 1 1
4 −2 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 10

Dy = det(A2) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 −1
1 1 1
1 4 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −5

Dz = det(A3) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 3
1 1 1
1 −2 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 .

Prema tome

x =
Dx

D
=

10

5
= 2, y =

Dy

D
=
−5
5

= −1, z =
Dz

D
=

0

5
= 0,

pa je




x
y
z



 =





2
−1
0



 .

Determinante su povezane s pojmovima površine i volumena tijela na sljedeći nǎcin. Neka
su a1, a2,. . .an vektori u Rn. Tada je volumen tijela (paralelepipeda, generaliziranog
kvadra) odredenog vrhovima tih vektora i ishodišta dan formulom

V = | det(A)| ,

gdje jeA matricačiji stupci su dani koordinatama vektoraa1, a2,. . .an.
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Primjer 10.33 Neka su zadane tri tǒcke uR3: T1 = (1, 0, 0), T2 = (0, 2, 0), T1 =
(0, 0, 1), tada je volumen kvadra odredenog tim tǒckama i ishodǐstem

V =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
0 2 0
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 · 2 · 1 = 2,

dok je povřsina romboida zadanog točkamaP1 = (2, 1), P2 = (3, 4) i ishodǐstem

A =

∣

∣

∣

∣

2 3
1 4

∣

∣

∣

∣

= 8− 3 = 5 .

I prvi i drugi rezultat se lako provjere ge-
ometrijski. Npr. drugi rezultat mǒzemo ge-
ometrijski dobiti ovako. Označimo projekcije
točakaP1 i P2 nax-os sT1 i T2. Tada je:

A = 2 (povřsina trokutaOT2P2

−povřsina trokutaOT1P1

−povřsina trapezaT1T2P2P1)

= 2

(

3 · 4
2
− 2 · 1

2
− (3− 2) · 1 + 4

2

)

= 2(6− 1− 2.5) = 2 · 2.5 = 5 . 0 1 2 3 4
-1

0

1

2

3

4

5

P2

P1

T2T1
O

Zadaci 10.34 1. Izrǎcunajte vrijednost determinanti:

a)

∣

∣

∣

∣

a− b a
a a+ b

∣

∣

∣

∣

, b)

∣

∣

∣

∣

a− b a2

a a2 + ab+ b2

∣

∣

∣

∣

, c)

∣

∣

∣

∣

a− b −b
−b a+ b

∣

∣

∣

∣

.

2. Nadite vrijednosti odt za koje vrijedi:

a)

∣

∣

∣

∣

t t
4 2t

∣

∣

∣

∣

= 0, b)

∣

∣

∣

∣

t− 3 −1
−2 t− 4

∣

∣

∣

∣

= 0, c)

∣

∣

∣

∣

t− 1 −1
1 t2 + t+ 1

∣

∣

∣

∣

= 0.

3. Izrǎcunajte vrijednost determinanti:

a)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, b)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 3
4 5 0
7 8 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, c)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 3
4 −5 1
−4 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, d)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a b c
c a b
b c a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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4. Izrǎcunajte vrijednost determinanti:

a)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
−4 5 −6
2 4 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, b)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1/2 −1/2 −1/3
1/4 1/2 1
1 2 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, c)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 8 6
−2 −3 1
3 2 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

5. Izrǎcunajte vrijednost determinanti iz prethodnog primjera koristéci Gaussovu me-
todu eliminacija s pivotiranjem po vlastitom izboru. (Uputa: svaka zamjena redaka
mijenja predznak determinante.)

6. Razvojem po retku ili stupcu, izračunajte vrijednost determinanti:

a)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 4
−1 0 −2 3
2 0 6 −1
0 1 −1 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, b)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 2 3
1 0 2 0
3 1 −1 2
4 3 0 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, c)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 2 3
1 0 0 0
3 2 0 0
4 0 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

7. Neka je:A =









2 1 −3 4
5 −4 7 −2
4 0 6 −3
3 −2 5 2









.

(a) Nadite minoru elementaa23.

(b) Nadite algebarski komplement (kofaktor)det(Ac
44).

(c) Nadite minoru i algebarski komplement elementaa33.

8. Neka je:C =





1 1 1
−2 3 4
2 3 −1



.

Nadite: a) |C|, b) adj(C), c) C−1 koristéci adj(C).

9. Neka jeA =

[

a b
c d

]

.

(a) Nadite adj(A).

(b) Pokǎzite da je adj(adj(A)) = A.

(c) Nadite formulu za inverzA−1.
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Poglavlje 11

Linearni operatori

Linearni operatori su specijalna preslikavanja izmedu vektorskih prostora. Prisjetimo se pojma
preslikavanja.

11.1 Osnove o funkcijama

Neka suS i T dva prizvoljna neprazna skupa. Pridruži li se svakom elementux ∈ S
po jedan elementy iz T dobije sepreslikavanje skupaS u T . Preslikavanje se jǒs
naziva funkcija i oznǎcava naǰcěsće malim slovima, npr.f , g, h, . . . Ako spomenuto
preslikavanje oznǎcimo saf , tada se pǐse f : S −→ T . SkupS se zovepodručje
definicije ili domena finkcijef , a skupR(f) = {f(x) : x ∈ S} je područje vrijednosti
funkcije f . Ako je y = f(x), x je original ody, ay je slika odx. Stoga se jǒs kǎze da je
R(f) slika cijelog skupaS odnosnoslika funkcije .

Ako je R(f) = T kaže se da jef preslikavanje ili funkcija skupaS na skupT . U tom
se slǔcaju jǒs kǎze da jef surjekcija . Ako za svaka dva različita elementax1, x2 skupa
S vrijedi f(x1) 6= f(x2), preslikavanje ili funkcija je1 – 1 ili injekcija . Ako je je f
injekcija i surjekcija tada sef nazivabijekcija . Ako je f bijekcija, tada postoji funkcija
g : T −→ S sa svojstvomg(f(x)) = x za svex ∈ X i f(g(y)) = y za svey ∈ T . Pritom
seg oznǎcava sf−1 i zove inverzno preslikavanje iliinverzna funkcija odf .

Dvije su funkcije jednake, ako imaju iste domene i iste vrijednosti na svakom elementu
domeneS. Funkcijaf je proširenje funkcije g, ag je restrikcija funkcijef , ako domena
funkcijef sadřzi domenu funkcijeg, S(g) ⊆ S(f), a naS(g) obje funkcije imaju jednake
vrijednosti. Restrikcija funkcijef na podskupS ′ skupaS se oznǎcava saf |S′. Dakle,
f |S′ je definirano samo naS ′ i za svex′ ∈ S ′ vrijedi (f |S′)(x′) = f(x′).
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Neka jeF kolekcija svih preslikavanja izS u T . Ako je uT definirana operacija zbraja-
nja, npr. ako je(T ,+) grupa, tada se u skupuF lako definira operacija zbrajanja funkcija.
Zaf, g ∈ F definiramof + g kao funkcijuh za koju vrijedi

h(x) = f(x) + g(x) za svex ∈ S. (11.1)

Odmah se vidi da jeh ∈ F čim je T zatvoren u odnosu na zbrajanje. Jednostavno
je pokazati da se svojstva asocijativnosti i komutativnosti zbrajanja uT prenose na o-
peraciju zbrajanja funkcija. Specijalno, ako je(T ,+) grupa, tada se lako pokaže da je
i (F ,+) grupa (neutralni element je preslikavanje kojeS prevodi u neutralni element u
grupi (T ,+), a suprotni element odf je−f koja je definirana s(−f)(x) = −f(x) za sve
x ∈ S). Ako je uT definirana operacija množenja sa skalarom, tada se formulom

(αf)(x) = αf(x) za svex ∈ S (11.2)

definira mnǒzenje funkcijef skalaromα. Tom formulom se glavna svojstva prenose sa
mnǒzenja naT na mnǒzenje naF . Specijalno, ako je(T ,+, ·) vektorski prostor jed-
nostavno je provjeriti da uz definirane operacije zbrajanjafunkcija i mnǒzenja funkcija
skalarom,(F ,+, ·) postaje vektorski prostor.

Ako suS, T i Z skupovi i f : S −→ T , g : T −→ Z preslikavanja, tada se može
definirati kompozicijag ◦ f preslikavanjaf i g kao preslikavanjeh : S −→ Z za koje
vrijedi

h(x) = g(f(x)), x ∈ S .
Ako suf i g injekcije (surjekcije, bijekcije) takva je i kompozicijag ◦ f . Ako jeS = T =
Z, onda se uF pored zbrajanja funkcija i množenja funkcija skalarom, uvodi i množenje
funkcija kao njihova kompozicija. Tada se obično umjestog ◦ f pišegf .

11.2 Linearna preslikavanja

Posebno je vǎzan slǔcaj kada su skupoviS i T vektorski prostori. U toj situaciji mǒzemo u
skupuF izdvojiti preslikavanja koja linearne kombinacije vektora originala prevode u linearne
kombinacije vektora slika.

Definicija 11.1 Neka suX i Y vektorski prostori. PreslikavanjeA : X −→ Y je
linearni operator ako vrijedi

(i) A(x+ y) = A(x) +A(y) za svex, y ∈ X (aditivnost)

(ii) A(αx) = αA(x) za svex ∈ X i sve skalareα (homogenost).

Ako jeA bijekcija, tada se jǒs zoveizomorfizam vektorskih prostoraX i Y .
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Iz svojstva (ii) vidi se daX i Y moraju biti definirani nad istim poljem. Ako suX i Y realni
vektorski prostori, ondaα može biti samo realni broj. Ako suX i Y kompleksni vektorski
prostori, ondaα može biti i realni i kompleksni broj. Kad god́cemo spominjati linearni
operator implicitnoćemo pretpostavljati da su polazni i dolazni vektorski prostor definirani
nad istim poljem.

Iz svojstva (ii) odmah slijedi, uzimanjemα = 0, dajeA(0) = 0.

Primjer 11.2 Neka jeX = Rn, Y = Rm i neka jeA ∈ Rm×n proizvoljna matrica.
PreslikavanjeA : X −→ Y , definirano formulom

A(x) = Ax, x ∈ Rn,

je linearni operator. Provjerimo prvo da jeA(x) definirano za svakox ∈ Rn i da je
A(x) ∈ Rm. To je jasno jer je produktm× n i n× 1 matrica uvijek definiran i daje kao
rezultatm× 1 matricu.A je linearan operator jer je

A(x+ y) = A(x+ y) = Ax+ Ay = A(x) +A(y) za svex, y ∈ Rn

A(αx) = A(αx) = αAx = αA(x) za svex ∈ Rn, α ∈ R .

OperatorA je prirodno vezan uz matricuA, pa se kadkad kǎze da matricaA djeluje na
vektorx, iako je pravilno réci da matricaA mnǒzi, a opeatorA djeluje nax.

Uvjeti (i) i (ii) iz definicije 11.1 mogu se zamijeniti jednimuvjetom

(ℓ) A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y) za svex, y ∈ X i sve skalareα, β,

koji zovemolinearnost.

Pokǎzimo prvo da aditivnost i homogenost povlače linearnost.

A(αx+ βy) = A(αx) +A(βy) jer vrijedi (i)

= αA(x) + βA(y) jer vrijedi (ii).

Pokǎzimo da linearnost preslikavanja povlači aditivnost i homogenost.
Doista, uvřstavajúci u (ℓ) α = β = 1 dobivamo (i). Uzimajúci u (ℓ) β = 0, dobivamo

A(αx) = A(αx+ 0y) = αA(x) + 0A(y) = αA(x) + 0

= αA(x) ,

za svex i sve skalareα. Time je pokazano da (ℓ) povlǎci (ii).

Dakle su uvjeti (i) i (ii) ekvivalentni (tj. znǎce isto) uvjetu (ℓ). Iz uvjeta (ℓ) se vidi da je linearni
operator ono preslikavanje koje linearni spoj vektora izX prevodi u isti linearni spoj slika uY .
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Sljedéca propozicija pokazuje da linearni operator prevodi linearnu kombinaciju proizvoljnog
broja vektora u istu linearnu kombinaciju slika. Dokaz je tek vježba za korǐstenje matematičke
indukcije.

Propozicija 11.3

A(α1x1 + α2x2 + · · ·+ αkxk) = α1A(x1) + α2A(x2) + · · ·+ αkA(xk) .

Dokaz. Dokaz koristi matematičku indukciju po broju vektora u linearnoj kombinaciji.
Za k = 2 tvrdnja je dokazana. Pretpostavimo da je istinita za nekok ≥ 2. Pokǎzimo da
tada vrijedi i zak + 1. Imamo

A(α1x1 + α2x2 + · · ·+ αk+1xk+1) =

A[(α1x1 + α2x2 + · · ·+ αkxk) + αk+1xk+1]

= A(α1x1 + α2x2 + · · ·+ αkxk) +A(αk+1xk+1)

= [α1A(x1) + α2A(x2) + · · ·+ αkA(xk)] + αk+1A(xk+1)

= α1A(x1) + α2A(x2) + · · ·+ αkA(xk) + αk+1A(xk+1) ,

pri čemu smo prvo iskoristili asocijativnost zbrajanja uX, zatim aditivnost operatoraA,
pa indukcijsku pretpostavku, te homogenost operatora i opet asocijativnost zbrajanja uY .

Uz svaki linearni operatorA : X 7→ Y , vezana su dva važna potprostora,

N (A) = {x ∈ X;A(x) = 0} i R(A) = {A(x); x ∈ X}.

N (A) jenul-potprostor (ili jezgra), aR(A) jeslika (ili područje vrijednosti) operatora
A. Dimenzija jezgre naziva sedefekt, a dimenzija slikerang operatoraA.

Dokǎzite za vjězbu da suN (A) i R(A) potprostori.

11.3 Izomorfizmi

SaL(X, Y ) oznǎcavamo skup svih linearnih preslikavanja vektorskog prostoraX u vektorski
prostorY . Posebno vǎznu klasu linearnih operatoračine izomorfizmi.

Izomorfizmi su linearni operatori koji su bijekcije.

Ako jeA ∈ L(X, Y ) izomorfizam, tada postoji inverzno preslikavanjeA−1. Sljedéca propo-
zicija pokazuje da je tadaA−1 takoder linearni operator (tj. izomorfizam). Isto tako, izomor-
fizam preslikava bazu polaznog prostora u bazu dolaznog prostora.
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Propozicija 11.4 Ako jeA ∈ L(X, Y ) izomorfizam, tada vrijede sljedeće tvrdnje:

(i) A−1 ∈ L(Y,X) je izomorfizam,

(ii) skup vektora{u1, . . . , uk} je linearno nezavisan ako i samo ako je skup slika
{A(u1), . . . ,A(uk)} linearno nezavisan. Stoga izomorfizam prebacuje bazu po-
laznog prostora u bazu dolaznog prostora.

Dokaz. (i) Jer jeA bijekcija, postoji inverzA−1 koji je takoder bijekcija. Preostaje
pokazati da jeA−1 linearan operator. Neka suy, z ∈ Y te α, β skalari. Neka je
u = A−1(y), v = A−1(z) i x = A−1(αy + βz).

Jer jeA bijekcija, to ujedno znǎci da jey = A(u), z = A(v) i A(x) = αy + βz. Dakle,
možemo pisati

A(x) = αy + βz

= αA(u) + βA(v)
= A(αu+ βv) .

Jer jeA injekcija, zakljǔcujemo da jex = αu+ βv, tj.

A−1(αy + βz) = αA−1(y) + βA−1(z) .

(ii) Neka suu1, . . . , uk linearno nezavisni. Podimo od jednaďzbe

α1A(u1) + . . .+ αkA(uk) = 0

i pokǎzimo da tada mora vrijeditiα1 = · · · = αk = 0. Zbog linearnosti operatoraA, ona
se mǒze zapisati u obliku

A (α1u1 + . . .+ αkuk) = 0 .

Jer jeA injekcija, mora vrijeditiα1u1 + . . . + αkuk = 0. Sada zbog pretpostavljene
linearne nezavisnosti vektorau1, . . . , uk zaključujemo da jeα1 = · · · = αk = 0.

Obrnuti smjer se dokazuje još jednostavnije. Sada je pretpostavka da su vektori
A(u1), . . . ,A(uk) linearno nezavisni, a pokazuje se daα1u1 + . . . + αkuk = 0 povlǎci
α1 = · · · = αk = 0.
Primijenimo na obje strane jednadžbeα1u1 + . . .+ αkuk = 0 operatorA. Dobivamo

0 = A(0) = A(α1u1 + . . .+ αkuk) = α1A(u1) + · · ·+ αkA(uk) .

Jer suA(u1), . . . ,A(uk) linearno nezavisni, mora bitiα1 = · · · = αk = 0.
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Neka je(u1, . . . , un) bazu uX. Tada su vektoriA(u1), . . . ,A(un) linearno nezavisni, pa
još trebamo pokazati dǎcine sistem izvodnica zaY . Neka jey ∈ Y . Kako jeA bijekcija
postoji x ∈ X takav da jeA(x) = y. Jer je(u1, . . . , un) baza, postoje skalariα1, . . .
,αn takvi da jex = α1u1 + . . . + αnun. Primjenjujúci A na lijevu i desnu stranu zadnje
jednakosti dobivamoy = α1A(u1) + · · · + αnA(un), što je i trebalo dokazati.

Iz zadnje tvrdnje propozicije zaključujemo da izomorfni prostori imaju istu dimenziju. Kako
razlikovati izomorfizam od oṕceg linearnog operatora? Koje svojstvo ga izdvaja? Sljedeća
propozicija daje jedno takvo svojstvo.

Propozicija 11.5 Neka jedim(X) = dim(Y ) i A ∈ L(X, Y ).

A je izomorfizam onda i samo onda ako jeN (A) = {0}.

Dokaz. Ako jeA izomorfizam, on je injekcija. Znamo da je uvijekA(0) = 0. Jer jeA
injekcija, nema drugih vektora koje biA prebacivao u nulu, pa jeN (A) = {0}.
Obratno, pretpostavimo da jeN (A) = {0}. KadA ne bi bio izomorfizam, ne bi bio
bijekcija, pa ne bi bio injekcija ili ne bi bio surjekcija.

Pretpostavimo daA nije injekcija. Tada postoje vektoriu, v ∈ X, takvi da jeu 6= v i
A(u) = A(v). Zbog linearnosti operatora imamoA(u− v) = 0, pa jeu− v 6= 0 u jezgri
odA, a to ne mǒze biti. Dakle, moramo odbaciti pretpostavku daA nije injekcija.

Pokǎzimo da jeA surjekcija. Véc smo pokazali daA mora biti injekcija. Stoga je on
izomorfizam vektorskih prostoraX i R(A). Kako po prethodnoj propoziciji izomorfizam
prebacuje svaku bazu uX u neku bazu uR(A), mora dimenzija odR(A) biti n. Jer je
R(A) ⊆ Y i jer R(A) i Y imaju istu dimenzijun, mora bitiR(A) = Y . Dakle jeA
surjekcija.

Pokazano je da jeA injekcija i surjekcija pa je bijekcija.

Izomorfizam je relacija ekvivalencije (ili klasifikacije) uskupu vektorskih prostora. Kasnije
ćemo konstruirati vǎznu klasu izomorfizama izmedu vektorskog prostora dimenzijen i vektor-
skog prostora jednostupčanih matricaRn (ili Cn). To će omogúciti svadanje mnogih problema
vezanih uz oṕce vektorske prostore i operatore izmedu njih, na matrǐcne probleme.

11.4 Vektorski prostor L(X, Y )

Sjetimo se da smo sL(X, Y ) oznǎcili skup svih linearnih operatora koji vektorski prostor
X preslikavaju u vektorski prostorY . Jer jeY vektorski prostor, mǒzemo pomócu relacija
(11.1) i (11.2) uvesti uL(X, Y ) operaciju zbrajanja linearnih operatora i operacija množenja
linearnog operatora sa skalarom. Sada se relacije (11.1) i (11.2) zapisuju kao
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(A+ B)(x) = A(x) + B(x), x ∈ X. (11.3)

i
(γA)(x) = γA(x), x ∈ X (11.4)

Sljedéce dvije relacije pokazuju da suA+ B i γA linearni operatori.
Zau, v ∈ X i α, β ∈ Φ (Φ je polje nad kojim su gradeniX i Y ), imamo

(A+ B) (αu+ βv) = A(αu+ βv) + B(αu+ βv)

= αA(u) + βA(v) + (αB(u) + βB(v))
= α (A(u) + B(u)) + β (A(v) + B(v))
= α (A+ B) (u) + β (A+ B) (v) ,

(γA) (αu+ βv) = γA(αu+ βv) = γ (αA(u) + βA(v))
= αγA(u) + βγA(v)
= α (γA) (u) + β (γA) (v) .

Teorem 11.6 (L(X, Y ),+, ·) je vektorski prostor.

Dokaz∗. Pokǎzimo prvo da jeL(X, Y ) zatvoren s obzirom na spomenute operacije. Neka
suA i B iz L(X, Y ). Tada je za svakox ∈ X, A(x) ∈ Y i B(x) ∈ Y , pa je zbog
zatvorenosti skupaY s obzirom na zbrajanje vektora,A(x)+B(x) ∈ Y . Stoga je zbrajanje
linearnih operatoraA+ B dobro definirano formulom (11.3).

Isto tako, za proizvoljniγ ∈ Φ i proizvoljni A ∈ L(X, Y ) je γA(x) ∈ Y jer je Y
vektorski prostor. Stoga je formulom (11.4) dobro definiranprodukt linearnog operatora
sa skalarom.

Izmedu svih linearnih operatora izL(X, Y ) posebno se ističe onaj koji cijeliX prebacuje
u nul-vektor odY ,O(x) = 0 ∈ Y za svex ∈ X. Za njega vrijediO +A = A+O = A,
za sveA ∈ L(X, Y ). Zaključujemo da jeO neutralni element u(L(X, Y ),+).

Svojstva komutativnosti i asocijativnosti proizlaze iz istih svojstava komutativne grupe
(Y,+),
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(A+ B)(x) = A(x) + B(x) = B(x) +A(x)
= (B +A)(x), x ∈ X

[(A+ B) + C](x) = (A+ B)(x) + C(x) = (A(x) + B(x)) + C(x)
= A(x) + (B(x) + C(x)) = A(x) + (B + C)(x)
= [A+ (B + C)](x), x ∈ X .

Konǎcno, za A ∈ L(X, Y ) postoji linearni operator−A, koji je definiran s
(−A)(x) = −A(x) za svex ∈ X. On ima svojstvo da je

[(−A) +A](x) = −A(x) +A(x) = 0, x ∈ X ,

pa je−A + A = O, tj. −A je inverzni element zaA s obzirom na operaciju zbrajanja.
Time je pokazano da je(L(X, Y ),+) aditivna Abelova grupa.
Ostala svojstva koja se tiču mnǒzenja skalarom, dokazuju se jednako lako. Npr.,

[(αβ)A](x) = (αβ)A(x) = α[βA(x)] = [α(βA)](x), x ∈ X

pokazuje da vrijedi(αβ)A = α(βA) zaα, β ∈ Φ i A ∈ L(X, Y ). Spomenimo na kraju
da1 ∈ Φ ima svojstvo1 · A = A.

Uočimo da je(L(X, Y ),+, ·) potprostor vektorskog prostora svih preslikavanja izX u Y .
Ako jeX = Y u (L(X,X),+, ·) se mǒze uvesti i produkt linearnih preslikavanja kao njihova
kompozicija.

11.5 Koordinatizacija

Neka jeX n-dimenzionalan vektorski prostor. Odaberimo neku bazue = (e1, . . . , en) u X.
Tada se svaki vektorx ∈ X može na jednoznǎcan nǎcin napisati u obliku

x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen , (11.5)

pri čemu sux1, . . . , xn skalari iz poljaΦ nad kojim je definiranX. Neka je npr.Φ = R. Tada
je relacijom (11.5) definirano preslikavanje koje svakom vektorux ∈ X pridružujex(e) ∈ Rn,

J : x −→ x(e) =











x1

x2
...
xn











.
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Teorem 11.7J je izomorfizam vektorskih prostoraX i Rn.

Dokaz. Pokǎzimo da je preslikavanjeJ linearno. Neka sux, y ∈ X i α, β ∈ R pro-
izvoljni. Jer je

αx+ βy = α(x1e1 + · · ·+ xnen) + β(y1e1 + · · ·+ ynen)

= (αx1 + βy1)e1 + · · ·+ (αxn + βyn)en ,

po definiciji odJ i zbog svojstava matričnih operacija, imamo

J (αx+ βy) =







αx1 + βy1
...

αxn + βyn






=







αx1
...

αxn






+







βy1
...

βyn







= α







x1
...
xn






+ β







y1
...
yn






= αx(e) + βy(e)

= αJ (x) + βJ (y),

pa jeJ linearni operator izX u Rn. Ovdje smo iskoristili svojstva zbrajanja i množenja
skalarom vektora uRn.

Pokǎzimo da jeJ surjekcija. Uzmimo proizvoljnu jednostupčanu matricu[x1, . . . , xn]
T iz

Rn. Pomócu skalaraxi, 1 ≤ i ≤ n formirajmo vektorx1e1 + · · · + xnen = x iz X.
Iz definicije odJ vidimo da jeJ (x) upravo polazna jednostupčana matrica, pa jeJ
preslikavanje naRn.

Pokǎzimo da jeJ injekcija, tj. da medusobno razlǐcite vektore izX prebacuje u
medusobno razlǐcite jednostup̌cane matrice. Neka sux i y iz X različiti. Tada u razvoju
po bazie (kao u relaciji (11.5)), postoji barem jedna vrijednost odi za koju su skalari
xi i yi medusobno razlǐciti. To onda znǎci da su i jednostup̌cane matricex(e) i y(e)
medusobno razlǐcite. Dakle jeJ i injektivno linearno preslikavanje pa je izomorfizam
vektorskih prostoraX i Rn.

Isti zaključak vrijedi i u slǔcaju kompleksnog vektorskog prostoraX, s tim da je tadaJ
izomorfizam prostoraX i Cn.

FunkcijaJ naziva sekoordinatizacija vektorskog prostoraX,
a vektorx(e) je koordinatni vektor odx ∈ X.

Jasno je da koordinatizacija ovisi isključivo o (izabranoj) bazi, a kako svaki vektorski prostor
ima beskonǎcno mnogo baza, toliko ima koordinatizacija.
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11.6 Matrica kao zapis operatora∗

Neka jeX n-dimenzionalni,Y m-dimenzionalni vektorski prostor iA : X → Y linearni
operator. Neka sue = (e1, . . . , en) i f = (f1, . . . , fm) baze uX i Y , respektivno. Uz njih su
vezane koordinatizacijeJX i JY prostoraX i Y . Ako su prostori realni, to znači da sux(e)
= JX(x) ∈ Rn i y(f) = JY (y) ∈ Rm za svakix ∈ X i svakiy ∈ Y . Postavlja se pitanje koji
je odnos izmedu x(e) i y(f) ako jey = A(x) ?

Jer jeA linearan operator, imamo

A(x) = A(x1e1 + · · ·+ xnen) = x1A(e1) + · · ·+ xnA(en). (11.6)

Specijalno, iz relacije (11.6) vidi se da je operatorA zadan ako znamo njegove vrijednosti na
vektorima (bilo koje) baze. SvakiA(ej) leži uY pa se mǒze razviti po bazif . Dakle, za svako
j postoje skalariα1j, . . . ,αmj, takvi da je

A(ej) = α1jf1 + α2jf2 + · · ·+ αmjfm , 1 ≤ j ≤ n . (11.7)

Vidimo da smo skalareαij tako indeksirali da vrijedi

JY (A(ej)) =











α1j

α2j
...

αmj











, 1 ≤ j ≤ n . (11.8)

Polazéci od vektoraA(x) i koristéci linearnost operatoraA, uz pomóc relacija (11.6)–(11.7)
dobivamo

A(x) =
n
∑

j=1

xjA(ej) =
n
∑

j=1

xj

m
∑

k=1

αkjfk =
n
∑

j=1

m
∑

k=1

xjαkjfk

=
n
∑

j=1

m
∑

k=1

αkjxjfk =
m
∑

k=1

n
∑

j=1

αkjxjfk

=
m
∑

k=1

(

n
∑

j=1

αkjxj

)

fk . (11.9)

Uočimo da su oba vektoray i A(x) iz Y . Iz jednaďzbey = A(x) slijedi
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y(f) = JY (y) = JY (A(x)),

pa koristéci relaciju (11.9) i definiciju matrǐcnog mnǒzenja, dobivamo











y1
y2
...
ym











=









α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1nxn

α21x1 + α22x2 + · · ·+ α2nxn

· · ·
αm1x1 + αm2x2 + · · ·+ αmnxn









=









α11 α12 · · · α1n

α21 α22 · · · α2n

· · ·
αm1 αm2 · · · αmn



















x1

x2
...
xn











ili

y(f) = A(f, e)x(e) , (11.10)

gdje je

A(f, e) =









α11 α12 · · · α1n

α21 α22 · · · α2n

· · ·
αm1 αm2 · · · αmn









∈ Rm×n (11.11)

matricačiji je j-ti stupac upravoJY (A(ej)) (vidi relaciju (11.8)).

Svakom linearnom operatoruA : X → Y u paru bazae, f pripada
matricaA(f, e), koju zovemozapis ili reprezentacija operatoraA u
paru bazae, f . Pritom vrijedi dijagram (na strani 194).
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Rn

X

?

6

Rm

Y

?

6

-

-

A

A(f, e)

JX JY

Primjer 11.8 Vratimo se primjeru 11.2 u kojem je definiran linearan operator A :
Rn −→ Rm, formulom

A(x) = Ax, x ∈ Rn.

Pokǎzimo da je matricaA zapis tog operatora u paru kanonskih baza(e, f) gdje jee =
(e1, . . . , en), In = [e1, . . . , en] i f = (f1, . . . , fm), Im = [f1, . . . , fm]. Ovdje suIn i Im
jedinične matrice redan i m, respektivno, pa suej ∈ Rn i fi ∈ Rm za svej i i.

Znamo,j-ti stupac matriceA(f, e) ima kao elemente one skalare koji se nalaze u ra-
zvoju vektoraA(ej) po bazif . Stoga pogledajmo vektorA(ej). Vrijedi

A(ej) = Aej =











a1j
a2j
...

amj











= a1jf1 + a2jf2 + . . . amjfm, 1 ≤ j ≤ n.

Vidimo da razvoj vektoraA(ej) po bazif daje upravo elementej-tog stupca matriceA.
Kako je razvoj po bazi jedinstven, zaključujemo da jej-ti stupac odA(f, e) jednakj-tom
stupcu matriceA. Jer to vrijedi za svakoj, matriceA(f, e) i A su jednake.

Fiksirajmo sada bazee i f i promotrimo skup linearnih operatoraL(X, Y ). Svakom li-
nearnom operatoruA ∈ L(X, Y ) pripada matricaA = A(f, e), pa je time definirano presli-
kavanjeJL : L(X, Y )→ Rm×n.

Teorem 11.9JL je izomorfizam vektorskih prostoraL(X, Y ) i Rm×n.
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Dokaz∗. Već smo pokazali da jeJL definiran za svaki linearni operator i da ima vrijed-
nosti uRm×n. Moramo pokazati linearnost i bijektivnost tog preslikavanja.
Neka suA,B ∈ L(X, Y ) i α, β ∈ R proizvoljni. Neka jeJL(A) = A = (aij) i
JL(B) = B = (bij). Uočimo da je(αA + βB)(ej) ∈ Y . Stoga je prema relaciji (11.8)
JY ((αA+ βB)(ej)) j-ti stupac matrice(αA+βB)(f, e). Koristéci relacije (11.3), (11.4)
i (11.8), dobivamo

JY ((αA+ βB)(ej)) = JY (αA(ej) + βB(ej))
= αJY (A(ej)) + βJY (B(ej))

= α











a1j
a2j
...

amj











+ β











b1j
b2j
...

bmj











= αAej + βBej

= (αA+ βB)ej, , 1 ≤ j ≤ n ,

gdje su1 ej, 1 ≤ j ≤ n stupci jedinǐcne matriceIn. Kako je prema matričnom mnǒzenju
(αA+ βB)ej upravoj-ti stupac odαA+ βB, zakljǔcujemo da je

JL (αA+ βB) = αA+ βB = αJL(A) + βJL(B) .

Za dokaz surjektivnosti, uzmimo proizvoljnu matricuA ∈ Rm×n, A = (αij) i pokǎzimo
da postoji linearni operatorA ∈ L(X, Y ), za koji vrijedi (11.8). Vidjeli smo da je za
definiranje linearnog operatora dovoljno znati njegove vrijednosti na vektorima baze. De-
finirajmo stoga linearni operatorA pomócu elemenata matriceA na sljedéci nǎcin

A(ej) = α1jf1 + · · ·+ αmjfm, 1 ≤ j ≤ n . (11.12)

OperatorA ∈ L(X, Y ) je dobro definiran relacijama (11.6) i (11.12). Prema relacijama
(11.8) i (11.11), vrijediA = A(f, e) = JL(A).
Konǎcno, pokǎzimo da jeJL injekcija. Neka zaA,B ∈ L(X, Y ) vrijedi A 6= B. To
znǎci da postojiej – vektor baze uX, za koji jeA(ej) 6= B(ej). Najme, u protivnom
bi relacija (11.6) impliciralaA(x) = B(x) za svex ∈ X, a to bi znǎcilo A = B. Jer je
JY bijekcija,A(ej) 6= B(ej) povlǎci JY (A(ej)) 6= JY (B(ej)). Koristéci relacije (11.8)
i (11.11) odmah se vidi da se matriceA(f, e) = JL(A) i B(f, e) = JL(B) razlikuju u
j-tom stupcu.

Kako je dimenzija vektorskog prostoraRm×n jednakamn, iz teorema 11.9 i propozi-
cije 11.4 zakljǔcujemo da je dimenzija odL(X, Y ) takoder mn. Lako se vidi da je npr.
E = (E11, . . . , Emn),
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Eij = J −1L (eieTj ), ei ∈ Rm , ej ∈ Rn ,

baza uL(X, Y ). Razvoj u toj baziA =
∑m

i=1

∑n
j=1 aijEij odgovara razvojuA(f, e) =

∑m
i=1

∑n
j=1 aijeie

T
j . Stoga su koeficijenti u razvoju upravo matrični elementieTi A(f, e)ej.

11.7 Kompozicija linearnih operatora

Neka suX, Y i Z vektorski prostori nad istim poljemΦ (= R ili C). Neka su
L(X, Y ), L(Y, Z) i L(X,Z) pripadajúci vektorski prostori linearnih operatora. Za
svaki par linearnih operatoraA ∈ L(X, Y ), B ∈ L(Y, Z) definiramo produkt line-
arnih operatoraBA kao kompoziciju preslikavanjaA i B,

(BA)(x) = B(A(x)), x ∈ X .

Pokǎzimo da jeC = BA linearni operator. Za prizvoljneα, β ∈ Φ i u, v ∈ X, imamo

C(αu+ βv) = B (A(αu+ βv)) po definiciji odC
= B (αA(u) + βA(v)) jer jeA linearno

= αB (A(u)) + βB (A(v)) jer jeB linearno

= αC(u) + βC(v) jer jeC = BA .

Zaključujemo da jeC ∈ L(X,Z).

Produkt linearnih operatora zadovoljava svojstvo obostrane distributivnosti, homogenosti
i asocijativnosti

(B1 + B2)A = B1A+ B2A
B (A1 +A2) = BA1 + BA2

α (BA) = (αB)A = B (αA) , α proizvoljni skalar

(CB)A = C (BA)

pri čemu suA,A1,A2 ∈ L(X, Y ), B,B1,B2 ∈ L(Y, Z) i C ∈ L(Z,W ), W je vektorski
prostor. Dokazi tih svojstava su jednostavni, pa ih ostavljamo za vjězbučitatelju.

Ako je polazni vektorski prostor jednak dolaznom, prostorL(X,X) se oznǎcava saL(X).
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U vektorskom prostoruL(X) postoji jedinǐcni elementI ∈ L(X) s obzirom na mnǒzenje
linearnih operatora. On je definiran formulomI(x) = x zax ∈ X. I se nazivajedini čni
linearni operator ili identiteta uL(X) jer vrijedi

IA = AI = A za svakiA ∈ L(X).

Rezimirajúci svojstva mnǒzenja operatora, možemo zakljǔciti da vrijedi

Teorem 11.10 (L(X),+, ·, ◦) je algebra s jedinicom.

Pritom · i ◦ oznǎcavaju operacije mnǒzenja operatora sa skalarom i množenje operatora sa
operatorom. U toj lagebri je dobro definirana operacija potenciranja

A0 = I, A2 = AA, A3 = A2A, itd.,

pa se mogu proǔcavati polinomi od operatora, npr.A3 − 3A2 + 2A+ 5J . Ako jeA : X → X
izomorfizam, obǐcno se nazivaautomorfizam. Kod koordinatizacije se najčěsće koristi jedna
baza uX, nazovimo jue. Koordinatizacijom seA ∈ L(X) karakterizira matricomA(e, e)
koja se kráce oznǎcava sA(e).

Kompoziciji linearnih operatora pripada produkt pripadnih reprezen tacija∗

Vratimo se opet trojki realnih vektorskih prostora. Neka jeX n-dimenzionalan,Y m-dimenzionalan
i Z p-dimenzionalan vektorski prostor i neka jeA ∈ L(X, Y ), B ∈ L(Y, Z) i C ∈ L(X,Z).
Odaberimo baze:

e = (e1, . . . , en) u X

f = (f1, . . . , fm) u Y

g = (g1, . . . , gp) u Z.

Tada linearnim operatorimaA, B i C pripadaju, u odgovarajućim parovima baza, zapisi, od-
nosno matrice

A = A(f, e) ∈ Rm×n, B = B(g, f) ∈ R
p×m i C = C(g, e) ∈ R

p×n.

Postavlja se pitanje koja je veza izmadu matricaA, B i C, ako je
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C = BA . (11.13)

Podimo od definicije matricaA = (aij), B = (bij) i C = (cij):

A(ej) =
m
∑

i=1

aijfi , 1 ≤ j ≤ n, (11.14)

B(fi) =

p
∑

k=1

bkigk , 1 ≤ i ≤ m, (11.15)

C(ej) =

p
∑

k=1

ckjgk , 1 ≤ j ≤ n. (11.16)

Koristéci relacije (11.13), (11.14) i (11.15), imamo

C(ej) = (BA) (ej) = B (A(ej)) = B
(

m
∑

i=1

aijfi

)

=
m
∑

i=1

aijB(fi)

=
m
∑

i=1

aij

p
∑

k=1

bkigk =
m
∑

i=1

p
∑

k=1

aijbkigk

=

p
∑

k=1

m
∑

i=1

aijbkigk =

p
∑

k=1

(

m
∑

i=1

bkiaij

)

gk.

Usporedujući zadnju relaciju s relacijom (11.16), zaključujemo

p
∑

k=1

(

ckj −
m
∑

i=1

bkiaij

)

gk = 0.

Dobili smo ǐsčezavajúcu linearnu kombinaciju baznih vektora prostoraZ, pa moraju svi ko-
eficijenti biti nula. Tako dobivamo

ckj =
m
∑

i=1

bkiaij, 1 ≤ k ≤ p, 1 ≤ j ≤ n,

a to znǎci
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C = BA . (11.17)

Time smo dokazali

Teorem 11.11Neka suX, Y , Z konǎcno-dimenzionalni realni vektorski prostori i neka
sue, f , g pripadne baze, respektivno. Neka suA ∈ L(X, Y ),B ∈ L(Y, Z) i C ∈ L(X,Z)
linearni operatori iA ∈ Rm×n, B ∈ R

p×m i C ∈ R
p×n njihovi zapisi u odgovarajúcim

parovima baza, respektivno. Ako jeC = BA, tada jeC = BA.

Relaciju (11.17) mǒzemo i ovako zapisati

(BA) (g, e) = B(g, f)A(f, e) . (11.18)

Ako su X, Y i Z kompleksni vektorski prostori, tada teorem vrijedi uz napomenu da su
A ∈ Cm×n, B ∈ C

p×m i C ∈ C
p×n, respektivno.

Ako se vratimo definiciji produkta dviju matrica, tada postaje jasna sljedéca tvrdnja:

Produkt matrica upravo je tako definiran da bi vrijedio
teorem 11.11, odnosno relacija (11.18).

Koordinatizacijom vektorskih prostora, vektorska jednadžbaA(x) = b i operatorska jed-
naďzbaBX = C, prelaze pomócu relacija (11.11) i (11.18) u matrične jednaďzbeA(f, e)x(e) =
b(f) i B(g, f)X (f, e) = C(g, e). Obje matrǐcne jednaďzbe znamo rijěsiti svadanjem matrice
na reducirani oblik ili pomócu Gaussove metode eliminacija s parcijalnim pivotiranjem. U
slučaju jednog prostora i jedne koordinatizacije, ove matrične jednaďzbe poprimaju oblik
A(e)x(e) = b(e) i B(e)X (e) = C(e).

Primjer 11.12 Neka su dani vektorski prostoriX i Y dimenzijen. Neka je zadan linearni
operatorA : X → Y npr. pomócu relacije (11.7), pričemu sue i f baze uX i Y ,
respektivno. Neka je zadan vektory ∈ Y . Kako ćete pronáci x ∈ X za koji vrijedi
A(x) = y?

Rješenje: S bazamae i f posve su definirani izomorfizmiJX i JY , respektivno. Oni su
definirani relacijama

JX(ei) = ei ∈ Rn i JY (fi) = ei ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ n

gdje jeei i-ti stupac jedinǐcne matriceIn.

Neka jey(f) = [y1, . . . , yn]
T ∈ Rn koordinatni vektor ody i neka jeA = A(f, e) kva-

dratna matrica redan. Svako rjěsenje sustavaAx = y(f) je koordinatni vektor jednog
rješenja vektorske jednadžbeA(x) = y. I obrnuto, za svako rjěsenjex vektorske jed-
naďzbe, pripadni koordinatni vektorx(e) zadovoljava matrǐcni sustavAx = y(f).
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Riješimo matrǐcni sustavAx = y(f) pomócu Gaussove metode eliminacija s parcijalnim
pivotiranjem ili svadanjem matrice na reducirani oblik.

Ako postoji jedinstveno rjěsenje[x1, . . . , xn]
T matrǐcnog sustava, postojatće jedinstveno

rješenjex polazne vektorske jednadžbe u oblikax = J −1X (x) = x1e1 + · · ·+ xnen.

Ako matrǐcna jednaďzba ima beskonǎcno rjěsenja, odredi se bazaz1, . . . ,zd nul-
potprostoraN (A) i jedno partikularno rjěsenjez0. Pomócu izomorfizmaJ −1X odrede
se pripadni originaliz1 = J −1X (z1), . . . , zd = J −1X (zd) i z0 = J −1X (z0). Oṕce rjěsenje
operatorske jednadže je dano formulomz0 + α1z1 + · · · + αdzd, gdje suαi proizvoljni
skalari. Ovdje jed dimenzija nul-potprostora odnosno defekt.

U slučaju kad jeX = Y = Z dimenzijen, teorem 11.11 pokazuje da jeJL izomorfizam
algebri(L(X),+, ·, ◦) i (Rn×n,+, ·, ∗) (odnosno(L(X),+, ·, ◦) i (Cn×n,+, ·, ∗) ako jeΦ =
C), gdje smo s◦ oznǎcili produkt (kompoziciju) linearnih operatora, a sa∗ produkt matrica.

11.8 Promjena baza∗

Neka jeX vektorski prostor i neka sue = (e1, . . . , en) i e′ = (e′1, . . . , e
′
n) dvije baze uX.

Koristéci relaciju (11.10) zakljǔcujemo da jednaďzbax = I(x), gdje jeI identiteta uL(X),
prelazi u matrǐcnu jednaďzbux(e′) = I(e′, e)x(e).

Oznǎcimo matricuI(e′, e) saS = (sij), tako da je

x(e′) = Sx(e) , (11.19)

Elementi matriceS su koeficijenti koji povezuju bazue s bazome′, pomócu relacije

ej =
n
∑

i=1

sije
′
i , 1 ≤ j ≤ n . (11.20)

To je tako jer jeI(ej) = ej i razvoj tog vektora po bazie′ daje elementej-tog stupca
matriceI(e′, e) odnosnoS.

Uvjerimo se u to i na drugi nǎcin. Pretpostavimo da vrijedi

ej =
n
∑

i=1

tije
′
i , 1 ≤ j ≤ n .

i neka jeT matrica koeficijenata,T = (tij).
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Usporedbom desnih strana u relacijama

x =
n
∑

j=1

xjej =
n
∑

j=1

xj

n
∑

i=1

tije
′
i =

n
∑

i=1

(

n
∑

j=1

tijxj

)

e′i

i

x =
n
∑

i=1

x′ie
′
i

dobivamo

x′i =
n
∑

j=1

tijxj, 1 ≤ i ≤ n,

odnosnox(e′) = Tx(e). Oduzmimo od te jednadžbe jednaďzbu (11.19). Dobivamo

(T − S)x(e) = 0 za svako x.

Zadnja jednakost vrijedi za svaki vektorx ∈ X, a kako je koordinatizacijax 7→ x(e)
izomorfizam,x(e) je bilo koji vektor izRn. Stoga zakljǔcujemo da jeT = S. Time je
dokazana relacija (11.20).

Lema 11.13 Matrica S definirana relacijom (11.20) je regularna.

Dokaz. Pokazali smo daS zadovoljava relaciju (11.19). Neka suJe i Je′ koordinatizacije
prostoraX pomócu bazae i e′, respektivno. Dakle, x(e)=Je(x) i x(e′) = Je′(x). Za
specijalni izbor vektorax imamo

Je(ei) = ei, Je′(e
′
i) = ei, 1 ≤ i ≤ n.

gdje jeei i-ti stupac matriceIn. Prema relaciji (11.19), za svakoi, imamo

Je′(ei) = SJe(ei) = Sei = i-ti stupac odS .

Jer jeJe′ izomorfizam, iz propozicije 11.4 slijedi da su vektoriJe′(ei), 1 ≤ i ≤ n linearno
nezavisni, a kako su to stupci odS, S je regularna.

Iz prethodnih izlaganja i uz pomoć leme 11.13 odmah slijedi

Teorem 11.14Neka jeX vektorski prostor ie, e′ dvije baze uX. Tada postoji regularna
matricaS, takva da za svex ∈ X vrijedi (11.19), pri čemu sux(e) i x(e′) koordinatni
vektori zax u bazamae i e′, respektivno.
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MatricaS = I(e′, e) se obǐcno zovematrica tranzicije s bazee na bazue′. Iz relacije
(11.18) slijedi uzimajúci A = I, B = I, g = e, f = e′, In = I(e, e) = I(e, e′)I(e′, e) =
I(e, e′)S, da jeS−1 = I(e, e′) matrica tranzicije s bazee′ na bazue.

Neka jeX n-dimenzionalni,Y i m-dimenzionalni vektorski prostor iA ∈ L(X, Y ). Neka su
e i e′ baze uX, af i f ′ baze uY . U paru bazae, f , A se reprezentira matricomA(f, e), a u
parue′, f ′, matricomA(f ′, e′). Odredimo vezu izmedu tih dviju matrica.

Polazimo od jednaďzbe

y = A(x)

Koordinatizacijom u paru bazae, f , ona prelazi u

y(f) = A(f, e)x(e) , (11.21)

dok u parue′, f ′, prelazi u

y(f ′) = A(f ′, e′)x(e′) . (11.22)

Pomócu teorema 11.14, relacija (11.22) prelazi u

Ty(f) = A(f ′, e′)Sx(e) , (11.23)

gdje suS = I(e′, e) i T = I(f ′, f). Po lemi 11.13,S i T su regularne matrice. Množenjem
jednaďzbe (11.23) saT−1 s lijeva, dobijemo

y(f) = T−1A(f ′, e′)Sx(e) . (11.24)

Oduzimajúci jednaďzbu (11.24) od jednadžbe (11.21), dobijemo

(

A(f, e)− T−1A(f ′, e′)S
)

x(e) = 0 . (11.25)

Kadx prolazi vektorskim prostoromX, x(e) prolazi cijelimRn, pa iz relacije (11.25) slijedi

A(f, e) = T−1A(f ′, e′)S ili A(f ′, e′) = TA(f, e)S−1 . (11.26)

Ako jeX = Y i e = f , e′ = f ′, onda jeT = S, pa (11.26) prelazi u
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A(e) = S−1A(e′)S ili A(e′) = SA(e)S−1 . (11.27)

Definicija 11.15 Ako vrijediB = SAT za neke regularne matriceS i
T , tada je matricaB ekvivalentnamatriciA. Ako vrijediB = S−1AS
za neku nesingularnu matricuS, B je sličnamatriciA.

Uočimo da su ekvivalentne matrice uvijek istog tipa, tj. imajuisti broj redaka i isti broj stu-
paca. Za razliku od ekvivalentnih matrica, slične matrice su uvijek kvadratne istog reda. I
ekvivalentnost i slǐcnost matrica su relacije ekvivalencije u skupu matrica.

Sada mǒzemo rezimirati dobijene rezultate.

Teorem 11.16Neka suX i Y konǎcno-dimenzionalni vektorski prostori iA ∈ L(X, Y )
linearni operator. Neka sue i e′ odnosnof , f ′, baze uX odnosnoY , respektivno, i neka su
A = A(f, e) i A′ = A(f ′, e′) reprezentacije operatora u navedenim parovima baza. Tada
su matriceA i A′ ekvivalentne, tj. postoje regularne matriceS i T , takve da jeA′ = TAS.
Pritom suS = I(e, e′) i T = I(f ′, f) tranzicijske matrice.

Ako jeX = Y i e = f , e′ = f ′, A = A(e) i A′ = A(e′), tada je matricaA′ slična
matrici A, tj. vrijedi A′ = S−1AS, pri čemu jeS = I(e, e′) tranzicijska matrica s bazee′

na bazue.

Iz teorema 11.16 i Binet-Cauchyjeva teorema možemo zakljǔciti da

svi zapisiA(e) operatoraA ∈ L(X) imaju istu determinantu .

Naime, slǐcne matrice imaju jednaku determinantu. Doista, ako jeB = S−1AS, dvostrukom
upotrebom Binet-Cauchyjeva teorema dobijemo

det(B) = det(S−1AS) = det(S−1) det(A) det(S)

= det(S−1) det(S) det(A) = det(S−1S) det(A)

= det(I) det(A) = det(A) .

To znǎci da se determinanta može definirati i za operatore izL(X):

det(A) def
= det(A(e)) , e bilo koja baza uX . (11.28)

Odredivanje jezgre i slike operatoraA se preko koordinatizacija prostoraX i Y lako svede na
odredivanje nul-potprostora i područja vrijednosti matriceA(f, e). Naime, jednaďzbeA(x) =
0 i y = A(x) prelaze uA(f, e)x(e) = 0 i y(f) = A(f, e)x(e) pa se zakljǔci,
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JX (N (A)) = N (A) i JY (R(A)) = R(A)

gdje jeA = A(f, e). To je u suglasnosti sa propozicijom 11.4 koja garantira da su dimenzije
potprostoraN (A) i N (A) jednake. Sada iz odgovarajućeg rezultata za matrice odmah slijedi
da je suma ranga i defekta operatoraA jednaka dimenziji polaznog prostoraX.

OperatorA ∈ L(X) je regularan (invertibilan, nesingularan) ako je automorfizam, tj. ako
za njega postoji inverzA−1 ∈ L(X). U protivnom je singularan. Na osnovu propozi-
cije 11.5 odmah slijedi da jeA singularan ako i samo ako jezgra odA nije nul-vektor, tj.
ako i samo ako postojix 6= 0 takav da jeA(x) = 0. To je u potpunoj korespondenciji s
analognim rezultatom za matrice. Zato je za svaku bazue matricaA(e) regularna (sin-
gularna) ako i samo ako je takav operatorA. Do istog zakljǔcka se lako dolazi i ako se
pode odčinjenice da su algebre(L(X),+, ·, ◦) i (Rn×n,+, ·, ∗) (odnosno(L(X),+, ·, ◦)
i (Cn×n,+, ·, ∗) izomorfne.

Sada se lako zakljǔci da singularni (regularni) operator ima determinantu jednaku nuli
(različitu od nule).



Poglavlje 12

Vlastite vrijednosti i vektori

Titranje tijela u prirodi, strojeva, brodova, aviona i raketa u tehnici, kúca, mostova u gradi-
teljstvu i jǒs mnogih drugih stvari ( od sićǔsnih dijelovačipova, do velikih stadiona ) opisuju
se tzv. problemom vlastitih vrijednosti za razne diferencijalne operatore. Pritom su vlastite
vrijednosti proporcionalne recipročnim vrijednostima vlastitih frekvencija sistema, a vlastiti
vektori odreduju smjerove u kojima sistem titra.

Kad sežele izrǎcunati glavne frekvencije titranja, aproksimiraju se diferencijalni operatori
manje slǒzenim matematičkim objektima, pa se na kraju dobije problem vlastitih vrijednosti
za matrice. Stoga je važno znati rjěsavati matrǐcni problem vlastitih vrijednosti.

Definicija 12.1 Neka jeX vektorski prostor iA ∈ L(X) linearni operator. Vektor
x ∈ X, x 6= 0 je vlastiti vektor odA ako postoji skalarλ takav da jeA(x) = λx. U
tom slǔcajuλ je vlastita vrijednost, a par(x, λ) je vlastiti par operatoraA.

Osim termina vlastita vrijednost (vektor, par) još se koristi terminsvojstvenavrijednost (vek-
tor, par). Iz definicije odmah slijedi da je iαx vlastiti vektor za svaki skalarα 6= 0. Dakle,
traži se “smjer” (zatox mora biti netrivijalan) u kojem operator djeluje tako da ga ne mijenja,
već vektore tog smjera samo skraćuje, prodǔzuje i pritom mǒzda mijenja orijentaciju. Ako je
N (A) 6= {0}, tada su svi netrivijalni vektori izN (A) vlastiti vektori koji pripadaju vlastitoj
vrijednosti0. Specijalno, za nul-operatorO vrijedi N (A) = X, pa su svi netrivijalni vektori
iz X vlastiti vektori. Slǐcno svojstvo ima operator identiteteI : Rn → Rn za koji vrijedi
I(x) = x = 1 · x za svex, pa su svi netrivijalni vektori izX vlastiti vektori za vlastitu
vrijednost1.

U drugoj krajnosti lěze operatori koji nemaju vlastitih parova.

Primjer 12.2 Neka jeR operator rotacije uR2 za kut0 < φ < π. Tada ne postoji niti
jedan smjer (tj. radij-vektor) koji ne bi pod rotacijom promijenio smjer. Stoga zaR ne
postoji ni jedan vlastiti vektor, pa zato niti jedna vlastita vrijednost.

Ipak, naǰcěsći je slǔcaj kada postoje posve odredeni smjerovi koji odreduju vlastite vektore.
Sljedéci primjer pokazuje da je taj slučaj prisutan i u beskonačno-dimenzionalnim prostorima.
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Primjer 12.3 Neka jeC∞ vektorski prostor svih beskonačno diferencijabilnih funk-
cija nad poljem realnih brojeva. Neka jeA : C∞ → C∞ operator diferenciranja.
Tada jef(t) = eλt vlastiti vektor zaA, a pripadna vlastita vrijednost jeλ ∈ R. To
se vidi iz sljedéce relacije

A(f) = d

dt
eλt = λeλt = λf , f 6= 0.

Primijetimo da jeC∞ beskonǎcno-dimenzionalni vektorski prostor. Kako ska-
lara λ ima (neprebrojivo) beskonačno, toliko ima vlastitih vrijednosti odnosno
(medusobno linearno nezavisnih) vlastitih vektora.

Neka jeλ vlastita vrijednost operatoraA ∈ L(X). Po definiciji, postojix ∈ X, x 6= 0, takav
da jeA(x) = λx. Da li osim multipla odx, ima i drugih vlastitih vektora zaλ? Djelomǐcni
odgovor na to pitanje daje

Propozicija 12.4 Neka jeλ vlastita vrijednost operatoraA ∈ L(X). Tada je skup
Xλ = {x ∈ X : A(x) = λx} vektorski potprostor odX.

Dokaz. Neka suu, v ∈ Xλ i neka suα, β ∈ Φ skalari iz poljaΦ nad kojim jeX
definiran. Tada zau i v vrijedi

A(u) = λu, A(v) = λv ,

pa je

A(αu+ βv) = αA(u) + βA(v), jer jeA linearan

= αλu+ βλv, jer suu i v uXλ

= λ(αu+ βv), jer jeX vektorski prostor.

Pokazali smo dau, v ∈ Xλ i α, β ∈ Φ povlǎceαu + βv ∈ Xλ, pa jeXλ vektorski
potprostor odX.

Ako suu i v vlastiti vektori koji pripadaju medusobno razlǐcitim vlastitim vrijednostimaλ i
µ, respektivno, ondau + v nije vlastiti vektor, a nije to niti bilo koja linearna kombinacija
αu+ βv koja zadovoljava uvjetα 6= 0 i β 6= 0. To osigurava

Teorem 12.5 Neka jeX vektorski prostor iA ∈ L(X) linearni operator. Neka su
u1, . . . ,ur vlastiti vektori odA i λ1, . . . ,λr pripadne vlastite vrijednosti. Ako vrijedi

λi 6= λj čim jei 6= j , (12.1)

onda je skup vektora{u1, . . . , ur} linearno nezavisan.
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Dokaz∗. Dokaz koristi princip matematičke indukcije por. Za r = 1, vektor u1 je
sigurno linearno nezavisan, jer je kao vlastiti vektor netrivijalan. Pretpostavimo da je
tvrdnja teorema istinita zar − 1. To znǎci da je svaki skup odr − 1 vlastitih vektora
linearno nezavisan ako za pripadajuće vlastite vrijednosti vrijedi (12.1).

Neka je zadan skup odr vlastitih vektora zǎcije vlastite vrijednosti vrijedi relacija
(12.1). Moramo pokazati da uvjet

α1u1 + · · ·+ αrur = 0 (12.2)

povlǎci α1 = · · · = αr = 0.

Primijenimo na vektor desne i vektor lijeve strane jednadžbe (12.2), operatorA. Zbog
linearnosti operatora, dobivamo

A(0) = 0 = A(α1u1 + · · ·+ αrur)

= α1A(u1) + · · ·+ αrA(ur)

= α1λ1u1 + · · ·+ αrλrur. (12.3)

Pomnǒzimo vektore na lijevoj i desnoj strani jednadžbe (12.2) sλ1,

α1λ1u1 + · · ·+ αrλ1ur = 0 . (12.4)

Oduzmimo jednaďzbu (12.4) od jednaďzbe (12.3). Dobivamo

α2(λ2 − λ1)u2 + · · ·+ αr(λr − λ1)ur = 0

Iskoristimo sada indukcijsku pretpostavku, za skup{u2, . . . ,ur} odr−1 vlastitih vektora.
To smijemo jer su pripadajuće vlastite vrijednostiλi medusobno razlǐcite. Indukcijska
pretpostavka odmah daje

α2(λ2 − λ1) = · · · = αr(λr − λ1) = 0.

Zbog uvjeta (12.1), zadnji niz jednadžbi je ekvivalentan s

α2 = · · · = αr = 0 . (12.5)

Iskoristimo li informaciju (12.5) u jednadžbi (12.2), dobijemoα1u1 = 0, odakle zbog
u1 6= 0 zaključujemo da je iα1 = 0. Dakle smo dobiliα1 = · · · = αr = 0, što je i trebalo
dokazati.

Ako je u teoremu 12.5,r = n = dim(X), tvrdnja teorema se može interpretirati na sljedeći
nǎcin
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Korolar 12.6 Ako linearni operatorA ∈ L(X) iman = dim(X) medusobno razlǐcitih
vlastitih vrijednosti, tada postoji baza prostoraX koja se sastoji od vlastitih vektora
operatoraA.

Neka je dana bazae un-dimenzionalnom realnom vektorskom prostoruX. Koordinatizacijom
prostoraX pomócu bazee, jednaďzba

A(x) = λx

prelazi u matrǐcnu jednaďzbu

A(e)x(e) = λx(e), x(e) 6= 0.

S obzirom da je koordinatizacija izomorfizam izmedu vektorskih prostoraX i Rn (ili Cn),
problem nalǎzenja vlastitih vektora i vrijednosti se reducira na odgovarajući matrǐcni problem.

Matrični problem vlastitih vrijednosti se zapisuje u obliku

Ax = λx, x 6= 0, A kvadratna,

pri čemu jeλ vlastita vrijednost, ax vlastiti vektor odA. Koordinatizacijom smo problem
odredivanja vlastitih vrijednosti i vektora operatora sveli na odgovarajúci matrǐcni problem.

12.1 Karakteristični polinom

Neka jeλ vlastita vrijednost operatoraA ∈ L(X). Tada postojix ∈ X, takav da jeA(x) =
λx. Zadnja jednaďzba se mǒze zapisati u oblikuA(x)− λx = 0 ili (A− λI)(x) = 0. Dakle
operatorA− λI prebacuje netrivijalan vektor u nulu, pa je singularan. Stoga je njegova
determinanta nula,

det(A− λI) = 0 . (12.6)

Izborom bazee i koordinatizacijom, dobivamo singularnu matricu(A − λI)(e) = A − λI,
gdje jeA = A(e). Jer jeA− λI singularna, imamo

det(λI − A) = (−1)n det(A− λI) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ− a11 · · · −ann
...

. . .
...

−an1 · · · λ− ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 . (12.7)

Determinanta matricezI − A je polinomn-tog stupnja uz,
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det(zI − A) = zn − σ1z
n−1 − · · · − σn−1z − σn (12.8)

koji se zovekarakteristi čni polinom matriceA, a (12.7) jekarakteristi čna jednaďzba ma-
triceA. S obzirom daB = S−1AS povlǎci B−zI = S−1(A−zI)S, vidimo da slǐcne matrice
imaju isti karakteristǐcni polinom. To znǎci da koeficijentiσi ne ovise o konkretnoj reprezen-
taciji operatora, véc ovise o operatoruA. Stoga se kǎze da jedet(zI − A) karakteristǐcni
polinom, adet(zI − A) = 0 karakteristǐcna jednaďzba operatoraA.

Jer jeλ bila proizvoljna vlastita vrijednost, pokazali smo da je svaka vlastita vrijednost
nultočka karakteristǐcnog polinoma. Pokǎzimo da vrijedi i obrat. Neka jeµ nultočka karakte-
rističnog polinoma. Dakle jedet(µI − A) = 0. Stoga je operatorµI − A singularan, pa mu
jezgra nije samo nul-vektor. Dakle, postoji netrivijalan vektorx ∈ X, takav da je(µI−A)(x)
= 0 ili A(x) = µx, x 6= 0. Zaključujemo da je svaka nultočka karakteristǐcnog polinoma
vlastita vrijednost operatoraA. Time smo nǎsli jednu karakterizaciju vlastitih vrijednosti i
dokazali

Teorem 12.7 Neka jeX vektorski prostor iA ∈ L(X). Skalarλ je vlastita vrijednost
operatoraA onda i samo onda ako je nultočka karakteristǐcnog polinoma.

Koeficijenti karakteristǐcnog polinoma su odredene sume produkata matričnih elemenata, pa
neprekidno ovise o matrici. Kako su nultočke polinoma neprekidne funkcije koeficijenata
polinoma, zakljǔcujemo da su vlastite vrijednosti neprekidne funkcije matrice. Izomorfizam
koji povezuje linearni operatorA i matricuA(e) je neprekidna funkcija pa možemo zakljǔciti
da su vlastite vrijednosti neprekidne funkcije operatora.

Nultočke polinoma mogu biti višestruke, npr.p(z) = z3(z − 2)2 ima dvije nultǒcke: 0
kratnosti tri i2 kratnosti dva. Pritom je zbroj kratnosti (ili višestrukosti) svih nultǒcaka jednak
stupnju polinoma.

Definicija 12.8 Algebarska vǐsestrukostvlastite vrijednostiλ linearnog operatoraA ∈
L(X) (ili matrice A) je njena vǐsestrukost kao nultǒcke karakteristǐcnog polinoma.Ge-
ometrijska vi šestrukost vlastite vrijednostiλ je defekt operatoraλI − A (matrice
λI − A).

Vidjeli smo da se odredivanje vlastitih vrijednosti operatora, koordinatizacijom svodi na odre-
divanje vlastitih vrijednosti matrica. Ako je vektorski prostor definiran nad poljem kompeks-
nih brojeva, tadáce zapis operatora biti matrica izCn×n, paće pripadni karakteristični polinom
imati kompleksne koeficijente. Koristeći fundamentalni teorem algebre, koji kaže da polinom
stupnjan nad (zatvorenim poljem, a takvo je)C iman nultočaka, brojéci ih s višestrukostima,
zaključujemo da matrica izCn×n ima tǒcnon vlastitih vrijednosti. Ako pritom sve vlastite vri-
jednosti imaju algebarsku kratnost jedan, tada na osnovu korolara 12.6 znamo da postoji baza
vektorskog prostora koja se sastoji od vlastitih vektora zaA. Ako postoje vlastite vrijednosti
kratnosti véce od jedan, tada može, ali i ne mora postojati baza vlastitih vektora.Cn×n.
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Primjer 12.9 Neka jeν ∈ C, A = diag(ν, . . . , ν) = νI i

Jn(ν) =



















ν 1 0 · · · 0 0
0 ν 1 · · · 0 0
0 0 ν · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · ν 1
0 0 0 · · · 0 ν



















.

Obje matrice imaju jednu vlastitu vrijednost:ν algebarske kratnostin, no prva iman
linearno nezavisnih vlastitih vektora:e1, . . .en, dok druga ima samo jedan vlastiti vektor,
e1. Provjerimo to zan = 2. Matrica

B(ν, ν2) =

[

ν 1
0 ν2

]

ima vlastite parove
([

1
0

]

, ν

)

i

([

1
ν2 − ν

]

, ν2

)

.

Pǔstajúci ν2 → ν, dobivamoB(ν, ν2)→ J2(ν) i drugi vlastiti vektor prelazi u prvi vlastiti
vektor, paJ2(ν) ima samo jedan vlastiti vektor. Slično ponǎsanje vrijedi i za oṕcen.

Ako je operator definiran na realnom vektorskom prostoru, tada je i zapis operatoraA realna
matricaA. To znǎci daćemo u razvoju determinantedet(zI−A) imati uz potencije odz uvijek
realne brojeve, tj. dáce koeficijenti karakterističnog polinoma biti realni. Polinom stupnjan
nad poljem realnih brojeva (koje nije zatvoreno) ne mora imati n nultočaka. Npr.p(t) = t2+1
uoṕce nema realnih korijena. Stoga operatori (ili matrice) nadrealnim poljem ne moraju imati
vlastite vrijednosti, odnosno mogu ih imati manje odn.

S druge strane, svaka realna matricaA može se promatrati kao da je kompleksna, jer su
realni brojevi takoder kompleksni brojevi. Sada jeA ∈ Cn×n, pa karakteristǐcni polinom ima
prema osnovnom teoremu algebren nultočaka koji su oṕcenito kompleksni brojevi. Preciz-
nije, ako karakteristični polinom ima realne koeficijente, njegove nultočke mogu biti ili realni
brojevi ili kompleksni brojevi koji se javljaju kao parovi konjugirano kompleksnih brojeva.
Stoga, kod rǎcunanja vlastitih vrijednosti realne matriceA, u pravilu se rǎcunaju sve vlastite
vrijednostiA gledajúci naA kao da je izCn×n. Nakon toga se odbace sve vlastite vrijednosti
(i pripadni vlastiti vektori) koje nisu realni.

Primjer 12.10 Neka je

R =

[

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

]
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matrica rotacije za kutφ u pozitivnom smjeru. Karakteristični polinom odR je

χ(λ) = det(λI − A) =

∣

∣

∣

∣

λ− cosφ sinφ
− sinφ λ− cosφ

∣

∣

∣

∣

= (λ− cosφ)2 + sinφ2 .

Nultočke tog polinoma (promatranog nad poljemC) su λ1 = cosφ + i sinφ i λ2 =
cosφ − i sinφ. Vidimo da su obje nultǒcke realne samo ako je kutφ višekratnik odπ i
tada jeR jednakoI ili −I. U ostalim slǔcajevimaR (sada gledana kao element izR2×2)
nema vlastitih vrijednosti, pa zato nema niti vlastitih vektora.

Postavlja se pitanje kada kvadratna matrica ima bazu koja sesastoji od vlastitih vektora, a kad
takovu bazu nema.

Teorem 12.11Neka jeA ∈ Cn×n. MatricaA iman linearno nezavisnih vlastitih vektora
ako i samo ako postoji regularna matricaG, takva da je

A = GΛG−1 (12.9)

pri čemu jeΛ dijagonalna matrica.

Dokaz. Neka vrijedi (12.9) s regularnom matricomG. Neka jeG = [g1, . . . , gn] stup̌cana
particija matriceG i neka jeΛ = diag(λ1, . . . , λn). Množenjem jednaďzbe (12.9) s desne
strane matricomG, dobivamoAG = GΛ. Primijenjujúci matricu na lijevoj i matricu
na desnoj strani zadnje jednadžbe, na kanonski vektorei (i-ti stupac jedinǐcne matrice),
dobivamoAGei = GΛei odnosnoAgi = Gλiei = λigi. Jer jeG regularna, svi stupci
gi su netrivijalni. Stoga izAgi = λigi zaključujemo da je(gi, λi) vlastiti par zaA. Ovo
razmatranje vrijedi za svei, pa su svi parovi(gi, λi), 1 ≤ i ≤ n vlastiti parovi zaA.
Pritom su svigi kao stupci regularne matrice linearno nezavisni.
Neka sadaA ima n linearno nezavisnih vlastitih vektoraxi, 1 ≤ i ≤ n. Za svaki od
njih vrijedi Axi = λixi, za neke skalareλi. Nǎcinimo matricuX = [x1, . . . , xn]. Zbog
linearne nezavisnosti stupaca,X je regularna matrica. Iz skalaraλi nǎcinimo dijagonalnu
matricuΛ = diag(λ1, . . . , λn). Sada mǒzemo pisati

AX = A[x1, . . . , xn] = [Ax1, . . . , Axn] = [λ1x1, . . . , λnxn]

= [x1, . . . , xn]







λ1

. ..
λn







= XΛ .

odakle, mnǒzenjem s desna sX−1 dobivamoA = XΛX−1. DakleA dopǔsta rastav
(12.9) s nesingularnom matricomG = X.
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Matrice koje dopǔstaju rastav (12.9) zovu sedijagonalizibilne. Sljedéci primjer osvjetljava
jedan aspekt vǎznosti dijagonalizibilnih matrica.

Primjer 12.12 Neka je

F (t) =







f1(t)
...

fn(t)






∈ Rn , t ∈ R .

Promotrimo sustav linearnih diferencijalnih jednadžbi

dF

dt
= AF , (12.10)

gdje jeA = (aij) matrica iF = F (t) funkcija. Relacija (12.10) može se zapisati u obliku

dfi
dt

(t) =
n
∑

j=1

aijfj(t) , 1 ≤ i ≤ n . (12.11)

Pretpostavimo prvo da jeA dijagonalna,A = diag(a1, . . . , an), gdje suai ∈ R dijago-
nalni elementi odA. Tada (12.11) poprima oblik

dfi
dt

(t) = ai fi(t) , 1 ≤ i ≤ n.

Lako je provjeriti da je rjěsenjei-te diferencijalne jednaďzbe funkcija

fi(t) = cie
ait ,

pa je ukupno rjěsenje vektor funkcija

F (t) =







c1e
a1t

...
cne

ant






.

Lako se vidi da su vektori kanonske baze uRn, e1, . . . ,en vlastiti vektori odA, pa oṕce
rješenje poprima oblik

F (t) = c1e
a1te1 + · · ·+ cne

anten .
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Ako A nije dijagonalna matrica, ali je dijagonalizibilna,

A = UΛU−1, Λ = diag(λ1, . . . , λn),

tada polazna vektorska diferencijalna jednadžba (12.10) poprima oblik

d

dt
F = UΛU−1 F .

Množenjem s lijeva matricomU−1 daje

U−1
d

dt
F =

d

dt
U−1F = ΛU−1 F .

ili
d

dt
G = ΛG , G(t) = U−1F (t), t ∈ R .

Tako smo opet dobili vektorsku diferencijalnu jednadžbu s dijagonalnom matricomΛ. Taj
slučaj smo véc riješili, pa mǒzemo odmah zapisati rješenje

G(t) =







c1e
λ1t

...
cne

λnt






.

Jer jeG(t) = U−1F (t), dobivamo

F (t) = UG(t) = U







c1e
λ1t

...
cne

λnt






= [u1, . . . , un]







c1e
λ1t

...
cne

λnt







= c1e
λ1tu1 + · · ·+ cne

λntun .

Kako vrijediAui = λiui, vidimo da su(ui, λi) vlastiti parovi matriceA. Dakle, rjěsenje
sustava linearnih diferencijalnih jednadžbi mǒze se dobiti pomócu rjěsenja matrǐcnog pro-
blema vlastitih vrijednosti. Taj zakljǔcak u odredenom smislu vrijedi i za matrice koje
nisu dijagonalizibilne.

Ne mogu se sve matrice dijagonalizirati pomoću transformacije sličnosti. Prema teoremu 12.11
to mogu tek i samo one za koje postoji pun sistem vlastitih vektora. Kako mǒzemo pokǔsati
dijagonalizirati matricu? Mǒzemo pokǔsati na sljedéci nǎcin.
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1. odredi seχ(λ) matriceA;

2. odrede se nultǒckeλ1, . . . ,λn kao nultǒcke odχ(λ);

3. riješe se svi homogeni sustavi(λiI − A)v = 0 i ako se mǒze pronáci ukupnon line-
arno nezavisnih rjěsenja, tada se matricaA dade dijagonalizirati transformacijom
sličnosti pomócu matricěciji su stupci ta rjěsenja.

Ovaj nǎcelni postupak ima smisla za npr.n = 2, 3, 4. Za véce n svaka faza postupka
postoje vrlo slǒzeni i rǎcunski osjetljiv problem. Stoga su se razvile i još uvijek se razvi-
jaju iterativne metode koje polaznu matricuA postepeno pomócu transformacija sličnosti s
jednostavnim nesingularnim matricama svadaju na dijagonalni oblik. Jednu takvu metodu za
dijagonalizaciju simetrǐcne matricécemo upoznati u sljedećem poglavlju.

Važnu klasu dijagonalizibilnih matricǎcine tzv.normalne matrice za koje vrijedi

A∗A = AA∗.

U klasu normalnih matrica spadaju sljedeće vǎzne podklase:
Hermitske matrice, za koje vrijediA = A∗. U realnom prostoruRn×n njima odgovaraju

simetrǐcne matrice za koje vrijediA = AT ;

Antihermitske matrice, za koje vrijediA = −A∗. U realnom prostoruRn×n njima
odgovaraju antisimetrične matrice za koje vrijediA = −AT ;

Unitarne matrice, za koje vrijediA−1 = A∗. U realnom prostoruRn×n njima odgova-
raju ortogonalne matrice za koje vrijediA−1 = AT .

Sve normalne matrice izCn×n mogu se dijagonalizirati transformacijom sličnosti s unitarnom
matricomG. U praksi su najvǎznije simetrǐcne matrice, pácemo im u sljedécem poglavlju
posvetiti dǔznu pǎznju.

12.2 Matrični polinomi

Pretpostavimo da se matricaA dade dijagonalizirati, dakle da postoji regularna matricaS,
takva da je

S−1AS = Λ = diag(λ1, . . . , λn) .

Uočimo da je
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Λ2 = ΛΛ = diag(λ2
1, . . . , λ

2
n)

Λ3 = Λ2Λ = diag(λ3
1, . . . , λ

3
n)

· · · · · ·
Λp = Λp−1Λ = diag(λp

1, . . . , λ
p
n) .

Općenitije, ako jep(λ) bilo koji polinom, tada je

p(Λ) =







p(λ1)
. . .

p(λn)






.

Ako jeA = SΛS−1, imamo

A2 = (SΛS−1)(SΛS−1) = SΛΛS−1 = SΛ2S−1

A3 = A2A = (SΛ2S−1)(SΛS−1) = SΛ3S−1

· · · · · ·
Ap = Ap−1A = (SΛp−1S−1)(SΛS−1) = SΛpS−1 , (12.12)

pa odmah slijedi

p(A) = Sp(Λ)S−1 = S







p(λ1)
. ..

p(λn)






S−1 .

Primjer 12.13 IzračunajteAn ako jeA =

[

2 −1
−1 2

]

.

Rješenje: Iz karakteristǐcne jednaďzbe

χ(A) =

∣

∣

∣

∣

λ− 2 1
1 λ− 2

∣

∣

∣

∣

= (λ− 2)2 − 1 = 0 ,
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slijediλ1 = 1 i λ2 = 3. Pripadni vlastiti vektori se nadu kao rjěsenja sustava(I−A)x = 0
i (3I − A)x = 0. Rjěsenja su vektoriv1 = [1, 1]T i v2 = [−1, 1]T . Dakle je

S = [v1, v2] =

[

1 −1
1 1

]

, pa jeS−1 =
1

2

[

1 1
−1 1

]

.

Jednostavnim mnǒzenjem, lako se provjeri da jeA = SΛS−1. Sada se prisjetimo formule
(12.12) za potenciju matrice, pa jednostavno dobijemo

An = SΛnS−1 =

[

1 −1
1 1

] [

1
3

]n
1

2

[

1 1
−1 1

]

=
1

2

[

1 −1
1 1

] [

1n

3n

] [

1 1
−1 1

]

=
1

2

[

1 + 3n 1− 3n

1− 3n 1 + 3n

]

Provjerite formulu zan = 2, 3.

Na osnovu formule za polinom, funkcija matrice se definira naslični nǎcin. Npr. ako je
f : R→ R beskonǎcno diferencijabilna funkcija i akoA ima realne vlastite vrijednosti,f(A)
se mǒze ovako definirati

f(A) = Sf(Λ)S−1 = S







f(λ1)
. ..

f(λn)






S−1 .

Primjer 12.14 Izračunajtesin(A) zaA iz prethodnog primjera.

Rješenje:Koristéce matricuS koja preko transformacije sličnosti dijagonalizira matricu
A (i koja je izrǎcunata u prethodnom primjeru) odmah dobijemo

sin(A) = S sin(Λ)S−1 =

[

1 −1
1 1

] [

sin(1)
sin(3)

]

1

2

[

1 1
−1 1

]

=
1

2

[

sin(1) + sin(3) sin(1)− sin(3)
sin(1)− sin(3) sin(1) + sin(3)

]

.

Neka jeA ∈ Cn×n. Tada se mogu izračunati potencijeA0 = I, A1 = A, A2 = A · A,
. . . ,Ak = Ak−1 · A, . . . MatriceI, A, A2, . . . su elementi vektorskog prostoraCn×n dimenzije
n2, pa u nizuI, A, A2, . . . nema vǐse odn2 linearno nezavisnih matrica. Stoga polazeći od
niza matricaI, A, A2, . . . mǒzemo náci prvu potencijuAr, koja se mǒze prikazati kao linearna
kombinacija prethodnih potencija. Dakle, možemo pisati
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Ar = µ1A
r−1 + µ2A

r−2 + · · ·+ µr−1A+ µr,

gdje suµi skalari. Ako definiramo polinom

µ(z) = zr − µ1z
r−1 − µ2z

r−2 − · · · − µr−1z − µr ,

on ima svojstvo da je polinom najmanjeg stupnja koji poništava matricuA, tj. vrijedi µ(A) = 0
i da je koeficijent uz najvišu potenciju jedan. Ovi uvjeti najmanjeg stupnja i normiranosti
vodéceg koeficijenta, osiguravaju jedinstvenost takvog polinoma, pa se on zoveminimalni
polinom matriceA. On ima vǎzno svojstvo da dijeli svaki polinom koji poništava matricuA.
Postavlja se pitanje gornje mede za stupanj minimalnog polinoma. Na to pitanje odgovaraju
sljedéci primjer i teorem.

Primjer 12.15 Neka jeA = Jn(0), gdje jeJn(ν) kao u primjeru 12.9. Tada je

A2 =





















0 0 1 0 · · · 0 0 0
0 0 0 1 · · · 0 0 0
0 0 0 0 · · · 0 0 0

· · ·
0 0 0 0 · · · 0 0 1
0 0 0 0 · · · 0 0 0
0 0 0 0 · · · 0 0 0





















.

Vidimo da se matricaA2 od nul-matrice tazlikuje u toměsto ima na drugoj sporednoj
dijagonali jedinice. Na slǐcni nǎcin se provjeri daA3 ima samo na trécoj sporednoj
dijagonali jedinice. Nastavljajúci, lako nalazimo dáce seAn−1 razlikovati od nul-matrice
tek u jedinici na(1, n) poziciji, aAn će biti nul-matrica. Kako jeA = Jn(ν) − νIn, iz
(Jn(ν) − νIn)

n = 0 se dobije da polinomµ(z) = (z − ν)n ponǐstavaJn(ν) za bilo koje
ν. Lako se vidi da su potencije odJn(ν) linearno nezavisne (jerJk

n(ν) ima netrivijalne
elemente samo na prvihk sporednih dijagonala, pritom nak-toj sporednoj dijagonali ima
jedinice). Stoga jeµ(z) minimalni polinom zaJn(ν) i on je stupnjan.

Iz primjera 12.15 vidimo da stupanj minimalnog polinoma može bitin, pa zakljǔcujemo da je
gornja meda za njega izmedu n i n2. Sljedéci teorem pokazuje da je upravon gornja meda za
stupanj minimalnog polinoma.

Teorem 12.16 (Hamilton-Cayley)Neka jeA ∈ Cn×n i neka jeχ(z) karakteristǐcni
polinom odA. Tada jeχ(A) = 0, tj. matrica ponǐstava svoj karakteristični polinom.
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Dokaz∗. Neka jeB(z) = adj(zI − A) adjunkta matricezI − A. Ona zadovoljava

B(z)(zI − A) = det(zI − A)I . (12.13)

Elementi odB(z) su algebarski komplementi elemenata matricezI − A. Oni su dakle
polinomi stupnja≤ n− 1 u z. StogaB(z) možemo napisati u obliku

B(z) = zn−1B0 + zn−2B1 + · · ·+ zBn−2 + Bn−1 .

Koristéci taj izraz u relaciji (12.13), dobijemo

(

zn−1B0 + zn−2B1 + · · ·+ zBn−2 + Bn−1

)

(zI − A)

= (zn − σ1z
n−1 − · · · − σn)I ,

gdje jedet(zI − A) = χ(z) = zn − σ1z
n−1 − · · · − σn karakteristǐcni polinom. Iz-

jednǎcavajúci članove uz istu potenciju odz, dobivamo

B0 = I

B1 − B0A = −σ1I

B2 − B1A = −σ2I
...

Bn−1 −Bn−2A = −σn−1I

−Bn−1A = −σnI .

Pomnǒzimo li prvu jednaďzbu s desna sAn, drugu sAn−1, itd. zadnju sA0 = In i zatim
zbrojimo matrice na lijevoj i desnoj strani, dobijemo

0 = An − σ1A
n−1 − · · · − σn−1A− σnI = χ(A) .

Kako karakteristǐcni polinom ponǐstava matricu, on je djeljiv (to znači djeljiv bez ostatka)
s minimalnim polinomom. Dakle, minimalni polinom ima stupanj koji je manji ili jednak
stupnju karakterističnog polinoma.

Iz Hamilton-Cayleyjeva teorema smo zaključili da minimalni polinom dijeli karakteristični
polinom. To znǎci da nultǒcke minimalnog polinoma lěze u skupu vlastitih vrijednosti ma-
trice. Pomnija analiza pokazuje da je svaka vlastita vrijednost matrice nultǒcka minimalnog
polinoma. To znǎci da mǒzemo pisati
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µ(z) = (z − λ1)
m1(z − λ2)

m2 · · · (z − λp)
mp ,

χ(z) = (z − λ1)
n1(z − λ2)

n2 · · · (z − λp)
np

pri čemu jep broj medusobno razlǐcitih vlastitih vrijednosti matrice. Pritom uvijek vrijedi
mi ≤ ni za sve1 ≤ i ≤ p, a za mnoge matrice vrijedi jednakostmi = ni za sve1 ≤ i ≤ p.
Npr. jednakost vrijedi za sve dijagonazibilne matrice, alii za matricuJn(ν). Nejednakost
vrijedi npr. za blok dijagonalnu matricu

G =

[

Jr(ν)
Jn−r(ν)

]

, ν ∈ C , 2 ≤ r ≤ n− 2 .

Provjerite to npr. za slǔcajν = 1, n = 5, r = 3.

Jordanova forma matrice∗

Iz primjera 12.9 vidi se da ima matrica koje nemaju puni sistem (tj. bazu) vlastitih vektora.
Iz teorema 12.11 zakljǔcujemo da se takove matrice ne mogu dijagonalizirati pomoću tran-
sformacije slǐcnosti. Da bi dobili uvid u doseg transformacija sličnosti kao alata za rješavnje
problema vlastitih vrijednosti navestćemo bez dokaza opći teorem o redukciji kvadratne ma-
trice na oblik koji je onoliko blizak dijagonalnom obliku, koliko matrica dopǔsta.

Matrica oblika

Jk(ν) =



















ν 1 0 · · · 0 0
0 ν 1 · · · 0 0
0 0 ν · · · 0 0
...

...
...

. ..
...

...
0 0 0 · · · ν 1
0 0 0 · · · 0 ν



















∈ C
k×k

naziva se elementarna Jordanova klijetka (ili blok) dimenzije k. Pomócu elementarnih Jorda-
novih klijetki izgradena je Jordanova klijetka (ili blok)

J(ν) =











Jk1(ν)
Jk2(ν)

. . .
Jkr(ν)











∈ C
l×l , (12.14)



220 POGLAVLJE 12. VLASTITE VRIJEDNOSTI I VEKTORI

pri čemu jek1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kr ≥ 1 i k1 + k2 + · · ·+ kr = l ≤ n.

Teorem 12.17 (Jordan)Neka jeA ∈ Cn×n i neka jeλ1, . . . ,λp zadani uredaj medusobno
različitih vlastitih vrijednosti odA, čije su algebarske kratnostin1, . . . ,np, respektivno.
Tada postoji regularna matricaS, takva da je

S−1AS =











J(λ1)
J(λ2)

. . .
J(λp)











}n1

}n1
...
}np

. (12.15)

Pritom jen1 + · · ·+ np = n.

Teorem 12.17 kǎze da se svaka matrica može pomócu transformacije sličnosti svesti na oblik
koji je blizak dijagonalnom. Naime, svaki Jordanov blokJ(λk) je oblika (12.14), pa za svako
1 ≤ k ≤ p, postoji rastavnk = mk,1 + · · · + mk,rk , pri čemu jemk,j dimenzijaj-te po redu
elementarne Jordanove klijetke uJ(λk). U teoremu mǒze bitip = 1, r1 = 1 i tada je Jordanov
oblik od A jedna elementarna Jordanova klijetka redan. U drugoj krajnosti kad jep = n,
mora za svakok biti nk = 1, pa jerk = 1 i mk,1 = 1, što znǎci da je Jordanova klijetka
J(λk) jedna elementarna Jordanova klijetka. Dakle, sve jordanove klijetke u Jordanovoj formi
matrice su reda1, pa je matrica dijagonalizibilna. U ostalim slučajevimaće oṕcenito vrijediti

n = n1 + · · ·+ np

n1 = m1,1 + · · ·+m1,r1

· · · · · ·
np = mp,1 + · · ·+mp,rp .

Za broj rk elementarnih Jordanovih klijetki unutar Jordanove klijetke J(λk) vrijedi ograni-
čenje1 ≤ rk ≤ nk, a i za dimenzije elementarnih Jordanovih klijetkimk,j vrijedi 0 ≤ mk,j ≤
nk.

Zbog det(zI − S−1AS) = det(S−1(zI − A)S) = det(zI − A) zaključujemo da jeni

algebarska kratnost odλi. Kako elementarne Jordanove klijetke imaju samo jedan vlastiti
vektor e1, zakljǔcujemo da je geometrijska kratnost odλi broj ri. Iz teorema 12.17 takoder
slijedi da je minimalni polinom odA,

µ(z) = (z − λ1)
m1,1(z − λ1)

m2,1 · · · (z − λ1)
mp,1

gdje je za svakok, mk,1 najvéci red elementarne klijetke unutar Jordanove klijetkeJ(λk).



Poglavlje 13

Dijagonalizacija simetrične matrice

Vidjeli smo da se transformacijom sličnosti matrica mǒze svesti na Jordanovu formu, oblik
koji je dosta blizak dijagonalnoj fromi. Zbog teoretskih, aposebno numeričkih razloga, po-
sebno su pogodne transformacije sličnosti s unitarnom matricom. Medutim ako zahtijevamo
da slǐcnost bude nǎcinjena pomócu unitarne matrice, tada je doseg dijagonalizacije slabiji.
Pomócu unitarne transformacije sličnosti matrica se mǒze svesti na trokutasti oblik.

Teorem 13.1 (Schur)Za proizvoljnu matricuA postoji unitarna matricaU , takva da je
T = U∗AU gornja trokutasta matrica. MatricaU mǒze biti izabrana tako da se na
dijagonali matriceT pojave vlastite vrijednosti odA u bilo kojem zadanom poretku.

Dokaz se provodi indukcijom po redu matricen, ali ga nécemo dokazivati.
Prethodni teorem ima neke vrlo važne posljedice, kaǒsto je naredni teorem koji kaže da je

Schurova dekompozicija normalnih matrica dijagonalna. Sjetimo se, matricaA je normalna
ako jeA∗A = AA∗. Pokǎzimo da je unitarno slična matrica normalnoj matrici opet normalna.
Neka jeA normalna iB = U∗AU za neku unitarnu matricuU . Tada je

B∗B = U∗A∗UU∗AU = U∗A∗AU = U∗AA∗U = U∗AUU∗A∗U = BB∗,

pa jeB normalna. Sljedéci teorem pokazuje da se normalne matrice mogu dijagonalizirati
pomócu unitarne transformacije sličnosti.

Teorem 13.2 Ako je A normalna matrica iT = U∗AU Schurova dekompozicija od
A, tada jeT dijagonalna matrica.

221
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Dokaz. Dokazćemo provesti indukcijom. Zan = 1 tvrdnja je trivijalna, stoga pretpos-
tavimo da je tvrdnja istinita za sve normalne matrice reda manjeg odn, n > 1. Neka
je A matrica redan i T = U∗AU njena Schurova dekompozicija. Promotrimo sljedeću
particiju odT

T =

[

τ t∗

0 T0

]

.

Jer jeT unitarno slǐcna normalnoj matrici ona je normalna, pa izT ∗T = TT ∗ dobivamo
[

τ̄ 0
t T ∗0

] [

τ t∗

0 T0

]

=

[

| τ |2 τ̄ t∗

τ t t t∗ + T ∗0 T0

]

[

τ t∗

0 T0

] [

τ̄ 0
t T ∗0

]

=

[

| τ |2 +t∗t t∗T ∗0
T0t T0T

∗
0

]

.

Gledajúci elemente na pozicijama(1, 1) i (2, 2), dobivamo

|τ |2 = |τ |2 + t∗t,

i
tt∗ + T ∗0 T0 = T0T

∗
0 .

Prva jednaďzba povlǎci 0 = t∗t = ‖t‖2 pa jet = 0. Stoga iz druge jednadžbe slijedi da
je T0 normalna matrica. Jer jeT Schurova dekompozicija odA, T0 je gornje-trokutasta,
a kako je normalna i reda manjeg odn ona je po pretpostavci indukcije dijagonalna. To
znǎci da jeT dijagonalna matrica.

Jedna od posljedica ovog teorema jest tvrdnja da normalna matrica redan ima sustav odn
ortonormiranih (ortogonalnih i normiranih tj. Euklidske norme jedan) vlastitih vektora koji
razapinjuCn.

Dvije najznǎcajnije klase normalnih matrica su unitarne i Hermitske matrice. Sljedéci
korolar govori o karakterizaciji tih matrica pomoću njihovih vlastitih vrijednosti.

Korolar 13.3 Unitarna matrica je normalna matricǎcije vlastite vrijednosti imaju modul
jedan. Hermitska matrica je normalna matrica koja ima realne vlastite vrijednosti.

Dokaz. Neka jeU unitarna matrica. Jer je ona i normalna, po teoremu 13.2 postoji
unitarna matricaV, takva da je

Λ ≡ diag(λ1, ..., λn) = V ∗U V,

gdje suλi, 1 ≤ i ≤ n vlastite vrijednosti matriceU . Kako unitarne matricěcine grupu,
V ∗ = V −1 je unitarna. Jer jeU unitarna i jer je produkt unitarnih matrica unitarna matrica,
Λ je unitarna, pa vijediΛ∗Λ = Λ̄Λ = diag(|λ1|2, |λ2|2, . . . , |λn|2) = In. To povlǎci
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|λi|2 = 1 1 ≤ i ≤ n,

pa su vlastite vrijednosti odU jediničnog modula. Obratno, ako jeU normalna matrica s
vlastitim vrijednostima koje imaju modul jedan, tada je prema teoremu 13.2,U = V ΛV ∗,
za neku unitarnu matricuV i Λ = diag (λ1, . . . , λn). Jer su sve vlastite vrijednosti modula
jedan,Λ je unitarna, a jer je produkt unitarnih matrica unitarna matrica,U je unitarna.

Pretpostavimo sada da jeH Hermitska matrica. Jer je takoder normalna, po teoremu 13.2
postoji unitarna matricaW takva da je

M ≡ diag(µ1, ..., µn) = W ∗HW,

gdje suµi, i = 1, ..., n vlastite vrijednosti matriceH. ZbogH∗ = H, slijedi

M∗ = (W ∗HW )∗ = W ∗H∗(W ∗)∗ = W ∗HW = M,

odnosnoµ̄i = µi, 1 ≤ i ≤ n. To znǎci da su sve vlastite vrijednostiµi normalne matrice
H realni brojevi.
Obratno, neka jeH normalna matrica s realnim vlastitim vrijednostima. Premate-
oremu 13.2H = WDW ∗. Jer jeW unitarna iD dijagonalna i realna, lako se provjeri
H∗ = (W ∗)∗DW ∗ = WDW ∗ = H, tj. H je Hermitska.

Iz korolara 13.3 odmah se vidi da se Hermitska matricaH može prikazati u obliku

H = UΛU∗, (13.1)

gdje jeU = [u1, . . . , un] unitarna matricǎciji stupci su vlastiti vektori odH, aΛ je dijagonalna
matrica s realnim vlastitim vrijednostima odH na dijagonali. Taj oblik zovemospektralna
dekompozicijaodH. Ponekad́cemo koristiti i zapis

H =
∑

i

λiuiu
∗
i , (13.2)

koji je ekvivalentan s (13.1). To odmah slijedi iz zadatka 4.10(v) u kojem uzmiteA = UΛ,
B = U∗. Pomócu formule (13.2) mǒzemo prǒsiriti pojam skalarne funkcije na Hermitske
matrice. To sěcini na slijedéci nǎcin

ϕ(H) =
∑

i

ϕ(λi)uiu
∗
i . (13.3)

Uočimo da formula (13.3) vrijedi za polinome, a vrijedi i za neprekidne funkcije realnog
argumenta. Jedna od načěsće korǐstenih funkcija je drugi korijen. Ako jeH pozitivno definitna
matrica, onda se drugi korijen matriceH dobiva formulom
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H
1

2 =
∑

i

λ
1

2

i uiu
∗
i .

Ako je Hermitska matrica realna, zove se simetrična. Ona se mǒze dijagonalizirati pomócu
transformacije slǐcnosti s ortogonalnom matricom, pa se njena spektralna dekompozicija za-
pisuje u obliku

A = QΛQT ,

gdje jeΛ dijagonalna matrica vlastitih vrijednosti odA, a Q je ortogonalna matricǎciji su
stupci vlastiti vektori odA.

13.1 Jacobijeva metoda∗

Postoji véci broj numerǐckih metoda za rjěsavanje matrǐcnog problema vlastitih vrijednosti.
Izbor metode ovisi o karakteristikama matrice (normalnost, simetrǐcnost, pozitivna definitnost,
tridijagonalnost,. . . ) i o tome da li sězele náci sve vlastite vrijednosti i vektori ili samo neke
vlastite vrijednosti i samo neki vlastiti vektori (npr. akoje dimenzija matrice velika, obično
se trǎzi manji broj najvécih ili najmanjih vlastitih vrijednosti i pripadnih vektora). U praksi
se naǰcěsće pojavljuju simetrǐcne matrice, pácemo mi opisati jednu “staru”, ali vrlo pou-
zdanu metodu za računanje svih vlastitih vrijednosti i vektora simetrične matrice. Za pozi-
tivno definitne matrice mǒze se pokazati da ta metoda na računalima rǎcuna vlastite parove sa
visokom relativnom tǒcnosti.

Jǒs 1846. Jacobi je predložio metodu za dijagonalizaciju simetrične matrice pomócu niza
rotacijskih transformacija sličnosti. Kako je metoda bila računski zahtjevna bila je zabora-
vljena sve do pojave modernih računala. Godine 1949. metodu su ponovo otkrili Goldstine,
Murray i von Neumann. Kasnije, tijekom pedestih išezdesetih godina metoda se počela sus-
tavno proǔcavati. Prvi znǎcajniji radovi su od Forsythea i Henricia (globalna konvergencija),
Scḧonhagea i Wilkinsona (kvadratična konvergencija u slučaju jednostrukih vlastitih vrijed-
nosti) i Rutishousera (sofisticirani numerički algoritam). Nakon 1970. metoda je pala u sjenu
QR metode koja je nekoliko puta brža. Iza 1980., s razvojem paralelnih računala metoda se
ponovo koristi za rǎcunanje vlastitih vrijednosti i vektora. U posljednje vrijeme je otkriveno
da je metoda tǒcnija od QR i ostalih metoda pa se koristi kad je točnost izrǎcunatih vlastitih
vrijednosti vektora vǎzna. Takoder, ako je polazna matrica pozitivno definitna, korištenjem
faktorizacije Choleskog, metoda se može tako modificirati da se rotacije primjenjuju samo s
jedne strane na Choleskyjev faktor. Tada postaje još tǒcnija i čak břza od QR metode.

Postoje generalizacije i modifikacije Jacobijeve metode zarazličite tipove matrica kao i za
rješavanje nekih drugih matričnih problema.

Jacobijeva metoda za simetričnu matricuA je iterativni proces oblika
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A(k+1) = RT
kA

(k)Rk, k ≥ 1; A(1) = A, (13.4)

pri čemu suRk ravninske rotacije. Ravninska rotacijaR

R(p, q, φ) =











































1
. . .

1
cosφ − sinφ

1
.. .

1
sinφ cosφ

1
. ..

1











































u (p, q) ravnini je matrica koja se od jedinične matriceIn razlikuje tek učetiri elementa na
pozicijama(p, p), (p, q), (q, p) i (q, q). Ti su elementi redomcosφ,− sinφ, sinφ, cosφ. Takvu
ćemo matricu jǒs oznǎcavati sR(p, q;φ).

TransformacijuA(k) 7→ A(k+1) zovemok-ti korak metode. Svrhak-tog koraka je nǎciniti
matricuA(k+1) više dijagonalnom negǒsto jeA(k). Da bi odstupanje od dijagonalne forme
mogli mjeriti definiramo mjeru

S(A) = ‖Ω(A)‖F =

√

√

√

√

√

n
∑

i=1

n
∑

j=1

j 6=i

| aij |2,

pri čemu saΩ(A) oznǎcavamo izvandijagonalni dio matriceΩ(A) = A− diag(A), a‖ · ‖F je
Frobeniusova norma (korijen iz sume kvadrata svih elemenata).

13.1.1 Dijagonalizacija simetrǐcne matrice reda 2

Neka jen = 2. Tada se Jacobijeva metoda sastoji od jednog koraka koji možemo zapisati kao

[

a′11 a′12
a′12 a′22

]

=

[

cosφ sinφ
− sinφ cosφ

] [

a11 a12
a12 a22

] [

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

]

. (13.5)
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Očito, maksimalna redukcija mjereS(A) će se dogoditi ako izborom kutaφ uspijemo ponǐstiti
elementa′12. Izrazimo elementa′12 pomócu elemenata matriceA i trigonometrijskih funkcija
kutaφ. Korištenjem jedinǐcnih vektorae1 i e2 (stupaca jedinǐcne matriceI2), dobivamo

a′12 = eT1R
TARe2 = [cosφ , sinφ]

[

a11 a12
a12 a22

] [

− sinφ
cosφ

]

= [a11 cosφ+ a12 sinφ , a12 cosφ+ a22 sinφ]

[

− sinφ
cosφ

]

= a12(cos
2 φ− sin2 φ)− (a11 − a22) cosφ sinφ

= a12 cos 2φ−
1

2
(a11 − a22) sin 2φ.

Uvjet a′12 = 0 povlǎci

tan 2φ =
2a12

a11 − a22
(13.6)

Kao interval za2φ obično se uzima[−π
2
, π

2
] pa se kutφ bira u intervalu[−π

4
, π

4
]. Jer je

elementa′12 ponǐsten,A′ je dijagonalna, pa vrijedi

S2(A′) = S2(A)− 2a212. (13.7)

Sada se postavlja problem kako na jednostavan i numerički točan nǎcin odrediti elemente
matriceR, tj. cosφ i sinφ. Pǐsemo li

t = tanφ, λ = 2a12 · sign(a11 − a22), µ =| a11 − a22 |,

i iskoristimo li formulu za tangens dvostrukog kuta,

tan 2φ =
2t

1− t2

dobivamo

2t

1− t2
=

λ

µ
,

dakle kvadratnu jednadžbu ut,
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λ t2 + 2µ t− λ = 0.

Rjěsenja su dana formulom, koja nakon kraćenja sa dva ima oblik

t1,2 =
−µ±

√

µ2 + λ2

λ
.

Jerφ leži u intervalu[−π
4
, π

4
], t i tan 2φ imaju isti predznak. Kako jeµ nenegativan,tan 2φ

ima isti predznak kao iλ. Dakle, polazéci od zahtjeva dat i λ imaju isti predznak dolazimo
do formule

t =
−µ+

√

µ2 + λ2

λ
.

Ova formula je za male kvocijenteλ/µ, pri korištenju konǎcne aritmetike (npr. na kalkulatoru
ili računalu) nestabilna, jer vodi na oduzimanje gotovo jednakihbrojeva u brojniku. Stoga
dolazi do krácenja vodécih znamenaka, pa netočnost u brojevima−µ i

√

µ2 + λ2, koja dolazi
od zaokrǔzivanja medurezultata, dolazi bliže decimalnoj (u rǎcunalu binarnoj) tǒcki. To znǎci
da brojnik mǒze biti netǒcno izrǎcunat. Da bismo to izbjegli “racionalizirajmo” brojnik, tj.
pomnǒzimo razlomak s(

√

µ2 + λ2 + µ)/(
√

µ2 + λ2 + µ). Dobijemo algoritamski stabilnu
formulu

t =
λ

µ+
√

µ2 + λ2
,

Iz tangensa se lako izračunaju cosinus i sinus

cosφ =
1√

1 + t2
, sinφ =

t√
1 + t2

= t ∗ cosφ.

Koristéci formulu (13.6) mogu se dobiti jednostavne formule za dijagonalne elementea′11 i
a′22. Ako je a12 = 0, kut φ = 0 pa jeR = I2, a to znǎci A′ = A. Ako je a12 6= 0, zaa′11
imamo
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a′11 = eT1R
TARe1 = [cosφ , sinφ]

[

a11 a12
a12 a22

] [

cosφ
sinφ

]

= [a11 cosφ+ a12 sinφ , a12 cosφ+ a22 sinφ]

[

cosφ
sinφ

]

= a11 cos
2 φ+ a22 sin

2 φ+ 2a12 cosφ sinφ

= a11 + (a22 − a11) sin
2 φ+ 2a12 cosφ sinφ

= a11 + a12 tanφ(
a22 − a11

a12
sinφ cosφ+ 2 cos2 φ)

= a11 + a12 tanφ(−2cotan2φ · 1
2
sin 2φ+ 2 cos2 φ)

= a11 + a12 tanφ(− cos 2φ+ 2 cos2 φ)

= a11 + a12 tanφ(sin
2 φ+ cos2 φ) = a11 + a12 tanφ.

Na slǐcni nǎcin (ili kori štenjemčinjenice da je trag(A′) =tragA), lako se dobije

a′22 = a22 − a12 tanφ .

Drugi, jednostavniji nǎcin da bi dokazali te formule, polazi od relacije (13.5) kojuzapǐsemo
(nakon mnǒzenja s desna sa inverzom matrice rotacije i korištenjemčinjenice da jea′12 = 0) u
obliku

[

a′11 0
0 a′22

] [

cosφ sinφ
− sinφ cosφ

]

=

[

cosφ sinφ
− sinφ cosφ

] [

a11 a12
a12 a22

]

. (13.8)

Izjednǎcujući elemente na pozicijama(1, 1) i (2, 2), dobijemo

a′11 cosφ = a11 cosφ+ a12 sinφ i a′22 cosφ = a22 cosφ− a12 sinφ .

Dijeljenjem jednaďzbi sacosφ (koji je pozitivan,čak véci ili jednak od
√
2/2), dobijemo iste

formule zaa′11 i a′22.

Povězimo dobivene formule u algoritam
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Algoritam 13.4 Dana je simetrǐcna matricaA reda dva. Sljedéci algoritam rǎcuna ele-
mente rotacijeR i matriceA′ = RTAR nakon jednog Jacobijevog koraka.

Ako jea12 = 0 stavi seR = I2, A
′ = A

Ako jea12 6= 0 računa se

λ = 2a12 · sign(a11 − a22)

µ = | a11 − a22 |
ν =

√

λ2 + µ2

t =
λ

µ+ ν

c =
1√

1 + t2

s = t ∗ c
a′11 = a11 + t · a12
a′22 = a22 − t · a12
a′12 = 0

Vlastitoj vrijednosti a′11 pripada vlastiti vektor

[

c
s

]

Vlastitoj vrijednosti a′22 pripada vlastiti vektor

[

−s
c

]

Primjer 13.5 Neka je

A =

[

1 1
1 1

]

.

Algoritam 13.4 dajeλ = 2, µ = 0, ν = 2, t = 1, c = s =
√
2/2, a′11 = 1 + 1 · 1 = 2,

a′22 = 1− 1 · 1 = 0 i vlastitoj vrijednosti2 odgovara vlastiti vektorc · [1, 1]T dok vlastitoj
vrijednosti0 odgovara vlastiti vektorc · [−1, 1]T .

13.1.2 Jedan korak Jacobijeve metode na matrici redan

Neka jeA simetrǐcna matrica redan i neka je(p, q) par indeksa, takav da je1 ≤ p < q ≤ n.
Neka jeA′ = RTAR gdje jeR = R(p, q;φ). Prikǎzimo matricuA kao zbroj matrica

A = A1 + A2, A1 = diag(A) + apqepe
T
q + aqpeqe

T
p ,

gdje suej, 1 ≤ j ≤ n stupci jedinǐcne matriceIn. Dakle,
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A =



























a11
. . .

app apq
. ..

aqp aqq
. . .

ann



























+



























0
. ..

0 0
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0 0
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0



























U matriciA1 su svi izvandijagonalni elementi nula, osim elemenataapq i aqp (= apq) koji su
na pozicijama(p, q) i (q, p), dok su uA2 svi dijagonalni elementi nula, a takoder i elementi na
pozicijama(p, q) i (q, p) su nula. Jer je

A′ = RTAR = RTA1R +RTA2R,

oduzimanjem dijagonalnog dijela matrice, dobivamo

A′ − diag(A′) = RTA1R− diag(RTA1R) +RTA2R

Izraz na desnoj strani vrijedi jer matricaRTA2R ima sve dijagonalne elemente nula. Uočimo
još da su svi elementi matriceRTA1R − diag(RTA1R) nula, osim elemenata na pozicijama
(p, q) i (q, p) gdje se nalazia′pq.

Uzimanjem Frobeniusove norme matrice na lijevoj i desnoj strani, kvadriranjem tih normi,
zaključujemo

‖A′ − diag(A′)‖2F = ‖RTA1R− diag(RTA1R)‖2F + ‖RTA2R‖2F
= | a′pq |2 + | a′qp |2 +‖RTA2R‖2F
= 2 | a′pq |2 +‖RTA2R‖2F .

Prva jednakost vrijedi jer je općenito‖B‖2F suma kvadrata (modula) svih elemenata matrice
B. No,RTA1R−diag(RTA1R) ima nule svugdje osim na(p, q) i (q, p) pozicijama, a matrica
RTA2R bǎs na tim pozicijama ima nule.

Poznato je da je Frobeniusova norma invarijantna u odnosu naortogonalne transformacije.
To znǎci ‖Q1BQ2‖F = ‖B‖F za bilo koje ortogonalne matriceQ1 i Q2. Da bi to pokazali po-
lazimo od definicije norme,‖B‖2F = trag(B∗B). Kako za trag vrijedi trag(AB) = trag(BA),
imamo
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‖Q1BQ2‖2F = trag(Q∗2B
∗Q∗1Q1BQ2) = trag(Q∗2B

∗BQ2)

= trag(Q2Q
∗
2B
∗B) = trag(B∗B) = ‖B‖2F .

Primjenom te invarijantnosti na matricuRTA2R, imamo

‖RTA2R‖2F = ‖A2‖2F = ‖A− diag(A)‖2F − (| apq |2 + | aqp |2)
= S2(A)− 2 | apq |2 .

ZbogS2(A′) = ‖A′ − diag(A′)‖2F , dobili smo

S2(A′) = S2(A) + 2(| a′pq |2 − | apq |2). (13.9)

Vidimo daće seS(A) maksimalno reducirati ako odaberemo kutφ tako da bude

a′pq = 0. (13.10)

Lako je vidjeti da i sada vrijedi relacija (13.5) uz uvjet da se indeksi1 i 2 zamijene sp i q,
respektivno. Odatle zaključujemo da vrijedi

a′pq = apq cos 2φ−
1

2
(app − aqq) sin 2φ,

pa je kutφ odreden formulom

tan 2φ =
2apq

app − aqq
, (13.11)

a redukcija odstupanja od dijagonalne forme s

S2(A′) = S2(A)− 2 | apq |2 . (13.12)

Za rǎcunanjecosφ i sinφ koristi se isti algoritam kao i u slǔcaju matrice reda dva, uz očitu
zamjenu indeksa.

Promotrimo sada kako se vrše mnǒzenja sRT slijeva odnosno sR zdesna. Za mnǒzenje s
lijeva koristi se relacija
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[

bTp
bTq

]

=

[

cosφ sinφ
− sinφ cosφ

] [

aTp
aTq

]

,

gdje smo sB oznǎcili matricuRTA, a saaTi , bTi retke matricaA i B.
Pogledajmo sada množenje s desna. Ako pišemoA′ = BR, p ti i q ti stupac matricaA′ i

B zadovoljavat́ce relaciju

[

a′p a′q
]

=
[

bp bq
]

[

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

]

.

U algoritamskom opisu ove relacije se prevode u sljedeće naredbe

Za i = 1, . . . , n računaj

bpi = api cosφ+ aqi sinφ

bqi = −api sinφ+ aqi cosφ

Za i = 1, . . . , n računaj

a′ip = bip cosφ+ biq sinφ

a′iq = −bip sinφ+ biq cosφ

Da bi se ǔstedjelo na memorijskom prostoru, cijeli postupak se provodi na gornjem trokutu
matrice, ukljǔcujući dijagonalu. To je mogúce jer su obje matriceA i A′ simetrǐcne. Uz to,
zbog rǎcunski vrlo pogodnih formula za dijagonalne elemente, poželjno je iskoristiti ih. Pro-
matrajúci samo gornji trokut matrica, vidimo da se od izvandijagonalnih elemenata samo onaj
na poziciji (p, q) dvaput mijenja. Kako on ionako postaje nula,što se numeričkog rǎcunanja
tiče, nema nikakva razloga za uvodenje pomócne matriceB. U slijedécem algoritmu bitno se
koristi svojstvo simetrǐcnosti matriceA′.

Algoritmom 13.6 (vidi dolje) rijěsili smo jedan korak Jacobijeve metode. Općenito, ako u
jednom koraku poništimo neki element, on se može véc u slijedécem koraku “pokvariti”. To
ukazuje da nije svrha jednog koraka poništavanje pivotnog elementa, već smanjivanje odstu-
panja od dijagonalne forme.

Da bismo dijagonalizirali simetričnu matricu radan trebamo u nǎcelu beskonǎcno koraka.
Na srécu, niz dobivenih matrica konvergira prema dijagonalnoj matrici, pa se nakon, obično
3n2 do 5n2 koraka, stigne do matrice koja je toliko dijagonalna da ju računalo tretira kao
dijagonalnu. To obǐcno znǎci da smo vlastite vrijednosti (o vektorimaćemo govoriti kasnije)
izračunali na 7 (u tzv. jednostrukoj točnosti rǎcunanja) ili 15 (u dvostrukoj tǒcnosti rǎcunanja)
znamenaka.

Stoga se postavlja pitanje kako izabirati pivotne elemente, dakle redoslijed poništavanja
elemenata, pa da dijagonalizacija budešto břza. To nije jednostavni problem jerčesto břza
konvergencija niza dobivenih matrica prema dijagonalnoj matrici zahtijeva vǐse pretrǎzivanja
veličine elemenata pri izboru pivotnog elementa, pa mjereći brojem rǎcunskih i logǐckih ope-
racija u rǎcunalu, trǎzi više vremena.
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Algoritam 13.6 Dana je simetrǐcna matricaA redan. Sljedéci algoritam rǎcuna ele-
mente rotacijeR i matriceA′ = RTAR nakon Jacobijevog koraka koji poništava element
apq. MatriceA i A′ koriste isto dvodimenzionalno polje koje poistovjećujemo s matricom
A. Algoritam koristi samo gornji trokut i dijagonalu odA.

Ako je apq = 0 postupak je gotov.

Ako je apq 6= 0 računa se

λ = 2apq · sign(app − aqq)

µ = | app − aqq |
ν =

√

λ2 + µ2

t =
λ

µ+ ν

c =
1√

1 + t2

s = t ∗ c
app = app + t · apq
aqq = aqq − t · apq
apq = 0

Za i = 1, . . . , p− 1

x = c ∗ aip + s ∗ aiq
aiq = −s ∗ aip + c ∗ aiq
aip = x

Za i = p+ 1, . . . , q − 1

x = c ∗ api + s ∗ aiq
aiq = −s ∗ api + c ∗ aiq
api = x

Za i = q + 1, . . . , n

x = c ∗ api + s ∗ aqi
aqi = −s ∗ api + c ∗ aqi
api = x
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13.1.3 Pivotna strategija

Način ili pravilo izbora pivotnih parova(p, q) = (p(k), q(k)) u ovisnosti ok naziva se pivotna
strategija. Pivotna strategija se može poistovjetiti s funkcijomI : N → Pn, gdje jeN skup
prirodnih brojeva (kojimak prolazi), aPn = {(i, j); 1 ≤ i < j ≤ n}.

Povijesno je najvǎznija ona koju je i sam Jacobi koristio, a poznata je pod nazivomklasǐcna
pivotna strategija. Ona odabire najvéceg po modulu izvandijagonalnog elementa kao pivot-
nog. Dakle, par(p, q) se uk tom koraku bira tako da zadovoljava

| a(k)pq |= max
i<j
| a(k)ij |, k ≥ 1.

Ova strategija daje možda najbřzu konvergenciju nizaS(A(k)), k ≥ 1 (u svakom koraku
S(A(k)) se maksimalno reducira), ali u svakom koraku mora pretražiti N = n(n − 1)/2
izvandijagonalnih elemenata. Kako to pretraživanje pretstavlja prilǐcan napor za rǎcunalo,
klasǐcna strategija se uglavnom ne koristi u praksi.

Posebno su vǎzne periodǐcke (pivotne) strategije za koje jeI periodǐcka funkcija. To znǎci
I(k + M) = I(k) za neki periodM . Ovdje jeM neki cijeli pozitivni broj. Izmedu raznih
periodǐckih strategija najvǎznije su ciklǐcke strategije za koje jeM = N i {I(k); 1 ≤ k ≤
N} = Pn. Dakle, unutar svakihN koraka ponǐste se svi izvandijagonalni elementi, svaki u
svoje vrijeme i samo jedanput. Niz od prvihN koraka1, . . . , N obično se zove ciklus. Nakon
N -tog koraka cijeli ciklus se ponavlja i kad završi opet se ponavlja i tako dalje. Izmedu
cikli čkih strategija naǰcěsće korǐstene su tzv. serijalne: retčana i stup̌cana strategija. Kod
reťcane strategije pivotni par na ciklički nǎcin prolazi nizom parova,

(1, 2), (1, 3), . . . , (1, n), (2, 3), . . . , (2, n), . . . , (n− 1, n)

dok kod stup̌cane, prolazi nizom

(1, 2), (1, 3), (2, 3), (1, 4), (2, 4), (3, 4) . . . , (1, n), (2, n), . . . , (n− 1, n).

Može se pokazati da polazeći od iste simetrǐcne matriceA, korištenjem reťcane i stup̌cane
trategije, nakon svakog ciklusa dolazimo do jednakih matrica. Zato se te dvije strategije zovu
ekvivalentnim strategijama.

13.1.4 Kriteriji zaustavljanja

U praksi svaki iterativni proces se nakon nekog koraka zaustavi. Kod Jacobijeve metode pro-
ces se zaustavlja kad je iterirana matrica dovoljno dijagonalna tako da su dijagonalni elementi
dovoljno dobre aproksimacije vlastitih vrijednosti matrice, a stupci produkta rotacija dovoljno
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dobre aproksimacije vlastitih vektora. Pretpostavimo da smo zaustavili proces nakonK ko-
raka. Tada smo dobili matricuA(K+1) za koju vrijedi

A(K+1) = RT
K · · ·RT

2R
T
1 AR1R2 · · ·RK = U (K)TAU (K)

pri čemu jeU (K) = R1R2 · · ·RK . Jasno, ako jeA(K+1) blizu dijagonalne matriceΛ, onda
možemo pisati

U (K)TAU (K) ≈ Λ, ili AU (K) ≈ U (K)Λ,

pa su dijagonalni elementi odA(K+1) aproksimacije vlastitih vrijednosti, a stupci odU (K)

aproksimacije vlastitih vektora matriceA.
Dakle, za pravilno odredivanje kriterija zaustavljanja potrebni su teoretski rezultati koji za

skoro dijagonalne matrice mjere udaljenost izmedu dijagonalnih elemenata i vlastitih vrijed-
nosti matrice. Kako se ti teoretski rezultati poboljšavaju, tako se mijenjaju i kriteriji zaustav-
ljanja. Danas se za nesingularne simetrične matrice najčěsće koristi uvjet

max
1≤i<j≤n

| a(k)ij |
√

| a(k)ii a
(k)
jj |
≤ ε, (13.13)

gdje jeε točnost rǎcunanja odnosno točnost aritmetike koja se koristi u računalu. Kod ciklǐckih
metoda taj uvjet se obično provjerava na kraju svakog ciklusa. Za te strategije obično je po-
trebno 6 do 10 ciklusa prije nego bude ispunjen. Pokazuje se da je spomenuti kriterij za-
ustavljanja primjeran za pozitivno definitne matrice, jer osigurava visoku relativnu tǒcnost
izračunatih vlastitih vrijednosti i vektora.

Postoji i Rutishouserov kriterij zaustavljanja koji je modifikacija spomenutog, nešto je
strǒzi od spomenutog, dobro funkcionira i na singularnim matricama i koristi tehniku poništavanja
pivotnih elemenata bez transformacija na matrici, kad je tomogúce.

13.1.5 Jacobijev algoritam

U ovoj zavřsnoj tǒcki ćemo ukratko izlǒziti retčani Jacobijev algoritam za simetrične matrice.
Uočimo da se uk tom koraku metode vlastiti vektori ažuriraju po formuliU (k+1) = U (k)Rk,
pri čemu jeU (1) = In.

Algoritam 13.7 Dana je simetrǐcna matricaA redan. Sljedéci algoritam dijagonalizira
A pomócu reťcane ciklǐcke Jacobijeve metode. Algoritam koristi samo gornji trokut i
dijagonalu matriceA. Ako je potrebno algoritam rǎcuna i vlastite vektore.
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1. Stavik = 1. Ako se rǎcunaju i vlastiti vektori staviU = In

2. Zak odaberi pivotni par sukladno pivotnoj strategiji i primijeni transformaciju na
A prema Algoritmu 13.6

3. Ako sežele i vlastiti vektori, rǎcunaj
Za i = 1, . . . , n
x = c · uip + s · uiq

uiq = −s · uip + c · uiq

uip = x

4. Ako jek dijeljiv s N provjeri uvjet (13.13). Ako je ispunjen zaustavi proces i prijedi
na 5. U protivnom, stavik = k + 1 i prijedi na 2. Akok nije dijeljiv s N , stavi
k = k + 1 i prijedi na 2.

5. Dijagonalni elementaii je vlastita vrijednost odA. Pripadni vlastiti vektor je
[u1i, u2i, . . . , uni]

T (ako se matricaU iterirala). To vrijedi za svakoi, 1 ≤ i ≤ n.


