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Poglavlje 1

Uvod

1.1 Diofant iz Aleksandrije

Starogrcki matematicar Diofant iz Aleksandrije (III. st. prije Krista) prvi je
proucavao problem pronalazenja brojeva sa svojstvom da produkt svaka dva
medu njima uvecan za 1 daje potprun kvadrat. U Cetvrtom dijelu njegove
knjige Aritmetika, 20. zadatak glasi:

Nadi cetiri broja (kod Diofanta to je znacilo pozitivna racionalna
broja) sa svojstvom da produkt svaka dva medu njima uvecan za
1 daje kvadrat.

Diofant je rijeSio zadatak, tj. nasao Cetiri pozitivna racionalna broja s traze-

nim svojstvom:
{1 33 17 105}

16716° 4° 16
Zaista,

1 33 289 172 1 17 81 9\2
- . + 1 e < ) s _ . — + 1 = — = ( ) s
16 16 256 16 4 64

16 8
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16 16 256 \16/ 7 16 4 64 \8/7
33 105 3721 61\2 17 105 1849 43\ 2
e () 1w e (8
16 16 256 16 4 16 64 8

Prikazat ¢emo kako je Diofant dosao do rjesenja (koriste¢i danasnju ma-
tematiCku notaciju). Dva broja s trazenim svojstvom mozemo lako dobiti
tako da uzmemo a = v ib = x + 2, paje ab+ 1 = (z + 1)2. Svaki par
{a,b} takav da je ab + 1 = 72, moZe se prosiriti do trojke tako da se uzme
c = a+ b+ 2r. Zaista, imamo: ac + 1 = a? + 2ar +ab+ 1 = (a + 7)?
ibc+1= (b+r)? Zaa=axib=x+2, dobivamo ¢ = 4x + 4. Sada
primijenimo istu konstrukciju na par {a, ¢} i jednakost ac + 1 = (2z + 1)2.
Dobivamo d = z + (4o + 4) + 2(22 + 1) = 9z + 6. Dakle, dobili smo skup

3



Diofantove m-torke i elipticke krivulje 4

{a, b, c,d} koji zadovoljava pet od Sest svojstava iz definicije Diofantove Ce-
tvorke. Jedini uvjet koji nedostaje je da bd + 1 bude kvadrat. Stoga trebamo
nacdi racionalno rjeSenje jednadzbe

922 + 242 + 13 = 32 (1.1)

Diofant je poznavao metodu za rjeSavanje jednadzbi ovog tipa. Trazio je
rjeSenja u obliku y = 3x + ¢, te nakon uvrsStavanja u jednadzbu, dobio je
linearnu jednadzbu u z. On nije trazio opce rjeSenje (vjerojatno i zbog pro-
blema s notacijom), ve¢ bi uvrstio neku konkretnu vrijednost za parametar
t i tako dobio jedno rjeSenje problema. U ovom slucaju, stavio je y = 3x — 4
te dobio linearnu jednadzbu 48z = 3 Cije je rjeSenje x = 1/16. Na taj je
nacin nasao prvi primjer skupa koji danas nazivamo racionalna Diofantova
cetvorka.

Opcenitije, uvrStavanjem y = 3z + t, dobivamo = =
familiju racionalnih Diofantovih Cetvorki

t2-13 %
o) | beskonacnu

2 —13 (t—=5)(t—17) 2(t> —6t +11) 3(t—1)(t —3)
{6(4—1‘,)’ 6(4—¢t) ~  34-t) T 24-1) }

Jednadzba (1.1) je specijalni slucaj jednadzbe oblika
o’z® + Bz + v =y”. (1.2)

Diofant je poznavao metodu za rjeSavanje ovakvih jednadzbi tako da se
rjeSenje trazi u obliku y = ax + t. Jednadzba (1.2) se moze shvatiti kao
jednadzba krivulje genusa 0 s racionalnom tockom u beskonacnosti. Uvo-
denjem projektivnih koordinata = = X/Z, y = Y/Z, dobivamo projektivnhu
jednadzbu krivulje

?X? + BXZ +~4Z% =Y?

koja ima racionalnu toc¢ku s koordinatama (X,Y, Z) = (1, «,0). Jednadzba
pravca kroz tu to¢ku ima oblik a X —Y +tZ = 0, $to u afinim koordinatama
daje upravo y = ax + t.

Trojke oblika {a,b,a + b + 2r}, gdje je ab + 1 = r?, se nazivaju regu-
larne Diofantove trojke. Sasvim analogna konstrukcija trojki je moguca i za
problem u kojem se umjesto produkata uvecanih za 1 promatraju produkti
uvecani za fiksirani proizvoljni racionalni broj ¢q. Naime, ako je ab + ¢ = r2,
ondajea(a+b+2r)+q=(a+r)2ibla+b+2r)+q=(b+r)? patrojka
{a,b,a+ b+ 2r} ima traZeno svojstvo i naziva se regularna D(q)-trojka. U 3.
i 4. zadatku iz petog dijela knjige Aritmetika, Diofant je promatrao skupove
od cCetiri racionalna broja sa svojstvom da je produkt svaka dva elementa
uvecan za g potpun kvadrat, tj. racionalne D(q)-Cetvorke. Nasao je jednu
racionalnu D(5)-Cetvorku

{ 2861 7645 5084}
" 6767 676 169 J’
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te jednu racionalnu D(—6)-Cetvorku

{ 4993 6729 5665}
17847 7847 196 J’

no njegova konstrukcija zapravo daje puno opceniji rezultat da za svaki ra-
cionalan broj ¢ postoji beskona¢no mnogo racionalnih D(q)-Cetvorki. Taj
rezultat se posebno zanimljiv u svjetlu cinjenice da do danas nije poznato
postoji li za svaki racionalan broj ¢ beskona¢no mnogo racionalnih D(q)-
petorki. Uzmimo kao Diofant da je a = 1. Tada bi mogli uzeti b = 2% — ¢,
¢ = (r+1)% —¢q, ali zbog nesto estetskijih formula uzet ¢emo (poopéujuéi Di-
ofantovizborzaq=5) b= (z+(¢+1)/2)* - ¢ c= (z+1+(¢+1)/2)® —q.
Tada je {a,b,c} regularna D(q)-trojka. Prosirimo sada par {b,c} do regu-
larne D(q)-trojke {b, ¢, d}. Dobivamo

d = 4z? + dxq + 8z + ¢* + 4.
Ostaje jos samo zadovoljiti uvjet da je ad + ¢ kvadrat, $to daje
422 + (8+49)z +*+q+4=(2x+q+2+1)?
(opet smo ovo ¢ + 2 uveli samo zbog estetskijih formula), te se dobije

3q+2qt 4t + 17
At ’

Uvrstavanjem se dobije beskonacna familija D(q)-Cetvorki

{1 9¢2 4 12qt — 10qt? + 4% + 4¢3 4 ¢4
’ 16t2 ’
9¢2 — 12qt — 10qt? + 42 — 483 +t* (=9q + t2)(—q + 1?)
16t2 ’ 4¢2 }
(Ovdje je t proizvoljan racionalan broj razli¢it od 0 koji zadovoljava uvjet da

su elementi dobivene cetvorke medusobno razliciti racionalni brojevi razli-
¢iti od 0.)

1.2 Pierre de Fermat

Prvi skup od cetiri prirodna broja s Diofantovim svojstvom, skup
{1,3,8,120},

nasao je Pierre de Fermat, francuski pravnik i matematicar (1601. - 1665.).
Zaista, vrijedi:

1-3+41=2% 1-120+1=11%,

1-84+1=23% 3-120+1=19?,

3-84+1=5% 8-120+1=31%
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U svojoj konstrukciji Fermat je krenuo od trojke {1, 3,8} i pokusao na¢i pri-
rodan broj d takavda sud+ 1, 3d + 1 i 8d + 1 potpuni kvadrati. Prvi uvjet je
zadovoljen za d = y? + 2y. Preostala dva uvjeta su sada

3y +2y) + 1=,
8(y* +2y) +1 =02

Oduzimanjem dobivamo
Sy(y +2) = (v+u)(v —u),

te trazimo rjeSenje koje zadovoljava 5y = v+u, y+2 =v—u, tj. v = 3y + 1,
u =2y — 1. Sada iz
8(y* +2y) +1=(3y + 1)

dobivamo y = 10, tj. d = 120 (drugo rjeSenje kvadratne jednadzbe, y = 0,
daje trivijalno prosirenje d = 0 koje ne zadovoljava uvjet iz definicije da je d
prirodan broj).

Fermat je ovu metodu primjenjivao i na druge probleme koji vode do
sustava jednadZbi oblika az + p® = y?, bx + ¢* = u?, cx +r? = v2. Primjerice,
ako krenemo od D(—1)-trojke {1,2,5} i pitamo se postoji li prirodan broj d
takav da sud + 1, 2d + 1 i 5d + 1 kvadrati (za takav skup se kaze da ima
svojstvo D(—1; 1)), supstitucijom d = y? + 2y, dobivamo sustav

2(y° +2y) + 1 =,
5(y* +2y) +1 =02

Oduzimanjem dobivamo
3y(y +2) = (v +u)(v —u),

te trazimo rjeSenje koje zadovoljava 3y = v+u, y+2=v—wu, tj. v = 2y +1,
u=y—1,paiz
20 +2y) + 1= (y — 1)°

dobivamo y = —61id = 24.

1.3 Leonhard Euler

Znameniti Svicarski matematicar Leonhard Euler (1707. — 1783.) dao je
brojne vazne doprinose proucavanju cjelobrojnih i racionalnih Diofantovih
m-torki te drugih skupova sa sli¢nim svojstvima. Spomenut ¢emo ovdje neke
od njegovih rezultata. Euler je poop¢io Fermatov primjer cjelobrojne Diofan-
tove Cetvorke te pokazao da takvih skupova ima beskona¢no mnogo. Preciz-
nije, pokazao je da ako su a i b prirodni brojevi takvi da je ab + 1 = 72, onda
je skup

{a,b,a +b+2r,4r(r +a)(r +b)} (1.3)
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Diofantova Cetvorka.

Kao $to smo veé vidjeli, prosiriti par {a, b} do (regularne) trojke {a,b,a+
b+ 2r}, znao je ve¢ i Diofant. Pokazimo kako je Euler pronasao proSirenje
ove trojke s ¢etvrtim (cjelobrojnim) elementom d. Zelimo da ad + 1, bd + 1 i
(a+b+ 2r)d + 1 budu kvadrati, pa onda i njihov produkt treba biti kvadrat.
MnozZe¢i ova tri uvjeta, dobivamo jednadzbu

(ad + 1)(bd + 1)((a + b+ 2r)d + 1) = 2. (1.9

(U modernoj terminologiji mogli bi re¢i da smo dobili jednadzbu elipticke
krivulje u varijablama d i y.) Ideja je potraziti rjeSenje jednadzbe (1.4) u
obliku y = u + vd + wd?, gdje se racionalni brojevi u,v,w izabiru tako
da se obje strane od (1.4) podudaraju u ¢lanovima malih stupnjeva, tj. u
slobodnom ¢lanu te ¢lanovima uz d i d?. Usporedivanjem dobivamo: u? = 1,
2uv = 2(a + b+ 7), 2wu + v? = a® + 2br + 2ar + 2ab + b* + r? — 1. Stoga
mozemo uzetiu = 1, v = a+ b+ r, w = —1/2. UvrStavajudi ovo u (1.4),
dobivamo

1
ab(a +b+2r) = —(a—i—b—i—r)—i—zd,
pa je
d=4(a+b+r)+4abla+ b+ 2r)
=4(ab+1)(a + b+ 1) + 4abr
= 4r%(a + b+ 1) + dabr
=4r(r +a)(r +b).
Sada se direktnim ra¢unom provjerida suad + 1, bd+ 1i(a+b+2r)d +1
kvadrati. Zaista,
ad + 1 =4dar(r +a)(r +b) + 1 = (2r® + 2ar — 1)?,
bd + 1 =4br(r+a)(r+b) +1 = (2r% +2br —1)%,
(a4+b+2r)d+1=4r(a+b+2r)(r+a)(r+b) +1=(4r®+ 2ar + 2br — 1)°.
Zaa=11ib = 3, dobivamo a + b+ 2r = 8i4r(r + a)(r + b) = 120, tj.
Fermatovu ¢etvorku {1, 3, 8,120}.

Cetvorke oblika (1.3) su specijalni slu¢aj takozvanih regularnih Diofan-
tovih Cetvorki, sto su cetvorke koje zadovoljavaju jednakost

(a+b—c—d)?=4(ab+1)(cd +1). (1.5)

Zaista,zac=a+ b+ 2r,d = 4r(r + a)(r + b), imamo

(a4+b—c—d)?=2r(142(r+a)(r+0b))?

= 4r2(4r2 + 2ar + 2br — 1)2 = 4(ab + 1)(cd +1).



Diofantove m-torke i elipticke krivulje 8

Euler je uspio naci peti racionalan broj koji prosiruje ¢etvorku (1.3) do
racionalne Diofantove petorke. Posebno je Fermatovu ¢etvorku {1, 3,8, 120}
prosirio do petorke s racionalnim brojem

777480/8288641.

Pitanje je li ovo prosirenje jedinstveno ostalo je otvoreno sve dok jedins-
tvenost prosirenja nije dokazao Stoll 2019. godine. S druge strane, pitanje
postojanja racionalnih Diofantovih Sestorki je bilo otvoreno do 1999. godine
kada je prvu takvu Sestorku pronasao Gibbs. Bila je to Sestorka

19271927 277 277 48 7 16

{11 35 155 512 1235 180873}

Prikazimo sada Eulerovu konstrukciju racionalnih Diofantovih petorki. Neka
jec=a+b+2r,d=4r(r+a)(r + b). Zelimo naéi racionalan broj e takav
dasuae+1, be+1, ce+11ide—+ 1 kvadrati racionalnih brojeva. Pomnozimo
li ova Cetiri izraza, dobivamo

Ple)=1+o01e+ o96% + a5¢3 + oqe?,

gdje su o; elementarni simetricni polinomi u varijablama a,b, ¢, d, tj. o1 =
a+b+c+d, o0 =ab+ ac+ ad+ bec+ bd + cd, 03 = abc + abd + acd + bed,
o4 = abed. Neka je P(e) = (1 + 2o1e + pe®)?. Izjednatavanjem ¢lanova uz

¢2, dobivamo

1 1
p=502- ga%. (1.6)

Sada je 03 + 04e = o1p + p’e, pa dobivamo da je

03 —01p
=5 1.7
Y 04

Pokazimo da su o1, 09 i 04 povezani relacijom
4oy = 0% — 4oy — 4. (1.8)
Rac¢unamo:

0%—402—404—4
= (a4 b+ c+d)* —4(ab+ ac + ad + be + bd + cd) — 4abed — 4
=(a+b—c—d)?—4ab+1)(cd+1) =0,

zbog (1.5). Uvrstimo li (1.6) i (1.8) u (1.7), dobivamo

o 403 + 201(04 + 1)

1= 1)2 (1.9)
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Provjerimo da je ae + 1 kvadrat (ostala tri uvjeta se provjeravaju sasvim
analogno). Treba provjeriti da je 403a + 201 (04 + 1)a + (04 — 1)? kvadrat.
Iskoristimo sada da je P(—1/a) =0, tj.

at — 01a3 + 02a2 —o3a+ o4 =0,

odakle je 403a = 4a* — 401a> + 4090 + 404, pa je

4os3a + 201 (04 + 1)a + (o4 — 1)?

= 4a* — do1a® + 409a® + 4oy + 201(04 4+ 1)a + (04 — 1)2
= 4a* — 401> + 4090 + 201(04 + 1)a+ (o4 + 1)2

= (2a% — 010 — (04 +1))?,

gdje smo iskoristili i relaciju (1.8).
Euler je proucavao i skupove sa svojstvom da produkt svaka dva njihova
element uvecan za sumu ta dva elementa daje potpun kvadrat. Bududi da je

ry+r+y=(+1)(y+1) -1,

vidimo da su takvi skupovi usko povezani s D(—1)-m-torkama. I ovdje je
motivacija dosla od Diofanta, koji je u 15. zadatku treceg dijela Aritmetike
naao dva tro¢lana skupa sa zadanim svojstvom: {4,9,28} i {-3, 2, £}. Na-
dalje, Diofant je u 5. zadatku petog dijela Aritmetike nasao troclani skup s
istim svojstvom kojem su dodatno svi elementi kvadrati: {2, &, 136}, Ovu
trojku se moze nadopuniti do cetvorke prije spomenutom Fermatovom me-
todom, ali Fermat nije eksplicitno proveo svoju metodu u ovom slucaju. Prvi

eksplicitni primjer racionalne cetvorke s ovim svojstvom dao je Euler. Bio je

to skup
{ 65 9 9 5}
22472245672
Euler koristi prije spomenutu vezu s D(—1)-Cetvorkama. Neka je ab — 1 =

r2. Tada ¢e skup {a,b,a + b + 2r,a + b — 2r} biti D(—1)-¢etvorka ako je
(a4+b+2r)(a+b—2r)— 1 potpun kvadrat. Dakle, imamo

(a+b)? —4r? —1 =22

Odavde je
(a—b)? =22 +1+4r* —dab =2 — 3.

Iz 22 — 3 = (z —y)?, dobivamo z = %;’3 Nadalje, iz 42 + 1+ 2% = (2r+2)?,

. 2 _ 2 . . .
dobivamo r = £-H=2~_ Sada je Euler uzeo y = 2i 2z = , te dobio = = I,
131 . T _ 961 . _ 289 p 233 . _ 65 4 _ 1T
r=—45g,0—b=7,a+b= 13, a= 53, b= 53, c= 5, d = 5. Odavde se

umanjivanjem svakog elementa D(—1)-Cetvorke za 1 dobiva gore navedena
Eulerova cetvorka.
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Poznato je da ne postoji Eulerova cetvorka u prirodnim brojevima (Du-
jella i Fuchs su 2005. dokazali da svaka D(—1)-¢etvorka u prirodnim bro-
jevima mora sadrzavati broj 1), a takoder ni u cijelim brojevima (Bonci-
ocat, Cipu i Mignotte su nedavno dokazali da ne postoji cjelobrojna D(—1)-
cetvorka). S druge strane, poznato je da postoji beskona¢no mnogo racional-

: . : 17 27 27 493 . 29 71 79 1637 2911
nih Eulerovih petorki (npr. {9, 5, 15, — 15> 40+ (Dujella), {57, &5, 575 516+ 500
(Petricevic)).

1.4 Definicije, glavna pitanja i slutnje
Primjeri skupova koje smo do sada naveli motiviraju sljedece definicije.

Definicija 1.1. Skup od m prirodnih brojeva {a1,as,...,a,} naziva se Di-
ofantova m-torka ako je a; - aj + 1 potpun kvadrat za sve 1 <i < j < m.

Definicija 1.2. Skup od m racionalnih brojeva {a1,as,...,ay} ragli¢itih od
nule naziva se racionalna Diofantova m-torka ako je a; - a; + 1 kvadrat raci-
onalnog broja za sve 1 <i < j < m.

Prirodno se postavlja pitanje koliko veliki mogu biti ovi skupovi, u cjelo-
brojnom, odnosno u racionalnom slucaju. Ovo je pitanje nedavno u potpu-
nosti rijeSeno u cjelobrojnom slucaju. S druge strane, ¢ini se da u racional-
nom slucaju nemamo niti opc¢e prihvacenu slutnju sto bi trebao biti odgovor.
Posebice, nije poznata nikakva gornja ograda za veli¢inu racionalnih Diofan-
tovih m-torki.

U cjelobrojnom slucaju dugo vremena je bila otvorena slutnja da ne pos-
toji Diofantova petorka, tzv. “Diophantine quintuple conjecture”.

Prvi vazan rezultat vezan uz ovu slutnju dokazali su 1969. godine Baker
i Davenport. Koriste¢i Bakerovu teoriju linearnih formi u logaritmima al-
gebarskih brojeva te metodu redukcije zasnovanu na veriznim razlomcima,
dokazali su da ako je d prirodan broj takav da je {1, 3,8, d} Diofantova Ce-
tvorka, onda je nuzno d = 120. Ovaj rezultat povlaci da se Fermatov skup
{1,3,8,120} ne moze nadopuniti do Diofantove petorke. Isti rezultat su ne-
koliko godina kasnije, razli¢itim metodama, dokazali i Kanagasabapathy &
Ponnudurai, Sansone i Grinstead.

Obicno se u literaturi navodi da je ovaj problem prvi put postavljen 1967.
godine u Gardnerovoj kolumni u ¢asopisu Scientific American, dok je prve
netrivijalne rezultate u vezi ovog problema iznio 1968. van Lint na konfe-
renciji u Oberwolfachu. Ipak ¢ini se da se problem pojavio ve¢ 1957. godine
u casopisu The Sunday Times, u kolumni naslova A holiday brain teaser Ciji
je autor Denton. U kolumni su dani brojevi 1, 3,8, te je ponudena nagrada
od £5 za nalazenje Cetvrtog prirodnog broja koji s ova tri ¢ini Diofantovu
cetvorku i nagrada od £25 za nalazenje petog prirodnog broja koji s pret-
hodna cetiri ¢ini Diofantovu petorku. Prvi zadatak je naravno puno laksi i za
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njega je pristiglo 131 (uglavnom toc¢no) rjesenje, dok za drugi zadatak nije
pristiglo konkretno rjeSenje (danas znamo da rjeSenja nema) te se u dru-
gom nastavku kolumne navode razmisljanja rjeSavaca o tome je li moguce
rjeSenje jako veliko ili uopcée ne postoji.

U ve¢ spomenutoj kolumni u ¢asopisu Scientific American iz 1967. go-
dine, ¢uveni polularizator znanosti, a posebice matematike, Martin Gardner
navodi da brojevi 1,3, 8,120 imaju zanimljivo svojstvo da je produkt svaka
dva medu njima za 1 manji od potpunog kvadrata, te pita da se nade peti
broj koji se moze dodati ovim Cetirima brojevima tako da se ne narusi ovo
svojstvo. Isti zadatak je naveden i u njegovoj knjizi Mathematical Magic Show
iz 1977. godine. Kao odgovor je dan broj 0, ali uz komentar da je to naravno
trivijalno rjesenje koje je zamisljeno kao $ala, te da je vrlo tesko pitanje pos-
toji li prirodan broj s takvim svojstvom. U knjizi je navedena i daljnja krono-
logija koja je dovela do rjeSenja ovog problema. Jedan student Bouwkampa,
profesora iz Eindhovena, vidio je zadatak u Scientific Americanu i spomenuo
ga Bouwkampu, a ovaj ga je spomenuo svom kolegi van Lintu. Van Lint je
pokazao da ako 120 Zelimo zamijeniti s prirodnim brojem s istim svojstvom,
onda taj broj mora imati viSe od 1700000 znamenaka. Njegov dokaz ko-
ristio je svojstva pelovskih jednadzbi i veriznih razlomaka. Prikazao ga je
na konferenciji u Oberwolhachu u ozujku 1968. godine, te ga je objavio iste
godine u publikaciji u izdanju Technological University Eindhoven. To je mo-
tiviralo Alana Bakera i njegovog mentora Harolda Davenporta da pokusaju u
potpunosti rijesiti problem primjenom tada vrlo nove Bakerove metode po-
mocu koje se mogla za Siroku klasu diofantskih jednadzbi dobiti konkretna
(obicno vrlo velika) gornja ograda za cjelobrojna rjeSenja. Za tu metodu je
Baker nagraden Fieldsovom medaljom 1970. godine. Da bi smanyjili tu vrlo
veliku ogradu do granice za koju se moglo provjeriti da nema dodatnih rje-
Senja, uveli su metodu redukcije koja se danas naziva Baker-Davenportova
redukcija.

Glavne ideje koje su koristili Baker i Davenport u svom dokazu nepro-
Sirivosti Fermatove Cetvorke {1, 3,8, 120}, odnosno jedinstvenosti prosirenja
trojke {1,3,8} do Cetvorke, kasnije su drugi autori poop¢ili, te uveli neke
nove metode koje su bile nuzne kod promatranja proSirenja parametarskih
trojki i Cetvorki (primjerice metoda kongruencija i efektivne ocjene za simul-
tane racionalne aproksimacije kvadratnih iracionalnosti).

Konacno su He, Togbé i Ziegler 2019. dokazali da ne postoji Diofantova
petorka. Kasnije ¢emo reci nesto viSe o ovom rezultati i nekima koji su mu
prethodili.

Uocimo da Baker-Davenportov rezultat kaze i viSe od toga da se Ferma-
tova Cetvorka ne moze prosiriti do petorke. Naime, kaze da je jedino prosi-
renje trojke {1, 3,8} do Cetvorke s brojem 120; drugim rije¢ima da je jedina
cetvorka koja sadrzi trojku {1, 3,8} regularna ¢etvorka {1, 3,8,120}. Ovaj, a
i brojni analogni rezultati (primjerice za trojke oblika {k — 1,k + 1,4k} ili
{Fop, Fory2, For+4}), motivirali su sljedecu slutnju:



Diofantove m-torke i elipti¢ke krivulje 12

Slutnja 1.1. Sve Diofantove Cetvorke su regularne. Drugim rijeCima, ako je
{a,b, ¢, d} Diofantova Cetvorka, onda je d = d; ili d = d_, gdje je

dy =a+ b+ c+ 2abe + 2+/(ab+ 1)(ac + 1)(be + 1),
d_=a+b+ c+ 2abc — 2+/(ab+ 1)(ac+ 1)(bc + 1).

To da se svaka Diofantova trojka {a,b, ¢} moze nadopuniti do Cetvorke
s dy id_ (ako je d_ # 0), prvi su uocili Gibbs 1978. godine te Arkin, Hog-
gatt & Strauss 1979. godine, te tako poopcili Eulerovo prosirenje regularnih
trojki do cetvorki. Zaista, lako se vidi da je

ady + 1= (avbe + 1+ +/(ab+ 1)(ac + 1))?,
bdy +1 = (bWac+ 1+ +/(ab+1)(bc + 1)),
cdy +1 = (cvab+ 1+ +/(ac+ 1)(bc + 1)),

te da vrijede analogne jednakosti za d_.
Neka je a < b < c. OCito je da je d; > ¢, dok iz

dyd_ = (a4 b+ c+ 2abc)? — 4(ab + 1)(ac + 1)(be + 1)
=a®+b* + % —2ab — 2ac — 2bc — 4 = (¢ — a — b)* — 4(ab+ 1)
=(c—a—-b—=2r)(c—a—b+2r),

gdje je ab + 1 = 72, slijedi da je d_ < c te da je d_ = 0 ako i samo ako
je ¢ = a+ b=+ 2r, tj. ako i samo ako je trojka {a,b, c} regularna (to obas-
njava zasto smo kod trojke {1, 3, 8} imali samo jedno proSirenje do cetvorke
sa 120, dok primjerice kod trojke {1,3,120} imamo (barem) dva proSire-
nja: 8 i 1680). Stoga Slutnju 1.1 mozemo izreci i tako da kazemo da je za
svaku trojku {a, b, c}, jedino prosirenje do Cetvorke {a,b,c,d} takvo da je
d > max(a,b,c) dano s d = d,. Ova slutnja je i dalje otvorena. I nekom
smislu najbolji poznati rezultat je onaj koji su dokazali Cipu, Fujita & Miya-
zaki 2018., a to je da se proizvoljna trojka moze nadopuniti do Cetvorke
s najve¢im elementom na najviSe osam razli¢itih nacina. Spomenimo i ne-
davni rezultat koji su dobili Cipu, Dujella i Fujita da za proizvoljnu trojku
{b,c,d} postoje najvise dva prosirenja do cetvorke {a,b,c,d} takva da je
a < min(b, ¢, d).
Neka je {a, b, ¢} Diofantova trojka koju Zelimo prosiriti do ¢etvorke {a, b, ¢, z},

onda treba vrijediti da su ax + 1, bx + 1, cx + 1 potpuni kvadrati. Mnozec¢i
ova tri uvjeta, dobivamo jednadzbu elipticke krivulje

y? = (ax 4 1)(bz + 1)(cz + 1). (1.10)
Za ovu elipticku krivulju kazemo da je inducirana s trojkom {a, b, c}. O ovak-
vim eliptickim krivuljama ¢e biti puno rijec¢i u nastavku. Za sada navedimo
samo sljedecu slutnju koja je jaca od Slutnje 1.1.
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Slutnja 1.2. Neka je {a,b,c} Diofantova trojka. Tada sva cjelobrojna rjesenja
jednadzbe (1.10) zadovoljavaju x = 0 ili * = d4 ili x = d_, te dodatno
x = —1akojel € {a,b,c}.

Recimo sada nesto o racionalnom slucaju. Ve¢ je receno da je Euler po-
kazao da postoji beskonatno mnogo racionalnih Diofantovih petorki. Prve
primjere racionalnih Diofantovih Sestorki pronasao je Gibbs 1999. godine.
Dujella, Kazalicki, Miki¢ i Szikszai su 2017. godine dokazali da racionalnih
Diofantovih $estorki ima beskona¢no mnogo. Stovise, dokazali su da pos-
toji beskona¢no mnogo trojki (primjerice {12, —3%, Z}) koje se svaka mogu
nadopuniti od Sestorke na beskona¢no mnogo razli¢itih nacina (primjerice
prethodna trojka se moZe nadopuniti do $estorke {12, —16 % 1080 " 910 ‘6243
Nadalje, postoji beskona¢cno mnogo racionalnih Sestorki s pozitivnim ele-
mentima, a isto vrijedi i za bilo koji drugi izbor predznaka. Ova konstrukcija
bitno koristi svojstva eliptickih krivulja induciranih racionalnim Diofantovim
trojkama, te Ce biti detaljno opisana kasnije.

Dujella i Kazalicki su 2017., koriste¢i ideju T. Piezasa, opisali alterna-
tivnu konstrukciju parametarske familije racionalnih Diofantovih Sestorki. I
ta konstrukcija koristi elipticke krivulje, ali ovdje u tzv. Edwardsovom obliku.
Ovdje konstrucija ne krece od trojke, nego od cetvorke {a, b, ¢, d}. 1z uvjeta
ab+1= t%Q, ac+1= tfg, ad+1= t%4, be+1 = 1‘%3, bd+1 = t§4, cd+1= t§4,
dobivaju se racionalne to¢ke na krivulji (22 — 1)(y? — 1) = abcd, Eija se svoj-
stva dalje koriste u konstrukciji familija Sestorki {a, b, c,d, e, f}, od kojih je
najjednostavnija:

(t2 =2t —1)(t> + 2t + 3)(3t2 — 2t + 1)

“= A2 —1)(2 +2t—1) ’
4t(t2 — 1)(t2 — 2t — 1)
T @r2a—1p
442 — 1) (12 + 2t — 1)
T @—2t—13
g (t2 +2t —1)(t2 — 2t +3)(3t> + 2t + 1)

42— 1)(t2 -2t — 1) ’
—t5 4+ 1413 — ¢
Ty -_mire—1
315 — 13" + 1312 - 3
I= 4t(t* — 612 + 1)

Slicnu konstrukciju su primijenili Dujella, Kazalicki i Petricevi¢ 2019. go-
dine da bi dokazali postojanje beskona¢no mnogo racionalnih Diofantovih
Sestorki u kojima su nazivnici svih (potpuno skracenih) elemenata potpuni
kvadrati. Ta je konstrukcija bila motivirana sljede¢im eksperimentalno pro-
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nadenim primjerom Sestorke

{75 3325 12288 123 3498523 698523}
827 6427 1252 71027 22602 ’ 22602

Isti autori su 2021. godine dali jo$ jednu konstrukciju beskonacne fa-
milije racionalnih Diofantovih Sestorki. Tako dobivene Sestorke imaju spe-
cijalnu strukturu, naime, sadrze dvije regularne Cetvorke i jednu regularnu
petorku (petorku dobivenu generalizacijom prije opisane Eulerove konstruk-
cije petorki). Polaziste u konstrukciji bila je sljede¢a parametrizacija raci-
onalnih Diofantovih trojki koju ju pronasao Lasi¢:

{ 2t1(1+t1t2(1+t2t3)) 2t2(1+t2t3(1+t3t1)) 2t3(1+t3t1(1+t1t2)) }
(—1—|—7511L,21L,3)(14—1517521‘,3)7 (—1+t1t2t3)(1+t1t2t3)’ (—1+t1t2t3)(1+t1t2t3) '

Sada se naravno postavlja pitanje postoji li neka racionalna Diofantova
sedmorka. To pitanje je otvoreno i nije jasno Sto bi trebao biti odgovor na
njega.

Pitanje 1.1. Postoji li racionalna Diofantova sedmorka?
Kako naci gornju ogradu za veli¢inu racionalnih Diofantovih m-torki?

Poznati su primjeri “gotovo” sedmorki, tj. skupova od sedam eleme-
nata kojima samo jedan uvjet nedostaje da bi bili racionalne Diofantove
sedmorke. Drugim rijecima, postoje racionalne Diofantove petorke koje se
mogu na dva razlic¢ita nac¢ina prosiriti do Sestorke. Primjerice, petorka

{24_3 1147 1100 7820 ﬁ}
560" 5040° 63 * 567 ’ 112

se moZe prosiriti do $estorke s 38209 j g5 196,

Ovdje mozemo spomenuti i da su Herrmann, Pethé & Zimmer 1999. do-
kazali da se svaka racionalna Diofantova Cetvorka moze na najvise konacno
mnogo nacina proSiriti do racionalne Diofantove petorke. Krenemo li od ce-
tvorke {a,b,c,d} koju Zelimo nadopuniti do petorke, mozda bi prva ideja
bila promatrati krivulju y? = (az + 1)(bz + 1)(cz + 1)(dz + 1). Ovo je kri-
vulja genusa 1 (biracionalno je ekvivalentna eliptickoj krivulji) i ona moze
imati beskona¢no mnogo racionalnih tocaka. No ako naprije iz uvjeta da je
ae+1 = z? izrazimo e = (2 —1)/a, pa to uvrstimo u (be+1)(ce+1)(de+1),
dobivamo krivulju y? = a(bz?+a—b)(cz? +a—c)(dz? +a—d) genusa 2, koja
po Faltingsovom teoremu ima samo kona¢no mnogo racionalnih tocaka.

1.5 Poopcenja Diofantovih m-torki

Postoji vise prirodnih poopéenja pojma Diofantovih m-torki. MoZemo zami-
jeniti kvadrate s k-tim potencijama za neki fiksni & > 3. Takvi skupovi se
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nazivaju Diofantove m-torke k-stupnja. Primjeri Diofantovih trojki treceg i
cetvrtog stupnja su {2,171,25326}, odnosno {1352, 8539880, 9768370}. Bu-
geaud & Dujella su 2003. godine pokazali da ne postoje Diofantove cetvorke
k-stupnja za k > 177, te dobili sli¢ne (iako nesto slabije) ocjene za k < 176.

Promatran je i problem u kojem se kvadrati zamjenjuju s proizvoljnom
potencijom. Znadi, a;a; + 1 = z%i, gdje je k;; > 2. Luca je 2005. godine
dokazao, uz pretpostavku da vrijedi abc-slutnja, da je velic¢ina takva skupa
ograniCena s apsolutnom konstantom. Najbolji poznati bezuvjetni rezultat
je dobio Stewart 2008. godine: ako skup D C {1,2,..., N} ima svojstvo da
je ab + 1 potencija nekog prirodnog broja za sve a,b € D, a # b, onda je
|D| < (log N)?/3(loglog N)'/3.

ViSe je autora promatralo verzije problema u kojem se kvadrati zamje-
njuju s ¢clanovima nekog rekurzivno zadanog niza. Spomenimo ovdje da su
2008. godine Luca & Szalay pokazali da ne postoje tri razlicita prirodna bro-
jeva a, b, c takva da su ab+ 1, ac+ 11 bc+ 1 svi Fibonaccijevi brojevi (Fj = 0,
F=1,F,=F, 1+F, o zan > 2), dok su isti autori 2009. godine dokazali
da je jedina trojke prirodnih brojeva a < b < ¢ sa svojstvom da su ab + 1,
ac + 11 bc+ 1 svi Lucasovi brojevi (Lo =2, L1 =1, L, = L, 1+ L, o za
n > 2) trojka (a,b,c) = (1,2, 3).

Mozemo zamijeniti broj 1 u uvjetu “ab+ 1 je kvadrat” s nekim drugim fik-
siranim cijelim brojem n. Takvi skupovi se nazivaju D(n)-m-torke ili m-torke
sa svojstvom D(n). Slu¢aj n = 4 ima puno slicnosti s klasi¢nim slu¢ajem
n = 1. MnoZe¢i sve elemente D(1)-m-torke s 2, dobivamo D(4)-m-torku.
Lako je vidjeti da u D(4)-m-torki najvise dva elementa mogu biti neparna.
Zaista, kad bismo imali tri neparna elementa, recimo a1, as, ag, onda bi iz
a;aj +4 =1 (mod 8), slijedilo da je ajap = 5 (mod 8), ajaz = 5 (mod 8),
azaz = 5 (mod 8). MnoZedéi ove tri kongruencije, dobivamo (ajaszaz)? = 5
(mod 8), $to je nemoguce. Dakle, svaki rezultat o veli¢ini D(1)-m-torki ima
izravnu, ali nesto slabiju, posljedicu na veli¢inu D(4)-m-torki. Primjerice,
nepostojanje D(1)-petorki povlaci nepostojanje D(4)-sedmorki. Medutim,
pazljivom i tehnicki zahtjevnom modifikacijom argumenata iz n = 1 slu-
Caja, Bliznac Trebjesanin i Filipin uspjeli su 2019. godine dokazati da ne
postoji D(4)-petorka.

Lako je pokazati da ne postoji D(n)-Cetvorka ako je n = 2 (mod 4).
Ovaj su rezultat neovisno dokazali 1985. godine Brown, Gupta & Singh te
Mohanty & Ramasamy.

Teorem 1.1. Ako je n =2 (mod 4), onda ne postoji D(n)-Cetvorka.

Dokaz: 1z pretpostavke da je a;a; + n kvadrat i Cinjenice da kvadrati
cijelih brojeva pri dijeljenju s 4 daju ostatke 0 ili 1, slijedi da je a;a; = 2 ili
3 (mod 4). Odavde slijedi da nijedan od brojeva a; nije djeljiv s 4. Dakle,
imamo Cetiri broja, koja daju neki od tri moguca ostatka: 1,2, 3. Stoga dva
od njih daju isti ostatak. Recimo da je a; = ag (mod 4). Tada je ajas =
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a2 = 0ili 1 (mod 4), $to je u kontradikciji s prije pokazanim ajas = 2 ili 3
(mod 4). O

S druge strane, moze se pokazati da ako jen # 2 (mod 4)in ¢ S =
{-4,-3,-1,3,5,8,12,20}, onda postoji barem jedna D(n)-Cetvorka. Zaista,
cijeli broj n koji nije oblika 4k + 2 ima jedan od sljedecih oblika:

Ak +3, 8k+1, 8k+5, 8k, 16k +4, 16k + 12.

A za svaki od tih oblika je, metodom slicnom onoj kojom se koristio Diofant,
pronadena formula za D(n)-Cetvorku (Dujella, 1993.). Primjerice,

{1,9%% + 8k + 1,9k% + 14k + 6, 36k> + 44k + 13}

je jedna D(4k+3)-tetvorka. Uotimo da za a = 9k%+8k+1, b = 9k? + 14k +6
imamo ab + (4k + 3) = r2, gdjejer = 9k> + 11k +3,tea+b—2r = 1i
a+b+2r = 36k?+44k+ 13, pa znamo da je pet uvjeta iz definicije D(4k+ 3)-
¢etvorke ispunjeno. No lako se provjeri i $esti uvjet: 1 - (36k? + 44k + 13) +
(4k + 3) = (6k + 4)2. Izuzetci iz skupa S se pojavljuju zato §to se za neke
(male) k-ove moze dogoditi da ove cetvorke imaju dva elementa jednaka.

Za n € S, pitanje postojanja D(n)-Cetvorki je jo§ uvijek otvoreno. U
slucaju n = —1, ve¢ smo u vezi Eulerovih m-torki spomenuli du su Dujella
i Fuchs 2007. dokazali da ne postoji D(—1)-petorka, te zajedno s Filipinom
da D(—1)-Cetvorki ima najvise kona¢no mnogo. Vrlo nedavno su Bonciocat,
Cipu & Mignotte dokazali nepostojanje D(—1)-Cetvorki. Metode koriStene
u dokazu se slicne onima koje su koriStene u dokazu nepostojanja D(1)-
petorki, ali je bilo potrebno uvodenje i nekih novih tehnika. Primijetimo
da ovaj rezultat povladi nepostojanje D(—4)-Cetvorki, budu¢i da nije tesko
dokazati da svi elementi D(—4)-Cetvorke moraju biti parni, pa bi dijeljenjem
elemenata D(—4)-Cetvorke s 2 dobili D(—1)-¢etvorku.

Jasno da je ako je n = m? potpun kvadrat, onda postoji beskona¢no
mnogo D(n)-Cetvorki. Naime, prije spomenuti Eulerov rezultat pokazuje da
postoji beskona¢no mnogo D(1)-Cetvorki, a ocito je da mnozenjem svih ele-
menata D(1)-¢etvorke s m dobivamo D(m?)-éetvorku. Otvoreno je pitanje
koliko ima D(n)-Cetvorki u slu¢aju kada n nije potpun kvadrat i nije neki od
n-ova za koje znamo da ne postoji D(n)-Cetvorka (n = 2 (mod 4), n = —1,
n = —4).

Slutnja 1.3. Ako je n cijeli broj koji nije potpun kvadrat, onda postoji najvise
konac¢no mnogo D(n)-Cetvorki.

Neka je
M,, = sup{|S| : S ima svojstvo D(n)}

te
M =sup{M,, : ne€ Z\ {0}}.
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Poznato je da je M, konacan za svaki cijeli broj n # 0. Slutnja je da je
broj M takoder konacan, tj. da su brojevi M,, odozgo omedeni konstantom
neovisnom o n. To je medutim otvoren problem. Poznato je da je M, za
p prost omedeno s konstantom neovisnom o p (Dujella & Luca su 2005.
dokazali da vrijedi M,, < 3-21%®), ali za op¢i n poznati su tek rezultati poput
M, < 31 za |n| < 400, M,, < 15.4761n |n| za |n| > 400, M, < 2.60711n |n|
za dovoljno veliki |n| (Dujella 2002. i 2004., Becker & Ram Murty 2019.).
Ako kombiniramo dva prethodno navedena poopcenja Diofantovih m-
torki, onda mozemo dobiti proizvoljno velike skupove. Naime, za svaki pri-
rodni broj m postoji prirodni broj n i skup prirodnih brojeva A takav da je
|A| > m iab+ n je potencija nekog prirodnog broja za sve a,b € A, a # b.
Preciznije, za dovoljno veliki z, moze se uzeti m = | ( w)l/ 3J te (s po-

2Inlnlnx
mocu Kineskog teorema o ostatcima) konstruirati skup 4,, = {a1,...,am} C

[1, z] i prirodni broj n,, € [1, z] tako daje a;ja;+ny,, = xfjj zal<i<j<m,
gdje su x;; prirodni brojevi, a eksponenti k;; su prvih (") prostih brojeva
(Bérczes, Dujella, Hajdu & Luca, 2011.).

Kod promatranja D(n)-m-torki obi¢no se unaprijed fiksira cijeli broj n.
Medutim, mozZemo se pitati moze li jedan te isti skup imati istodobno svoj-
stvo D(n) za viSe razli¢itih n-ova. To su pitanje postavili A. Kihel i O. Ki-
hel 2001. godine. Primjerice, skup {8,21,55} je istodobno i D(1)-trojka i
D(4321)-trojka, dok je {1,8,120} istodobno i D(1)-trojka i D(721)-trojka.
Adzaga, Dujella, Kreso & Tadi¢ su 2018. dokazali da postoji beskona¢no
mnogo trojki {a,b,c} koje su istodobno D(1), D(ny) i D(ng3) trojke za 1 <
ng < ng. Jedan primjer takve beskonacne familije trojki je

a=200+1)i, b=20+2)(i+1), c=4(2°+4i+1)(2+3)(2+1),
uz

ne = 32i*+128i34+172i2+88i+16,
ng = 256i® +2048;7 +6720i° +11648i° +11456i* 4+ 64003 +1932i% + 280i + 16,

za proizvoljan prirodni broj i. Konstrukcija se koristi cjelobrojnim tockama
na eliptickoj krivulji

y? = (x 4+ ab)(z + ac)(x + be).

Uocimo da, iako je ova krivulja izomorfna s prije spomenutom krivuljom
y? = (ax + 1)(bz + 1)(cx + 1) (preko transformacija = + aber, y — abey),
pa su racionalne tocke na jednoj i drugoj krivulji izravno povezane ovim
transformacijama, kod cjelobrojnih tocaka veza nije sasvim jasna te za raz-
liku od krivulje y?> = (az + 1)(bx + 1)(cx + 1), broj cjelobrojnih totaka na

y? = (x + ab)(x + ac)(z + be) bitno ovisi o rangu ove elipticke krivulje.
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Poznato je da postoje skupovi koji su istodobno D(nq) i D(n2)-Cetvorke
zani # ng. Primjerice, {27,115, 160, 1755} je D(—2016)-Cetvorka i D(37296)-
cetvorka, dok je {1458, 66248, 5000, 14112} i D(16769025) i D(406425600)-
cetvorka (a takoder i D(0)-Cetvorka bududi da su joj svi elementi dvostruki
kvadrati; n = 0 se Cesto iskljuCuje iz definicije D(n)-m-torke jer je trivi-
jalno vidjeti da postoje beskonacni skupovi s D(0)-svojstvom — kvadrati ili
kvadrati pomnoZeni s istim brojem, ali kad se taj uvjet kombinira s drugim
netrivijalnim uvjetima pojave se zanimljivi problemi pa u takvom kontekstu
ima smisla dozvoliti i n = 0 u definiciji) StoviSe, ¢etvorki s ovim svojstvima
ima beskona¢no mnogo (Dujella & Petricevi¢, 2020.). Nedavno su Dujella,
Kazalicki & Petricevi¢ dokazali da postoji beskona¢no mnogo D(n)-petorki
¢iji su elementi kvadrati (pa su ujedno i D(0)-petorke). Jedan takav primjer
je D(4804802)-petorka {2252, 2862, 8192, 14082, 25482 }.

Umjesto nad cijelim ili racionalnim brojevima, Diofantov problem se
moZe promatrati nad bilo kojim komutativnim prstenom s jedinicom. Spo-
menimo rezultate koje su dobili Franusi¢ i Soldo nad prstenima cijelih bro-
jeva u nekim kvadratnim poljima, koji pokazuju da postoji uska (ali jos ne
sasvim razjasnjena) veza izmedu postojanja D(n)-Cetvorki i prikazivosti ele-
menta n kao razlike dvaju kvadrata u promatranom prstenu. Uo¢imo da su
cijeli brojevi n = 2 (mod 4) iz Teorema 1.1 upravo oni cijeli brojevi koji se
ne mogu prikazati kao razlika dvaju kvadrata. Spomenimo i da je Adzaga
nedavno dokazao da u prstenu cijelih brojeva u imaginarnom kvadratnom
polju ne postoji D(1)-m-torka za m > 43.

Jednostavna veza izmedu problema postojanja D(n)-Cetvorke i prika-
zivosti broja n kao razlike dva kvadrata u promatranom prstenu, pojavi
se ako dopustimo da dva elementa Cetvorke budu jednaka. Naime, ako je
n = k? — a?, onda Cetiri broja a, a, 2a + 2k, 5a + 4k imaju svojstvo da je

a-a+n=k,
a-(2a+2k)+n=(a+k)?
a- (5a+ 4k) +n = (2a + k)?,
(2a 4 2k) - (5a + 4k) +n = (3a + 3k)%

Ovo naravno ne rjeSava problem egzistencije D(n)-Cetvorki, ali daje naslutiti
da ce za brojeve koji se mogu prikazati kao razlika dva kvadrata ili postojati
D(n)-Cetvorka ili ¢e dokazivanje nepostojanja D(n)-Cetvorke biti tezak pro-
blem (jer ga ne¢emo modi rijesiti jednostavnim ispitivanje kongruencija po
nekom modulu kao u slucaju brojeva oblika 4k + 2 iz Teorema 1.1).

Razlicite verzije Diofantova problema su proucavane i u prstenima poli-
noma. Dujella i Fuchs su 2004. dokazali da je svaka Diofantova Cetvorka u
Z|x] regularna. Nedavno su Filipin i Jurasi¢ dokazali da ista tvrdnja vrijedi i
u R[z]. S druge strane, Dujella i Jurasi¢ su 2010. pokazali da ta tvrdnja ne
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vrijedi u C[z] jer je za svaki p € C[z],

== S34VT3 , 2V 34VT3 ., 2/73
PP+ P+ )

2
V=2 _VTo2 g
{2’ 3 P13 3 3 3

Diofantova Cetvorka koja nije regularna.

Uoc¢imo da smo u definiciji (racionalne) Diofantove m-torke iskljucili
zahtjev da produkt elementa sa samim sobom uveéan za 1 daje kvadrat.
Ocito je da u cijelim brojevima taj uvjet ne moze biti zadovoljen (jednadzba
a’> + 1 = r? nema rjeSenja u skupu prirodnih brojeva). No u skupu raci-
onalnih brojeva nema nekog ocitog razloga zasto takvi skupovi (koje bismo
mogli nazvati jake Diofantove m-torke) ne bi postojali. Svaki element a tak-
vog skupa trebao bi zadovoljavati da je a® + 1 kvadrat, pa je stogaa = X/Y,
gdje je (X,Y, Z) Pitagorina trojka, tj. X2 + Y? = Z2. Dujella i Petricevi¢
su 2008. godine dokazali je da postoji beskonacno mnogo jakih racionalnih
Diofantovih trojki (primjerice

{1976 3780 14596}
56077 1691 1197

je jedna takva trojka), ali nije poznato postoji li ijedna jaka Diofantova ce-
tvorka. Poznato je da postoje Cetvorke kojima nedostaje samo jedan uvjet da
bi bile jake Diofantove cetvorke. Primjerice, za

{140 2223 278817 3182740}
51 7 30464° 33856 = 17661 J’

jedini uvjet koji nedostaje je da produkt treceg i Cetvrtog elementa uvecan za
1 nije kvadrat. Proucavane su i jake D(—1)-trojke (Dujella, Gusic, Petricevi¢
& Tadi¢, 2018.), te opcenitije jake D(q)-trojke (Dujella, Paganin & Sadek,
2020.), te je poznato da za beskona¢no mnogo kvadratno slobodnih cijelih
brojeva ¢, postoji beskona¢no mnogo jakih D(q)-trojki. Primjerice,

{ § 14645}
T4 484
je jedna jaka D(—1)-trojka, dok je

{7769 38893009 50817649}
16387 50902488 35348950

je jedna jaka D(2)-trojka.



Poglavlje 2

Elipticke krivulje nad poljem
racionalnih brojeva

2.1 Uvod u elipticke krivulje

Elipticke krivulje imaju vaznu ulogu u viSe podrucja matematike (teorija
brojeva, algebarska geometrija, kompleksna analiza), a odnedavno su pos-
tale i vrlo bitne za primjene u kriptografiji. Elipticka krivulja moze se de-
finirati nad proizvoljnim poljem. U teoriji brojeva najvazniji je slucaj polja
racionalnih brojeva @, dok su za primjene najvaznija konac¢na polja. U pro-
blemima vezanim uz (racionalne) Diofantove m-torke prirodno se pojavljuju
elipticke krivulje nad Q, pa ¢e o njima u ovom pregledu svojstava eliptickih
krivulja biti najvise rijeci.

Neka je K polje. Elipticka krivulja nad K je nesingularna projektivna

kubna krivulja nad K s barem jednom tockom nad K. Ona ima (afinu)
jednadzbu oblika

F(z,y) = ax® + bx?y + cxy® + dy® + ex® + foy+ gy’ + ha + iy + 5 =0,

gdje su koeficijenti a,b,c,...,j € K, a nesingularnost znaci da je u svakoj
tocki na krivulji, promatranoj u projektivnoj ravnini P?(K) nad algebarskim
zatvorenjem od K, barem jedna parcijalna derivacija funkcije F' razlicita
od 0. Moze se pokazati da se svaka takva jednadzba moze biracionalnim

transformacijama (racionalnim transformacijama ciji je inverz takoder raci-
onalna transformacija) svesti na oblik

y? + a1wy + agy = 2° + asr® + asz + ag, (2.1)

koji nazivamo Weierstrassova forma elipticke krivulje.
Nadalje, ako je karakteristika polja K razli¢ita od 2 i 3 (pa smijemo nado-
punjavati na potpuni kvadrat i potpuni kub dijeleci s 2 i 3 ako je potrebno),

20
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onda se ova jednadzba moze transformirati u oblik
2_ .3
vy =2° +ax + b, (2.2)

koji nazivamo kratka Weierstrassova forma. Uvjet nesingularnosti je sada da
kubni polinom f(z) = 2®+ax+b nema viSestrukih nulto¢aka (u algebarskom
zatvorenju K), a to je pak ekvivalentno uvjetu da je diskriminanta A =
—16(4a® + 27b?) razlidita od 0.

Cesto se pod eliptitkom krivuljom F nad poljem K (karakteristike raz-
licite od 2 i 3) podrazumijeva skup svih tocaka (z,y) € K x K koje zado-
voljavaju jednadzbu y? = 23 + ax + b, gdje su a,b € K i 4a® + 27b% # 0,
zajedno s “tockom u beskonacnosti” O. Taj skup ¢emo oznacavati s E(K).

Tocka u beskonacnosti se pojavljuje prirodno ako elipticku krivulju pri-
kazemo u projektivnoj ravnini. Projektivau ravninu P?(K) dobijemo tako
da na skupu K3\ {(0,0,0)} uvedemo relaciju ekvivalencije (X,Y,Z) ~
(kX, kY, kZ), k € K, k # 0. Ako u (afinoj) jednadzbi elipticke krivulje
uvedemo supstituciju x = %, Yy = %, dobivamo projektivnu jednadzbu

Y27 = X3+ aXZ?+ 0275,

Ako je Z #0, onda klasa ekvivalencije od (X, Y, Z) ima reprezentant (z,y, 1),
pa tu klasu mozemo identificirati s (z,y). Medutim, postoji i jedna klasa
ekvivalencije koja sadrzava tocke za koje je Z = 0. Ona ima reprezentant
(0,1,0) i tu klasu identificiramo s to¢kom u beskonac¢nosti O.

Jedno od najvaznijih svojstava eliptickih krivulja jest da se na skupu
E(K), njihovih K-racionalnih to¢aka, moze na prirodan nacin uvesti opera-
cija uz koju one postaju Abelove grupe. Da bismo to objasnili, uzmimo da
je K = R polje realnih brojeva. Tada elipticku krivulju F(R) (bez tocke u
beskonacnosti) mozemo prikazati kao podskup ravnine. Polinom f(x) moze
imati ili jedan (ako je A < 0) ili tri (ako je A > 0) realna korijena. U ovis-
nosti o tome, graf pripadne elipticke krivulje ima jednu ili dvije komponente,
kao sto je prikazano na sljede¢im slikama.

y2:x373x+18: y? =23 -9z

[
.

jedna komponenta dvije komponente

O
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Definirat ¢emo operaciju zbrajanja na F(R). Neka su P,Q € E(R). Po-
vucimo pravac kroz tocke P i Q. On opcenito sijeCe krivulju F u tri tocke.
Trec¢u tocku oznacdimo s P « (). Sada definiramo da je P + () osnosimetri¢na
tocka tocki P x () s obzirom na os x. Ako je P = @), onda umjesto sekante
povlacimo tangentu kroz tocku P. Ako je P tocka infleksije, onda uzimamo
da je P « P = P. Nadalje, uzimamo da pravac sijece tocku u beskonacnosti
O ako i samo ako je okomit na os z, tako da vrijedi P+ O = O+ P = P za
svaki P € E(R).

7 P
PxQ ‘
sekanta tangenta

Dakle, operacija (zbrajanje) na skupu E(R) se uvodi “geometrijski”, tako
da je zbroj triju razlicitih tocaka na krivulji jednak neutralnom elementu ako
i samo ako su one kolinearne. Naravno da se ovaj geometrijski zakon moze
opisati i eksplicitnim formulama za koordinate zbroja tocaka. Tako dobivene
formule onda mogu posluziti za definiciju zbrajanja tocaka na eliptickoj kri-
vulji nad proizvoljnim poljem (uz malu modifikaciju ako je karakteristika
polja 2 ili 3). Navedimo sada te formule.

Neka je P = (z1,y1), Q = (z2,¥2). Tada je

1) -0 =0;
2) —P = (z1,—y1);
3) O+ P=PF;

4) akoje @ = —P,ondaje P+ Q = O;
5) akoje Q # —P, ondaje P+ Q = (z3,y3), gdje je
x3 =X — 1z — 23, Y3 =—y1+ N1 — x3),
{ 2L ako je xp # x1,
\ = Tro—I1

3&:%—}—(1
21

ako je xo = 7.
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Broj )\ je koeficijent smjera pravca kroz P i (), odnosno tangente u tocki
P u slucaju P = Q. Uvrstavanjem jednadzbe pravca kroz tocku P, tj. y =
A(x—x1)+y; ujednadzbu elipticke krivulje te izjednacavanjem koeficijenata
uz 22 (Vieteove formule) u

2 +ar+b— Nz —x1)+y1)? = (2 —21) (2 — 22) (2 — 3),

dobivamo gore navedenu formulu za koordinatu 3.

Pokazuje se da je (E(K),+) Abelova grupa. Sva svojstva Abelove grupe
su evidentna, osim asocijativnosti, Ciji je dokaz neSto kompliciraniji. Je-
dan nacin za dokazivanje asocijativnosti je raspisivanje svih mogucih slu-
Cajeva (u ovisnosti o tome koji se od slucajeva iz definicije zbrajanja pojav-
ljuje) te usporedba izraza koji se dobiju na lijevoj, odnosno desnoj strani od
(P+ Q)+ R =P+ (Q+ R). Ima i elegantnijih dokaza (neke ¢emo uskoro
spomenuti), ali oni zahtijevaju poznavanje nekih Cinjenica iz kompleksne
analize ili projektivne geometrije.

Za primjene u kriptografiji najvazniji je slucaj kada je K konacno polje
FF,. Posebno su vazni sluajevi ¢ = p (prosti broj) i ¢ = 2*. S druge strane, u
teoriji brojeva najvazniju ulogu imaju elipticke krivulje nad poljem racional-
nih brojeva Q.

Mozemo se pitati otkud dolazi naziv elipticka krivulja. Naziv jasno aso-
cira na elipsu, ali za sada nismo vidjeli nikakvu vezu izmedu ta dva pojma.
Veza izmedu eliptickih krivulja i elipse dolazi preko problema racunanja op-
sega elipse. Neka je elipsa zadana jednadzbom ¢?z? 4 p?y? = p?q¢>. Tada je
njezin opseg jednak vrijednosti integrala

p — )t
/ \/l—t2 p—q)tQ)dt'

S pomocu racionalne supstitucije ovaj se integral moze svesti na slican in-
tegral u kojem se pod korijenom nalazi kubna funkcija. Opcenito se inte-
grali u kojima je javljaju drugi korijeni polinoma treceg ili Cetvrtog stupnja
(bez visestrukih korijena nazivaju) eliptic¢ki integrali. Oni se ne mogu izraziti
s pomocu elementarnih funkcija. Medutim, moguce ih je izraziti s pomocu
Weierstrassove p-funkcije. Ova funkcija zadovoljava diferencijalnu jednadzbu
oblika

/\ 2
<%> = o> +ap+b.
Ovdje je njezina uloga analogna ulozi funkcije sinus (ili kosinus) u rac¢una-
nju integrala kod kojih se ispod korijena javljaju kvadratne funkcije. Naime,
funkcija y = sin 2 zadovoljava diferencijalnu jednadzbu 3%+ (y')? = 1. Sli¢no
kao $to jedini¢nu kruznicu moZemo parametrizirati s (cost,sint), tako se
kompleksne totke na elipti¢koj krivulji 4> = 3 + ax + b mogu parametri-

zirati s (p(t), 3¢/(t)). Stovide, pokazuje se da ako je P = (p(t),1¢/(1)) i
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Q = (p(u), 3¢'(u)), onda je P+ Q = (p(t + u), 3¢'(t + u)). Dakle, zbraja-
nje tocaka na E(C) odgovara zbrajanju kompleksnih brojeva. Poznavanje te
¢injenice daje elegantni dokaz asocijativnosti zbrajanja tocaka na eliptickoj
krivulji.

Kad se promatra nad poljem R, elipticka krivulja je stvarno “krivulja”, tj.
1-dimenzionalni objekt. No promatrana nad C ona postaje 2-dimenzionalni
objekt (“ploha”) u 4-dimenzionalnom (realnom) prostoru. Pokusajmo vizu-
alizirati tu plohu.

Tu nam moze pomoc¢i funkcija . Ona posjeduje mnoga vazna svojstva.
Jedno od njih jest da je dvostruko periodi¢na, tj. postoje kompleksni brojevi
wy 1 we (takvi da wy/we & R) sa svojstvom p(z + mwy + nwe) = p(z) za sve
cijele brojeve m,n. (I tu imamo analogiju s (jednostrukom) periodi¢nos¢u
trigonometrijskih funkcija sinus i kosinus.) Oznacimo s L “resetku” svih to-
caka oblika mw; + nws. Funkcija p je analiticka u svim tockama kompleksne
ravnine, osim u tockama iz resetke L u kojima ima pol drugog reda (tj. p je
meromorfna funkcija). Naime, vrijedi da je

1 1 1
R (= )
weL, w#0
Opcenito se meromorfne, dvostruko periodi¢ne funkcije nazivaju elipticke
funkcije. Gore navedena parametrizacija tocaka na eliptickoj krivulji pomoc¢u
funkcije p zapravo je izomorfizam grupa E(C) i C/L. Funkcija p je potpuno
odredena svojim vrijednostima u “fundamentalnom paralelogramu” koji se
sastoji od svih kompleksnih brojeva oblika aw; + fws, 0 < «, 8 < 1.

fundamentalni paralelogram

Razlika tocaka koje se nalaze nasuprot jedna drugoj na paralelnim stra-
nicama tog paralelograma je element iz L. Stoga su te tocke poistovjecene
u skupu C/L. Da bismo vizualizirali taj skup, mozemo zamisliti da smo naj-
prije “slijepili” dvije suprotne stranice paralelograma. Tako dobivamo valjak.
Nakon toga “slijepimo” baze toga valjka. Tako dobivamo torus.

torus
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Torus mozemo zamisliti i kao sferu s “rupom”. Pokazuje se da se ravnin-
ske algebarske krivulje mogu prikazati u trodimenzionalnom prostoru kao
sfere s kona¢no mnogo rupa. Taj broj rupa se moze shvatiti kao neformalna
definicija genusa (ili roda) krivulje. Alternativna (Sira) definicija elipticke
krivulje je da je to nesingularna projektivna algebarska krivulja genusa jed-
nakog 1 s barem jednom tockom definiranom nad promatranim poljem. Ova
definicija ukljuCuje ne samo nesingularne kubne krivulje vec i sve one krivu-
lje koje su im biracionalno ekvivalentne. Biracionalne transformacije cuvaju
genus krivulje, ali ne ¢uvaju njezin stupanj.

Ako krivulja ima stupanj n, onda je njezin genus < (n — 1)(n — 2)/2, s
tim da ako je krivulja nesingularna, onda joj je genus upravo jednak (n —
1)(n — 2)/2. Poznato je da tzv. hiperelipti¢ke krivulje ¢ija je jednadzba 32 =
f(z), gdje je f(z) polinom stupnja n > 3 bez viSestrukih korijena, imaju
genus |(n — 1)/2]. To posebno znadi da, uz sluc¢aj kada je n = 3, i u slucaju
kad je n = 4 takoder imamo elipticku krivulju (ukoliko krivulja ima barem
jednu racionalnu tocku; za razliku od slucaja n = 3, gdje uvijek postoji
racionalna tocka (to¢ka u beskonacnosti), za n = 4 takva tocka ne mora
uvijek postojati). Uvjerimo se u to na jednom primjeru. Neka je C krivulja
zadana jednadzbom

y2 = 2% + 322 + 2.

Ona ima oéitu racionalnu to¢ku (0,0). Supstitucijama z = 2, y = 2 dobi-
vamo krivulju t? = v 4+ 3v? 4 4 te kona¢no supstitucijom v+ 1 = s dobivamo
elipticku krivulju F u kratkoj Weiestrassovoj formi

2 =35> —35+6.

Dakle, transformacija koja prevodi C u E je z = 25, y = (Sf—tl)g Inverzna

transformacija je s = ””T“, t= i—g Stoga je ovo biracionalna transformacija.

Genus krivulje igra vaznu ulogu kod Kklasifikacije diofantskih jednadzbi.
Naime, o njemu ovisi broj cjelobrojnih, odnosno racionalnih rjeSenja jed-
nadzbe te struktura skupa tih rjesenja.

Krivulje genusa 0 (s barem jednom racionalnom tockom) su upravo one
koje posjeduju parametrizaciju s pomocu racionalnih funkcija. Svaka kri-
vulja drugog stupnja (konika) ima genus 0. Npr. krivulja 22 + y?> = 1 ima
racionalnu parametrizaciju

1—¢2 2
r=—>7 = —.
14 ¢2’ y 1+ t2

(Sto mozemo zakljuciti iz formula za Pitagorine trojke i oCite veze izmedu
cjelobrojnih rje$enja jednadZbe X? + Y? = Z? i racionalnih rje$enja jed-
nadzbe 22 + y? = 1, tako da stavimo t = n/m u X = m? —n%, Y = 2mn,
Z =m?+n? r = X/Z,y=Y/Z,ili kao u dolje navedenim primjerima,
povlaCenjem pravca s racionalnim koeficijentom smjera ¢ kroz racionalnu
tocku (—1,0) na krivulji).
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Kubne singularne krivulje takoder imaju genus 0. Npr. krivulja y? = 23

ima singularnu tocku (0,0) (Siljak — cusp). Stoga ova kubna krivulja nije
elipticka. Njezina racionalna parametrizacija je + = t2, y = t3. Kao drugi
primjer navedimo krivulju y? = 3 4 222. Ona takoder ima singularnu to¢ku
(0,0) (¢évor — node) i ima racionalnu parametrizaciju z = t2 — 2, y = > — 2t.

y =z 1 y? = % 4 222

singularna krivulja - Siljak singularna krivulja — ¢vor

Ocito je da ove dvije kubne krivulje imaju beskona¢no mnogo cjelobroj-
nih to¢aka. Pellova jednadzba 2> — dy? = 1 (d je prirodni broj koji nije pot-
pun kvadrat) je primjer krivulje drugog stupnja koja ima beskona¢no mnogo
cjelobrojnih tocaka. Krivulja genusa 1 moze imati samo kona¢no mnogo cje-
lobrojnih tocaka. Racionalnih to¢aka moze biti beskona¢no mnogo, ali su
“konacno generirane” (sve se mogu dobiti iz kona¢no tocaka primjenom
grupovne operacije na eliptickoj krivulji). Krivulja genusa veceg od 1 moze
imati samo kona¢no mnogo racionalnih to¢aka. Ova tvrdnja je poznata Mor-
dellova slutnja koju je 1983. godine dokazao Faltings.

2.2 Jednadzbe elipticke krivulje

Iako su za teoriju brojeva najzanimljivije elipticke krivulje nad poljem Q, za-
pocet ¢emo s razmatranjima koja su valjana u bilo kojem polju karakteristike
razlic¢ite od 2 i 3, a i za te karakteristike se mogu dobiti analogni rezultati
uz manje modifikacije. Zanimat ¢e nas najprije kako se razlicite jednadzbe
eliptickih krivulja (i opéenitije krivulja genusa 1) mogu transformirati u We-
ierstrassov oblik.

Neka je K polje karakteristike razli¢ite od 2 i promotrimo kubnu krivu-
lju s koeficijentima iz polja K koja ima barem jednu K-racionalnu tocku
(p, q). Opisat ¢emo Nagellov algoritam s pomoc¢u kojeg se jednadzba krivu-
lje moze transformirati u Weierstrassovu formu (ili ustanoviti da je krivulja
singularna, pa nije elipticka).
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Zamjenom u S u+ p iv s v+ ¢, mozemo pretpostaviti da je K-racionalna
tocka upravo (0, 0). Dakle, imamo jednadzbu

fu,v) = s1u® + souv + szuv? 4 s40° + s5u? + sguv + s70? + sgu + sgv = 0.

(2.3)

Ako bi bilo sg = s9 = 0, onda bi toc¢ka (0, 0) bila singularna. Stoga (zamje-

njujudi u i v ako je potrebno) mozemo pretpostaviti da je sg # 0. Uvedimo
U

projektivne koordinate: u = {57, v = % te prikazimo jednadzbu u obliku

F=F+FRW+FRW?=0,
gdje su F;, i = 1,2, 3, homogeni polinomi stupnja i:

Fy = s1U° + 55UV + s3UV? + s4V7,
Fy = $5U2 + sgUV + S7V27
F1 = SSU + SQV.

Racionalna to¢ka P = (u,v) = (0,0) sada ima koordinate (U,V,W) =
(0,0,1). Tangenta u to¢ki P je dana jednadzbom F; = 0 i sijece krivulju
u tocki Q = (—easg, e2sg, e3), gdje je e; = Fi(sg, —sg) za i = 2,3. Uoc¢imo da
es 1 e3 ne mogu oba biti 0 jer bi tada tangenta bila komponenta krivulje, pa
ne bismo imali elipticku krivulju (es = 0 znadi da je P = @ tocka infleksije,
dok e3 = 0 znaci da je ) tocka u beskonacnosti). Ako je e3 # 0, uvodimo
supstituciju
U=U 22w v=v+3%2y wow

€3 €3

a ako je e3 = 0, onda uvodimo supstituciju
U=U —sgW', V=V +ssW,6 W=U"

U oba slucaja tocka @ je u ishodistu novog koordinatnog sustava (U’, V', W)
= (0,0,1), a tangenta u tocki P ima jednadzbu ssU’ + soV’ = 0.

Sada se mozemo vratiti na afine koordinate v’ = %,, v = %’, jer su nam
projektivne koordinate u biti trebale samo da razrijeSimo slucaj kada je @
bila tocka u beskonacnosti u originalnim koordinatama.

Prikazimo jednadzbu u v’ i v’ kao f" = f] + fi+ f} = 0, gdje su f/ =
f1(v/,v") homogeni dijelovi od f’ stupnja i. Dakle, imamo

u f3(1,t) + o f5(1,8) + fi(1,t) =0, 2.4)

gdje je t = Z—: Jednadzbu (2.4) mozemo shvatiti kao kvadratnu jednadzbu
po u’. RjeSenja su joj
u/ _ _¢2 + \/S

2.5
205 (2.5)
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gdje je ¢; = f/(1,t) i 6 = ¢3 — 4¢1¢3. Vrijednosti od ¢ za koje je § = 0
su koeficijenti smjera tangenata na krivulju koje prolaze tockom @ = (0,0)
(jer pravci kroz (Q imaju jednadzbu v’ = tu/). Jedna od tih vrijednosti je
to = —52. Vidimo da je § polinom Cetvrtog stupnja Cija je jedna nultocka Zo.
Stavimo ¢ = to + %, pa je p = 746 kubni polinom u 7.

Naposljetku, ako je

p=crd4+dr? +er+k,

onda mora biti ¢ # 0 (jer za ¢ = 0 ne bismo imali elipticku krivulju), pa nam
o 2 . . . y
supstitucije 7 = %, p = % daju Weierstrassovu jednadzbu

y? = 2 + da? + cex + k.

Veza originalnih varijabli u,v s z,y se moze dobiti preko (2.5), gdje je
t=to+<,0 =%
- x? - 4.

T

Primjer 2.1. Ilustrirajmo upravo opisanu konstrukciju na primjeru krivulje
dane jednadzbom u? + v® = 1, koja je usko povezana s Fermatovom jednads-
bom za eksponent 3: x3 + y® = 23,

RjeSenje: Krivulja u3 + v3 — 1 = 0 ima oéitu racionalnu to¢ku (u,v) =
(0,1). Da bi ju translatirali u tocku (0,0), zamijenimo v s v + 1. Tako dobi-
vamo jednadzbu v + (v + 1) — 1 =0, 4.

w4+ 302 +3v=0.

Ovdje je eg = 0, eg = 3 # 0. Nadalje, imamo e; = 0, e3 = 27, pa je P = Q.
Uz supstituciju v = tu, dobivamo kvadratnu jednadzbu po wu:

(t3 + 1)u® + 3ut® + 3t = 0,

¢ija je diskriminanta § = —3t* — 12¢. Vidimo (a i znamo iz konstrukcije)
da dobiveni polinom cetvrtog stupnja ima racionalnu nultocku ¢y = 0, pa
uvodimo supstituciju t = 1/7. Tako dobivamo p = —127% — 3. Konacno,
supstitucijom 7 = —x /12, dobivamo jednadzbu eliptic¢ke krivulje

y? =z — 432 &

Cesto se elipti¢ke krivulje prikazuju u (dugoj) Weierstrassovoj formi
y2 +aixy + agy = 3+ a2x2 + a4 + ag.

Ta je forma “dobra” nad svakim poljem (bez obzira na karakteristiku), a vrlo
je prikladna za opis eliptickih krivulja nad QQ s tockama zadanog konacnog
reda. Pokazimo kako se od nje (u polju karakteristike razlicite od 2 i 3)
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dobiva kratka Weierstrassova forma. Supstitucijom y — 1(y — a1z — ag)
eliminiramo sve ¢lanove koji sadrzavaju y, osim y? (ovo moZemo napraviti
ako karakteristika nije 2, pa smijemo dijeliti s 2). Dobivamo

y2 = 423 + box® + 2byz + be, (2.6)

gdje je

by = a? + 4ay,

by = araz + 2a4,

b = ag + 4ag.
Jo$ se definira i bg = i(bzb(g - bi) = a%af; — arazayq + 4asag + CLQCL% - ai.
Uocimo da ako svakom a; pridijelimo “tezinu” i, onda je svaki od b;-ova
homogeni izraz tezine i; ako jo$ x-u pridijelimo tezinu 2, a y-u tezinu 3,

onda svi pribrojnici u (2.6) imaju tezinu 6.
Ako je karakteristika polja razlicita i od 3, onda mozemo uvesti supsti-

tucije © — wgg’”, y — 1pg te dobiti jednadZbu u kratkoj Weierstrassovoj
formi

y2 =13 — 2Tcqx — 54cg,
gdje je

cy = b3 — 24by,
Ceg — —b% + 36b2b4 - 216b6

U razli¢itim situacijama (primjerice kod konstrukcije krivulja velikog
ranga) pojavljuju se krivulje oblika

v =aut + b+’ +du+te, a#0. (2.7)

Pretpostavimo da polinom na desnoj strani od (2.7) nema viSestrukih nul-
tocaka te da krivulja ima barem jednu tocku (p,q) s koordinatama iz K.
Tada se (2.7) moze transformirati u Weierstrassovu formu s pomoc¢u biraci-
onalnih transformacija (s koeficijentima u K). Zamjenom u s u + p mozZemo
pretpostaviti da je p = 0, tj. da je K-racionalna toc¢ka na (2.7) tocka (0, q).

Pretpostavimo najprije da je ¢ = 0. Tada je e = 0, pa mora biti d # 0 jer
bi inace u = 0 bila viSestruka nultocka. Mnozenjem (2.7) s ff—i dobivamo

dv\2 d\3 d\2 d
(—12)) = (—) —i—c(—) —i—bd(—) + ad?,
u u u u
tj. Weierstrassovu jednadzbu u % i Z—g. Tocka (0,0) odgovara tocki u besko-
nacnosti O.

Slu¢aj ¢ # 0 je kompliciraniji, no izravnim racunom se provjerava da
vrijedi sljedec¢a propozicija.
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Propozicija 2.1. Neka je K polje karakteristike razlicite od 2. Promotrimo
krivulju danu jednadzbom

v? = aut 4+ bud + cu? + du + ¢,

gdje su a,b,c,d,q € K. Neka je

2,,2
2q(v+q) + du B 4¢° (v + q) + 2q(du + cu®) — dg—Z
- u2 ) - u3 9
te definirajmo
d d?
ay = —, ag = c— 5, a3 = 2¢b, ay = —4q’a, ag = agay.
q 4q?
Tada je
y2 +aixy + agy = 3+ a2x2 + a4 + ag.
Invergna transformacija je dana s
2
2q(z +c¢) — g—q u(ux — d)
h=—"—"—"" Vv=—q+—".
Y 2q
Tocka (u,v) = (0,q) odgovara tocki u beskonacnosti O, a toc¢ka (u,v) =

(0, —q) odgovara tocki (z,y) = (—az,a1as — as).

Edwards je 2007. godine opisao novi zanimljiv oblik jednadzbe krivu-
lje koja je biracionalno ekvivalentna eliptickoj krivulji. Zanimljivost kod tog
oblika jest da dopusta jedinstvene formule za zbrajanje tocaka, tj. ne treba
razlikovati slucajeve P + Q za P # @) i P + P. Nadalje, pokazalo se da taj
oblik nudi i neke prednosti kod implementacije (manji broj mnoZzenja u polju
za raCunanje zbroja tocaka). Stoga su Edwardsove krivulje i njihove varijante
predmet vrlo velikog interesa i istrazivanja u zadnjih desetak godina.

I tu je potrebno razlikovati slucaj karakteristike 2. Stoga ¢emo ovdje dati
Edwardsovu jednadzbu samo za slucaj polja karakteristike razlicite od 2.

Propozicija 2.2. Neka je K polje karakteristike razlicite od 2. Neka su c,d €
K \ {0} i d nije kvadrat u K. Tada je krivulja

C:  u?+0v* =1+ duo?)
biracionalno ekvivalentna eliptickoj krivulji
E: ' =(x—c'd-1)(z? - 4c'd),
pri Cemu su pripadne supstitucije dane s

—2c(w — ¢) 4 (w — ¢) + 2¢(ctd + 1)u?
Cs g VT

u3
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gdje je w = (2du® — 1)v.

Tocka (0, c) je neutralni element za zbrajanje na krivulji C. Suprotni ele-
ment od (u,v) je —(u,v) = (—u,v), a zakon zbrajanja je dan sljedecom for-
mulom

ULV + U2V V1V2 — UIU2
1+ dujugvive)’ (1 — dujugvivs)

(u1,v1) + (u2,v2) = (c(

za sve tocke (u;,v;) € C(K).

J
<

Edwardsova krivulja u? + v? = 9(1 — u?v?)

Jednadzba krivulje C' moze se zapisati u obliku

2_ 2 2 7,2 2 w?
—c = (cdu” — 1)v* = —————
u® — ¢ = (c“du v 202 1
odnosno
w? = Adut — (td+ 1)u? + A

Ova se kvartika, s racionalnom tockom (0, c), sada na gore opisani nacin
moze transformirati u Weierstrassovu jednadzbu.
Provjerimo da su nazivnici u formuli za zbrajanje razliciti od 0. Pret-

postavimo da je dujusvive = —1 (slucaj dujugvive = 1 je slican). Tada je
uv] = ——dul te uvrStavanjem u jednadzbu od C' dobivamo
20V2
1 u3 + v3
2, .2 2 2 TV
uy +vy =c <1—|— 22>: 55 -
duzvs duzvs

Odavde je

1 2 2 ) 1 _ 2
(u1 + Ul)2 == (UQ i UQ2 2 uw2> = (uz 022)
d uzv3 d (ugv2)

Buduci da prema pretpostavci d nije kvadrat, odavde slijedi da je u; + v; =
uy — vo = 0. Analogno se iz

(u2 + 02)2

1
J— 2 —_———
(U1 ’U1) d (UQU2)2
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dobiva u; — v1 = ug + v = 0. Dobili smo da je u; = v1 = us = vy = 0, §to je
u kontradikciji s dujusvivy = —1.

Vratimo se sada na Weierstrassovu jednadzbu
2 _ .3 2
Y +a1xy +azy = 7 + ax” + a4 + ag.

S pomocu njezinih koeficijenata a1, as, a3, a4, ag, definirali smo veliCine b,,
by, bg, bs, ¢4, cg. S pomocu njih mozemo definirati jos dvije vazne veliCine:

6

o diskriminantu A = —b3bg — 8b3 — 27b2 + 9babsbs = C1728 >

3
.. .o . C
* Jj-invarijantu j = 3.

Krivulja je nesingularna ako i samo ako je A # 0. Ovako definirana diskri-
minanta je jednaka 1/16 x Disc(4xz® + box? + 2byx + bg). Opéenito se dis-
kriminanta polinoma f stupnja n s vodeéim koeficijentom a,, i korijenima

x1,...,x, (iz algebarskog zatvorenja K) moze definirati kao
2n 2
Disc(f H — :c]
1<J

i jednaka je 0 ako i samo ako f ima viSestrukih korijena. Ako je elipticka kri-
vulja dana jednadzbom y? = 3 + ax + b, onda je A = —16(4a® + 27b%). Za
krivulje definirane nad R, predznak diskriminante nam govori koliko kom-
ponenti ima graf krivulje: ako je A < 0, onda imamo jednu komponentu, a
ako je A > 0, onda imamo dvije komponente.

Naziv j-invarijanta dolazi od toga Sto izomorfne krivulje imaju iste j-
invarijante. Najopcenitiji oblik izomorfizma izmedu dviju eliptickih krivulja
nad Q danih op¢om Weierstrassovom formom je

xzu%'—i—r,
3,/ 2,/ (2’8)
y=u"y +su‘xr +1,

gdje je r,s,t € Qiwu € Q*. Efekt ovih supstitucija na koeficijente a; je

ua) = aj + 2s,

wlah = ag — say + 3r — s,
uday = az 4 ray + 2t,
u4aﬁl = a4 — sag + 2rag — (t +rs)a; + 3r? — 2st,

u6af5 = ag +raq + r2a2 +r3 = tas — 2 — rtay,

odakle se dobiva da vrijedi

uldy = ¢y, ubch=cg, uPA=A, j =3
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U slucaju kratkih Weierstrassovih formi jedine dopustive supstitucije su
r=u’2, y=u>, wueQ*

Vrijedi i svojevrstan obrat ovog svojstva j-invarijanti. Naime, dvije elipticke
krivulje su izomorfne nad algebarskim zatvorenjem Q ako i samo ako imaju
istu j-invarijantu.

Ako promatramo krivulje nad algebarski zatvorenim poljem, onda nam
j-invarijanta govori jesu li krivulje izomorfne. No ako polje nije algebarski
zatvoreno, primjerice ako promatramo krivulje nad Q, onda dvije krivulje
mogu imati jednake j-invarijante, a da se ne mogu transformirati jedna u
drugu pomocu racionalnih funkcija s koeficijentima iz Q. Na primjer, krivu-
lie y?> = 2% — 42 i y> = 2® — 25 obje imaju j = 1728. Prva od njih ima
kona¢no mnogo racionalnih tocaka, dok ih druga ima beskona¢no mnogo
(tocka (—4, 6) je beskona¢nog reda). Dakle, ove krivulje nisu izomorfne nad
Q, ali jesu nad Q(/10) (supstitucije su (z,y) — (u’x,uy), u = @).

Za j # 0,1728, krivulja

35 27
y? =2’ — - J T+ - J
j— 1728 j—1728

ima j-invarijantu upravo jednaku j. Krivulje oblika 4?> = 23 + b imaju j-
invarijantu jednaku 0, dok krivulje oblika y?> = 2? 4+ az imaju j invarijantu
jednaku 1728 = 123,

Neka je F elipticka krivulja definirana nad Q. Promjenom varijabli, ako
je potrebno, mozemo pretpostaviti da je F dana jednadzbom

y? =23 +ax +0, 2.9

gdje su a,b € Z (takvu jednadzbu nazivamo cjelobrojni model za E). Za
prosti broj p > 3 moZemo promatrati jednadZbu y?> = 23 4 ax + b mod p.
Ako je ovom jednadZbom definirana elipticka krivulja nad poljem F,, onda
kazemo da F ima dobru redukciju modulo p.

Uocimo da za krivulju E postoji viSe izbora za a,b € Z u prikazu (2.9).
U definiciji dobre (lose) redukcije pretpostavljamo da su a, b izabrani tako
da F ima “najbolja moguca” svojstva. Dakle, za svaki p trazimo a, b sa svoj-
stvom da kubni polinom P(z) = x3 + az + b ima $to vi$e razli¢itih korijena
modulo p, te da je diskriminanta A = —16(4a>+27b?) djeljiva sa §to manjom
potencijom broja p. Kazemo da je takva jednadzba minimalna za p. Pokazuje
se da je moguce izabrati takve a, b koji imaju ovo svojstvo za sve p. Pripadna
jednadzba se naziva (globalna) minimalna Weierstrassova jednadzba od E.
Da bi se analogni pojmovi definirali za p = 2 i p = 3, trebamo gledati opc¢u
(dugu) Weierstrassovu formu.

Kod prostih brojeva s loSom redukcijom kubni polinom P(z) = z34-ax+b
ima viSestruki korijen modulo p. Ako polinom P ima trostruki korijen, ka-
zemo da F ima aditivnu redukciju, a ako polinom P ima dvostruki Kkorijen,
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onda kazemo da E ima multiplikativnu redukciju. Dodatno se razlikuje ras-
cjepiva i nerascjepiva multiplikativna redukcija. Rascjepiva je ako su koefi-
cijenti smjera tangenata u singularnoj tocki iz IF,,, a nerascjepiva inace. Ovo
posljednje se moze odrediti tako da se jednadzba krivulje napise u obliku
y? = 2%(x + ¢). JednadZbe tangenti u singularnoj to¢ki (0,0) su y = ++/cx,
pa vidimo da ¢emo imati rascjepivu multiplikativhu redukciju ako i samo
ako je c kvadrat u F,, (tj. ako i samo ako je c kvadratni ostatak modulo p).

Primjer 2.2. Promotrimo elipticku krivulju nad Q zadanu jednadzbom
y? = 2% — 1037232z + 965662992.

Njezina diskriminanta je A = —223!271211. Zaklju¢ujemo da F ima dobru
redukciju svugdje, osim mozda u p = 2, 3,7, 11. Takoder, odmah vidimo da
se losa redukcija u p = 11 ne¢e mo¢i ukloniti (jer se diskriminante izomor-
fnih krivulja razlikuju za faktor oblika u'?), dok je za p = 2, 3,7 to moZda
moguce. Supstitucijama

T = 72%15 y= 7391

dobivamo jednadzbu
y? = o3 — 4322 + 8208,

¢ija je diskriminanta —2!23'211, pa E ima dobru redukciju u 7.

Kod razmatranja redukcije u p = 2 i p = 3 morat ¢emo odustati od
kratke Weierstrassove forme. Za p = 3 koristimo se supstitucijama oblika
x1 = 3229 + 7, y1 = 3%y, te iz uvjeta da su koeficijenti Weierstrassove jed-
nadzbe cjelobrojni dobivamo uvjet r = —3 (mod 9). Uzmimo r = —12, pa
supstitucijama

T = 91‘2 — 12, Y1 = 27y2

dobivamo jednadzbu
y5 = x5 — 4} + 16, (2.10)

¢ija je diskriminanta —2'211, pa E ima dobru redukcijuiu p = 3.

Zap = 2, koristimo se supstitucijama oblika zo = 2223, yo = 23y3+t, gdje
iz uvjeta da su koeficijenti Weierstrassove jednadzbe cjelobrojni dobivamo
dajet =4 (mod 8). Uzmimo ¢ = 4, pa supstitucijom

ry = 4wz, Yy =8yz+4
dobivamo jednadzbu
Y3 +ys = i — 73, (2.11)

Ova krivulja je nesingularna za p = 2 jer joj je diskriminanta jednaka —11
(drugi nacin da se to vidi je iz parcijalne derivacije po ys, tj. 2y3 +1 =1u
[F5, koja je uvijek razli¢ita od nule). Stoga F ima dobru redukciju u p = 2.
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Zaklju¢ujemo da F ima dobru redukciju u svim prostim brojevima, osim
u p = 11, gdje ima losu redukciju. Jednadzba (2.11) je minimalna Weier-
strassova jednadzba od E.
Promotrimo jo$ malo situaciju za p = 11, i to preko jednadzbe (2.10). U
Fll imamo
x5 — 423 +16 = (zo 4+ 1)%(z2 + 5),

pa vidimo da E ima multiplikativhu redukciju u p = 11. Tangente u sin-
gularnoj tocki (x2,y2) = (—1,0) imaju koeficijente smjera £2 € Fy; (jer
jednadZba o? = 4 ima rjeSenja u IF1;), pa E ima rascjepivu multiplikativhu
redukciju up = 11. O

Globalna minimalna jednadzba od E ima svojstvo da joj je |A| mini-
malno medu svim cjelobrojnim modelima od E. U izomorfizmu izmedu
dvije minimalne jednadzbe mora biti v« = +1, dok su r,s,t € Z. Izbo-
rom parametara r,s,t uvijek se moze posti¢i da je a,a3 € {0,1}, as €
{-1,0,1}. Jednadzba koja zadovoljava ove uvjete zove se reducirana. Nije
tesko vidjeti da je jedina transformacija (osim identitete) koja jednu redu-
ciranu jednadzbu preslikava u drugu reduciranu jednadzbu transformacija
(r,s,t,u) = (0,—a, —as,—1). To je transformacija koja tocki (x,y) pridru-
zuje njezin inverz —(x,y) = (z,—y — a1x — a3) i ne mijenja jednadzbu.

Zaklju¢ujemo da svaka elipticka krivulja ima jedinstvenu reduciranu mi-
nimalnu Weierstrassovu jednadzbu. Ova Cinjenica omogucava vrlo lako raz-
likovanje krivulja. Tako se u razli¢itim tablicama s podatcima o konkret-
nim eliptickim krivuljama najceS¢e nalaze samo podatci za reducirane mini-
malne jednadzbe.

Neka je elipticka krivulja dana jednadzbom s cjelobrojnim koeficijen-
tima. Ako je v,(A) < 12ili vp(cs) < 41li v,(c6) < 6, onda je ta jednadzba
minimalna za prosti broj p. Ako je p # 2,3, onda vrijedi i obrat: ako je
vp(A) > 121 vp(cq) > 4, onda jednadzba nije minimalna za p. Situacija
sp = 21p = 3 je kompliciranija. Tu se minimalna jednadzba za p moze
izraCcunati Tateovim algoritmom. To je algoritam koji racuna minimalne jed-
nadzbe za svaki p, globalnu minimalnu jednadzbu, konduktor i jo§S neke
podatke.

Za krivulju definiranu nad Q se definira veli¢ina povezana s diskriminan-
tom koja se naziva konduktor

N = prp.
P

Ako je p # 2,3, onda se f, moZe lako odrediti iz minimalnog Weierstrasso-
vog modela za F:
* fp=0akopfA;

e fp=1lakop|Aipfey;
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* fp>2akop| Aip]|ecy; akojep#2,3,ondaje f, = 2.

U razli¢itim tablicama i bazama eliptickih krivulja nad Q uglavnhom se
navode samo minimalne Weierstrassove jednadzbe krivulje, dok su krivulje
obicno sortirane prema svom konduktoru. Najmanji N za kojeg postoje elip-
ticke krivulje nad QQ s konduktorom jednakim N je N = 11. Sljedece krivulje
imaju konduktor 11:

vy =21’ —a?

v+ y=a® — 22— 10z — 20,
y? +y = a° — 22 — 78202 — 263580.

Diskriminante su im redom: —11, —11°, —11. Prve dvije imaju to¢ke reda 5,
dok tre¢a nema netrivijalnih racionalnih toc¢aka.

Idu¢e mogucnosti za konduktor su N = 14,15,17,19,20,21,24, ... Sve
krivulje s konduktorom manjim od 37 imaju samo kona¢no mnogo racional-
nih toc¢aka (imaju rang jednak 0). Jedna od krivulja s konduktorom 37,

v +y=2a’ -z,

ima tocku beskonacnog reda (0,0) (i rang jednak 1).

2.3 Elipticke krivulje u programskom paketu PARI/GP

U programskom paketu PARI/GP (https://pari.math.u-bordeaux.fr/)
implementiran je veéi broj vaznijih funkcija vezanih uz elipticke krivulje.
Sada ¢emo navesti samo neke, dok ¢emo ostale spomenuti onda kada se pri-
rodno pojave u gradivu koje ¢emo obradivati (popis svih funkcija vezanih
uz elipticke krivulje moze se dobiti sa 212).

Pretpostavljamo da je krivulja dana u Weierstrassovoj formi

Y + a1y + azy = 3° + axx” + aux + ag,
te ju u PARI-ju reprezentiramo kao pet-komponentni vektor
e = [a1, a2, a3, a4, ag).

Tocke na E su reprezentirane kao dvo-komponentni vektori [z, y], osim tocke
u beskonacnosti koja je reprezentirana kao jedno-komponentni vektor [0].

Prije primjene bilo koje od ostalih funkcija, elipticku krivulje “inicijalizi-
ramo” pomocu funkcije el1linit.

E =ellinit(e): racuna sljedeée podatke za elipticku krivulju nad Q:

ai, az, az, a4, ag, ba, ba, be, bg, ca, cs, A, j.
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Npr. diskriminanta od E se moZe dobiti kao E[12] ili F.disc, dok je j-
invarijanta E[13] ili E. 7. Koeficijenti ¢, i ¢¢ se dobivaju kao E.c4 i E.cé6.

Dodatni podatci ovise o polju nad kojim je definirana krivulja. Tako su
za krivulje nad poljem C primjerice dostupni i ovi podatci:

* FE.omega[l] je realni, a E.omega|2| je kompleksni period od E. Dru-
gim rije¢ima, w; = E.omega[l] iwy = E.omegal[2] ¢ine bazu komplek-
sne reSetke od E.

* E.area je povrsina fundamentalnog paralelograma od E.

Navedimo sada neke od funkcija vezanih uz elipticke krivulje koje su
dostupne u PARI-ju. Kasnije ¢emo spomenuti jo$ neke, primjerice one za
racunanje torzijske grupe i ranga.

elladd(E, P1, P2): zbroj to¢aka P1 i P2 na eliptickoj krivulji E.
ellsub(E, P1, P2): razlika P1 — P2 tocaka na eliptickoj krivulji E.
ellmul(E, P,n): visekratnik nP toCke P na eliptickoj krivulji E.

ellordinate(FE,x): daje vektor koji sadrzi y-koordinate tocka na eliptic-
koj krivulji E ¢ija je z-koordinata jednaka z.

ellisoncurve(F, P): daje 1 (tj. “istina”) ako je P toc¢ka na E, a 0 (tj.

“laz”) inace.

ellchangecurve(E,v): daje elipticku krivulju koja se iz E' dobije pomoc¢u
supstitucija koje su odredene vektorom v = [u,r, s, t], tj. veza starih koordi-
nata x,y i novih 2,y je dana sa x = v?2’' +r, y = u3y’ + su’z’ +t.

ellminimalmodel(E, {&wv}): daje reducirani minimalni model za elip-
ticku krivulju nad Q. Opcionalnoj varijabli v pridruzuje se vektor [u,r, s, t]
koji daje odgovarajuc¢u promjenu varijabli, tako da je krivulja koja se dobije
pomocu ove funkcije upravo ellchangecurve(E,v).

ellglobalred(E): racuna konduktor, globalni minimalni model od F i
globalni Tamagawin broj c¢. Rezultat ove funkcije je pet-komponentni vektor
[N,v,c, faN, L], gdje je N konduktor, v daje promjenu varijabli pomo¢u koje
se iz E dobiva minimalni integralni model (e11minimalmodel), dok je ¢
produkt lokalnih Tamagawinih brojeva ¢, $to je veli¢ina koja se pojavljuje u
eksplicitnoj verziji Birch i Swinnerton-Dyerove slutnje, faN je faktorizacija
od N, dok L predstavlja podatke iz lokalnih redukcija po prostim faktorima
od N (L[i] je elllocalred(E, faN][i,1])).

ellwp(F,{z = z}): racuna vrijednost u z Weierstrassove g funkcije pri-
druzne eliptickoj krivulji £ (zadanoj sa el1init ili kao resetka |[wy,ws]).

ellpointtoz(F, P): ratuna kompleksan broj ¢ (modulo resetka odredena
sa E) koji odgovara tocki P (njezin parametar), tj. p(t) = P[1], ¢/(t) = P][2].
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ellztopoint(F,z): ratuna koordinate [z, y| tocke na eliptickoj krivulji E
koja odgovara kompleksnom broju z. Dakle, ovo je inverzna funkcija od
ellpointtoz. Tocka [z,y] prikazuje vrijednost Weierstrassove g funkcije i
njezine derivacije u tocki z. Ako je z tocka reSetke koja definira £ nad C,
onda je rezultat ove funkcije to¢ka u beskonacnosti [0].

Primjer 2.3. Ilustrirat cemo koristenje nekih funkcija iz PARI-ja na primjeru
elipticke krivulje iz Primjera 2.11.

? E=ellinit ([0,0,0,-1037232,965662992])
%$1 = [0, 0, O, -1037232, 965662992, 0, -2074464, 3862651968,
-1075850221824, 49787136, —-834332825088, —-331424164353036496896,
-4096/111]
? factor (E.disc)
$2 = [-1, 1; 2, 12; 3, 12; 7, 12; 11, 1]
F=ellminimalmodel (E, &v);
[F.al,F.a2,F.a3,F.a4,F.a6]
3 = 1[0, -1, 1, 0, 0]
A\
4 = [42, -588, 0, 37044]
? ellordinate (F, 0)

LACRRELV]

) o°

o\°

$5 = [0, -1]
? P = [0, 0], for(n=2,5,print (ellmul (F,P,n)))
(1, -11 (1, 0] [0, -1 [O] ¢

Primjer 2.4. U ovom primjeru ¢emo uzeti krivulju

v +y=a’ -z,
za koju smo rekli da je krivulja s najmanjim konduktorom koja ima besko-
nacno mnogo cjelobrojnih tocaka.

? E=ellinit([0,0,1,-1,01)
1 =110, 0, 1, -1, 0, 0, -2, 1, -1, 48, -216, 37, 110592/37]
P = [0,0]

o\

)

%2 = [0,0]
? ellisoncurve (E,P)
$3 =1

? for(n=2,8,print (ellmul (E,P,n)))

(1, o1 [-1, -11 [2, =31 [1/4, -5/8] [6, 141 [-5/9, 8/27]

[21/25, -69/125]

?tl ellpointtoz (E,P)

4 = 0.9295927152853956744051993445 + 1.225694690993395030427112416%*1
t ellpointtoz (E, [2, -31)

5 =0.7249122149096230677887873984

t2 - 4%tl

D o°
N
Il Il

o\

)
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$6 = —-2.993458646231959629832009980 - 4.902778763973580121708449664+1
? E.omegall]
$7 = 2.993458646231959629832009980

? 2+E.omegal[2]

-4.902778763973580121708449664+1T

? G=ellglobalred(E)

%8 = [37, [1, O, O, O], 1, Mat([37, 11), [[1, 5, 0, 1111
? cond = G[1]

%9 = 37 &

Primjer 2.5. U PARI-ju je implementiran i algoritam za prevodenje opce kubne
jednadzbe u (dugi) Weierstrassov oblik, i to preko funkcije e 11 f romegn. Ilus-
trirajmo njezinu primjenu na primjeru krivulje iz Primjera 2.1. Da bi se uvje-
rili da je elipticka krivulja koju dobivamo primjenom ove funkcije ekvivalentna
eliptickoj krivulji dobivenoj u Primjeru 2.1, usporedit ¢emo njihove reducirane
minimalne jednadzbe. Funkcija el1fromeqgn se moze primijeniti i na ostale
oblike krivulja genusa 1, kao sto su Edwardsove krivulje i hiperelipticke krivulje
stupnja 4.

? ellfromeqgn (x"3+y~3-1)
%1 = [0, O, -9, 0, -27]
? el=ellinit ([0, O, =9, 0, =-271);
? e2=ellinit ([0, O, 0, 0, -432])
? fl=ellminimalmodel (el) ;
? [fl.al,fl.a2,fl.a3,fl.a4,fl.a6]
%2 = [0, O, 1, O, =71
? f2=ellminimalmodel (e2);
? [f2.al,f2.a2,f2.a3,f2.a4,£f2.a6]
%3 = [0, 0, 1, 0O, =7]
ellfromeqn (U24+v"2-9% (1-u"2xv”"2))
= [0, 80, 0, 324, 25920]
ellfromegn (y*"2—(x+1) * (3xx+1) % (8*x+1) *x (120xx+1))
5 = [0, 1475, 0, 546048, 51031296]

4

o° D

4

o° 0

2.4 Torzijska grupa

Najvaznija cinjenica o eliptickim krivuljama nad Q jest Mordell-Weilov te-
orem.

Teorem 2.1 (Mordell-Weil). Grupa E(Q) je konacno generirana Abelova grupa.

Ovaj teorem je 1922. godine dokazao britanski matematicar Louis Joel
Mordell (1888. — 1972.), dok ga je 1928. godine francuski matematicar
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André Weil (1906. — 1998.) poopcio na Abelove mnogostrukosti nad poljima
algebarskih brojeva.

Mordell-Weilov teorem nam, drugim rijecima, kaze da postoji konacan
skup racionalnih to¢aka {P;,..., P} na E iz kojih se sve ostale racionalne
tocke na E mogu dobiti povlaceci sekante i tangente. Kako je svaka konac¢no
generirana Abelova grupa izomorfna produktu ciklickih grupa (preciznije,
produktu oblika 7 x Zy, x - - - xZy, takoda ky | ka | - -+ | km, gdje smo sa Zj,
oznacili kvocijentni prsten Z/kZ), dobivamo sljede¢u neposrednu posljedicu
Mordell-Weilova teorema.

Korolar 2.1.
E(Q) = E(Q)tors x Z"

Podgrupa E(Q)ors 0d E(Q) koja se sastoji od svih tocaka konac¢nog reda
naziva se torzijska grupa od E, a nenegativni cijeli broj r se naziva rang od
E i oznacava se s rank(E) (preciznije rank(F(Q))). Korolar nam kaze da
postoji r racionalnih tocaka Pi,..., P, beskonacnog reda na krivulji E sa
svojstvom da se svaka racionalna tocka P na F moze prikazati u obliku

P=T+mP+- - +m.P,

gdje je T neka tocka konacnog reda, a my, ..., m, cijeli brojevi. Ovdje m; P;
oznacava sumu P; + --- + P; od m; pribrojnika, koja se Cesto oznacava i s
[ml]Pl.

Prirodno se postavlja pitanje koje sve vrijednosti mogu poprimiti F(Q)tors
i rank(F). Nadalje, pitanje je kako ih izracunati za konkretnu krivulju E. Po-
kazuje se da je puno lakse dati odgovore na ova pitanja za torzijsku grupu
nego za rang.

Promotrimo na trenutak tocke kona¢nog reda nad C i R. Rekli smo da
se elipti¢ka krivulja nad C moZze poistovijetiti s kvocijentnom grupom C/L,
gdje je L = {mjwy + maows : my,mg € Z}. Stoga je nP = O ako i samo ako
je parametar od P (z iz fundamentalnog paralelograma takav da je p(z) =
x(P)) oblika “1w; + “2ws, 0 < my,mp < n. Dakle, rjeSenja jednadzbe
nP = O ¢ine grupu izomorfnu sa Z/nZ x Z/nZ.

U slucaju krivulje s realnim koeficijentima, reSetka L ima bazu u kojoj je
jedan od perioda, recimo w1, realan, a u slucaju kada je A > 0 (tj. grafod F
ima dvije komponente) je drugi, ws, Cisto imaginaran (dakle, tada je funda-
mentalni paralelogram u stvari pravokutnik). Tockama iz F(R) odgovaraju
parametri ¢t € [0,w;) (donja osnovica paralelograma) te u slucaju kad graf
od E ima dvije komponente joS it — %wg € [0,w;) (srednjica pravokutnika
paralelna s osnovicom). Dakle, grupa E(R) je izomorfna ili grupi kruznice
St (kada je A < 0) ili Z/27Z x S' (kada je A > 0). RjeSenja jednadzbe
nP = O ¢ine grupu izomorfnu sa Z/nZ ili Z/2Z x Z/nZ.

Vratimo se sada na krivulje nad Q. Iz onoga $to smo do sada rekli, slijedi
da bi grupa E(Q)s trebala biti kona¢na podgrupa od S! ili Z/2Z x S1.



Diofantove m-torke i elipticke krivulje 41

Poznato je da su sve kona¢ne podgrupe od S' ciklitke. Stoga je E(Q)tors
izomorfna jednoj od grupa oblika Z/kZ ili Z/27 x 7./2kZ (uo¢imo da ako je
k neparan, onda je Z/27Z x Z/kZ = Z/2kZ).

Mazur je 1978. godine dokazao da postoji to¢no 15 mogucéih torzijskih
grupa za elipticke krivulje nad Q. To su grupe:

ZJkZ, zak =1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,
7.)27. % 7.JkZ, zak = 2,4,6,8.

Totke reda 2 na krivulji y? = 23 + a2? + bz + ¢ su upravo tocke s y-
koordinatom jednakom 0. Mozemo imati O, 1 ili 3 takve tocCke, Sto ovisi
o broju racionalnih nulto¢aka polinoma 2 + ax? + bz + c. Te tocke, za-
jedno s tockom O, ¢ine podgrupu od E(Q)ors koja je ili trivijalna ili izomor-
fna Z /27 ili izomorfna Z /27 x 7Z/27. Ostale tocke kona¢nog reda mozemo
naci s pomocu Lutz-Nagellova teorema. Ideja je na¢i model krivulje u ko-
jem ce sve torzijske tocke biti cjelobrojne. To je upravo model s jednadZzbom
y? = 23 + ax® 4+ bx + ¢ koji dobijemo iz opée Weierstrassove jednadZbe
(2.1) eliminiraju¢i ¢lanove uz zy i y (supstitucijama (2.8) s u = 2 ako je
potrebno). Ako je a; = az = 0, onda ve¢ Weierstrassova jednadzba ima ze-
ljeni oblik; inace stavimo a = by, b = 8by, ¢ = 16bg. Zatim se za torzijsku
tocku P = (x,y) iskoristi ¢injenica da i P i 2P imaju cjelobrojne koordinate,
da bi se dobila ocjena za y. Cesto se Lutz-Nagellov teorem navodi za jed-
nadZbu oblika y? = 3 + ax + b, $to nije gubitak opéenitosti jer se ¢lan uz 22
moze eliminirati nadopunjavanjem na potpun kub, medutim, to eliminira-
nje ukljuCuje dodatno skaliranje koordinata te za rezultat ima (nepotrebno)
vecu ocjenu za y. Napomenimo da kod krivulje s opéom Weierstrassovom
jednadzbom za tocku konacnog reda P(z,y) vrijedi da su 4z i 8y cijeli bro-
jevi.

Teorem 2.2 (Lutz-Nagell). Neka je E elipticka krivulja zadana jednadzbom
y? = f(x) =2* + a2® + bz +c, (2.12)

gdje su a,b,c € Z. Ako je P = (x1,y1) tocka konacnog reda u E(Q), tada su
r1,Y1 € Z.

Teorem je dobio ime po francuskoj matemati¢arki Elisabeth Lutz (1914
- 2008) i norveskom matematicaru Trygve Nagellu (1895 — 1988) koji su ga
neovisno dokazali 30-tih godina 20. stoljeca.

Propozicija 2.3. Neka je F elipticka krivulja zadana jednadzbom (2.12), gdje
su a,b,c € Z. Ako je P = (x1,y1) tocka konacnog reda u E(Q), tada je ili
y1 = 01ili y3 | Ao, gdje je Ag = —A/16 = 27¢? + dac + 4b3 — a?b? — 18abe.

Dokaz: Ako je 2P = O, onda je P = —P = (z1,—y1), pajey; = 0. U
protivhom je 2P = (z2,y2), gdje je po Lutz-Nagellovu teoremu z,ys € Z.
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Iz formule za zbrajanje na F imamo 2z; 4+ 25 = \? — q, gdje je A = %

koeficijent smjera tangente na F u tocki P. Vidimo da je A\ € Z, $to povlaci
da y; | f'(x1). Sada iz formule

Ag = (=27f(x) + 5dc + 4a® — 18ab) f(z) + (f'(z) + 3b — a®) f'(z)* (2.13)

iy} = f(z1) slijedi da y? | Ag. Formula (2.13) se dobije primjenom (prosi-
renog) Euklidova algoritma na polinome f(z) i (f'(x))2. O

Lutz-Nagellov teorem nam daje konacnu listu kandidata za torzijske
tocke. Toc¢nije, daje nam kandidate za y-koordinate tocaka. No za dani y
nije te$ko naéi cjelobrojna rjeSenja jednadzbe 2% + az?® + bz + ¢ — y?> = 0
(ili ispitivanjem faktora od 42 — c ili preko Cardanovih formula za rjeSenja
kubne jednadzbe). Ako je P torzijska tocka, onda za svaki prirodni broj n
tocka nP mora biti ili O ili jedna od tocaka s liste. Budu¢i da je lista ko-
nacna, ili ¢emo dobiti da je nP = mP za neke m # n, u kojem je slucaju
(n—m)P = Oitocka P torzijska, ili ¢e neki viSekratnik »n P biti izvan liste pa
P nije torzijska. Alternativnho, mozemo se koristiti i Mazurovim teoremom,
prema kojem je red svake torzijske tocke < 12. Stoga, ako je nP # O za sve
n < 12, onda P nije torzijska.

Pretpostavimo da smo nasli sve torzijske tocke te da nakon toga Ze-
limo odrediti strukturu torzijske grupe. Prema Mazurovu teoremu jedini
slucajevi kada red grupe ne odreduje potpuno strukturu grupe su sluca-
jevi |E(Q)rors| = 4, 81 12, kada imamo dvije moguénosti: Z/4kZ ili 7 /27 x
ZJ2kZ, k = 1,2,3. Ako imamo jednu tocku reda 2, onda je E(Q)wrs =
7./4kZ, a ako imamo tri tocke reda dva, onda je E(Q)ors = Z /27 x 7./2kZ.

Primjer 2.6. Odredimo torzijsku grupu elipticke krivulje
E: = (—x+4)3z+4)(4z +4)
inducirane D(4)-trojkom {—1,3,4}.

Rjesenje: Prebacimo najprije krivulju u oblik iz Lutz-Nagellovog teorema
(pomnozimo jednadzbu s (—3)? te zamijenimo z sa x/(—3)):

y? = a3 + 5% — 722 4 144 = (x — 3)(z — 4)(x + 12).

Ovdje je Ag = —57600. Ako je y = 0, onda je x = 3, 4 ili —12, pa imamo
tri totke (3,0), (4,0) i (—12,0) reda 2. Ako je y # 0, onda y? | 576000, tj.
y | 240. Testiranjem svih moguénosti, npr. pomoc¢u ovog koda u PARI-ju:

fordiv (240,y, f=factor (x"3+5xx"2-72xx+144-y"2); \
if(length(f~)>1,print(y," ",f)))

nalazimo sljedece tocke s cjelobrojnim koordinatama: P; = (0,12), P, = (8,20),
—P; = (0,-12), — P, = (8,—20) (koje odgovaraju y = 12 i y = 20). Racunajuci
viSekratnike, dobivamo 2P, = (4,0), 2P, = (4,0). Dakle, tocke +P; i =P, su tocke
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reda 4. Bududi da imamo ukupno 8 tocaka konac¢nog reda (zajedno s tockom u
beskonacnosti), od kojih su 3 tocke reda 2, zaklju¢ujemo da je

B@ors = {0,(-1,0), (~3,0),(4,0), (0,8), (0, ~8), (~5, 3, (3.~ 3}

33 3 3
~ 7,/27 x 7/AZ.

Spomenumo da je {—1, 3,4} jedina D(4)-trojka koja inducira elipticku krivulju
s torzijskom grupom Z/27Z x Z/47Z. Sve ostale D(4)-trojke induciraju krivulje s tor-
zijskom grupom Z/27 x Z/2Z ili Z/27 x 7Z/6Z (Dujella & Miki¢, 2014). Slutnja je
da se ni grupa Z/2Z x Z/6Z ne moZe ovdje pojaviti. &

Problem s primjenom Lutz-Nagellova teorema moze se javiti ako je tesko fakto-
rizirati diskriminantu A ili ako ona ima jako puno kvadratnih faktora.
Tada nam moZe pomodi sljedeca Cinjenica.

Propozicija 2.4. Neka je E elipticka krivulja zadana jednadzbom
y? = f(z) = 2® +ax® + bx +c,
gdje su a, b, c € Z. Neka je p neparni prosti broj takav da p 1 A te neka je
pp - E(Q) — E(Fy)

redukcija modulo p. Ako je tocka P € E(Q) konacnog reda i p,(P) = O, onda je
P=0.

Dokaz: Prema Lutz-Nagellovu teoremu sve torzijske tocke (osim O) imaju cje-
lobrojne koordinate, pa se kod redukcije modulo p ne reduciraju u O. O

Prema Propoziciji 2.4, jezgra (skup svih elemenata domene koji se preslikavaju
u neutralni element kodomene) restrikcije preslikavanja p, na E(Q)ors je trivijalna.
Slika te restrikcije je podgrupa od E(F,), pa budué¢i da red podgrupe dijeli red
grupe, zaklju¢ujemo da |E(Q)wrs| dijeli |[E(F,)|. Ako uzmemo nekoliko vrijednosti
od p, tada najvedi zajednicki djelitelj g pripadnih vrijednosti od |E(F,)| mora biti
visekratnik od |E(Q):ors|-

Ractunanje reda od E(F,) za velike p-ove nije jednostavan problem. No u pri-
mjenama za racunanje torzijske grupe p-ovi su u pravilu vrlo mali (biramo najma-
nje neparne p-ove koji ne dijele diskriminantu), tako da je tu za ratunanje |E(F,)|
sasvim zadovoljavajuca sljedec¢a formula s pomocu Legendreova simbola

m3+am2+bm+0)
’ .

EE) =p+1+ Y (

z€F,
U PARI-ju se |E(F,)| moZze dobiti kao p+ 1 — ellap(F,p).
Primjer 2.7. Odredimo torzijsku grupu elipticke krivulje
E: ¥ =@+1)Bz+1)8z+1)

inducirane Diofantovom trojkom {1, 3, 8}.
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Rjesenje: Minimalna Weierstrassova jednadzba od E je
y? =23 — 22 — 120z + 432.

Ovdje je Ay = —2822400 = —28325272, pa bismo, koristeéi se Lutz-Nagellovim
teoremom, trebali testirati sve djelitelje y | 1680. Umjesto toga, mozemo provije-
riti da je |E(F11)| = 12 i |[E(F13)| = 20, odakle, buduéi da je nzd(12,20) = 4 te
znamo da krivulja ima tri tocke reda 2 i tocku u beskonacnosti, izravno slijedi da je
E(Q)tors = {Ov (*17 O)a (7%7 O)a (7%a 0)} = Z/2Z X Z/2Z <>

U programskom paketu PARI torzijska grupa elipticke krivulje nad Q moze se
izracunati preko funkcije elltors. Rezultat je 3-komponentni vektor [¢, vy, v2],
gdje je ¢ red torzijske grupe, v; daje strukturu torzijske grupe kao produkta ciklickih
grupa, dok v, daje generatore tih ciklickih grupa.

Vet smo spomenuli da je 1978. godine Mazur dokazao sljededi teorem.

Teorem 2.3. Postoji tocno 15 mogucih torzijskih grupa za elipticke krivulje nad Q. To
su grupe:

Z/kZ, zak=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12
Z)2Z x 7)2kZ, zak =1,2,3,4.

Tezina ovog rezultata lezi u dokazivanju da se grupe koje nisu navedene u
teoremu ne mogu pojaviti kao torzijske grupe elipticke krivulje nad Q.

S druge strane, nije teSko pokazati da se za svaku od 15 grupa navedenih u
Mazurovu teoremu moze konstruirati beskona¢no mnogo eliptickih krivulja s tom
torzijskom (pod)grupom. Mi ¢emo to detaljno napraviti za grupe oblika Z/27 x
Z,/2kZ jer su to grupe koje se javljaju kod eliptickih krivulja induciranih racionalnim
Diofantovim trojkama (i ¢cetvorkama).

Ipak recimo nesto kratko i o torzijskim grupama oblika Z/kZ. Pokazuje se da je
za tu svrhu prikladno promatrati krivulje u dugoj Weierstrassovoj formi

y? + arzy + azy = 2° + ax® + agr + ag. (2.149)

Stoga navedimo formule za zbrajanje to¢aka na krivulji danoj s (2.14): ako je P; =
(331791), P2 - (1‘2, y2)7 Ondaje Pl + P2 == (1‘3, y3)7 gd.]e.]e

1‘3:)\2+a1)\—a2—l‘1—$2,

ys = —(A+a1)zs — p — as,

A ﬁ’ ako je o # 1,
: { i i2oamtas—ain ghoje Py = P,
{ o ako je xy # 11,

= 3 ” P
' _xls_ytll4:;:_$21%ia3a3yl7 ako je P2 = P1~

Nadalje, 7P1 = (l‘l, —Y1 —a1xry — ag).

Neka je P tocka iz F(Q) reda k. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretposta-
viti da je P = (0,0) (supstitucijom, tj. translacijom, (z,y) — (x —xp,y—yp)). Tada
je u jednadzbi (2.14) ag = 0, a zbog nesingularnosti je jedan od brojeva as i ay4
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razli¢it od nule. Ako je k > 4, onda moZemo pretpostaviti da su i as i ag razliciti od

nule. Tada se jednadzba krivulja moZe transformirati u u Tateovu normalnu formu
v + (1 —c)xy — by = 2° — ba?, (2.15)

gdje su b i ¢ racionalni brojevi takvi da je krivulja nesingularna. U ovoj jednadzbi,
prvih nekoliko viSekratnika tocke P ima vrlo jednostavne koordinate. Npr.

—P = (0,b), 2P = (b,bc), —2P = (b,0), 3P = (¢,b—c), —3P = (¢, c?),

p (b(b—c) —b2(b—lc—02)), ap (b(bgc), b(b—[c)Q).

2 c3 c3
Sada uvjet 2kP = O zapisujemo u obliku kP = —kP, dok uvjet (2k + 1)P = O
zapisujemo u obliku (k + 1)P = —kP. Tako primjerice dobivamo:

* Tocka P je reda 4, tj. 2P = —2P ako i samo ako je ¢ = 0. Dakle, op¢i oblik
krivulje s torzijskom podgrupom Z /47 je

y?+ay —by =23 —bz?, beQ\{—1,0}.

Vrijednosti b = —1/16 i b = 0 smo iskljucili (a sli¢no ¢e biti s izuzetcima u
idu¢im formulama) jer se za njih dobivaju singularne krivulje.

* Tocka P je reda 5, tj. 3P = —2P ako i samo ako je b = ¢. Dakle, op¢i oblik
krivulje s torzijskom grupom Z/5Z je

y? + (1 —b)ry — by = 2° —bx?, be Q) {0}.

e Totka P je reda 6, tj. 3P = —3P ako i samo ako je b = ¢ + c2. Dakle, opéi
oblik krivulje s torzijskom podgrupom Z/6Z je

Y+ (1 -cay—(c+A)y=a3—(c+c?)a?, ce Q\{—%,—l,O}.

* Totka P je reda 7, tj. 4P = —3P ako i samo ako je b(b — c¢) = ¢3. Jed-
nadzbu b? — be = ¢ moZemo shvatiti kao jednadZbu singularne kubike, sa
singularitetom u (b, ¢) = (0,0). Uvrstimo b = ¢d u jednadzbu, pa dobivamo
parametrizaciju ¢ = d?> —d, b = d> — d?. Dakle, op¢i oblik krivulje s torzijskom
grupom Z/77Z je

y?+ (1 —c)xy — by = 23 — ba?,
b=~ &, c=d®—d, deQ\ {0,1}.

Razmotrit ¢emo sada torzijske grupe 7Z/27Z x Z/2kZ za k = 1,2, 3, 4. Sve takve
krivulje imaju tri tocke reda 2. Stoga ¢emo ovdje promatrati krivulje s jednadZbom

v = (x —a)(x — B)(xz — ), (2.16)

gdje su «, 3, tri razlicita racionalna broja. Jednadzba (2.16) ima tri racionalne
tocke reda 2, pa stoga ima torzijsku podgrupu izomorfnu sa Z/27Z x Z/27Z.

U konstrukciji krivulja s torzijskom grupom Z /27 x Z /4Z koristimo se sljede¢om
¢injenicom.
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Teorem 2.4. Neka je E elipticka krivulja nad poljem K, char(K) # 2, 3. Neka je

E y2:(xia)(xfﬂ)(x77)a Oé,ﬂ,’)/GK.

Za totku Q = (x2,y2) € E(K) postoji totka P = (z1,y1) € E(K) takvadaje 2P = Q
ako i samo ako su xy — o, x2 — B 1 9 — 7 potpuni kvadrati u K.

Dokaz: Dokazimo najprije da ako postoji tocka P takva da je Q = 2P, onda su
Ty — a, 9 — B 1 x9 — v kvadrati.

Neka je P = (x1, 1) tocka s traZenim svojstvom te neka je y = Az + u tangenta
u P. Promotrimo polinom

(z —a)(z — B)(z —7) — Az + p)*.

Njegovi korijeni su z; (korijen kratnosti 2) i x5 (jer totka —Q = (z2, —y2) lezi na
tangenti). Dakle,

(r-)a-B)a—7)— (e +p)? = (-2 —w).  (217)
Uvrstimo = = a u (2.17), pa dobivamo
—(Aa+p)? = (o —z1)*(a — x2),

odakle zakljucujemo da je x5 — a kvadrat. UvrStavanjem x = 3, odnosno =z = v,
dobivamo da suixy — 8 i 2o — ~ kvadrati.

Pretpostavimo sada da su z2 — «, x5 — 8 1 2 — 7y kvadrati, te zelimo nadi (z1, y1)
tako da je 2(x1,y1) = (x2,y2). Zamjenom varijabli, moZemo pretpostaviti da je
9 = 0. Dakle, « = —a?, B = —B%, v = —~?%, te moZemo izabrati predznake od
ay, B, Y1 tako da je Yo = Oélﬁl’}/l.

Tangenta u tocki (z1, y1) prolazi tockom (0, —y2), pa ima jednadzbu oblika y =
kx — yo. Kubni polinom

p(z) = (v — a)(@ = B) (@ —7) — (kz — y2)°

ima korijen 0 i dvostruki korijen x1, pa je jednak x(x — x1)?. Stoga kvadratni poli-
nom
p(a)/x = 2% = (a+ B+7+k)z+af +ay + By + 2kys

ima dvostruku nultoc¢ku, pa mu je diskriminanta jednaka 0. Tako dobivamo jed-
nadzbu cetvrtog stupnja po k. Ako pokaZzemo da ta jednadzba ima korijen kg u
K, onda ¢e z; = (a+ B+ v + k) biti dvostruki korijen od p(z), pa ¢e totka
(z1,11) = (21, kox1 — y2) imati trazeno svojstvo da je 2(z1,y1) = (0,y2)-

Preostaje dakle pokazati da jednadzba

E* 4 (200 + 28 + 279)k? — 8yok + o + B2 +9% — 208 —2ay — 2By =0 (2.18)

ima racionalni korijen. Ako usporedimo polinom na lijevoj strani jednadzbe (2.18)
s (k? —a+ B +7)?, te izrazimo a, 3, v, y2 pomoéu a1, 81,71, dobivamo jednadZbu

(K +af = B7 —11)* = (2(a1k + B1m))?,

odnosno
K+ ai — B7 — 71 = £2(ank + Sim),
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¢ija su rjeSenja k = a1 £ (81 + 1) (za predznak +), odnosno k = —a; = (81 — 1)
(za predznak —). Dakle, dokazali smo da jednadzba (2.18) ima cetiri racionalna
korijena. O]

Vratimo se sada na konstrukeiju krivulja s torzijskom grupom Z /27 x Z./47. Bez
smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je tocka P = (0,0) jedna od tocaka
reda 2, i to upravo ona tocka za koju postoji @ € E(Q) takva da je 2QQ = P. To
znaci da krivulja ima jednadzbu

y* =a(z—a)(z - p)

te da su brojevi —a. i —f kvadrati u Q. Dakle, op¢i oblik krivulje s torzijskom pod-
grupom Z/27 x Z/AZ je

v =x(x+1r*)(x+s?), rscQ\{0}, r#=+s, (2.19)
odnosno (dijeleé¢i jednadzbu s 75 i uz oznaku u = s/r)
v =2z +1)(z+u?), uweQ\{0,£1}. (2.20)

Tocka reda 4 na (2.19) je tocka (rs,rs(r + s)), dok je na (2.20) to tocka Q =
(u,u(u+1)). Da bismo dobili krivulju s torzijskom grupom Z/27 x Z/8Z, trebala bi
postojati tocka R (reda 8) takva da je 2R = Q. Prema Teoremu 2.4 nuZan i dovoljan
uvjet za postojanje takve tocke jest da u, v + 1 i u(u + 1) budu kvadrati racionalnih
brojeva. Dakle, imamo: u = v? i v? + 1 = w?. Odavde je v = *; zaneki ¢t € Q.
Stoga je op¢i oblik krivulje s torzijskom podgrupom Z/27Z x Z/87Z

yQ:x(:chl)(er (t22—_t1)4) teQ\{-1,0,1}, (2.21)

odnosno
v =x(x+ - D)Y@ +16tY), teQ\{-1,0,1}, (2.22)

Kao zanimljivost navedimo sljedeci rezultat:

Teorem 2.5. Svaka krivulja nad Q s torzijskom grupom Z/27 x 7./8Z je biracionalno
ekvivalentna krivulji oblika

y? = (ax + 1) (bx + 1)(cx + 1), (2.23)
gdje je {a, b, c} neka racionalna Diofantova trojka.

Dokaz: Mnozeéi jednadzbu (2.23) s a?b?c?, te uvodedi supstituciju = — (z —
ab)/abe, dobivamo jednadzbu

y* = z(z 4 ac — ab)(x + bc — ab).
Ako je ab = —1, tj. b = —1/a, onda su ac — ab i bc — ab kvadrati, pa dobivamo
elipticku krivulju ¢ija torzijska grupa sadrzi Z/27Z x Z/47Z. Jedna od tocaka reda 4
je Q = (o7,07(0+7)), gdje je ac+1 = o2, be+1 = 72, Uzmimo da je trojka {a, b, c}
regularna, tj. da je oblika
{a, —l, a— l}
a a
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Tadaje o =a,7 =1, paje Q= (1,a+ 1), akrivulja ima jednadzbu

1
y? :m(x—l—aQ)(m—i—E).

Da bi dobili tocku reda 8 i torzijsku grupu Z /27 x Z/8Z, zelimo da toc¢ka @) bude
oblika @ = 2R za neku to¢ku R € E(Q). Po Teoremu 2.4, nuzan i dovoljan uvjet za
to je da a® + 1 bude kvadrat racionalnog broja, tj. a = ;. Dobili smo jednadZzbu

y* = :c(er (t24_t 1)2)(x+ ( 4;21) )

Pomnozimo jednadZbu s (4t2(t? — 1)?)3 te uvedemo supstituciju = +— z/(4t?(t*> —
1)?), pa dobivamo upravo jednadzbu (2.21). O

Preostala nam je torzijska grupa Z/2Z x Z/6Z. Da bismo nju dobili, trebali bi-
smo na njoj imati tocku P reda 3 (bez smanjenja opcenitosti moZzemo pretpostaviti
da joj je prva koordinata jednaka 0) za koju postoji tocka @ reda 6 takva da je
2(Q) = P. Prema Teoremu 2.4, tada u (2.16) moramo imati & = —r?, § = —s2,
~ = —t2. Dakle, dobili smo krivulju

v: = (z +r%)(z + ) (x + t7), (2.24)

koja uz tri tocke drugog reda, ima jo$ jednu o¢itu racionalnu tocku P = (0, rst). Ako
bi tocka P bila reda 3, onda bismo dobili trazenu torzijsku grupu. Dakle, moramo
zadovoljiti uvjet —P = 2P, koji daje

(7"282 +7“2t2 +52t2)2

2 2 2 _
1222 —r* =5 —1t"=0,

tj.
(st +ts+tr)(—sr+ts+tr)(—sr+ts—tr)(sr+ts—tr) =0.

MoZemo uzeti da je t = >, pa dobivamo da je op¢i oblik krivulje s torzijskom
podgrupom Z /27 x Z./67Z

2.2
y: = (z 4+ 1) (x + 5%) (:chﬁ), r,s € Q\ {0}, r#:l:s,%s,Qs,

odnosno, uz oznaku u = s/r,

2

Y2 = (x+1)(m+u2)(m+(uﬁ71)2), ue@\{O,il,%,Q}.

2.5 Rang elipticke krivulje

Pitanja koja se ticu ranga elipticke krivulje nad Q su puno teza od pitanja vezanih
uz torzijske grupe, a zadovoljavajuéi odgovori jo$ uvijek nisu poznati. Dugo se vje-
rovalo da rang moze biti proizvoljno velik, tj. da za svaki M € N postoji elipticka
krivulja E nad Q takva da je rank(E) > M. No nedavno se pojavilo nekoliko ¢la-
naka koji daju razlicite heuristicke argumente zasto bi rang mozda ipak mogao biti
ogranicen. Danas se tek zna da postoji elipticka krivulja ranga > 28. Tu je krivulju
2006. godine pronasao Noam Elkies. Klagsbrun, Sherman i Weigandt su dokazali
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2019. godine da je rang te krivulje jednak 28, uz pretpostavku da vrijedi generali-
zirana Riemannova slutnja. Jednadzba (minimalna) joj je:

v +ay+y=a’ -2’

20067762415575526585033208209338542750930230312178956502z+
34481611795030556467032985690390720374855944359319180361266008296291939448732243429.
Pregled pronalazaka rekordnih krivulja dan je u sljedecoj tablici (detalji o rekord-

nim krivuljama mogu se na¢i na web stranici
https://web.math.pmf.unizg.hr/ "duje/tors/rankhist.html):

rang> godina autori
3 1938. Billing
4 1945. Wiman
6 1974. Penney & Pomerance
7 1975. Penney & Pomerance
8 1977. Grunewald & Zimmert
9 1977. Brumer - Kramer
12 1982. Mestre
14 1986. Mestre
15 1992. Mestre
17 1992. Nagao
19 1992. Fermigier
20 1993. Nagao
21 1994. Nagao & Kouya
22 1997. Fermigier
23 1998. Martin & McMillen
24 2000. Martin & McMillen
28 2006. Elkies

Striktno govore¢i, nije poznat nijedan algoritam za racunanje ranga. Naime, za
“algoritme” (uobicajeno ih je ipak tako nazivati) koji se rabe za ratunanje ranga,
od kojih ¢emo neke sada i prikazati, nema jamstva da ¢e dati rezultat u svim slu-
cajevima. Vazan dio tih algoritama ukljucuje odluku ima li racionalnih to¢aka na
odredenoj krivulji genusa 1 za koju je poznato da ima tocaka svugdje lokalno (tj.
nad R te nad p-adskim poljem Q, za sve proste brojeve p). No nije poznat algoritam
koji bi dao odgovor na to pitanje. Nadalje, ¢ak i ako zanemarimo ovaj problem (jer
nam se mozda nece pojaviti za konkretnu krivulju koju promatramo), kod krivulja
koje nemaju racionalnih tocaka reda 2 i imaju velike koeficijente, poznati algoritmi
uglavnom nisu dovoljno efikasni za prakti¢nu primjenu.

Pretpostavimo da E ima tocku reda 2. U tom slucaju je racunanje ranga obi¢no
lakse nego u op¢em slucaju. Opisat ¢emo metodu za racunanje ranga koja se naziva
“silazak s pomocu 2-izogenije”. Promjenom koordinata mozemo pretpostaviti da je
tocka reda 2 upravo tocka (0,0) te da F ima jednadzbu

y2 =23 4+ az? + bx, (2.25)
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gdje su a, b € Z. Ako je polazna krivulja bila dana jednad?bom 32 = 23 +as2? +asz+
ag te ako je xq korijen polinoma x> + asx? + a4 + ag, onda stavimo a = 3xg + ao,
b = (a + a2)xg + a4. Ako je polazna krivulja bila dana s pomocu Weierstrassove
jednadZbe, onda za z, uzimamo korijen kubnog polinoma 2 + byx? + 8byx + 16bg
i stavimo a = 3z + b2, b = (a + b2)xo + 8by. Uvjet nesingularnosti za krivulju E je
A = 16b2(a? — 4b) # 0.

Za krivulju E’ koja ima jednadzbu

y? =2 +d2? 4+ bz, (2.26)

gdje je a’ = —2a i b’ = a? — 4b, kazemo da je 2-izogena krivulji E. Uvjet nesingu-
larnosti za obje krivulje F i E’ je isti i moze se iskazati u obliku b’ # 0. Opcenito,
izogenijom zovemo homomorfizam izmedu dvije elipticke krivulje koji je dan s po-
mocu racionalnih funkcija. U naSem slucaju radi se o preslikavanju ¢ : £ — FE’,

p(P) = (Z—z, M{b)) za P = (x,y) # 0,(0,0), a ¢(P) = O inace. Analogno se

definira v : E' — E sa p(P') = (L, L) 70 P/ = (2',y) # 0,(0,0), a
Y(P") = O inace. Vrijedi (¢p 0 ¢)(P) = 2P zasve P € Ei (¢ ov)(P') = 2P’ za sve
P c E'.

Definirajmo jo$ i preslikavanja o : E(Q) — Q*/Q*%, 8 : E'(Q) — Q*/Q*?, s
a(0) =1-Q*2, a(0,0) = b-Q*2, a(z,y) = 2-Q*2 za P = (z,y) # O, (0,0), te sasvim
analogno za 3. Jasno je da je Ker(¢) = {0, (0,0)}, Ker(y)) = {O, (0,0)}, a pokazuje
se da vrijedi Im(¢) = Ker(f3) i Im(¢) = Ker(a). Broj 2 u nazivu 2-izogenija dolazi
od toga Sto su jezgre od ¢ i ¢ dvoclane.

Ovim preslikavanjima se koristi u prvom koraku dokaza Mordell-Weilova te-
orema, tj. u dokazu da podgrupa 2E(Q) ima konacan indeks u grupi E(Q). Na-
ime, lako se vidi da ta tvrdnja slijedi iz konacnosti indeksa [E(Q) : %(E'(Q))] i
[E'(Q) : ¢(E(Q))], a to pak, prema Teoremu o izomorfizmu grupa, slijedi iz ko-
nacnosti grupa Im(«) i Im(8). Zapravo je veza ovih preslikavanja s rangom jo$
eksplicitnija. Naime, vrijedi

[E(Q) : 9(E"(@Q))] - [E"(Q) : ¢(E(Q))] _ [m(e)| - [Im(B)]

2" =
4 4 ’

gdje je r = rank(E(Q)).

Vrijediida je r = rank(E’(Q)), no torzijske grupe od E i E’ oplenito ne moraju
biti izomorfne, veé vrijedi | E(Q)iors| = 2¢| £’ (Q)tors|, gdje je i € {—1,0,1}.

Zelimo dobiti opis elemenata iz Im(«). S & ¢emo oznatiti klasu od = u Q/Q*2.

Neka je (z,y) € FE(Q). Ako je z = 0, onda je (z,y) = (0,0) i a(z,y) = b. Ako
je © # 0, zapi§imo x i y u obliku x = 73, y = &, nzd(m,e) = nzd(n,e) = 1 te ih
uvrstimo u jednadzbu od E. Dobivamo

n? = m(m? + ame® + be).

Stavimo b; = +nzd(m,b), gdje je predznak odabran tako da je mb; > 0. Tada je
m = bymy, b = byba, n = byny, pa dobivamo

n? = my(bym? + amie? + boe).

Bududi da su faktori na desnoj strani posljednje jednadZbe relativno prosti, te m; >
0, zaklju¢ujemo da postoje cijeli brojevi M i N tako da vrijedi m; = M?, bym? +
amie? + bae* = N2, te tako naposljetku dobivamo jednadZbu

N2 = by M* + aM?e? + bye?, (2.27)
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u kojoj su nepoznanice M, e i N. Sada je a(z,y) = (1’18—1\242) . Q*2 = by.

Zaklju¢ujemo da se Im () sastoji od 1, b te od svih b; gdje je b; djelitelj broja b
za koji jednadzba (2.27), gdje je bi1by = b, ima rjeSenja N, M, e € Z, e # 0. Tada je
(}’18—1\32, ble#) € F(Q). Uotimo da jednadzba (2.27) uvijek ima rjeSenje za b; = 1,
atoje (M,e,N)=(1,0,1)izab; =b,atoje (M,e,N)=(0,1,1).

Pri ispitivanju rjesivosti jednadzbe (2.27) mozemo pretpostaviti da je nzd(M, e) =
1. Takoder, nije gubitak opcenitosti ako se gledaju samo oni djelitelji b; koji su kva-
dratno slobodni. Alternativno, ako se gledaju svi djelitelji b, onda se mogu traziti
samo rjeSenja koja zadovoljavaju nzd(N, e) = nzd(M, N) = 1.

Imamo sljede¢i algoritam za racunanje ranga elipticke krivulje E koja ima
racionalnu toc¢ku reda 2, tj. ima jednadZzbu oblika (2.25). Za svaku faktorizaciju
b = b1bs, gdje je by kvadratno slobodan cijeli broj, napiSemo jednadzbu (2.27). Po-
kusamo odrediti ima li ta jednadzba netrivijalnih cjelobrojnih rjeSenja (uoc¢imo da
za ovakve jednadzbe ne mora vrijediti lokalno-globalni princip Hassea i Minkow-
skog, Sto znaci da zapravo nemamo algoritam koji bi sa sigurnosti odgovorio na ovo
pitanje). Svako rjesenje (M, e, N) jednadzbe (2.27) inducira to¢ku na krivulji F s
koordinatama z = 2] Ly = LMY Neka je ri broj faktorizacija za koje pripadna
jednadzba (2.27) ima rjeSenja, te neka je ro broj definiran na isti nacin za krivulju
E’. Tada postoje nenegativni cijeli brojevi e; i e takvi da je r; = 2°%, ro = 22 i
pritom vrijedi da je

rank(F) =e; + ex — 2.

Primjer 2.8. Promotrimo skup {1,2,5}. To je jedna D(—1)-trojka. Naime, 1-2 — 1,
1-5—11i2-5—1su potpuni kvadrati. Postavlja se pitanje, moze li se ovaj skup prosiriti
do D(—1)-Cetvorke, tj. postoji li x € Z takav da su

l-z—-1, 2.-2—-1, 5.-x—-1

kvadrati cijelih brojeva? Pokazat ¢emo da je jedino rjesenje x = 1, pa buduci da je
1 € {1,2,5}, to ée znaciti da se skup {1,2,5} ne moze prosiriti do D(—1)-Cetvorke.
Zapravo, mi cemo ovdje rijesiti i oplenitiji problem nalaZenja svih racionalnih toéaka
na eliptickoj krivulji

y? = (x—1)(2z — 1)(5x — 1) (2.28)
te dokazati da se {1,2,5} ne moZe prosiriti ni do racionalne D(—1)-Cetvorke.

Rjesenje: Dovedimo najprije krivulju u Weierstrassov oblik, mnoZenjem obiju
strana jednadzbe s 10? i supstitucijom 10y + y, 102 + x. Dobivamo

y? =23 — 172% + 80z — 100.

Translacijom z — x + 5 dovedimo krivulju u oblik prikladan za ra¢unanje ranga:
E: y?=2%—-222—15z.

Njezina 2-izogena krivulja je
E' oy =%+ 42? + 64

Za krivulju F, moguénosti za broj b; su +1, +3, £5, +15. Pripadne diofantske
jednadzbe su N2 = M* — 2M?e? — 15e*, N2 = —M* — 2M?e? + 15e*, N2 =
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3M* —2M2e? — 5et, N2 = —3M* — 2M2e2 + 5et, N2 = 5M* — 2M2e2 — 3¢, N? =
—5M* —2M?e?+3e*, N2 = 15M* —2M?e? —e*, N? = —15M* —2M?e? +e*. Zbog
simetri¢nosti je dovoljno ispitati rjeSivost prvih Cetiriju jednadzbi. Prva jednadzba
ima rjeSenje (M, e, N) = (1,0, 1), a ¢etvrta ima rjeSenje (M, e, N) = (1,1,0). Druga
jednadzba je ekvivalentna s N2 = (3e2—M?)(5e¢2+M?). Lako se vidi da je nzd(3e?—
M? 52+ M?) € {1, 2}, paimamo dvije moguénosti: ili su oba faktora kvadrati ili su
oba dvostruki kvadrati. No 3e? — M? = s? je nemoguce modulo 3 jer je (5') = —1,
dok je 5¢? + M? = 2t*> nemoguée modulo 5 jer je (2) = —1. Tre¢a jednadzba je
ekvivalentna s N2 = (M2 + €2)(3M? — 5¢2). Ponovno imamo iste dvije moguénosti
za faktore u zadnjem izrazu i ponovno obje moguénosti otpadaju: 3M? — 5e? = t?
je nemoguée modulo 5 jer je (2) = —1, dok je 3M? — 5e? = 2¢? nemoguce modulo
8 jerje 3M? — 5e? =6 (mod 8), a 2t> =2 (mod 8). Dakle, e; = 2.

Za E' je by € {41,42}, pa su pripadne diofantske jednadzbe N? = M* +
AM?e? + 64e*, N2 = —M* 4+ 4M?2e? — 64e*, N2 = 2M* + 4M32e? + 32e* i N? =
—2M* + 4M?e? — 32¢*. Prva jednadZba ima rjeSenje (M, e, N) = (1,0,1). Druga
i ¢etvrta jednadzba su ekvivalentne s N2 = —(M? — 2¢%)? — 60e?, odnosno N? =
—2(M? — €2)? — 30¢? te otito nemaju netrivijalnih rjeSenja. Trea jednadzba je
ekvivalentna s 2 - (N/2)? = (M? + ¢2)? + 15¢* te nema rjeSenja modulo 5 jer je
(2) = —1. Dakle, e; = 0. Zaklju¢ujemo da je rank(E) =2+ 0 — 2 = 0.

Treba jo$ samo nadi torzijske tocke na F. Ona ima tri tocke reda 2: (0,0),
(—3,0), (5,0). Bududi da 7 { A = 2193252 te da je |E(F7)| = 4, zakljutujemo da
su jedine racionalne tocke na E (0,0), (—3,0), (5,0), pa su jedine racionalne tocke
na krivulji (2.28): (1,0), (3,0), (£,0). Buduéida1-3—1i1-1 —1 nisu kvadrati raci-
onalnih brojeva, dobivamo da je jedini racionalni broj x sa svojstvomdasu 1-x—1,
2.2 —11i5-x — 1 kvadrati, broj z = 1. &

Primjer 2.9. Izracunajmo rang elipticke krivulje
v =(z+1)Bz+1)(8x + 1)
inducirane Diofantovom trojkom {1, 3, 8}.

Rjesenje: Kao i u prethodnom primjeru, krivulju dovodimo u oblik prikladan za
racunanje ranga, tako da ju najprije dovedemo u Weierstrassov oblik

y* = (z+3)(x +8)(z + 24),

a potom translacijom = — x — 8 dobivamo

E: y?=2%+112% - 80x.
Njezina 2-izogena krivulja je

E':  y? =23 — 2227 4 441z
Za krivulju E, moguénosti za broj b; su +1, +2, +5, +10. Tvrdimo da svih osam
pripadnih jednadzbi ima rjeSenja: N? = M* + 11M?2%e? — 80¢e*, N? = —M* +
11M2e2 +80e4, N2 = 2M4 + 11M2e2 — 40e*, N2 = —2M* + 11 M2e2 + 40e4, N2 =
5M*+11M2%e% —16e*, N? = —5M* +11M?e? + 16e*, N? = 10M* + 11 M?e? — 8e?,

N? = —10M* + 11M?%e? + 8e*. Zaista, rjeSenja su redom: (M,e, N) = (1,0,1),
(4,1,0), (2,1,6), (1,1,7), (1,1,0), (0,1,4), (2,1,14), (1,1, 3). Dakle, e; = 3.
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Za FE' je b} € {£1,+3,47,421}. Jednadzba za b} = 1 oCito ima rjeSenja, dok
jednadzbe za b} < 0 ocito nemaju rjeSenja. Pokazat ¢emo da preostale tri jednadzbe
nemaju rjeSenja. Za by = 3 dobivamo jednadzbu

3N? = (3M? — 11¢%)? + 320¢%,

koja nema rje$enja modulo 5 jer je (£) = —1, tj. 3 nije kvadratni ostatak modulo 5.
Sli¢no, za b} = 7, jednadzba

TN? = (TM? — 11€%)? + 320¢*

nema rje$enja modulo 5 jer je (g) = (2) = —1. Kona¢no, promotrimo jednadzbu za
by = 21:
21N% = (21 M2 — 11€%)? + 320e™. (2.29)

Ako je neki od brojeva M, e paran, onda, buduéi da kvadrat neparnog broj pri
dijeljenju s 8 daje ostatak 1, lijeva strana od (2.29) je = 5 (mod 8), dok je desna
strana = 1 (mod 8). Ako su brojevi M, e oba neparni, onda je 21M? — 11¢e? =

(mod 8), pa je desna strana od (2.29) djeljiva s 4, a nije djeljiva s 8. Zato je N = 2
(mod 4). Nakon dijeljenja sa 4, lijeva strana od (2.29) je =5 (mod 8), dok je desna
strana = 1 (mod 8). Dakle, e; = 0. Zakljucujemo da je rank(E) =3+ 0—-2=1.

Uocimo da smo se u prethodnom primjeru kod eliminiranja b}-ova za koje pri-
padna diofantska jednadzba nema rjeSenja koristili ¢injenicama da negativni broj
ne moze biti kvadrat u R te da brojevi 2 i 3 nisu kvadrati u Z/5Z. No kod diofant-
skih jednadzbi stupnja veceg od 2 moze se dogoditi da one imaju rjeSenja u R te
da imaju rjeSenja u Z/mZ za svaki cijeli broj m, ali da ipak nemaju netrivijalnih
rjeSenja u Q. Jedan takav primjer je jednadzba

N? = 17TM* — 4¢*

koja se pojavljuje kod ra¢unanja ranga elipticke krivulje 2 = 2> 4+ 17z. U takvim
slucajevima je odredivanje ranga znatno teZze.

Oznaéimo s w(b) broj razlititih prostih faktora od b. Tada b ima 2<("+1 (pozitiv-
nih i negativnih) kvadratno slobodnih faktora. Sada iz formule 2" = w
slijedi izravno da je r < w(b) + w(b’). No iz jednadzbe (2.27) slijedi da ako je a < 0
ib > 0, onda b; mora biti pozitivan. Analogno, ako je ' < 01ib’ > 0, onda b} mora
biti pozitivan. Isto tako iz

2.2 b'e4
N2 =p (M2 K) _
! o 4by

slijedi da ako je b’ < 0, onda b; mora biti pozitivan te analogno ako je b < 0, onda
b} mora biti pozitivan. Uo¢imo da b i &’ ne mogu biti istodobno negativni jer je
4b + b = a?. O¢ito je a < 0ili @’ < 0. Stoga se negativni djelitelji ne mogu pojaviti
u barem jednom od skupova Im(«), Im(f). Zakljucujemo da je

r <w(b) +w(®)—1.

Recimo sada nesto o provjeravanju lokalne rjeSivosti jednadzbe

N2 = by M* + aM?e? + bye?, (2.30)
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odnosno njoj pridruzene (afine) jednadzbe
u? = biv* + av? + bs. (2.31)

Opcenito, kriterij za rjeSivost nad R (tj. za p = co) jednadzbe Y2 = g(X) je vrlo
jednostavan: polinom g mora u nekoj tocki z poprimiti nenegativnu vrijednost.
To ¢e sigurno biti zadovoljeno ako g ima realnih korijena, a ako g nema realnih
korijena, onda vodedi koeficijent od g mora biti pozitivan.

Sto se tice rjeSivosti jednadzbe (2.31) u Q, (odnosno jednadzbe (2.30) modulo
p" za svaki k > 1), dovoljno je promatrati samo one proste brojeve p za koje vrijedi
p | 2A. Naime, pokazuje se da su za sve ostale p-ove jednadzbe sigurno rjesive.

Jednadzbu (2.30) mozemo zapisati i u obliku

2\ 2 b et
N2=p (M2 25) - 2°
! ( o by’

odakle dobivamo uvjet da za svaki neparni prosti djelitelj p od ¥ mora za Legen-
dreov simbol vrijediti (%) = 1. Ovo daje samo nuzni, a ne i dovoljni uvjet za rjesi-
vost u Q,. Op¢i algoritam koristi se Henselovom lemom, tako da za dano rjeSenje
modulo p* provjerava moze li se to rjeenje “podié¢i” do rje$enja modulo pF*!. Cim
je k dovoljno velik (k > v,(A)), algoritam sigurno daje odgovor na to pitanje te
tako rjeSava pitanje rjeSivosti u Q,.

)

Pretpostavimo da smo u gore opisanom algoritmu “silaska s pomocu 2-izogenije’
naisli na jednadzbu
u? = bt +av? +by, biby=0b (2.32)

koja je svugdje lokalno rjesiva, ali nismo na njoj uspjeli naéi racionalnu tocku. Tada
se moZe primijeniti metoda “drugog silaska”, s pomocu koje se moze katkad pronaci
racionalna tocka (u,v) na (2.32) ili dokazati da (2.32) nema racionalnih tocaka.
Ideja je da bududi da je (2.32) svugdje lokalno rjesiva, onda je i pripadna konika

u? = byw? + aw + by (2.33)

svugdje lokalno rjeSiva. No za ovakve kvadratne jednadzbe vrijedi lokalno-globalni
princip Hassea i Minkowskoga, koji povlaci da je tada (2.33) i globalno rjeSiva, tj. da
ima racionalnu tocku (ug, wo ). MoZemo pretpostaviti da je wg # 0, jer ako je wy = 0,
onda je by kvadrat, pa jednadzba (2.32) sigurno ima rjeSenja. Sve racionalne tocke
na (2.33) mogu se dobiti sljede¢im parametarskim formulama:

wot? — 2upt + a + brwo
12 — by ’
~ —ugt? + (a + 2bywo)t — ugby
2 — by '

Zelimo naéi (ili dokazati da ne postoji) racionalni broj ¢ takav da je w = % kvadrat
racionalnog broja. Ovaj uvjet dovodi do novih kvartika. Sada se s njima ponavlja
postupak ispitivanja lokalne rjeSivosti te traZenja rjeSenja s relativno malom visi-

nom. Ponovno nema jamstva da ¢emo u svakom slucaju dobiti odgovor.

Skup svih b, -ova za koje je jednadzba (2.27) svugdje lokalno rje$iva takoder &ini
grupu (i analogno za b)). Ako su pripadni redovi 2/ i 2/2, onda se broj s = f;+ fo—2
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naziva 2-Selmerov rang od E. Jasno je da je r < s. Vidjeli smo da moZze biti r = s,
aliir < s. Slutnja je da je uvijek r = s (mod 2).

Opisani algoritam je implementiran u programu MWRANK autora Johna Cre-
mone koji je uklju¢en u programski paket SageMath. Algoritmi za ra¢unanje ranga
postoje i u programskom paketu Magma, a od nedavno i u PARI-ju preko funkcije
ellrank.

U opcem slucaju, kada F ne mora imati tocku reda 2, ponovno je ideja pridruziti
krivulji £ familiju kvartika. U ovom slucaju one imaju opéenitiji oblik

H: y*=g)= az* + bz® + cx® + dz + e. (2.34)
Ovdje su a,b,c,d, e € Q, i to takvi da je
12ae — 3bd + ¢® = Ncq, T2ace + 9bed — 27ad? — 27eb? — 2¢3 = 2X\0¢q

zaneki A € Q. I ovaj algoritam sadrzan u MWRANK-u (iako radi znatno neefikasnije
od verzije za krivulje s tockom reda 2).

Izaberemo li elipticku krivulju na “slucajan” nacin, ona ¢e najvjerojatnije imati
trivijalnu torzijsku grupu i vrlo mali rang (0 ili 1). Slutnja je da je prosjecan rang
1/2 (“pola” krivulja ima rang 0, “pola” rang 1, a broj krivulja s rangom > 2 je
asimptotski zanemariv). Iz rezultata Manjula Bhargave, dobitnika Fieldsove meda-
lje 2014. godine, i suradnika slijedi da je prosjecan rang strogo manji od 1 (ovdje
pretpostavljamo da smo elipti¢ke krivulje y? = 2% + Az + B, A, B € Z, uredili s
obzirom na veli¢inu od max(4|A|?, 27B%)). Prije smo vidjeli kako moZemo osigurati
da krivulja ima unaprijed zadanu torzijsku podgrupu. Sada ¢emo razmotriti metode
za nalazenje eliptickih krivulja relativno velikog ranga (jako velik rang ne moZemo
ocekivati imajuéi u vidu da trenutacno nije poznata nijedna elipticka krivulja s ran-
gom veéim od 28). Kao $to smo ve¢ spomenuli, iako nam nisu poznati primjeri
krivulja s vrlo velikim rangom, dugo je bila opce prihvadena slutnja da rang moze
biti proizvoljno velik. Jedan teoretski rezultat koji daje izvjesnu potporu toj slutnji
je rezultat Tatea i Safareviéa koji kaZe da rang elipti¢kih krivulja nad poljem F,(t)
(polje funkcija od jedne varijable nad kona¢nim poljem) neogranicen.

Opc¢a metoda za nalazenje krivulja s velikim rangom se sastoji od sljedece tri
faze:

* Konstrukcija: Generiramo familiju eliptickih krivulja nad Q (npr. krivulju nad
poljem racionalnih funkcija Q(¢)) za koju vjerujemo (ili znamo) da sadrzava
elipticke krivulje velikog ranga, npr. zato $to je “genericki” rang krivulje nad
Q(t) relativno velik. Prema Silvermanovu specijalizacijskom teoremu, tada
¢e za sve osim kona¢no mnogo racionalnih brojeva t,, rang nad Q krivulje
koja se dobije uvrStavanjem (specijalizacijom) ¢ = t, biti vedi ili jednak od
generickog ranga. Spomenimo da algoritam, c¢iji su autori Ivica Gusic i Petra
Tadi¢, za krivulje s barem jednom tockom reda 2 nad Q(¢) omogucava nala-
Zenje odgovarajucih injektivnih specijalizacija ¢t = ¢, te racunanje generickog
ranga takvih krivulja.

* Sito: Za svaku krivulju u promatranoj familiji izracunamo neke podatke koje

nam daju odredene informacije o rangu (npr. donju i gornju ogradu za rang —
mozda uz pretpostavku da vrijedi neka od opce prihvaéenih slutnji). Ovdje je
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bitno da se te (premda mozda dosta neprecizne) informacije o rangu mogu
izracunati puno brze od samog ranga. Na osnovi tih informacija, izabiremo
(“prosijemo”) u promatranoj familiji mali podskup najboljih kandidata za
veliki rang.

* Racunanje ranga: Za svaku krivulju iz (malog) skupa najboljih kandidata po-
kusavamo egzaktno izraCunati rang ili barem $to bolju donju ogradu za rang
da bismo potvrdili da ta krivulja zaista ima velik rang.

Vedéinu metoda kojima se i danas koristi u prve dvije faze uveo je Jean-Francois
Mestre 80-ih i 90-ih godina 20. stoljeca.

Prikazat ¢emo jednu njegovu konstrukciju kojom je 1991. godine dobio be-
skona¢no mnogo eliptickih krivulja ranga > 11. Ta konstrukcija se obi¢no naziva
Mestreova polinomijalna metoda. Polaziste u konstrukciji je sljedeca cinjenica, koju
bismo, po analogiju s “teoremom o dijeljenju s ostatkom”, mogli nazvati “lema o
korjenovanju s ostatkom”.

Lema 2.1. Neka je K polje karakteristike 0. Ako je A € K|[x] normirani polinom i
deg A = mn, gdje sum,n > 1, onda postoji normirani polinom B € K|z| tako da je
deg B =nideg(A— B™) < n(m—1).

Dokaz: Matematickom indukcijom po ¢ ¢emo dokazati da za svaki ¢ < n postoji
B; € K|z] takav da je deg B, = n i deg(A — B{") < nm — 4. Za i = 0 moZemo
uzeti By = a™. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za ¢ — 1, gdje je 0 < ¢ < n. Dakle,
postoji polinom B;_; stupnja n takav da je deg(A — B™;) < nm — i + 1. Polinom
B; traZimo u obliku B; = B;_1 + cx™*. Imamo

B™ — B'_n;b1 + chlmlen—i + <m) CQBmI2IC2(n_i) 4o
1 K2 11— 2 11— Y

gdje su stupnjevi svih pribrojnika pocevsi od drugog na dalje < n(m — 2) + 2(n —
i) = nm — 2i < nm — i. Stupanj od B"]'z" "% je nm — i, pa moZemo izabrati c
tako da se ¢lanovi s "™~ pokrate te dobivamo deg(A — B™) = deg(A — B™™, —
ch,L."jlx”_"') < nm — ¢. Bududi da je polinom By normiran, iz konstrukcije slijedi
da su svi polinomi B; normirani. O

Korolar 2.2. Neka je p(x) € Q[z] normiran polinom i degp = 2n. Tada postoje
jedinstveni polinomi q(z),r(x) € Q[z] takvidajep = ¢*> —ridegr <n — 1.

Polinom ¢ iz Korolara 2.2 moZemo nadi sukcesivnim racunanjem nepoznatih
koeficijenata polinoma ¢ ili iz asimptotskog razvoja od /p.
Pretpostavimo sada da je p(z) = H?L(m — a;), gdje su ay,...,aq, razliciti

racionalni brojevi. Tada na krivulji
C: y*=r(x)

leze tocke (a;, +q(a;)), i =1,...,2n. Ako je degr = 3 ili 4, te r(x) nema viSestrukih
korijena, onda C predstavlja elipticku krivulju. Za degr = 3 to je sasvim jasno.
Ako je degr = 4, onda izaberemo jednu racionalnu tocku na C' (npr. (a1, ¢(a1))) za
tocku u beskonacnosti i transformiramo C u elipticku krivulju.

Za n = 5 gotovo svi izbori a;-ova daju degr = 4. Tada C ima 10 racionalnih
tocaka oblika (a;, ¢(a;)) i mozemo ocekivati da ¢emo dobiti elipticku krivulju ranga
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> 9. Mestre je konstruirao familiju eliptickih krivulja (tj. elipticku krivulju nad
poljem racionalnih funkcija Q(¢)) ranga > 11, tako da je uzeon = 61ia; = b; + t,
i=1,...,6;a; =b;_¢ —t,i =17,...,12. Sada polinom r(x) opCenito ima stupanj
5. Zato moZzemo pokus$ati izabrati brojeve by, ..., bs tako da koeficijent uz z° bude
jednak 0. U prvom Mestreovu primjeru iz 1991. godine bilo je b; = —17, by = —16,
bs = 10, by = 11, by = 14, bg = 17.

Poslije su Mestre, Nagao i Kihara, koriste¢i se slicnim konstrukcijama, pobolj-
Sali ovaj rezultat te konstruirali krivulje nad Q(¢) ranga 14. Godine 2006., koristeci
se bitno drugacijim metodama, koje svoje izvoriSte imaju u algebarskoj geometriji,
Elkies je uspio konstruirati krivulju nad Q(¢) ranga 18. Sve ove krivulje imaju tri-
vijalnu torzijsku grupu. Fermigier, Kulesz, Lecacheux i Nagao su modificirali Mes-
treovu metodu te dobili familije krivulja s (relativno) velikim rangom i netrivijal-
nom torzijskom grupom. Kao $to ¢emo kasnije vidjeti, elipticke krivulje povezane s
Diofantovim m-torkama takoder mogu posluziti za konstrukciju elipti¢kih krivulja
(nad Qi Q(¢t)) velikog ranga za torzijske grupe Z/27 x Z/kZ, k = 2,4,6,8.

U drugoj fazi, “sijanju”, gruba ideja je da je izglednije da ¢e krivulja imati “puno”
racionalnih tocaka (tj. veliki rang) ako ima puno toc¢aka pri redukciji modulo p
(tj. ako je broj N,, = |E(F,)| velik) za “veéinu” p-ova. Napomenimo da po Hasseovu
teoremu vrijedi

p+1—-2p<N,<p+1+2p,

pa to da je broj N, velik, zapravo znadi da je blizu gornje ograde iz Hasseova
teorema.

Puno preciznija verzija ove grube ideje je poznata Birch i Swinnerton-Dyerova
(BSD) slutnja

N,
H —L ~ const - (In X)",

p<X, pf2A b

gdje je r = rank(E). BSD-slutnja se obi¢no iskazuje s pomocu L-funkcije, koja je
definirana s

L(E,s) = H (1 —ayp™* Jrpl—2s)—1 . H (1 _ app*5)71 7

ptA p|A

gdje je a, = p+ 1 — N, za p-ove u kojima E ima dobru redukciju, a, = 0 u slucaju
aditivne redukcije, a, = 1 u slu¢aju multiplikativne rascjepive, a a, = —1 u slucaju
multiplikativne nerascjepive redukcije. Ovu funkciju mozemo shvatiti kao analogon
Riemannove zeta-funkcije i Dirichletove L-funkcije ako se prisjetimo Eulerove for-
mule ((s) = Y ", == = [[,(1—p~*)~'. Funkcija L(E, s) ima analiticko produljenje

na cijelu kompleksnu ravninu C te zadovoljava funkcionalnu jednadzbu
A(s) =wg - A2 —9),
gdje je wg € {—1,1}, dok je
A(s) = N3/2(2r)~*I'(s)L(E, s),

gdje je I' gama funkcija, a N oznacava konduktor od E.
Sada se BSD-slutnja moze iskazati tako da je red i$Cezavanja od L(E,s) us =1
(tzv. analiticki rang od E) jednak rangu r, tj. da je

L(E,s) =c-(s—1)" + ¢lanovi viseg reda,
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gdje je ¢ # 0 konstanta. Poznato je da slutnja vrijedi ako je analiticki rang jednak 0
ili 1 (Kolyvagin, 1989.).

Slutnja je da vrijednost wg odreduje parnost ranga: wg = (—1)", tj. ako je
wg = 1, onda je rang paran, a ako je wg = —1, onda je rang neparan (to se naziva
“Parity Conjecture” i omoguc¢ava nam da uvjetno odredimo rang u sluc¢ajevima kad
ostalim metodama dobijemo zakljucak da je r € {r’,r' + 1} za neki r’). Vrijednost
wg se moZe izrac¢unati u PARI-ju s pomocu funkcije el1rootno.

Iako je sama Birch i Swinnerton-Dyerova slutnja vrlo vazna za razumijevanje
ranga eliptickih krivulja, ona uglavnom nije prikladna za izravno ra¢unanje (ma-
kar uvjetno) ranga. Zato se u fazi “sijanja” obitno rabe neke druge varijacije gore
spomenute grube ideje.

Mozemo fiksirati konacan skup prostih brojeva P, pa za svaki p € P nadi sve
vrijednosti parametara modulo p koje maksimiziraju N,. Ako promatramo krivulju
oblika y* = z* + ax + b, parametri ¢e biti (a,b) € F2, a maksimalni N, je p + 1 +
|2,/p]. Ako trazimo krivulje velikog ranga sa zadanom torzijskom grupom, onda
se koristimo odgovaraju¢im prije navedenim parametrizacijama, a maksimalni N,

je [E(Q)rors| - {%J. Nakon toga, s pomoc¢u Kineskog teorema o ostatcima,

konstruiramo listu s parametrima koji maksimiziraju N, za sve p € P. Ovo se naziva
metoda konac¢nog polja.

Mestre i Nagao su dali heuristicke argumente (motivirane BSD-slutnjom) koji
sugeriraju da bi za krivulje velikog ranga odredene sume trebale poprimati velike
vrijednosti (najvece u promatranoj familiji). Neke od tih suma su

N, 1-—
Six) =3 Py,

pex
Ny+1-p
S2(X) = Z N,
p<X
S3(X) = Z(Np—p—l)lnp.
p<X

U primjenama ove ideje izabere se nekoliko prirodnih brojeva X; < X < -+ < X,
pa se racuna S;(X1), S;(X2),... ali tako da se u svakom koraku odbaci, recimo,
80 % “najlosijih” krivulja, tj. onih s najmanjom vrijednosti pripadne sume. Uo¢imo
da za efikasnu implementaciju ove metode X, ne bi smio biti prevelik (recimo
X < 100000) jer nemamo vrlo efikasan algoritam za ra¢unanje N, za jako velike
p-ove. U PARI-ju se broj a,, moZe izratunati s pomoc¢u funkcije ellap(E,p), pa se
N, dobije kao N, =p+ 1 —a,.

Pogledajmo koji heuristicki argument povezuje sumu .57 (V) i BSD slutnju. BSD
slutnja povlacida je L(E, s) = L(s) = (s—1)"-g(s), gdje je g(1) # 0. (U stvari, pre-
ciznija verzija BSD slutnje to¢no predvida ¢emu je jednako g(1). U opisu, se pored
ostalih veli¢ina, pojavljuju redovi torzijske i Tate-Safarevi¢eve grupe, te regulator.)
Logaritamska derivacija daje

Dakle, ocekujemo da logaritamska derivacija od L kad s teZi u 1 brze teZi u besko-
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nacno Sto je rang veci. Sada ¢emo promotriti produkt

L(s,N)= [] (1 = app~ +p' )"

p<N

koji se od L(s) razlikuje po tome $to smo produkt “prerezali” u N, te $to smo
ignorirali razliku u faktorima izmedu prostih brojeva s dobrom i loSom redukcijom.
Stavimo f(s, N) =log L(s, N). Tada je

fI(SaN):_ Z GpP

1— appfs +p172s

s 1-2s

_2p

log p.

p<N
Cini se da je razumno uzeti da je limy_, f'(s, N) dobra aproksimacija za LL/((;).
Stoga brzina divergencije limesa
lim lim f'(s, N) (2.35)

s—1 N—oo

moze biti indikator veli¢ine ranga. Kad bismo smjeli zamijeniti poredak limesa u
(2.35), dobili bismo upravo

. / _ . o ap72 _ .
J\}gnoof(l’N)il\}gnoo p—l—l—ap logpil\]lgnooSl(N)’

¢ime smo pokazali najavljenu vezu izmedu BSD slutnje i sume S;(N).

Vidjeli smo prije da u slu¢aju kada E ima racionalnu toc¢ku reda 2, imamo vrlo
jednostavnu gornju ogradu za rang: r < w(b) +w(b') —1, a takoderir < s, gdje je s
Selmerov rang. Opcenito, u slucaju kada F ima tocku kona¢nog reda moguce je dati
jednostavnu gornju ogradu za rang. Ako imamo srece da se ta gornja ograda po-
dudara s donjom ogradom koju dobijemo pretragom za tockama s malom visinom,
na taj nac¢in mozemo dobiti egzaktnu vrijednost za rang bez potrebe za primjenom
zahtjevnijih metoda. Spomenuta gornja ograda se naziva Mazurova ograda. Neka je
E elipticka krivulja nad Q zadana svojom minimalnom Weierstrassovom jednadz-
bom te neka F ima racionalnu to¢ku neparnog prostog reda p. Tada vrijedi

r<mp=b+a—m-—1,
gdje je
* ) broj prostih brojeva s loSom redukcijom;

* ¢ broj prostih brojeva s aditivnhom redukcijom;

* m broj prostih brojeva ¢ s multiplikativnom redukcijom za koje dodatno vri-
jedi da p ne dijeli eksponent od ¢ u Aidaje g # 1 (mod p).

Primjer 2.10 (Dujella-Lecacheux, 2001.). Izracunajmo rang krivulje E zadane jed-
nadzbom

y? +y =2® + 2* — 1712371016075117860x + 885787957535691389512940164.
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Rjesenje: Imamo

E(Q)ors = {O, (388689186, 8116714362487),
(—139719349, —33500922231893), (— 139719349, 33500922231892),
(888689186, —8116714362488)} = Z/57Z.

Zato mozemo izracunati Mazurovu ogradu ms. Diskriminanta je
A=—-3%.5".75.11°.19°5 . 41° . 127° - 1409 - 10864429,

pa imamo: b =9, a = 0, m = 2 te dobivamo da je r < mj = 6.

Pretragom za tockama P = (x,y) na F s cjelobrojnim koordinatama i |z| <
10° (u PARI-ju se to moZe napraviti pomoc¢u funkcije ellratpoints), nalazimo
sljedec¢ih 6 nezavisnih tocaka modulo F(Q)rs (0 tome kako provjeriti nezavisnost
tocCaka, bit e rijeci u sljedecem potpoglavlju):

(624069446, 7758948474007), (763273511, 4842863582287)
(680848091, 5960986525147), (294497588, 20175238652299)
(—206499124, 35079702960532), (676477901, 6080971505482),

¢ime smo dokazali da je rank(E) = 6 (ovo je u trenutku pronalaska bila krivulja
najveceg poznatog ranga s torzijskom grupom Z/57). &

Ako primjenom gore navedenih metoda, gornja ograda za rang bude veéa od
donje barem za 2, tako da ni uz informaciju o uvjetnoj parnost ranga ne mozemo
odrediti rang, moZemo pokusati dodatno povecati donju ogradu ili smanjiti gornju.
Za povecanje donje ograde, mozemo povecati granicu do koje algoritmi traze tocke
na krivulji odnosno odgovaraju¢im jednadzbama cetvrtog stupnja. U PARI-ju se to
moze napraviti tako da se koristi dodatni parametar u funkciji e11rank, primjerice
ellrank(e,6), dok se u MWRANK-u to moZze napraviti pomocu opcije -b, primje-
rice -b 12 (dodatna korisna, a i nuzna kod krivulja s vrlo velikim koeficijentima,
je opcija —p koja povecava zadanu preciznost).

Za dobivanje gornje ograde za rang (ili smanjivanje one prethodno dobivene),
moZe se koristiti Mestreova uvjetna gornja ograda (Mestre, 1986.), koja daje gornju
ogradu za rang uz pretpostavku da vrijede Birch i Swinnerton-Dyerova slutnja i
generalizirana Riemannova slutnja:

2 1
rank < T (1ogN -2 Z b(pm)F,\(mlogp)ﬁ — ]\4,\)7
8A =~ pm
pm<e

gdje je N konduktor, b(p™) = a7 ako p | N, b(p™) = o' + o/, ako p t N, gdje su
ap, o, korijeni od z? — a,x + p,

+oo
My = 2(10g27r +/ (Fx(z)/(e® —1) — e*x/x)dx),
0

Fy(z) = F(x/X), dok je F funkcija s odredenim svojstvima, za koju se moze uzeti
primjerice F(z) = (1 — |z|) cos(mx) + sin(n|z|)/7 za € [-1,1] i F(z) = 0 inace.
Primjerice, za rekordnu Elkiesovu krivulju ranga > 28, Mestreova ograda daje da
je rank < 30, dok za prethodnu rekordnu krivulju ranga > 24 daje da je rang to¢no
jednak 24 (uz pretpostavku da vrijede BSD i GRH) (Bober, 2011.).
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Neka je T jedna od 15 mogucih torzijskih grupa za elipticku krivulju nad Q
(prema Mazurovu teoremu). Definiramo

B(T) = sup{rank(E(T)) : E(Q)wr =T}.

I ovdje je postojala slutnja da je B(T") neograniceno za sve 7', no kao $to smo veé
spomenuli, postoje nedavni ¢lanci koji sugeriraju ograni¢enost ranga, pa time i ve-
licina B(T'). Danas znamo tek da je B(T') > 3 za sve T'. U sljedecoj tablici su dani
trenutacno najbolje poznate donje ograde za B(T'). Crvenom bojom su oznaceni
rangovi koji se mogu dobiti pomocu eliptickih krivulja induciranih racionalnim Di-
ofantovim trojkama. Detalji o rekordnim krivuljama se mogu naci na web stranici
https://web.math.pmf.unizg.hr/ "duje/tors/tors.html.

T B(T) > autori
0 28 Elkies (2006.)
727 20 Elkies & Klagsbrun (2020.)
Z/3Z 15 Elkies & Klagsbrun (2020.)
Z]AZ 13 Elkies & Klagsbrun (2020.)
Z/5Z 9 Klagsbrun (2020.)
Z/6Z 9 Klagsbrun (2020.), Voznyy (2020.)
Z]TZ 6 Klagsbrun (2020.)
Z/8Z 6 Elkies (2006.), Dujella, MacLeod & Peral (2013.),
Voznyy (2021.)
Z/9Z 4 Fisher (2009.), van Beek (2015.),
Dujella & Petricevi¢ (2021.), Dujella, Petricevi¢ & Rathbun (2022.)
7/10Z 4 Dujella (2005., 2008.), Elkies (2006.), Fisher (2016.)
7/12Z 4 Fisher (2008.)
Z/27 X 7/27 15 Elkies (2009.)
Z)27 X 7]AZ 9 Dujella & Peral (2012., 2019.), Klagsbrun (2020.)
Z/27 X 7/6Z 6 Elkies (2006.), Dujella, Peral & Tadi¢ (2015.),
Dujella & Peral (2020.)
Z/27 X 7/8Z 3 Connell (2000.), Dujella (2000., 2001., 2006., 2008.),

Campbell & Goins (2003.), Rathbun (2003., 2006., 2013.),
Dujella & Rathbun (2006.),

Flores, Jones, Rollick, Weigandt & Rathbun (2007.),

Fisher (2009.), AttarBashi, Rathbun & Voznyy (2022.)

Rekli smo da je prvi korak u nalazenju eliptickih krivulja velikog ranga (pa onda
i onih s nekim dodatnim svojstvom, poput torzijske grupe), konstrukcija familija
eliptickih krivulja (najcesce su to elipticke krivulje nad poljem racionalnih funkcija
Q(¢)) relativno velikog “generickog” ranga. Stoga su od interesa sljedece velicine:

G(T) = sup{rank E(Q(¢)) : E(Q(t))tors = T'},

C(T) = limsup{rank E(Q) : E(Q)tors = T'}.
U slucaju kad je u dolje navedenim tablicama C(T") > G(T), to znadi da trenutni
rekord za C(T') dolazi od familije parametrizirane racionalnim tockama na nekoj
eliptickoj krivulji pozitivnog ranga. I ovdje su crvenom bojom oznaceni rangovi koji
dolaze od eliptickih krivulja induciranih racionalnim Diofantovim trojkama.
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T G(T) > autori
0 18 Elkies (2006.)
YAPYA 11 Elkies (2009.)
Z/3Z 7 Elkies (2007.)
YAZYA 6 Dujella & Peral (2022.)
Z/5Z 3 Lecacheux (2001.), Eroshkin (2009.), MacLeod (2014.)
Z/6Z 3 Lecacheux (2001.), Kihara (2006.), Eroshkin (2008.),

Woo (2008.), Dujella & Peral (2012., 2020.),

MacLeod (2014., 2015.), Voznyy (2021)

Z/TZ 1 Kulesz (1998.), Lecacheux (2003.), Rabarison (2008.),
Harrache (2009.), MacLeod (2014.)

Z/8% 2 Dujella & Peral (2012.), MacLeod (2013.)
Dujella, Kazalicki & Peral (2021.)
7/97 0 Kubert (1976.)
Z/10Z 0 Kubert (1976.)
Z/12Z 0 Kubert (1976.)
7.)27 x 7.)2Z. 7 Elkies (2007.)
Z]27 x 7.]AZ 4 Dujella & Peral (2012.)
Z]27 x 7.]6Z 2 Dujella & Peral (2012., 2015., 2017.), MacLeod (2013.)
Dujella, Kazalicki & Peral (2021.)
Z)27 x /87 0 Kubert (1976.)
T c(T) > PPVW autori
0 19 21 Elkies (2006.)
727 11 13 Elkies (2007.)
/37 Elkies (2007.)

7 9
Z]AZ 6 7 Elkies (2007.), Dujella & Peral (2021., 2022.)
Z/5Z 4 5 Eroshkin (2009.)
Z/6Z 5 5 Eroshkin (2009.)

2 3

Z]TZ Lecacheux (2003.), Elkies (2006.), Rabarison (2008.),
Harrache (2009.), Voznyy (2022.)

Z/8Z 3 3 Dujella & Peral (2012.), Dujella, Kazalicki & Peral (2021.)

Z/9Z 1 2 Atkin & Morain (1993.), Kulesz (1998.), Rabarison (2008.),

Gasull, Manosa & Xarles (2010.)

Z/10Z 1 2 Atkin & Morain (1993.), Kulesz (1998.), Rabarison (2008.)
Z/12Z 1 2 Suyama (1985.), Kulesz (1998.), Rabarison (2008.),
Halbeisen, Hungerbiihler, Shamsi Zargar & Voznyy (2021.)
7.)27. x 7.)2Z. 8 9 Elkies (2007.)
Z)27 X 7]AZ 5 5 Eroshkin (2009.)
Z)27 X 7/6Z 3 3 Dujella & Peral (2013.), Dujella, Kazalicki & Peral (2021)
Z7/2Z x 7./8Z 1 2 Atkin & Morain (1993.), Kulesz (1998.), Lecacheux (2002.),

Campbell & Goins (2003.), Rabarison (2008.)
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Postoje i preciznija previdanja o tome koliko velik moze biti rang uz zadanu tor-
zijsku grupu. Mozda je zanimljivo spomenuti da je u ¢lanku Park, Poonen, Voight,
Wood (2019.) navedeno predvidanje da samo kona¢no mnogo eliptic¢kih krivulja
s torzijskim grupama Z/8Z i 7./27 x 7./67Z ima rang > 4. S druge strane, Dujella
i Peral (2015.) su dokazali da postoji beskona¢no mnogo eliptickih krivulja s tim
torzijskim grupama i rangom > 3, pa ako je gore navedeno predvidanje to¢no, ovaj
rezultat bi za te torzijske grupe bio najbolji mogudci. Sli¢no vrijedi za rezultate koje
je za torzijske grupe Z/6Z i Z /27 x 7./AZ dobio Eroshkin (2009.). Ta Cetiri “gra-
ni¢na” ranga su u tablici oznaceni plavom bojom. Opcenito, predvidanje je da samo
kona¢no mnogo (neizomorfnih) krivulja s danom torzijskom grupom ima rang veci
od onog navedenog u stupcu PPVW. Spomenimo i da su u ¢lanku Dujella, Kazalicki,
Peral (2021.) dane dodatne beskonacne familije s rangom > 3 i torzijskom grupom
Z/8Zili Z/27 x Z.]/6Z, te eksperimenti koji sugeriraju da bi moglo postojati besko-
nacno mnogo krivulja s ovim torzijskim grupama i rangom > 4.

Montgomery (1987.) te Atkin i Morain (1993.) su predlozili su koriStenje elip-
tickih krivulja nad Q s velikom torzijskom grupom i pozitivnim rangom da bi se
povecala Sansa za uspjeh Lenstrinog algoritma za faktorizaciju velikih prirodnih
brojeva. U pozadini te ideje je Propozicija 2.4 koja povladi da je |E(F,)| djeljiv s
redom torzijske grupe od E(Q), pa veca torzijska grupa od E(Q) povecava vjerojat-
nost da ¢e red |E(F,)| imati male proste faktore, $to je vazno za uspjeh Lenstrinog
algoritma. Nadalje, pokazuje se da dodatnu prednost mozemo dobiti koristeci se
eliptickim krivuljama koje imaju jo$ vecu torzijsku grupu nad nekim poljem al-
gebarskih brojeva malog stupnja. Tu se postavlja pitanje koje su torzijske grupe
moguce, primjerice, nad kvadratnim ili kubnim poljima.

U kvadratnim poljima Kenku i Momose (1988.) te Kamienny (1992.) su doka-
zali da se moze pojaviti tocno sljedecih 26 grupa:

ZJkZ, 1<k<18, k#17,
7.)27. x 7,)2kZ, 1<k <6,
7/37 x Z)3kZ, k=1,2,
7JAZ x 7.JAZ.

(2.36)

Sli¢no kao kod Mazurova teorema, i ovdje se svaka od ovih 26 grupa pojavljuje kao
torzijska grupa nad nekim kvadratnim poljem za beskona¢no mnogo neizomorfnih
eliptickih krivulja. Kod kubnih polja situacija je drugacija. Naime, Najman (2016.)
je dokazao da postoji jedinstvena krivulja s torzijskom grupom Z/217Z nad nekim
kubnim poljem. Za svaku od 26 grupa iz (2.36) postoji elipticka krivulja nad nekim
kvadratnim poljem s tom torzijskom grupom i pozitivnim rangom (StoviSe, i s ran-
gom > 2). Trenutni rekordni rangovi se mogu naci na web stranici
https://web.math.pmf.unizg.hr/ "duje/tors/torsquad.html.

2.6 Kanonska visina i Mordell-Weilova baza

Dva osnovna koraka u dokazu Mordell-Weilova teorema su
* dokaz da je indeks [E(Q) : 2E(Q)] konacan;

* svojstva visine h, definirane s h(P) = In H(x), gdje je P = (z,y) i H(%2) =
max{|m/|, |n|}, dok je h(O) = 0.
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Funkcija H se katkad naziva i “naivna” visina, a h logaritamska visina. O¢ito je da
je za svaku konstantu C' skup

{PeEQ) : hP)<C}

konatan (nema viSe od 2(2¢“ + 1)? elemenata).

Zelimo vidjeti koja je veza izmedu visina to¢aka P i 2P (ugrubo koliko se puta
poveca broj znamenaka u prikazu tocke 2P u odnosu na prikaz tocke P). Neka je
krivulja dana jednadzbom y? = 23 +az+bi P = (z,y) € E(Q). Tada je z-koordinata
tocke 2P

x* — 2a2% — 8bx + a

2(2P) = 4(x3 + ax +b)

Bududi da se kvadriranjem broja njegova visina udvostrucuje, a najve¢a potencija
od z koja se pojavljuje u izrazu od z(2P) je 2%, zaklju¢ujemo da je h(2P) ~ 4h(P).
Jo$ bolja i vaznija svojstva ima kanonska ili Néron-Tateova visina h, &ija je defi-
nicija
~ h(2"P
BWP) = tim 2P (2.37)
n—oo 4N
Moze se pokazati da za kanonsku visinu vrijedi h(2P) = 4h(P) i, opéenitije,
h(mP) = m?h(P). Nadalje, funkcija h ima jos i sljedeca svojstva:

* Zasve P € E(Q) vrijedi h(P) > 0. Pritom jednakost h(P) = 0 vrijedi ako i
samo ako je P € E(Q)ors.

* Za svaku konstantu C je skup {P € E(Q) : h(P) < C'} konacan.

* Zasve P,Q € FE(Q) vrijedi “relacija paralelograma”

h(P + Q)+ h(P — Q) = 2h(P) + 2h(Q). (2.38)

Skicirajmo sada dokaz Mordell-Weilova teorema (uz pretpostavku da je indeks
[E(Q) : 2E(Q)] konacan, o ¢emu smo nesto rekli (barem u specijalnom slucaju
krivulja s tockom reda 2) u prethodnom potpoglavlju).

Neka je {R1, Ra, ..., R, } skup reprezentanata iz E(Q)/2E(Q), t.

E(Q) = (R +2E(Q)) U (R +2E(Q))U---U (R, +2E(Q)), (2.39)
te neka je k = max;(h(R;)). Neka su Qi,...,Qn sve toctke iz E(Q) za koje je
h(Q:) < k (znamo da je skup takvih tocaka konacan). Neka je G podgrupa od
E(Q) generirana tockama

Rl;---aR7L7Q17---;Q7rL-

Tvrdimo da je G = E(Q). Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji P € E(Q) takav
da P ¢ G. Bududi da postoji samo kona¢no mnogo toc¢aka s kanonskom visinom
manjom od fz(P), bez smanjenja opc¢enitosti moZemo pretpostaviti da je P tocka s
najmanjom visinom za koju vrijedi P ¢ G. 1z (2.39) imamo da za neki indeks i i
tocku P, € E(Q) vrijedi

P =R, +2P;.
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Iz navedenih svojstava kanonske visine te zbog ¢injenice da je h(P) > k (zato $to
je P # @Q;), imamo

4h(Py) = h(2P,) = h(P — R;) = 2h(P) + 2
< 2h(P) + 2k < 2h(P) + 2h(P) = 4h(P).

Dakle, h(P;) < h(P), pa buduéi da je P to¢ka s najmanjom kanonskom visinom
koja nije u G, to mora biti da je P, € G. No tadajei P = R; + 2P, € G, pa smo
dobili kontradikciju. Stoga je G = E(Q), $to dokazuje da je grupa E(Q) konacno
generirana. O

Ratunanje kanonske visine /(P) po definiciji (preko limesa) je problemati¢no
jer zahtjeva racunanje vrlo velikih cijelih brojeva koji se javljaju u brojniku i na-
zivniku toc¢aka z(2" P), a moramo ih egzaktno izracunati jer nam u idu¢em koraku
trebaju vrijednosti brojnika i nazivnika nakon eventualnih kracenja (a samo iz pri-
bliznih vrijednosti ne moZzemo znati koja ¢e kracenja nastupiti). Silverman je 1988.
godine dao efikasniji algoritam za racunanje kanonske visine. Ideja je prikazati
“globalnu visinu” 4(P) kao sumu “lokalnih visina” ﬂp(P), gdje je p prosti broj ili je
p = oco. U PARI-ju je taj algoritam implementiran u funkciji el1height.

Relacija paralelograma (2.38) sugerira da ¢emo, analogno kao u slu¢aju norme
koja zadovoljava istoimenu relaciju, s pomoc¢u kanonske visine moc¢i definirati neku
varijantu “skalarnog produkta”.

Definicija 2.1. Néron-Tateovo sparivanje visina to¢aka P,Q € E(Q) je

(h(P + Q) = h(P) — (Q))
(A(P +Q) = h(P = Q)).

<PaQ> =

I NN

Iz h(2P) = 4h(P) slijedi da je h(P) = (P, P). Néron-Tateovo sparivanje visina
je ocito simetri¢no, a nije teSko pokazati (primjenom relacije paralelograma) da je
i bilinearno.

Propozicija 2.5. Ako je T torzijska tocka, a P bilo koja tocka na E(Q), onda vrijedi
WP +T)=h(P) i (P,T) =0.
Dokaz: Neka je T tocka reda m. Tada je

WP+T)= h(m(i; ) _ h(:;f) = W(P),

pa je
(P,T) =

N~

Definirat ¢emo sada analogon Gramove determinante skalarnih produkata.

Definicija 2.2. Determinanta visina toaka P, ..., P, je det({P;, P;)).
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U PARI-ju se determinanta visina moze izracunati s pomocu funkcije
ellheightmatrix.

Vrijedi da je X

h(n1P1 —+ -4 num) = N(<PZ, Pj>)NT,
gdieje N = (n1,...,nm)-

Nadalje, to¢ke Pi,..., P, su zavisne mod E(Q)wys, tj. postoje cijeli brojevi
ni, ..., N, Koji nisu svi jednaki 0 tako da je n1 Py + -+ + np Py € E(Q)ors ako
i samo ako je det((P;, P;)) = 0.

Posebno vazan slucaj nezavisnih tocaka je Mordell-Weilova baza. Mordell-Weilova
baza Q1,...,Q, za E(Q) je Z-baza za F(Q) mod F(Q)os, tj. svaki P € E(Q) se na
jedinstven nac¢in moze prikazati kao

P:n1Q1+"'+nrQr+T7 niGZ, TEE(Q)tors~

Regulator od E je Reg(E) = det({Q;, Q;)), gdje je Q1, . . ., Q, Mordell-Weilova baza.
Ako je r = 0, onda se definira da je Reg(E) = 1. Iz nezavisnosti tocaka u bazi slijedi
da je Reg(F) # 0, no moZe se pokazati da uvijek vrijedi Reg(E) > 0.

Neka su Pi,...,P. r nezavisnih to¢aka mod F(Q)rs, te pretpostavimo da
{P1,..., P} UE(Q)wrs generira podgrupu G od E(Q) indeksa ¢. Tada je

det((P;, Pj)) = ¢* Reg(E).

Dakle, Reg(E) je najmanja determinanta visina od r nezavisnih to¢aka na E(Q).
Nadalje, r nezavisnih tocaka ¢ini bazu ako i samo ako im je determinanta visina
jednaka regulatoru.

Ako je poznata Mordell-Weilova baza Py, ..., P, elipticke krivulje (ili barem
neki nezavisan skup tocaka), Cesto je od interesa pronaci bazu (ili skup tocaka
koji generira istu podgrupu kao polazni skup tocaka) s elementima sa $to manjim
(kanonskim) visinama. Za to se moZze iskoristiti LLL-algoritam, gdje ¢e ulogu Gra-
move matrice odigrati matrica visina ((F;, P;)). Tu je ideju iznio i realizirao Rathbun
2003. godine.

Recimo naprije nesto kratko o LLL-algoritmu koji je povezan s problemom na-
lazenja najkrac¢eg nenul-vektora u reSetki.

Neka je n prirodni broj te neka su by, ..., b, linearno nezavisni vektori u R".
Resetka (Z-modul) L razapeta ovim vektorima je skup svih njihovih cjelobrojnih

linearnih kombinacija
L= {be L ez}.
i=1

KaZe se da je B = {by,...,b,} baza refetke L. Npr. u R?, ako je b; = (1,0), by =
(0,1), onda je L resSetka svih toc¢aka u ravnini s cjelobrojnim koordinatama.

Jedna reSetka moZe imati viSe razlicitih baza, pa se pitamo mozemo li izabrati
bazu koja bi imala neko dodatno dobro svojstvo. Jasno je da B predstavlja bazu
vektorskog prostora R". Znamo da Gram-Schmidtovim postupkom moZemo dobiti
ortogonalnu bazu za isti vektorski prostor (b} = b; — Z;;ll pijbi, i =1,...,n, gdje

. (bs,b") s y
je pij = (b;7b}> ). No ta nova baza ne mora razapinjati istu resetku kao polazna baza

B jer koeficijenti p;; ne moraju biti cijeli brojevi. Opcenito, reSetka i ne mora imati
ortogonalnu bazu. A. K. Lenstra, H. W. Lenstra i L. Lovasz uveli su 1982. godine
pojam LLL-reducirane baze, koja ima svojstva:
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D |pij| €3, 1< <i<n;

2) 7112 = (F = i )lIby 4 112

Prvi uvjet se moze interpretirati tako da se kaze da je LLL-reducirana baza “gotovo
ortogonalna”, dok drugi uvjet govori da niz normi vektora ||b}|| “gotovo raste”. Do-
datno vazno svojstvo LLL-reducirane baze je da je prvi vektor u toj bazi vrlo kratak,
tj. ima malu normu. MoZe se dokazati da uvijek vrijedi da je ||b;|| < 2(»~1/2||z|, za
sve nenul-vektore « € L, no u primjenama se vrlo ¢esto dogada da je ||b1| upravo
najkraci nenul-vektor iz L.

U svom ¢lanku iz 1982. godine A. K. Lenstra, H. W. Lenstra i L. Lovasz prika-
zali su polinomijalni algoritam za konstrukciju LLL-reducirane baze iz proizvoljne
baze resetke (prema njima nazvan LLL-algoritam). Algoritam je ubrzo nasao brojne
primjene, npr. u faktorizaciji polinoma s racionalnim koeficijentima, kriptoanalizi
kriptosustava RSA s malim javnim ili tajnim eksponentom, problemu ruksaka te
diofantskim aproksimacijama i diofantskim jednadzbama.

De Weger je 1989. godine predlozio varijantu LLL-algoritma koja se koristi samo
cjelobrojnom aritmetikom (ako su ulazni podaci cjelobrojni) te izbjegava probleme
vezane uz numericku stabilnost algoritma.

U programskom paketu PARI je LLL-algoritam implementiran s pomo¢u funk-
cije gf111(x), koja kao rezultat vrac¢a transformacijsku matricu 7' takvu da je
2T LLL-reducirana baza reSetke generirane stupcima matrice x. Postoji i funkcija
aflllgram(x), koja radi isto §to i gf111, osim $to je ovdje z Gramova matrica
skalarnih produkata vektora reSetke, a ne matrica koordinata vektora. Rezultat je
ponovo transformacijska matrica T ¢iji stupci daju vezu izmedu inicijalnih vektora
i vektora u reduciranoj bazi. Naredbe za nalazenje LLL-reducirane baze postoje i
u drugim programskim paketima (npr. lattice (Maple), LatticeReduce (Mat-
hematica), LI, (Magma)).

Navedimo sada prije spomenuti Rathbunov algoritam.

Reducirana Mordell-Weilova baza

ellLreduce(e, plist)=

e = ellinit(e);

n = length(plist);

u = gflligram(ellheightmatrix(e, plist));

newplist = vector(n, j, [0]);

for(i = 1,n, for(j = 1,n,

newplist[i] = elladd(e, newplist[i], ellpow(e, plist[j], u[j,4]))));

Primjer 2.11. Promotrimo krivulju

y? + 2y = 23 — 391397606765693763745924996 7383835
+80614222594310898664080091661625700445673557913297.

To je jedna od krivulja s najveéim poznatim rangom medu krivuljama s torgijskom
grupom Z./10Z, te krivulja s najmanjim konduktorom od svih poznatih krivulja ¢ija je
Mordell-Weilova grupa izomorfna Z/10Z x Z* (Dujella, 2005).
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Pomoc¢u programa MWRANK dobivamo da je rang jednak 4, te da je Mordell-
Weilova grupa generirana tockama

p <630272629397544948862684139017006 1362337891324372518369815288517415904396055887491)
1= )

13379318255014009 ’ 1547572403377170172063027
10108627618965508383032350174  1958345587631673357656809634618006468198497
B < 590486201761 ’ 453747902505406991 > ’
274744516784750223364 738024346686 2109509179115283921846521060093792639782906789639
- ( 4890306578748529 ’ 341982694304767383150583 ) ’
(50839337272548006001 361396441648280727979552767371)
’ 012

Kanonske visine tocaka Py, P, P3, P4 suredom 34.02261806, 26.72628169, 45.34998979,
21.98466653.
Primijenimo li Rathbunov algoritam, dobivamo novu Mordell-Weilovu bazu:

6724 ’ 551368
10216528923584657172449  188670390447140092406122946589739
< 145924 ’ 55742968 )’
Q3 = (—71051466385703906, —134428832419254188216207),
31277549200969930230818734 95528222879953330428431251943396378467
@ ( 515244601 ’ 11695537198099 )’

0 < 343612010825901006209 6688993067364877005732976215769>
1=\ )

)

2

s visinama 10.27648431, 12.33469261, 15.949425, 24.802228. Transformacijska ma-
trica je

-1 -1 0 -1
11 -1 2
““loo 1o
0 1 0 1
To znaci da je Q1 = 7P1 + PQ, QQ = 7P1 + P2 + P4, Q5 = 7P2 + P3, Q4 =

—P 4+ 2P, + Ps.

Do sada nismo Kkoristili torzijske tocke. Iz Propozicije 2.5 znamo da nam one
ne mogu promijeniti kanonske visine tocaka. No, one ipak mogu “pojednostavniti”
bazu, u smislu da smanje naivnu visinu tocaka ili da tocke s racionalnim koordina-
tama zamijene s tockama s cjelobrojnim koordinatama. Budu¢i da je u nasem pri-
mjeru torzijska grupa velika (Z/107Z), izgledno je da ¢e se na taj nacin barem neka
od tocaka pojednostavniti. Kona¢no dobivamo sljede¢u Mordell-Weilovu bazu:

= (8185642345602334, 7008872315854122124478833),
(—12386639730434786, —11278065707632343668729487),
= (=

71051466385703906, —134428832419254188216207),
< 45126829591796568531936 53943123228441855079366471262433889>

=

4 528529 ’ 384240583

¢



Diofantove m-torke i elipticke krivulje 69

Pretpostavimo da smo uspjeli izra¢unati rang r elipticke krivulje E nekom od
prethodno opisanih metoda. Te metode ¢e nam uglavnom dati i r toc¢aka P, ..., P.
na F koje su nezavisne modulo E(Q)os. No to ne znaci da ¢e nuzno {P,..., P.}U
E(Q)twors generirati cijelu grupu E(Q), ve¢ mozda samo neku njezinu podgrupu
kona¢nog indeksa. Tu podgrupu ¢emo oznaditi s H. Zeljeli bismo, ako je moguce,
naci generatore cijele Mordell-Weilove grupe, tj. Mordell-Weilovu bazu Q1,...,Q,
(tako da se svaka tocka P € F(Q) moze, na jedinstven nacin, prikazati u obliku
P=nQi+ - +nQ+T,n; €2, T € E(Q)tors)~

Pogledat ¢emo najprije jedan jednostavan slucaj kada je r = 1 (pa se Mordell-
Weilova grupa sastoji od jedne tocke, koja se zove slobodni generator) i A > 0.
Tada E ima jednadZbu oblika y? = (z —e1)(z — e2)(x — e3), gdje su e; € R. Neka je
e1 < ez < e3. Tada je E°(Q) = {(x,y) € E(Q) : x > e3} U {0} podgrupa od E(Q)
koja se zove parna ili neutralna komponentna, dok se £9(Q) = {(z,y) € E(Q) :
e1 < x < ep} zove neparna komponenta (“jaje”). Neparna komponenta moze biti
prazna, a ako je neprazna, onda E°(Q) ima indeks 2 u E(Q). Primijetimo da u
reSetki C/L to¢ke na E°(R) odgovaraju parametrima z € R, dok to¢ke na E99(R)
odgovaraju parametrima z (iz fundametalnog pravokutnika) za koje je z — w2 /2 €
R.

Propozicija 2.6. Neka elipticka krivulja E s cjelobrojnim koeficijentima zadovoljava
sljedece uvjete:

(D) rank(E(Q)) = 1;

(i) E(Q) ima tocku P beskonacnog reda takvu da P+T ima cjelobrojne koordinate
za sve T € E(Q)rors;

(iii)) A > 0;
(iv) neparna komponenta je neprazna.

Tada se jedan slobodni generator ) neka od konano mnogo tocaka s cjelobrojnim
koordinatama na neparnoj komponenti.

Dokaz: Neka je ) slobodni generator. Tada je nQQ = P+ T za nekin € Z i neku
torzijsku tocku T'. Po pretpostavci (ii), tocka n@ ima cjelobrojne koordinate. No,
tada i tocka @ = (x, y) ima cjelobrojne koordinate.

To slijedi iz ¢injenice koja se koristi i u dokazu Lutz-Nagellovog teorema. Naime,
pretpostavimo da je v,(z) < 0 za neki prost broj p. Tada je v,(z) = —2k, vp(y) =
—3k za neki k € N. Cinjenica koja ovdje trebamo jest da je

BE@p") = {(z,y) € B(Q) : vp(x) < ~2k} U{O}

podgrupa od E(Q). Stoga iz Q € E(p*) slijedi nQ € E(p*), $to je u suprotnosti s
time da n(@ ima cjelobrojne koordinate.

Za svaki T' € E(Q)ors je tocka @ + T’ slobodni generator, pa po upravo doka-
zanom ima cjelobrojne koordinate. Tvrdimo da se barem jedna od tih to¢aka nalazi
u neparnoj komponenti. Pretpostavimo suprotno. Tada je (Q u parnoj komponenti,
a takoder i svi 77 € E(Q)ors SU u parnoj komponenti. Ali £(Q) je generiran s @ i
E(Q)ors, pa bi tada bio sadrzan u svojoj parnoj komponenti, §to je u suprotnosti s
pretpostavkom (iv).

Tocaka s cjelobrojnim koordinatama u neparnoj komponenti ocito ima samo
kona¢no mnogo, jer im se z-koordinate nalaze u segmentu [es, ea]. O
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Primjer 2.12. Nadimo slobodni generator krivulje
y? = (z+1)(3z + 1)(8x + 1).
Rjesenje: Kao i u Primjeru 2.9, radit ¢emo s izomorfnom krivuljom
E : y? =23 +112% — 80z.

U Primjeru 2.9 smo vidjeli smo da je rang od E jednak 1. Algoritam nam je dao
i nekoliko to¢aka beskona¢nog reda: P, = (—10,30), P, = (—2,14), P; = (8,24),
P, = (40, 240). Po Primjeru 2.7 znamo da su jedine netrivijalne torzijske tocke na F
tocke reda 2: Ty = (—16,0), T> = (0,0), 75 = (5,0). Uzmimo tocku P, = (—10, 30).
Tocke P, P, + Ty = —Py, P + T, = P3, P, + T3 = —P, imaju cjelobrojne ko-
ordinate. Stoga su zadovoljeni svi uvjeti Propozicije 2.6. Lako se vidi da su jedine
tocke s cjelobrojnim koordinatama cija je z-koordinata iz segmenta [—16, 0] tocke
+P = (—10,£30), £ P = (—2,14), T} i T». Zaklju¢ujemo da P; slobodni generator
od E(Q) (ostali slobodni generatori su —P;, +P», +P; i +P;). Sada slobodne gene-
5

ratore polazne krivulje dobivamo transformacijom z — Z-8. To su to¢ke: (—2, £2),

(=, 55), (0,%£1), (3,£2). Dakle, otita to¢ka (0,1) (koja odgovara trivijalnom

prosirenju trojke s nulom) je jedan od slobodnih generatora. &

U opcenitom sluc¢aju imamo r nezavisnih tocaka na E(Q) i one zajedno sa
E(Q)tors generiraju podgrupu H od E(Q). Te nezavisne tocke smo mogli dobiti kao
produkt algoritma 2-silaska ili pretragom za toc¢aka malih visina na E(Q). Zeljeli
bismo podgrupu H “uvecati” do cijele grupe E(Q) (ili dokazati da je H = E(Q)).

U tu svrhu, koriste se eksplicitne ocjene za razliku izmedu naivne i kanonske vi-
sine. Navest ¢emo jedan op¢i rezultat takvog tipa kojeg je dokazao Silverman 1990.
godine. Napomenimo da je za konkretne krivulje ¢esto moguce dobiti i znatno bolje
ograde. Koristimo oznaku log™ (z) = logmax{1, |z|} za = € R.

Propozicija 2.7. Neka je E elipticka krivulja zadana Weierstrassovom jednadzbom
s cjelobrojnim koeficijentima, te neka je A diskriminanta, a j njena j-invarijanta.
Stavimo 2* = 2 ako je bs # 0, a 2* = 1 ako je by = 0, te definirajmo

1
(E) = 2 (log |A] +log™ (7)) + log™ (b2/12) + log(2").
Tada za svaki P € E(Q) vrijedi

—%h(j) — w(E) —1.922 < h(P) — h(P) < u(E) + 2.14.

Propoziciju je vrlo jednostano primijeniti ako krivulja ima rang 1, a mi znamo
jednu to¢ku P beskona¢nog reda. Ako P nije slobodni generator, onda je P =
kQ-+T za generator Q i k > 2. Stoga je h(Q) < iﬁ(P), pa nam Propozicija 2.7 daje
gornju ogradu B za naivnu visinu od (. Ukoliko ne nademo niti jednu racionalnu
tocku s A(Q) < B, onda znamo da je P generator, a inace je generator neka od
pronadenih tocaka.

Uo¢imo da nam Propozicija 2.7 daje jo$ jednu metodu da nalaZenje torzijskih
toCaka. Naime, bududi da torzijske toc¢ke imaju kanonsku visinu 0, to je njihova
naivna visina manja od % h(j) + p(E) + 1.922.



Poglavlje 3

Elipticke krivulje inducirane
Diofantovim trojkama

3.1 Istaknute tocke i regularne m-torke

Opisat ¢emo sada detaljnije vezu izmedu racionalnih Diofantovih m-torki i eliptic-
kih krivulja. Neka je {a, b, c} racionalna Diofantova trojka, tj. neka je

ab+1=1r% ac+1=5% bc+1=1t>

za nenegativne racionalne brojeve r, s, t. Da bismo ovu trojku prosirili do racionalne
Diofantove ¢etvorke, trebamo naci racionalni broj x sa svojstvom da su az+1, bz +1
i cz+1 kvadrati racionalnih brojeva. Ako pomnozimo ova tri uvjeta, dobivamo jedan
uvjet
y* = (ax + 1)(bx + 1)(cx + 1),

koji je jednadzba elipticke krivulje. Objasnit ¢emo uskoro koje tocke na krivulji
zadovoljavaju polazni sustav od tri jednadzbe te daju prosirenje do racionalne Di-
ofantove Cetvorke.

Oznacimo krivulju y? = (ax+1)(bz+1)(cx+1) s . Redi ¢emo da je € inducirana
Diofantovom trojkom {a,b, c}. Na krivulji £ imamo tri oCite racionalne tocke reda
2,tosu A = (—1,0), B =(-%,0), C = (—1,0). Takoder imamo jo§ dvije olite

racionalne tocke

1 rst)

P=(0,1), §= (%% (3.1)

Lako se provjeri da je z-koordinata toctke P — S upravo broj d. iz definicije regu-
larne Cetvorke (dok je z-koordinata tocke P + S jednaka d_). Da bi to napravili,
transformacijama = — x/abe, y — y/abc, iz krivulje £ dobivamo krivulju

& y? = (x + be)(z + ac)(z + ab)

s normiranim kubnim polinomom na desnoj strani jednadzbe. Tocke A, B, C, Pi S
na & postaju A’ = (b, 0), B’ = (—ac,0), C" = (—ab,0), P’ = (0,abc)i S’ = (1,7st)
na &£’. Sada racunamo z-koordinatu tocke P’ — S’ na &’:

(rst 4+ abc)* — (ab + ac +bc) — 0 — 1
= (ab+ 1)(ac + 1)(bc + 1) + 2aberst + a*b*c® — ab — ac — ab — 1
= abc(a + b+ ¢+ 2abe + 2rst),

71
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otkud dijeljeljem s abc dobivamo da je x-koordinata tocke P — S na £ jednaka d,
$to smo i tvrdili. Sasvim analogno se dokazuje da je z-koordinata tocke P + .S na &
jednaka d_.

Opcenito, mozemo ocekivati da ¢e P i S biti nezavisne tocke beskona¢nog reda.
Ali vazno je pitanje, sa znacajnim posljedicama, mogu li te tocke biti kona¢nog
reda i koji su redovi pritom mogudi. Primijetimo da ako je trojka {a, b, ¢} regularna,
onda P i S nisu nezavisne, vec¢ vrijedi da je 2P = —S. Zaista, u Potpoglavlju 1.4
smo pokazali da je trojka {a,b, c} regularna ako i samo ako je d_ = 0. A upravo
smo vidjeli da je d_ z-koordinata tocke P + S. Bududi da je z-koordinata tocke P
jednaka 0, zaklju¢ujemo da je P = P + S'ili P = —P — S. Prva moguénost otpada
jer S # O, a druga mogucnost daje 2P = —S, §to se i tvrdilo.

Sada mozemo odgovoriti na pitanje koje tocke na £ daju proSirenja polazne
trojke do racionalne Diofantove Cetvorke. Naime, z-koordinata toctke T' € £(Q)
zadovoljava polazna tri uvjeta da su ax + 1, bx + 1 i cx + 1 kvadrati racionalnih
brojeva ako i samo ako je T'— P € 2£(Q). To Ce slijediti iz sljede¢eg teorema koji
se moze shvatiti kao poopéenje Teorema 2.4, a tice se preslikavanja koja su nam se
javila u metodi za racunanje ranga pomocu 2-izogenije.

Teorem 3.1. Neka je F elipticka krivulja nad poljem Q dana jednadzbom
E yQZ(xia)(xiﬂ)(xiv)v Oé,ﬂ,"}/EQ.

Definirajmo preslikavanje ¢ : E(Q) — Q*/Q** s

(.17 - Q)Q*Q akoje P = (.Iﬁ,y) 7é 07 (O{, 0)
o(P) = { (a— )@ — 1)@ akoje P = (a,0)
Q*? ako je P = O.

Tada je ¢ homomorfizam grupa.

Dokaz: Neka je P, + P, = P3. Trebamo dokazati da je ¢(P1)p(P2)e(Ps)~! iz
Q*%. Bududi da je p(P3) = o(—Ps) i p(P3) = ¢(P3)~!, dovoljno je dokazati da
Py + P, + P; = O povlati da je o(Py)o(Ps)p(P3) iz Q*2.

Ako je neki od P;, recimo P, jednak O, onda tvrdnja lako slijedi, jer Po+P; = O
povladi o(Py) = ¢(Ps), pa je o(Py)p(Ps)e(Ps) iz Q*2. Stoga u daljnjem moZemo
pretpostaviti da su P, = (x;,y;) # Ozai=1,2,3.

Pretpostavimo da je P, = («,0). Tada su P, P3 # («,0) jer bi inace jedna on
njih bila O. Iz pretpostavke da je P, + P» + P; = O slijedi da tocke Py, P,, P3 leze
na jednom pravcu. Neka je jednadzba tog pravca y = kx + £. Tada su z1 = o, x2, 3
nulto¢ke polinoma (z — ) (x — B)(x — ) — (kx + £)?, pa je

(z—a)(z—B)(x—7) — (kz + 0% = (z — a)(z — z2)(x — x3). (3.2)

Iz (3.2) slijedi da « — « dijeli kz + ¢, pa je kx + ¢ = k(x — «). Nakon kracenja s
T — a, (3.2) postaje

(m—ﬁ)(m—v)—kQ(m—a) = (x — x2)(x — x3). (3.3)
Stavimo = = « u (3.3), pa dobivamo da je
(a=B)a—7) = (22— a)(zs — a),

$to povladi da je p(Pr1) = ¢(P2)p(Ps), paje ¢(Pr)p(Ps)p(P3) € Q2.
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Preostaje razmotriti slucaj kad su svi P; # («,0). Neka je ponovno y = kx + ¢
pravac kroz tocke Py, P, Ps. Isto kao prije zakljucujemo da vrijedi

(z—a)(x—B)(x—7)— (kx +0)? = (x — z1)(z — 22)(z — 3). (3.9

Uvrstimo = = « u (3.4) pa dobivamo da je (v1 — a)(x2 — a)(x3 — ) = (ka + ()% te
je p(P1)p(P2)o(Ps) € Q. O

Korolar 3.1. Nekaje T € £(Q) te x = (T). Tada su ax + 1, bx + 1 i cx + 1 kvadrati
racionalnih brojeva ako i samo ako je T — P € 2£(Q).

Dokaz: Za proizvoljnu tocku X = (z,y) € £(Q), oznacavat ¢emo sa X' =
(xabe, yabe) odgovarajuéu tocku u £'(Q). Po Teoremu 3.1, funkcija ¢, : £'(Q) —
Q*/ Q*? definirana s

(z + be)Q*? ako je X' = (z,y) # O, A’
©a(X") = { (ac — be)(ab — be)Q*? akoje X = A’
Q*? akoje X = O

je homomorfizam grupa. Isto vrijedi i za analogno definirane funkcije ¢, i ¢.. Tocka
P zadovoljava zadani uvjet jer je z(P) = 0. Imamo: o, (P’) = bcQ*?, o (P') =
acQ*?, p.(P') = abQ*%. Sada = = z(T) zadovoljava zadani uvjet da su az + 1,
br + 11 cx + 1 kvadrati ako i samo ako za x’ = wabc vrijedi da je '’ + bc = beO,
7' + ac = acO, 2’ + ab = ab0, tj. ako i samo ako vrijedi

0a(T) = @a(P'),  u(T") = @u(P"),  ¢c(T") = pe(P").
Bududi da su p,, ¢s, . homomorfizmi, ovo je ekvivalentno s
pa(T' = P') = go(T' = P') = pe(T' = P') = Q**.
A po Teoremu 2.4, ovo je ekvivalentno s 77 — P’ € 2&'(Q). O

Iz Teorema 2.4 slijedi da je S € 2£(Q). Naime, 1+ bc, 1 + aci 1+ ab su kvadrati
paje S’ € 2£'(Q). To nije tesko ni direktno provjeriti. Naime, vrijedi da je S’ = 2R/,
gdje je

R =(rs+rt+st+1,(r+s)(r+t)(s+t)).
Ovo zajedno s Korolarom 3.1 povlaci da ako z(7") zadovoljava polazni sustav, onda
ga takoder zadovoljavaju i brojevi (T + S). Zanimljivo je da pritom vrijedi da je
x(T)x(T £ S) + 1 uvijek kvadrat racionalnog broja. Zaista, ova tvrdnja je posljedica
sljedece opcenitije Cinjenice.

Propozicija 3.1. Neka su Q, T'i (0, q) tri racionalne tocke na eliptic¢koj krivulji E nad
Q danoj jednadzbom y? = f(x), gdje je f normirani polinom stupnja 3. Pretpostavimo
da O ¢ {Q,T,Q+ T}. Tada je z(Q)x(T)x(Q + T) + ¢* kvadrat racionalnog broja.

Dokagz: Promotrimo krivulju
v’ = f(2) — (& - 2(Q)(z — a(T))(z — 2(Q + 1)), (3.5)

koja predstavlja koniku (krivulju drugog stupnja) koja sadrzava tri kolinearne tocke
Q, T, —(Q +T), pa stoga mora biti unija dvaju racionalnih pravaca, tj. vrijedi y? =
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(kx + ¢£)%. Uvrstimo li sada u (3.5) = = 0, dobivamo z(Q)z(T)z(Q + T) + ¢*> = ¢2,
Sto se i tvrdilo. O

Da bismo primijenili Propoziciju 3.1 za konstrukciju racionalnih Diofantovih
petorki (a kasnije i Sestorki), podsjetimo se da smo transformacijama x — x/abc,
y — y/abe, iz krivulje £ dobili krivulju

& y? = (x + ab)(x + ac)(x + be)

s normiranim kubnim polinomom na desnoj strani jednadzbe, te da su pritom tocke
Pi S naé postale P’ = (0,abc) i S' = (1, rst) na £'. Primijenimo li Propoziciju 3.1
uz Q = £5’, bududi da je prva koordinata tocke S’ jednaka 1, zakljucujemo da je
2(T)z(T £ S) + 1 potpun kvadrat (nakon dijeljenja jednakosti =(7")x(T" + S’) +
a?b?c? = O sa a2b2c?).

Dakle, na ovaj na¢in mozemo prozvoljnu racionalnu Diofantovu ¢etvorku {a, b, ¢, d},
prosiriti do racionalne Diofantove petorke {a, b, ¢, d, e}, tako da za T uzmemo toc¢ku
na krivulji € kojoj je prva koordinata jednaka d, a za e uzmemo xz-koordinatu tocke
T+ S (i T — S) na istoj krivulji. Pritom trebaju biti zadovoljeni uvjeti da su svi
elementi petorke razliciti od nule te da su medusobno razliciti i tocka T+ S (odosno
T — S) nije tocka O. Odavde moZemo dobiti eksplicitnu formulu za prosirenje raci-
onalne Diofantove cetvorke do petorke (koja poopcuje Eulerovu formulu za petorke
iz potpoglavlja 1.3).

Teorem 3.2. Neka su x1,x2, 3,24 racionalni brojevi takvi da je z;z; + 1 = yfj,
vij € Q zasvel <14 < j < 4. Pretpostavimo da je z1z2x3x4 # 1. Tada racionalni
broj x5 = A/ B, gdje je

A = (£2y12Y13Y14Y23Y24Y34 + T1T2x324 (21 + T2 + T3 + X4)

+ 2(z122x3 + T1T2%4 + T1T3%4 + Tox324) + (X1 + T2 + 23 + 24)],

B = (x1x2w324 — 1)?,

ima svojstvo da su x;x5 + 1 kvadrati racionalnih brojeva za i = 1,2, 3, 4. Preciznije,
za i € {1,2,3,4} vrijedi:

TiYieY1Yel £ YijYir Yl )2
)

T1X2X3T4 — 1

gdje]e {i7j’ k? l} = {]" 27 3’4}'

Petorke dobivene pomoc¢u formule iz Teorema 3.2, odnosno petorke oblika
{a,b,¢,z(T),z(T £ S)}, nazivaju se regularne racionalne Diofantove petorke.

Ako je polazna ¢etvorka oblika {a, b, a+b+2r,4r(a+r)(b+7)}, kao u Eulerovoj
konstrukciji petorki, ondaje 7T = P—-Si2P = —-S,pajeT =3P, T — S =5P,
dok je T+ S = P, pa imamo samo jedno netrivijalno prosirenje do petorke jer
je x(P) = 0. Isti slucaj je i s proSirenjem proizvoljne trojke do petorke (Arkin,
Hoggatt, Strauss, 1979.), jer i ono Koristi regularne Cetvorke, pa je ponovno T' =
P—-SiT+ S = P. Medutim, kod prosirenja preko Teorema 3.2 (Dujella, 1997.),
opcenito imamo dva razlicita prosirenja do petorke. Mogli bi reé¢i da je situacija
analogna kao kod prosirenja cjelobrojnih trojki do Cetvorki, gdje opcéenito imamo
dva prosirenja s d, i d_, a u slucaju kad je polazna trojka regularna jedno od ta dva
prosirenja otpada jer daje trivijalno proSirenje s nulom. Vazna razlika je ipak u tome
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Sto se u cjelobrojnom slucaju sluti da nema drugih moguc¢nosti za prosirenje, dok u
racionalnom slucaju prostoje primjeri cetvorki koje se do petorke mogu nadopuniti
i na viSe od dva nacina. Primjerice, Gibbs je 2016. nasao primjer ¢etvorke

{ 81 5696 2875 4928}
14007 4725° 168 3

koja se do petorke moze nadopuniti na barem $est razlic¢itih nacina, tj. s bilo kojim
od ovih Sest racionalnih brojeva

98 104 96849 1549429 3714303488 7694337252154322
277 5257 350 ’ 1376646 6103383075 1857424629984075

3.2 Beskonacno mnogo racionalnih Diofantovih Ses-
torki — 1. konstrukcija

U ovom potpoglavlju prikazat ¢emo konstrukciju beskona¢no mnogo racionalnih
Diofantovih Sestorki prema ¢lanku Dujella, Kazalicki, Miki¢, Szikszai (2017.). Na
kraju prethodnog potpoglavlja, prikazali smo konstrukciju kojom se racionalna Di-
ofantova cetvorka proSiruje do petorke na dva razli¢ita nacina. Stoga je unija te
dvije petorke,

{a,b,c,x(T = S),z(T),z(T + S)},

“gotovo” racionalna Diofantova Sestorka.
Ako pretpostavimo da 7', T + S & {O, £P}, jedini uvjet koji nedostaje je da

(T —S)z(T+S5)+1

bude kvadrat. Da bi nasli primjere koji zadovoljavaju ovaj zadnji uvjet, primijenit
¢emo Propoziciju 3.1 za @Q = 25’. To ¢e nam dati Zeljeni zakljucak ako je ispunjen
uvjet (25’) = 1. Sada iz 2(25’) = z(5’) dobivamo uvjet 25" = —5’, tj. 35" = O.

Na taj smo nacin problem konstrukcije racionalnih Diofantovih Sestorki pove-
zali s eliptickim krivuljama s torzijskom grupom Z/27Z x Z/6Z. Pomo¢u formule da
dupliciranje tocaka na eliptickoj kruvulji, uvjet x(25’) = x(S’) se moze eksplicitno
zapisati u obliku

—a*b?? + 2a°03 2 + 26362 — a2 P + 242033 — a?bct + 12a%b%3 (3.6)
+6a2bc + 6ab*c + 6abc? + 4ab + dac + 4be + 3 = 0.
Ovo je simetritna jednadzba, pa uvodenjem elementarnih simetri¢cnih polinoma

o1 =a+b+c, o0 = ab+ac+be, o3 = abe, dobivamo jednostavniju jednadzbu, koju
mozemo rijesiti po varijabli oo:

o9 = (0303 — 1203 — 60103 — 3)/(4 + 403). 3.7

Uvrstimo li (3.7) u (ab+1)(ac+1)(be+1) = (rst)?, dobivamo (202 +0103—1)?/(4+
402) = (rst)?, tj. dobivamo uvjet da je 1+ o2 kvadrat, pa moZemo staviti og = £

2t
Nuzan uvjet da bi polinom

X3 —0'1X2+0'2X — 03
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imao racionalne korijene je da mu diskriminanta bude potpun kvadrat. To nam daje
uvjet:

(0303 — 907 — 270103 — 540z — 27)(1 + 02) (0103 + 202 — 1) = O, (3.8)

Za fiksni o3, moZemo shvatiti (3.8) kao kvartiku u o;. Buduéi da 1 + 0% mora
biti potpun kvadrat, iz (3.8) dobivamo kvartiku s racionalnom tockom (to¢kom u
beskonacnosti), koja se stoga moze transformirati u jednadzbu elipticke krivulje

nad Q(t).

Dobivenu kvartiku prebacimo (primjenom Propozicije 2.1) u elipticku krivulju

nad Q(t)

y? = 23 + (3t* — 212 + 3)a?
+(3t® 4 1216 4 18t* 4 12¢% + 3)z + (2 + 1)°. (3.9

Ova krivulja ima pozitivan rang, jer sadrZi to¢ku R = (0, (t* + 1)3) beskona¢nog
reda.

Ako uzmemo tocke mR, transformiramo ih natrag na kvartiku, te izra¢unamo
odgovarajuce trojke {a, b, c}, mozemo ocekivati da ¢emo dobiti beskona¢no mnogo
parametarskih familija racionalnih trojki za koje odgovarajuca tocka S’ na E’ za-
dovoljava 35" = O.

Buduéi da uvjet 1 + 0% = O povladi rst € Q,a §' = —25" € 2&'(Q), Teorem 2.4
primijenjen na krivulju £ povlaci da su ab+ 1, ac + 1, be + 1 kvadrati, te je {a, b, c}
dobivena ovom konstrukcijom zaista racionalna Diofantova trojka.

Specijalno, ako uzmemo tocku 2R, dobivamo familiju trojki

B 18t(t — 1)(t + 1)

(2 —6t+ )2+ 6t + 1)
(=2 +6t+1)?
C6t(t+1)(2 -6t + 1)’
()2 -6t +1)?

T D@16+ 1)

Promotrimo elipticku krivulju nad Q(¢) induciranu trojkom {a, b, c}. Ona ima po-
zitivan rang jer je totka P = (0,1) beskonacnog reda. Stoga opisana konstruk-
cija daje beskona¢no mnogo racionalnih Diofantovih Sestorki koje sadrze trojku
{a,b,c}. Jedna takva Sestorka {a,b,c,d,e, f} se dobije iz z-koordinata tocaka 3P,
3P+S, 3P—S (opéenitije, mozemo uzeti tocke (2n+1) P, (2n+1)P+S, (2n+1)P—-S5
zan € N).

Dobivamo: d = dy/da, e = e1/e2, [ = f1/ f2, gdje je
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di=6(t+ 1)(t — 1)(#* + 6t + 1)(t* — 6t + 1)
x (85 4+ 27° 4+ 24" — 543 4 24t% 4 27t 4 8)
x (8t0 — 27t + 24t* + 54t + 2417 — 27t +8)
x (1% 4 22t% — 174" 4 22t 4 1),
do=t(37t'% — 885¢'° + 97355 — 1367815 + 9735t* — 885t + 37)2,
e1=—2t(4t5 — 111¢* + 18¢% + 25)
x (3t 4+ 14¢% — 42¢° 4+ 30t* + 51¢° + 18% — 12t + 2)
x (3t7 — 14t% — 42t° — 30t* 4 51° — 18% — 12t — 2)
x (2 + 3t —2)(t* — 3t — 2)(2t* + 3t — 1)
x (2t% — 3t — 1)(t* + 7)(7t* + 1),
ea=3(t 4+ 1)(t* — 6t + 1)(t — 1)(t* + 6t + 1)
x (161 4 141¢'% — 150010 + 7586t — 27245 + 165¢* + 424t% — 12)?
fr=2t(25t% + 18t* — 1112 + 4)
x (2t —12t5 + 18t° + 51¢* + 30° — 42¢* + 14t + 3)
x (2t7 4+ 12% 4+ 18° — 51¢* + 30¢° + 42t% + 14t — 3)
x (2% + 3t — 1) (2t — 3t — 1)(¢t* — 3t — 2)
X (12 + 3t — 2)(t2 + 7) (7t + 1),
fo=3(t+1)(#* =6t +1)(t — 1)(t* + 6t + 1)
x (12" — 424" — 165¢'° 4 27245 — 7586t° 4 1500t* — 141t — 16).
Ove formule daju beskona¢no mnogo racionalnih Diofantovih Sestorki. Nadalje,
izborom racionalnog parametra ¢ iz odgovarajucih intervala, dobivamo beskonacno
mnogo Sestorki za bilo koju kombinaciju predznaka. Npr. za 5.83 < t < 6.86 svi

elementi su pozitivni. Za konkretan primjer uzmimo ¢ = 6, pa dobivamo Sestorku s
pozitivnim elementima:

3780 26645 7 791361752602550684660
73 7 252 713140’ 1827893092234556692801

95104852709815809228981184  3210891270762333567521084544
351041911654651335633266955° 21712719223923581005355

Konstrukcija navedene parametarske familije racionalnih Diofantovih Sestorki
zasniva se na cinjenici da kubni polinom koji odgovara tocki 2R ima racionalne
korijene. Moze se pokazati da isto svojstvo ima svaki viSekratnik mR tocke R
(dolje ¢emo ugrubo skicirati dokaz). Bududi da je diskriminanta pripadnog kub-
nog polinoma potpun kvadrat, dovoljno je dokazati za kubni polinom ima ba-
rem jedan racionalni korijen, jer ¢e tada nuzno i preostala dva korijena biti raci-
onalna. Medutim, ovo svojstvo ne mora biti zadovoljeno za ostale tocke na krivulji
(3.9) (u slucaju kada je rang > 1). Npr. za ¢ = 31 (kada je rang od (3.9) jed-
nak 2) i tocku (z,y) = (—150072,682327360) (koja nije visekratnik od R) polinom
X3 — 01X? + 09X — 03 nema racionalnih korijena.

Svakom visekratniku mR = (x,y) tocke R (uz m > 1, tako da je =z # 0),
pridruzujemo elipticku krivulju

E': Y?=X3+0:X?+0103X +03.
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. . 2_
Ovdjeje oy = 51, ¢ ¢ {—1,0,1},

—tt 4?2 — 11— (2 1)
o1 = )
(2 — 1)t

dok je oo dan sa (3.7).
Uz odgovarajuce transformacije koordinata, krivulja E’ postaje

((t2+1)21‘_1+1)2

X2
1 +

E': Y?=X%+

2042 1 1)2p—2 -1 4 -2
t2((t* + )235 +x )X"’ti . (3.10)

Nekasut € Z i (x,y) takvi da £” ima dobru ili multiplikativnu redukciju (kubni
polinom promatran modulo p ima ili jednostruke nultocke ili jednu dvostruku nul-
tocku) za sve p|t(t? + 1) i neka je vs(y) < 0. Tada E” ima tri racionalne tocke reda
2.

Neka je t # 1 prirodan broj takav da je broj > + 1 kvadratno slobodan. Tada
elipticka krivulja E” koja odgovara visekratniku mR, m > 1, ima tri racionalne
tocke reda 2 (tj. odgovarajuci brojevi a, b, ¢ su racionalni).

Efektivna verzija Hilbertovog teorema o ireducibilnosti (za svaki ireducibilni
polinom f(z,t) € Z[xz,t] postoji “puno” specijalizacija ¢t = 7 € Z takvih da je
polinom f(z, ) ireducibilan u Z[z]) sada povlaci da ista tvrdnja vrijedi da svaki
racionalan broj ¢ ¢ {—1,0,1}.

Primijetimo da u prije spomenutom primjeru ¢ = 31, (z,y) = (—150072, 682327360)
krivulja F” ima aditivhu redukciju u 13,31 i 37.

Kao $to smo spomenuli u uvodnom poglavlju, otvoreno je pitanje postoji li neka
racionalna Diofantova sedmorka. Primijetimo da samo primjenom Propozicije 3.1
ne mozemo do¢i do kandidata za sedmorke. Naime, prirodni kandidat za proSirenje
Sestorke {a,b,c,z(T — S),z(T),z(T + S)} bi bio (T + 25), ali on se ve¢ nalazi u
Sestorki jer je (T + 2S5) = (T — S) buduci da tocka S ima red 3.

3.3 Beskonacno mnogo racionalnih Diofantovih Ses-
torki — 2. konstrukcija

Racionalne Diofantove Sestorke konstruirane u prethodnom potpoglavlju sadrze
dvije regularne petorke. U ovom potpoglavlju prikazat ¢emo alternativnu konstruk-
ciju beskona¢no mnogo racionalnih Diofantovih Sestorki (iz ¢lanka Dujella, Kaza-
licki & Petricevi¢, 2021.) koje ¢e sadrzavati dvije regularne Cetvorke i jednu regu-
larnu petorku.

Gibbs je 2016. sortirao do tada poznatih oko 1000 primjera racionalnih Di-
ofantovih Sestorki s obzirom na njihovu strukturu, posebno ukljuc¢ujuéi podatke u
regularnim trojkama, ¢etvorkama i petorkama koje su u njima sadrzane. Petricevi¢
je prosirio kolekciju primjera sa Sestorkama s relativnom malim brojnicima i naziv-
nicima (te ukljucio i Sestorke s mijeSanim predznacima — Gibbs je promatrao samo
Sestorke s pozitivnim elementima). Znacajan broj tih primjera Sestorki sadrzavao
je dvije regularne cetvorke i jednu regularnu petorku, $to je motiviralo pokusaj
dokaza da takvih Sestorki ima beskona¢no mnogo.
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Teorem 3.3. Postoji beskonacno mnogo racionalnih Diofantovih Sestorki koje sadrze
dvije regularne Diofantove Cetvorke i jednu regularnu Diofantovu petorku.

U konstrukeiji kre¢emo od parametrizacije racionalnih Diofantovih trojki. Neka
je {ai1,az2,a3} racionalna Diofantova trojka te neka je ay = (r? — 1)/a; i a3 =
(s —1)/a; za racionalne brojeve 7 i s. Stavimo li asas + 1 = (a28? —az +a1)/a; =
(1+ (s —1)t)?, dobivamo

—4t(t — 1)(a1t — a2)
(—ag + a1t2)2

az =

Ova parametrizacija je iskoriStena (Dujella, 2009.) za konstrukciju nekih primjera
rationalnih Diofantovih Sestorki s mijeSanim predznacima. Mi ¢emo ovdje koristiti
ekvivaletnu parametrizaciju koju je pronasao Lasi¢ (objavljena je u dodatku ¢lanka
Kazalicki & Naskrecki, 2022.), a koja je (ciklicki) simetri¢na u trima parametrima:

2t1 (1 + t1to(1 + tats))

a; =
(=1 + tytats)(1 + titats)’
0 — 2to(1 + tatz(1 + tst1))
(=1 4+ titats)(1 + trtats)’
0y — 2t3(1 + tst1 (1 + t1t2))

(—1 + t1t2t3)(1 + t1t2t3)

Veza medu dvjema navedenim parametrizacijama je dana sa

a —(1 =72+ a%t?) 2a1t(t — 1)
t1 = , ta= , t3= 2,97
r—1 2(t — Daq 1—r2+aft?
2t1 (1 + t1ta(1 + tat3)) L+ 204t + 2483t + 131583

ayp = t= 7t2t3.

) r= b
(=1 4+ titats)(1 + titats) (=1 + t1tats) (1 + tatats)
Neka su sada {a1,as2,as,a4} i {a1,as,as, a5} regularne racionalne Diofantove
cetvorke, tj. a4 i a5 su rjesenja kvadratne jednadzbe
(a1 + az —az — 2)* — 4(ayaz + 1)(azz +1) = 0.
Dobivamo da je
—2(1 — i3+ t2t3)(t3t1 +1-— tl)(—tg +1+ tltg)(—l + t1t2t3)
(1 + t1t2t3)3
2(t3 + tots + 1)(t3t1 +t+ 1)(1 +ts + t1t2)(1 + t1t2t3)
(—1 + t1tats)? '

Da bi {a1,as,as,aq,as} bila racionalna Diofantova petorka, treba jo§ zadovoljiti
uvjet da je agas + 1 potpun kvadrat. Na taj nacin, dobivamo uvjet da je

Ay = )

a5 =

p(t1,to, ts3) = (—8t5t3 — 8t3t2 — 3tats + At3 + 4t3t5 + 4ot + 8titz)tT  (3.11)
+ (8t3ts — 16tat; — 8t5t3 + 8to — 8tats — Stots — Stats + Stita)ts
+ (—8t3 — 813 — 8tots — Stats — 8t3ts + Stits + 4t + 4 — 18313
+ 4t5ts — Stats — 16t5t3)t3
+ (8tats — 8tats — 16t3t5 — 8tots — Sty + 8t + 8t3t2 — 8t3)ty
— 3 — Stots + 4t5t2 — 81313 + 4t2 4 413 + Stits
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potpun kvadrat. Ako izracunamo diskriminantu polinoma p s obzirom na varijablu
t1 i faktoriziramo ju, dobivamo da je jedan od faktora

p1(ta, t3) = 34 10tats — 3t32 + 3t3t3

(ostali faktori su ili puno veceg stupnja ili odgovaraju petorkama ¢iji je jedan ele-
ment jednak 0). Uvjet p1(t2,t3) = 0, koji osigurava da polinom p s obzirom na
t, ima dvostruki korijen, dovodi do uvjeta da je 9t3 + 16 potpun kvadrat, recimo
9t2 + 16 = (3t3 + u)?. Odavde dobivamo

ty = 16 — u?
6u
by — u? 4+ 10u + 16
(u—4)(u+4)

Uvrstimo li ovo u (3.11), dobivamo da je a4as + 1 potpun kvadrat. Tako smo dobili
dvoparametarsku familiju (u parametrima ¢; i ) racionalnih Diofantovih petorki
koje sadrze dvije regularne Cetvorke (takve petorke su se pojavile kod konstrukcije
eliptickih krivulja velikog ranga s torzijskom grupom Z/2Z x Z/2Z, Dujella, 2000.).
Sada prosirimo neregularnu ¢etvorku {ai, as, aq, a5} (ili bilo koju drugu nere-
gularnu cetvorku sadrzanu u petorki {ai,as,asas,a5}) do regularnih petorki
{a1,as3,a4,a5,a6} i{a1,as,a4,as,az}. Tj. ag i a7 su rjeSenja kvadratne jednadzbe

(a1a3a4a50+2a1a3a44a1+a3+as—as—x)* —4(a1az+1)(ayas+1)(azas+1)(asz+1) = 0.

U daljnoj konstrukciji ne¢emo koristiti a7, pa zato navodimo samo vrijednosti od
ag.
ag = 6(u+4)(u+ 8)(u 4 2)(u — 4)(2t1u® + 3u® + 20t,u + 12u + 32t;)
x (t1u? + 10t u + 16t — 6u)(t1u? + 10t u + 16t; + 6u)(t1u® + 10t,u + 16t — 24 — 6u)
X (40962 + 15360t3u + 15168t2u> + 5920t2u> + 948t3u* + 60t3u® + t3u’ — 12288t1u
— 7680t u” + 480t u* + 48t u® — 5184u? — 2592u° — 324u*) 2.
Sada je jedini preostali uvjet da bi {a1, as, as, a4, as, ag} bila racionalna Diofan-

tova Sestorka taj da acag + 1 bude potpun kvadrat. Ovaj uvjet vodi do kvartike u
varijabli ¢; nad poljem Q(u):

(u'? + 120u"" + 5496u'® + 125600u° + 1639440u® + 13075200u’ + 65656320u°
+ 209203200u” + 419696640u" + 514457600u” 4 360185856 + 125829120u + 16777216)t]
+ (24u"? + 1296u"" + 3225610 + 446208u° + 3461760u° + 13047552u" — 208760832u”
— 886210560u" — 1827667968u” — 21139292161 — 1358954496u — 402653184)t]
+ (36u'? 4+ 1296u"" + 18072u'® + 48096u” — 1681632u® — 22516992u" — 127051776u°
— 360271872u” — 430497792u” 4 197001216u” + 1184366592u> + 1358954496u + 603979776)7
+ (—432u'" — 15552u'% — 259200u° — 2267136u® — 9116928u" + 145870848u°
+ 580386816u" + 1061683200u” + 1019215872u” + 452984832u)t,
+ 129610 + 414720° + 316431361’ + 670032u® 4 6054912u" + 96878592u” + 171528192u"
+ 169869312u” + 84934656u° = 2°.
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Bududi da ova kvartika ima Q(u)-racionalnu tocku u beskonacnosti (jer je izraz uz
t1 kvadrat: (u? 4 40u + 16)?(u + 8)*(u + 2)*) ona se moze transformirati u elipticku
krivulju na Q(u), kao $to je opisano u Potpoglavlju 2.2. Pritom singularna tocka
u beskonacnosti na kvartici odgovara tocki u beskonacnosti i dodatnoj tocki P;
na eliptickoj krivulji. Kvartika ima i Q(u)-racionalnu tocku, oznacimo je s P», koja
odgovara t; = %. Ta tocka daje ag = 0, pa iz nje ne dobivamo racionalnu
Diofantovu Sestorku. Medutim, to¢ka 2P, na eliptickoj krivulji odgovara tocki na
kvartici za koju je

3(3ut + 40u® + 368u? + 1280u + 1024)
4(u? 4+ 10u + 16) (u + 20)u ’

pa uvrStavanjem ove vrijednosti dobivamo parametarsku familiju racionalnih Di-
ofantovih Sestorki

t1 =

—12u(u 4 4)(3u? 4 8u3 + 224u? + 576u + 512)(3u> + 28u? + 256u + 256)
(u + 8)(u + 2)(u — 4)(3u3 + 8u2 + 144u + 128)(3ut + 48u3 + 528u2 + 1280u + 1024)
8u(u + 20)(3u® 4 8u* + 64u® — 640u? — 2304u — 2048)(u + 8)(u + 2)
3(u + 4)(u — 4)(3u3 + 8u? + 144u + 128)(3u? + 48u3 + 528u2 + 1280u + 1024) '

2(u + 4)(u — 4)(39u7 + 776uS + 8096u® + 48640u? + 226048u3 + 587776u> + 770048u + 393216)
3(u + 8)(u + 2)(3u3 + 8u2 + 144u + 128)(3ut + 48u3 + 528u2 + 1280u + 1024)

s

—8(u? + 4u + 32)(3u® + 14u® — 40u — 64)(9u® + 8u? + 112u + 384)(3u? + 48u> + 528u? + 1280u + 1024)
3(u+ 8)(u+ 4)(u + 2)(u — 4)(3u3 + 8u2 4 144u + 128)3 ’
du(u + 2)(17u? + 48u + 48)(3u® + 8u? — 176u3 — 2944u? — 9216u — 8192)(3u’ + 8u? + 144u + 128)(u + 8)2
3(u + 4)(u — 4)(3ut 4 48u3 + 528u2 + 1280w + 1024)3

s

12(u + 2)(u — 4)(5u + 8)(u + 4)(3u? + 8u + 64)(3ud + 8u? + 144u + 128)(3u? + 48u® + 528u? + 1280u + 1024)
(u + 8)(16384 + 69632u + 64768u2 + 22272u3 + 3680u? + 576u5 + 9ub)?2

koja zadovoljava svojstva iz Teorema 3.3.
Primjerice, za © = —1 dobivamo racionalnu Diofantovu Sestorku

27900 471352 261770 185535272 63737828 79554420
174797 1123657 17479~ 419265 ° 526368735 408480247 |

Uzimajudi druge linearne kombinacije to¢aka P, i P,, moze dobiti nove (ali kom-
pliciranije) familije racionalnih Diofantovih Sestorki.

3.4 Elipticke krivulje velikog ranga sa zadanom tor-
zijskom grupom

U Potpoglavlju 2.5 naveli smo tablice s najve¢im poznatih rangovima nad Q i Q(¢)
za svaku od 15 torzijskih grupa iz Mazurovog teorema, te posebno naznacili re-
kordne rangove koji su povezani s eliptickim krivuljama induciranim s racional-
nim Diofantovim trojkama. Krivulje inducirane s racionalnim Diofantovim trojkama
mogu imati jednu od sljedede Cetiri torzijske grupe: Z/27Z x Z/2Z, Z./2Z x Z/AZ,
7/27 x 7/6Z, Z/2Z x Z]8Z, pa ¢emo posebno promotriti ta Cetiri slucaja.

3.4.1 Torzijska grupa Z/27 x 7Z/27 nad Q(t)

Elipticke krivulje inducirane s racionalnim Diofantovim trojkama su u konstrukciji
krivulja s velikim rangom prvi puta koriStene u ¢lanku (Dujella, 2000.). U termino-
logiji iz Potpoglavlja 2.5, pokazano je da vrijedi: G(Z/2Z x Z/27) > 41 B(Z /27 x
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Z/2Z) > 7. Ideja je bila koristiti racionalne Diofantove petorke {a,b,c,d, e} koje
sadrze dvije regularne Cetvorke {a,b,c,d} i {a,b,c,e}. U ¢lanku (Dujella, 2000.)
je koristena jednoparametarska familija takvih petorki, a u Potpoglavlju 3.3 smo
vidjeli kako se moze dobiti takva dvoparametarska familija. Sada ako se promotri
krivulja inducirana primjerice s {b, d, e}, tj.

y? = (bx + 1)(dx + 1)(cx + 1),

onda moZemo ocekivati da ¢e ona imati barem Cetiri nezavisne tocke beskona¢nog
reda, naime tocke s z-koordinatama

1

0, E, a, C.

I zaista, u navedenom ¢lanku je pokazano da su za spomenutu jednoparametarsku
familiju krivulja ove tocke nezavisne, pa je rang krivulje nad Q(¢) > 4. Racunanjem
ranga (s tadasnjom verzijom mwranka) za male vrijedosti parametra ¢, dobiven je
primjer krivulje ranga 7, $to je u to vrijeme bio rekord za torzijsku grupu Z/2Z x
Z.)27.

Sli¢cna ideja se moZe primijeniti za dobivanje familija krivulja s torzijskom gru-
pom Z /27 x Z/27 i rangom > 5 nad Q(t), ako se za polaziSte uzme neka parame-
tarska familija racionalnih Diofantovih Sestorki {a, b, ¢, d, e, f}, primjerice ona koju
smo dobili u Potpoglavlju 3.2.

Promotrimo krivulju

E®t): y*=(dv+1)(ex+1)(fr+1).
Ona, pored tri oCite tocke reda dva, ima racionalne tocke s xz-koordinatama

1

O7 E, a, b, C.

Tvrdimo da su ovih pet tocaka nezavisne tocke beskonac¢nog reda nad Q(t). Buduci
da je specijalizacijsko preslikavanje, koje za ¢, € Q krivulju E(t) nad Q(t) preslikava
u krivulju E;, nad Q, homomorfizam, dovoljno je na¢i jedan parametar ¢, za kojeg
su ovih pet to¢aka nezavisne tocke beskonac¢nog reda na F,. Nije tesko provjeriti
da ty = 2 ima traZeno svojstvo (provjerom da je determinanta odgovarajuce matrice
visina razli¢ita od nule). Stoga je zaista rang krivulje E(t) nad Q(t) > 5.

Da bi dobili krivulju nad Q(¢) ranga > 6, krenut ¢emo od “jednostavne” familije
ranga > 3, te u nekoliko koraka povecavati rang tako da pokusamo zadovoljiti
uvjet da dodatna tocka (koju ¢e nam sugerirati metoda 2-spusta) bude na krivulji.
Slijedit ¢emo konstrukciju iz (Dujella & Peral, 2019., 2020.) koja je poboljsana
verzija konstrukcije iz (Aguirre, Dujella & Peral, 2012.).

Kre¢emo od dvoparametarske familije neregularnih Diofantovih cetvorki koja
sadrzi dvije regularne trojke (poput Diofantovog primjera s kojim smo zapoceli nasa
razmatranja). Ako onda uzmemo kao polaziste jednu od neregularnih podtrojki te
cetvorke, mozemo ocekivati da ¢emo dobiti krivulju ranga > 3 (pored toc¢aka P i
S (odnosno R tako da je 2R = S), koje su nezavisne zbog neregularnosti trojke,
imamo jo$ i tocku koja dolazi od Cetvrtog elementa iz ¢etvorke, a za koju mozemo
ocekivati da je nezavisna s P i S zbog neregularnosti cetvorke).
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Slijedimo konstrukciju i oznake iz (Dujella, 1996.). Stavimo: a; = a, az = b,
ab+q =22, a4 = a+b+2x, a3 = a+4b+4x. Tada su {a1, az,as} i {az, a3, as} regu-
larne D(q)-trojke. Da bi dobili D(q)-cetvorku, ostaje zadovoljiti uvjet da je ajas + g
potpun kvadrat, tj.

a(a+4b+4z) + g = a® + dax + 4(2* — q) +q = > (3.12)
Jednadzbu (3.12) mozemo zapisati kao
3¢ = (a+22)" —y* = (a + 22 — y)(a + 22 + y),
te je pokusati zadovoljiti tako da stavimo
a+2r—y=3, a+2rx+y=q.
Zbrajanjem dobivamo q = 2a + 4z — 3. Uvrstimo li ovo u ab + ¢ = x?, dobivamo
alb+2)=(z—1)(x—3).

Stavimo ovdje x = ak + 1, pa dobivamo b = ak?® — 2k —21i ¢ = 2a(2k+1) + 1. Dakle,
dobili smo D(2a(2k + 1) + 1)-¢etvorku

{a,a(k+1)? — 2k, a(2k 4+ 1)? — 8k — 4, ak* — 2k — 2}

s traZenim svojstvom (ne)regularnosti. Da bi od nje dobili D(1)-trojku, stavimo

najprije da je 2a(2k + 1) +1 = n? . k = "2*42;‘*1, a potom elemente D(n?)-

cetvorke podijelimo s n. Tako dobivamo sljede¢u dvoparametarsku familiju raci-
onalnih D(1)-Cetvorki:

ci(a,n) = %,
( )7((nfS)(nf1)+2a)((n+1)(n+3)+2a)
2@ n) = 16an ’
3.13)

(n—3)(n—1)(n+1)(n +3) (

ca(a,n) = dan ’
_((n=3)n—-1)—-2a)((n+1)(n+3) —2a)

caan) = 16an '

Prema konstrukciji, ova Cetvorka nije regularna, ali sadrzi dvije regularne trojke
{c1,ca,ca}i{ca, c3,c4}.
Promotrimo sada elipticku krivulju induciranu s trojkom {c¢1, ¢, ¢s}, tj.

y? = (ci(a,n)x 4+ 1)(ca(a,n)x + 1)(c3(a, n)z + 1).

Primijetimo da smo izabrali neregularnu podtrojku da bi tri poznate tocke na kri-
vulji, koje odgovaraju z-koordinatama

tioti3 +ti2tag+t13ta3+1
c1(a,n)ca(a,n)es(a,n)

0; 04((1;”)7

gdje je t;; = tij(a,n) = \/ci(a,n)cj(a,n) +1,1 < i < j < 3, bile nezavisne. U
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terminima a i n, ove tri tocke imaju koordinate

Pl - (07 1))
(n?+4n —2a+3)(n? —4n—2a +3)
P2 = ( )
16an
B (n? — 2a + 3)(n* — 10n? — 4a® + 9)(n* — 2an? — 10n? — 6a + 9))
512a2n3 ’
P — ( 6n (n2+6a—9)(3n2+2a—3))
T\ =3)(n+3) da(n —3)(n + 3)
Krivulja

y? = (c1(a,n)x + 1)(cz(a,n)z + 1)(c3(a,n)x + 1)

ima torzijsku podgrupu Z/2Z x Z /27 i rang > 3 nad Q(n,a). Tocke Py, P> i P3 su
nezavisne tocke beskonacnog reda.

Zaista, dovoljno je nadi specijalizaciju za koju su tocke koje odgovaraju toc-
kama Py, P, i P3 nezavisne tocke beskonacnog reda. Primjerice, za a = 2in =5,
specijalizirane tocke (0, 1), (11/10,—-1173/125), (15/8,133/8) imaju to svojstvo.

Potrazimo sada uvjet na a i n tako da krivulja ima dodatnu racionalnu tocku.
Na standardan nacin prebacimo jednadZbu krivulje u oblik y? = 23 + Az? + Baz.

Najprije dobivamo jednadzbu

y? = 2(x+c1(a,n)ez(a,n) —ci(a,n)ca(a,n))(z + cz(a,n)cs(a, n) — ¢y (a, n)ca(a,n)),
a potom se jos rjeSimo i nazivnika tako da dobijemo oblik
y? = a3 + Az® + Bz (3.14)
u kojem su A(a,n) i B(a,n) polinomi s cjelobrojnim koeficijentima:
A(a,n) = 81 + 108a + 108a* — 964> — 32a* — 180n? — 84an? — 120a*n?
—32an? + 118n* — 28an* + 12a*n* — 20n° + 4an® + n®,

Bl(a,n) = 4a*(9 + 2a — n?)(3 4 2a — 4n + n*)(3 + 2a + 4n 4 n?)
x (=3 + 2a + 3n?)(—9 + 4a® + 10n? — n*).
Nakon ovih transformacija, z-koordinate triju poznatih nezavisnih tocaka besko-
nacnog reda postaju
r1 = 4a*(3 4 2a — 4n + n?)(3 + 2a + 4n + n?),
(3+2a —4n +n?)(3 + 2a + 4n + n?)(9 — 6a — 10n? — 2an? + n)?

16n2 ’
r3 = 2a(3 4 2a — 4n + n?)(3 + 2a + 4n + n?) (=3 + 2a + 3n?).

To =

Motivirani metodom 2-spusta, gledamo faktore od B (to su b; iz metode 2-
spusta) kao kandidate za dodatnu tocku, te medu njima trazimo one koji daju jed-
nostavne uvjete za taj kandidat stvarno dao dodatnu tocku. Primjerice, uvjet da bi
(3+2a —4n +n?)(—3+2a+3n?)(—9 +4a? + 10n? — n*) bila 2-koordinata dodatne
toCke je da

2(9 + 6a + 8a® — 18n — 4an + 8n* — 2an® 4+ 2n® — n*)
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bude kvadrat. Jedna od nultoc¢aka diskriminante ovog polinoma (po a) je n = 7/3,
te tako mozemo zadovoljiti taj uvjet. UvrsStavanjem n = 7/3, koeficijenti krivulje
postaju

A(a) = —2(—51200 + 109440a + 38880a” + 55404a” + 6561a*)
B(a) = 243a*(20 + 3a)(—4 + 9a)(16 + 9a)(80 + 9a)(320 + 81a?),

dok su z-koordinate prethodne tri tocke i nove Cetvrte tocke

r1 = 81a*(—4 + 9a)(80 + 9a)
22 = 27a(20 + 3a)(—4 + 9a)(80 + 9a)

(3.15)

1
w3 = 77 (—4+9a)(80 + 9a) (160 + 171a)’

x4 = 3(20 + 3a)(—4 + 9a)(320 + 81a?).

Slicno kao ranije, preko odgovarajuce specijalizacije moZe se pokazati da su ove
Cetiri tocke nezavisne, pa smo dobili krivulju ranga > 4 nad Q(a).

Koriste¢i se malom modifikacijom gore opisane metode testiranja faktora poli-
noma B(a) kao kandidata za dodatne tocke (tako da gledamo i faktore od B'(a) =
A(a)? — 4B(a)), moguce je naéi veéi broj krivulja ranga > 5. Dat ¢emo detalje za
jednu od njih, kod koje se dodatno rang moZze povecati na 6.

Da bi 9a(—2049a)(16 +9a)(80 + 9a) bila z-koordinata nove to¢ke na dobivenoj
krivulji ranga 4, treba zadovoljiti uvjet da je

10(—20 + 9a)(—2 + 9a)

kvadrat. Ovaj uvjet odgovara krivulji genusa 0, koja ima o¢itu toc¢ku koja odgovara
a = 2/9, pa ima parametarsko rjesenje:
2(—1+ 10w)(1 + 10w)

T s T (3.16)

Odgovarajuéa krivulja ranga > 5 je Y2 = X? + A(w)X? + B(w)X, gdje je

A(w) = —2(—169 — 12020w? 4 678000w* — 12680000w° + 80000000w®),
B(w) = (=1 + 10w)?(1 + 10w)*(—1 + 20w?)(1 + 80w?)(—31 + 400w?)
(—41 + 500w?)(9 — 200w? + 2000w?).

Pet nezavisnih tocaka beskonac¢nog reda imaju z-koordinate

1
21 = 5(=1+ 10w)* (1 + 10w)* (1 + 80w?) (41 + 500w°),

1
72 = 5 (=14 10w)(1 + 10w)(1 +80w?)(~31 + 400w’)(~41 + 500u?),

1 (3.17)
23 = 75 (1+80w?)(~11 + 300w?) (=41 + 500w°),

x4 = (14 80w?)(—31 4 400w?)(9 — 200w? 4 2000w*),
x5 = 9(—1 + 10w)(1 + 10w)(—1 + 20w?)(—41 4 500w?).

Konac¢no, da bi dobili krivulju ranga > 6, trazimo da

—9(—1+ 10w)?(1 + 10w)*(—1 + 20w?)(—41 + 500w?)
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bude z-koordinata nove tocke na prethodnoj krivulji ranga 5. To nam daje uvjet da
je
—(=24Tw)(2 + Tw)
kvadrat, §to ponovno odgovara krivulji genusa 0, pa dobivamo parametarsko rjese-
nje
_2(—=14v)(1+4v)
7(1+v?)
Dobivena krivulja ranga > 6 ima jednadzbu Y? = X? + A(v) X2 + B(v) X, gdje

(3.18)

je
A(v) = —2(130752711 — 352023466320 + 260292593988v* — 13378697409840°
+ 19758891313700® — 1337869740984v° + 260292593988v'2 — 352023466320
+1307527110"9),
B(v) = —(9 — 80v + 9v?)(9 + 80v + 9v?)(—27 + 13v?)?(—13 + 27v?)?
(9 + 8018v% + 9v*) (31 — 25802 + 31v*)(369 — 54202 + 369v*)
(14409 — 4156402 + 400054v* — 415640° + 144090°).

Sest nezavisnih tocaka beskonac¢nog reda ima x-koordinate

1
T = —§(—27 + 13032 (=13 4 270%)%(9 + 8018v% 4 9v?)

(369 — 54202 + 369v%),

1

Ty = 9(9 — 80v + 9v%)(9 + 80v + 9v?)(—27 + 13v?)

(—13 4+ 27v%)(9 + 801802 + 9v*)(369 — 5420v% 4 369v?),

1
T3 = 74—9(9 + 8018v% 4 9v*) (369 — 54202 + 369v%)

(661 — 347802 + 661v*)2, (3.19)
x4 = (9 — 80v + 9v?)(9 + 80v + 9v?)(369 — 542v% + 369v*)
(14409 — 41564v% 4 400054v* — 415640° 4 144090%),
x5 = —441(1 + v*)3 (=27 + 130%) (=13 + 27v?) (9 + 8018v?* + 9v?)
(31 — 25802 + 31v%),
z6 = —9(—27 + 13v%)?(—~13 + 27v%)?(9 + 8018v? + 9v*)
(31 — 25802 + 31v%),
a pripadajuca cetvorka je {q1, g2, g3, ¢4}, gdje je

. 2(—27 + 13v%)(—13 + 27v?)
1= ’

21(9 + 17802 + 9v?)
(9 + 801812 + 9v*)(369 — 54202 + 369v*)

= (227 + 130%)(— 13 + 2702)(9 + 17802 + 9v4)’ (3.20)
160(9 + 17802 + 9v?) '

= T1(—27 + 130%)(—13 + 2702)

0" — 3(111 — 418v% + 1110v*)(237 + 207402 + 237v%)

14(—27 + 1302)(—13 + 2702)(9 + 17802 + 90%)
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Uzimajuc¢i odgovarajucu specijalizaciju mozemo lako provjeriti da su danih Sest
tocaka nezavisne te da je rang nad Q(v) > 6. No koriste¢i algoritam koji su razvili
Ivica Gusi¢ i Petra Tadi¢ mozemo pokazati i da je rang nad Q(v) to¢no jednak 6.
Da bi to napravili, trebamo naci specijalizaciju za koju je specijalizacijski homo-
morfizam injektivan (po Silvermanovom specijalizacijskom teoremu znamo da je
to tocno za sve osim kona¢no mnogo specijalizacija, no Gusi¢-Tadi¢ algoritam nam
omogucava da pronademo specijalizacije za koje smo sigurni da su injektivne) te
za koju je rang jednak 6. Jedna takva specijalizacija je v = 5 za koju su ispunjeni
uvjeti sljedeceg teorema iz ¢lanka (Gusi¢ & Tadi¢, 2015.).

Teorem 3.4. Neka je E elipticka krivulja nad Q(t) (koja nije izomorfna nekoj krivulji
nad Q), dana jednadzbom

E: ¢y =(x—e)(z— e2)(x —e3), e1,ea, es € Z[t].

Pretpostavimo da ty € Q zadovoljava uvjet da za svaki nekonstantni kvadratno slo-
bodni d]elltel] hu Z[t] polinoma (61 —62)(61 —63), (62 —61)(62 —63) i (63 —61)(63 —62),
racionalni broj h(ty) nije kvadrat racionalnog broja. Tada je specijalizacijski homo-
morfizam o : E(Q(t)) — E(to)(Q) injektivan.

U nasem slucaju je

(61 - 62)(61 - 63) =
— (9 — 80w 4 9v?)(9 + 80v + 90?)(—27 + 13v?)?(—13 + 27v?)?
x (9 4+ 8018v% + 9v*) (31 — 258v% 4 31v*)(369 — 5420v% + 369v*)
x (14409 — 4156402 + 400054v* — 415640° + 144090°).

Uvrstavajuéi v = 5 u ireduciblne faktore u ovom izrazu, te faktoriziraju¢i dobivene
cijele brojeve, lako se vidi da niti jedan od produkata ne daje kvadrat. Slicno se
provjere i uvjeti za (62 — 61)(62 — 63) i (63 — 61)(63 — 62).

Da je rang krivulje koja se dobije specijalizacijom v = 5,

y? = 3 4+287345681340202684928:2412432295303872485248332751211095009591296,

jednak 6, moze se provjeriti primjerice programom mwrank ili e11rank u PARI-ju.

Kombinirajuéi supstitucije (3.16) i (3.18), vidimo da iz krivulje ranga 4 dane
jednadzbom y? = 23 + A(a)z? + B(a)z do krivulje ranga 6 moZemo doéi supstitu-
cijom

2(=27+130%) (=13 + 270?)
9(9 + 178v% + 9vt)

a =

U clancima (Dujella & Peral, 2019., 2020.) dane su jo$ Cetiri supstitucije koje tako-
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der daju krivulje ranga 6:

64(831744 — 401280 + 428802 — 44v° 4 v*)
9(—1520 + 88v + v2)(—2736 — 264v + 50v2)’
10732176 + 628992v + 191920° 4 576v° + 9v*
B 36v(27 + v)(364 + 9v) ’
~ 5(=10+ 6v + v?)(—18 — 18v + 5v?)

9(12 —2v +v2)(3 —v +v2)
_ 5(584820 + 1354320 — 1828802 + 396v° + 5v?)
9(684 — 66v + v2)(171 — 33v + v2)

Postavlja se pitanje imaju li neke od ovih familija ranga 6 beskonacan presjek,
te mozemo li tako dobiti beskona¢nu familiju krivulja ranga > 7. Da bi odgovorili
na to pitanje, mozemo usporediti njihove j-invarijante j; i j5 faktorizirajuéi njihovu
razliku j;(v;) — jr(vi) te gledajudi pojavljuje li se neki faktor koji odgovara krivu-
lji genusa < 1. Usporedujuéi drugu i tre¢u od navedenih pet supstitucija, upravo
nalazimo takva dva faktora:

v3v3 4 T203v3 + 88vavs + 182003 — 152003

(3.21)
— 960960y — 65664v3 — 995904 = 0,
5v3v3 + 216033 — 264v9v3 4 327603 — 273603 (3.22)
+ 288288uy — 19699203 — 4979520 = 0. '
Rjesavajuci ove jednadzbe po vs, u oba slucaja dobivamo uvjet
5403 + 273605 + 6659203 + 298771203 + 64393056 = 0. (3.23)

Ova kvartika se na standardan nac¢in moze transformirati u elipti¢cku krivulju
y? = 2 + 22 — 28174550z + 45644288448

koja ima rang 3, pa stoga i elipticka krivulja i kvartika imaju beskona¢no mnogo
racionalnih tocaka. Moze se pokazati (detalji su dani u ¢lanku (Dujella & Peral,
2020.)) da se tako dobiva beskona¢no mnogo eliptickih krivulja ranga > 7 koje
su inducirane racionalnim Diofantovim trojkama (nezavisnost 7 tocaka se ponovno
provjerava pomocu odgovarajuce specijalizacije, u ovom slucaju (vs, v3) = (— ?, 26)).

3.4.2 Torzijska grupa Z/27 x 7./27 nad Q

U ovom potpoglavlju ¢emo prikazati konstrukciju elipticke krivulje ranga 12 in-
ducirane s racionalnom Diofantovom trojkom, $to je trenutni rekord za krivulje
tog oblika, prema ¢lanku (Dujella & Peral, 2020.). Prethodni rekordi su bili 7
(prije spomenuta konstrukcija koja koristi racionalne Diofantove petorke — Du-
jella, 2000.), 9 (pretragom po krivuljama induciranim neregularnim podtrojkama
Cetvorke {k — 1,k + 1,4k, 16k — 4k} — Dujella, 2007.) te 11 (pretragom po famili-
jama ranga > 5 poput onih iz prethodnog potpoglavlja — Aguirre, Dujella & Peral,
2012., Dujella & Peral, 2019.). Promatramo krivulje oblika

E: y? = (z + ab)(x + ac)(x + be), (3.249)
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gdje je {a, b, c} racionalna Diofantova trojka. Pritom koristimo prije navedenu pa-
rametrizaciju:

2t (1 + tita(1 + tats))
(=1 tatats)(1 + tatats)’
2to(1 + tots(1 + tzt1))
)(
(

T (C1+ titats)(1 —|—t1t2t3)
. 2t3(1 + t3t1(1 +t1t2
(=14 tytats) (1 + titatz)

Kao $to smo vise puta rekli, mozemo ocekivati da ¢e takva krivulja imati rang > 2
jer na njoj imamo toc¢ke P i S. Eksperimentalno smo uo¢ili da je rang > 2 ako
je ts(ts — t2) potpun kvadrat (te, ciklicki, ako je ¢1(t1 — t3) ili ta(t2 — t1) potpun
kvadrat). Zaista, ako uvrstimo

A(t3ts — t3 +to) (tatite + 1+ tat1)(tats + tatits +1)
ta(—1 + t1tats)2(1 + trtats)2

(uo¢imo da je z + ab = b(t;:)) u jednadZbu (3.24), dobivamo

y? = 64(1 + tgt1)* (trtats — to — t5ts + t3)* (tats + tatity + 1)°(1 + tots)?
x (tatite + 1+ t3t1)?(ts — ta)ts > (=1 + titats) O (1 + titats) C,

S$to upravo daje uvjet da je t3(ts — t2) potpun kvadrat.
Dakle, ako nademo trojku racionalnih brojeva (t1, t2, t3) takvi da su

t3(ts —t2), t1(t1 —t3), to(ta —t1) (3.25)

svi potpuni kvadrati, mozemo ocekivati da ¢e rank posko¢iti barem za 3 te da ¢emo
dobiti krivulju ranga > 5.

Jedan nacin za zadovoljiti uvjete (3.25) je pomocu tzv. gotovo savrSenih kva-
dara (savrSeni kvadar je onaj kojem su duljine svih bridova, plosnih dijagonala i
prostorne dijagonale prirodni brojevi — otvoren je problem postoji li takav kvadar,
a gotovo savrSen kvadar je onaj u kojem ispustimo jedan od 7 uvjeta). Zaista, ako
stavimo

2 2 ) 2 2
t3 =83, t1 = —s7, t2 = 83, S5 — 85 = s,
imamo
2 2 2 2 2 2 2
s1+s5 =0, s5+s; =0, s7+s5+s; =0, (3.26)

pa smo dobili gotovo savr$en kvadar (samo jedna plosna dijagonala nije cjelo-
brojna). Poznata su parametarska rjeSenja sustava (3.26) (Luijk, 2000.):

s1=2(m? +m+1)(m? — 1)*(m? + 1 + 4m),
sy = 4(m? +m+1)(2m + 1)(m? — 1)(2m + m?),
s4= (2m + 1)(2m +m?)(3m? + 2m + 1)(m? + 2m + 3).

Sto nam daje

t; = —4(m? +m + 1)*(m? — D*(m? + 1 4 4m)?,
ty = 16(m? +m + 1)*(2m + 1)2(m? — 1)2(2m + m?)?,
t3 = m2(2m + 1)%(m + 2)%(5m? + 8m + 5)%(m? + 1)2.
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Prikazat ¢emo sada drugi nacin za dobivanje dvoparametarskog rjeSenja od
(3.25) koje ce biti prikladnije za pretragu za specijalizacijama veéeg ranga. Prva
dva uvjeta mozemo zadovoljiti tako da stavimo

t3(t3 — tg) = (tg + u)2, tl(tl - t3) = (tl + ’U)2

pa dobijemo
u(2ts +u) b v(2t; +v)

3=
ts ’

to =
2 t

Uvrstimo li ovo u treci uvjet t2(t2 — 1) = O, dobivamo

(8uv? — 2u2v)t3 + (—8uv + 15u%0? + u? + Suv?)t?

(3.27)
+ (—4uv? + 1600 + 2uv*)ty + du’o? = O,

Jednadzbu (3.27) mozemo shvatiti kao elipticku krivulju nad Q(u, v), s o¢itom to¢-
kom P; = (0,2uv?). Ako uzmemo to¢ku 2P;, dobivamo

v%(—v + 16u)

t =
T Su(— vt u)

Sto daje trojku

v2(—v + 16u)(160? — 64u? — v* + 16uv? — 4v5u + viu?)
B w4 0) (4 =20+ 02) (v —2) (v + 20+ 4)(2u — v)(2u + v)(—4v + u)’
16u(—4v + u)v(4v — 64u + 16uv? — 4u’v — v° + du?v?)
(2+v)(4—2v+v2)(v—2)(v2 + 2v+4)(2u — v)(2u + v)(—v + 16u)’
4(256uv — 64u? — 16v* + 64u?v? + 08 — 16v5u)(2u — v)(2u + v)

= w2 +v)(4—2v+v2)(v —2)(v2 + 20+ 4)(—v + 16u)(—4v +u)

b:

Tako smo dobili elipticku krivulju ranga > 5 nad Q(u,v). Zaista, ako jednadzbu
krivulje zapiSemo u obliku 32 = 2 + A2? + B, gdje je
A = (2560 — 320" +0' T +1402880%u? 4+ 741888v u* — 40960 %u — 11673600
— 212582400%° — 79360 %u + 6648320 %4> 4 11440128v5u° + 32192012
— 2785824v%u* — 323804160 u® 4 28747776v5u5 + 6463488057 4718602241 v?
— 2205696u®0° 4+ 15360 U — 2419201342 — 22528024 + 5913600y
— 3244800u’v'Y — 128483328v3u® — 129792000%u” + 78160542 — 361600443
— 8616013 u* + 10099201215 — 1280164 — 20237760 u’ + 4018y — 449072
+ 78240043 — 31368v1%u* + 286003207 + 701760 U’ + 1122960 3uS
+ 94617600 u® —27858240%u® — 3321600 21" 4-128188416v%u® — 370278400 u°
— 1441792050 + 2659328v5u° + 463680 u® — 619315210 + 515072107
— 2918401 ' +168182400v%u° — 29425664010+ 320143361 %03 414028804, 1°
—2097152uv? + 1572864u v — 507904u 108 — 16384ut10® 4 655361 %0°
+ 65536120 — 131072620 + 1048576u'?),
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B = 4(8vu® — 8u? + 16vu — v?u + v* + 20%) (8vu? + 8u? — 16vu — v?u — v? + 20%)
x (—16v% 4 64u? + v* — 16v3u)(4v — 64u + 16v%u — 4vu? — v° + 403u?)
x (2vu? — 16u? + 2vu + 8v2u — 4v* — v3)(16vu — 4u? — v* + 40v%u?)
x (16v% — 64u” — v* + 16v3u — 4v°u + v'u?)
x (2vu? + 16u? — 2vu + 8v2u + 4v* — v3)(—v + 16u)?(—4v + u)?u?v?,

tada su pet nezavisnih tocaka beskonacnog reda

P = (—4(4v — 64u + 160%u — 4vu® — v° + 403u?) (—4v + u)?(—v + 16u)?
x (1602 — 64u” — v* + 16v3u — 40°u + v*u?)u?e?,
8(64v2u? —64u? —16v°u+256vu+0v° —160%) (4v — 64u+ 1602w —dvu? —v° +4v3u?)
x (1602 — 64u”® — v* + 16v3u — 4v°u + v*u?) (2u — v)?(2u + v)*(—4v + u)?
x (—v + 16u)?u?v?),
R = (4(16vu — 4u* — v* 4 40%u?) (1602 — 64u* — v* 4 16v°u — 40°u + v*u?)
x (8vu? — 8u? 4 16vu — v?u + v? + 20%)(8vu? + 8u? — 16vu — v?u — v? + 20%)
X (—v + 16u)(—4v + u)vu,
4(8vu? — 8u? + 16vu — v2u + v? + 20%)(160? — 64u® — v* + 16v3u — 4v°u + viu?)
x (8vu? + 8u? 4 32vu — 16v%u — 4v* — v¥)(16vu — 4u® — v* + 40%u?)
X (8vu? 4-8u? — 16vu — v?u — v2 +20°)(8vu? — 8u? — 32vu — 16v*u+4v? — v3)
x (2u + ) (2u — v)v*(—v + 16u)(—4v + u)u),
Ty = (16(16vu — 4u® — v* + 402u?)(20u? — 16u? + 2vu + 8v?u — 402 — v®)
x (20u?+16u? — 2vu+8v2u+4v? — v*)(4v — 64u+16v2u — dvu? — v° +4v3u?)
X (—v + 16u)(—4v + u)u,
8(16vu — 4u? — v* + 4v2u?)(2vu? — 16u? + 2vu + 8vu — 402 — v®)
x (2vu? + 16u? — 2vu + 8v2u + 4v* — v3)(—v + 16u — 4v?u + vu?)
x (v° — 160U + 2560u — 64u? — 160" + 64v2u?)(8u? — vu + 2v?)
x (4v — 64u + 16v*u — dvu® — v° + 4v3u?)(—v + 16u)(—4v + u)u),
Ty = (—4(8vu? — 8u? + 16vu — v?u + v? + 20°)(—160v* + 64u” + v* — 16v°u)
x (16vu — 4u? — v* 4 40*u?) (8vu? 4 8u? — 16vu — v2u — v* 4 20°)
x (1602 — 64u” — v* + 16v3u — 4v°u + v*u?)(—4v + w)u/v?,
4(8vu? — 8u? + 16vu — v2u + v? + 20%) (8vu? + 8u? — 16vu — v2u — v? + 20°%)
x (16vu — 4u? — v* + 40%u?) (=160 4 64u® + v* — 16v%u)(2u + v) (2u — v)
x (8u? — 16vu — v?)(—16v* + 64v*u® + 05 — 16v°u + 256vu — 64u?)
x (16v% — 64u” — v* + 16v3u — 4v°u + viu?)(—4v + u)u/v®),
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T3 = ((4v — 64u + 160%u — dou? — v° + 4v3u?) (1602 + 64u® + v* — 16v3u)
x (16v% — 64u® — v* + 16v3u — 4v°u + viu?)(2u? + 8vu — v?)*(—v + 16u),
2(—16v% 4 64u® + v* — 16v%u) (Svu? — 8u? — 32vu — 16v%u + 4v% — v®)
x (8vu? + 8u? + 32vu — 16v*u — 40 — v3)(—v + 16u — 4v*u + vu?)
x (1602 — 64u? — v* + 1603y — 4v°u + v*u?)(2u? + Svu — v?)
X (4v — 64u + 16v%u — 4vu? — v° + 403u?)(2u — v)(2u + v)(—v + 16u)).

Ovdje to¢ka P odgovara tocki (0,abc) na y* = (z + ab)(z + ac)(x + be), tocka R
zadovoljava 2R = S, gdje S odgovara tocki (1,rst) na y? = (z+ab)(x+ac)(z +be),
tocka T odgovara uvjetu t5(t3 — t2) = O, tocka T» odgovara uvjetu t1(t; — t3) =
O, dok toc¢ka T3 odgovara uvjetu to(t2 — ¢1) = O. Za provjeriti nezavisnost, do-
voljno je nadi specijalizaciju (uo,vo) za koju su tocke P, R, Ty, T» i T3 neza-
visne na specijaliziranoj krivulji nad Q. Moze se provjeriti da to vrijedi primje-
rice za (ug,vo) = (2,1), buduéi da su (170605,39532697), (302665, —66247363),
(795565, —637321303), (—447095, —24260803), (8673115/4, —25165674989/8) ne-
zavisne totke na krivulji y2 = 23 + 2136175859722 — 28803989016278714304x.

Sada trazimo specijalizacije (u,v) za koje je rang bitno ve¢i od 5, posebice one
ranga 11 i 12. Kombiniramo neke od metoda za konstrukciju eliptickih krivulja
velikog ranga koje smo naveli u Poglavlju 2.5. Trazimo krivulje s relativno velikom
Mestre-Nagaovom sumom

S(N,E) = Zﬁ

p=2

gdje je ap, = ap(E) = p+ 1 — #E(F,), te velikim Selmerovim rangom (koristimo
mwrank s opcijom —s). U potrazi za krivuljama ranga 12 mozemo dodatno koristiti
uvjet da je wg = 1, (preko PARI funkcije e11rootno), jer “Parity Conjecture” pov-
laci da je tada rang paran. Osim u dvoparametarskoj familiji, pretragu vr$imo i po
nekim jednoparametarskim podfamilijama (primjerice za v = v). Za krivulje koje
produ sve testove, rang moZemo pokusati izracunati pomoc¢u programa mwrank ili
ellrank.
Nalazimo krivulje ranga 11 za sljedeée vrijednosti parametara: (u,v) =

11 5\ ( 145 29\ (136 68\ ( 16 4 (473 43 89 89
(ar0) (5 2) (o 5) (o) () (3 )
62 93\ (71 142\ (224 7\ [ 1032 172\ [ 1501 158
() o) (52 (o ) (57 57)
1358 194\ [ 2072 148\ (454 227\ (77 77 (163 163
(o7 55 (-5t 1) (137 ) (7 1) (1)
62 93

Spomenimo da krivulja koja odgovara parametrima (u,v) = (-3, 33 ), tj. trojki

{a,b,c} = 21409906185 31580198976 10309975195
T 745916764047 186479191017 18647919101 J

s minimalnom Weierstrassovom jednadzbom

y2 + oy = 2° — 2% — 2125227664065279873970781921 7
1 938627524108684110053910801619511357084941,
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je krivulja s najmanjom diskriminantom medu svim poznatim krivuljama s rangom
11 i torzijskom grupom Z/27 x 7./27Z.

Kona¢no, nalazimo i jednu krivulju ranga 12 i to za (u,v) = (—23, 32), 1.

T 3357/

{a,b,c} = 6125241375 5535371271425 273138178560
@7 11907531272° 14277129995128° 153430605649 [

s minimalnom Weierstrassovom jednadzbom

Y’ 4 xy 4y =2 — 2% — 1444491707528591356856089186460491195711268950880
+ 559921583779625421248683584939561762456224290170437461555851482041439747,

torzijskim tockama

O, (910954389920845836020349, —455477194960422918010175),
(—5448727291190824028230629/4, 5448727291190824028230625/8),
(451227432876860171037309, —225613716438430085518655),

i 12 nezavisnih tocaka beskonacnog reda

P, = (158850932500649609134809, 578334775816714524616276221704042845),

P, = (351104017200784386392209, 309897966944945116194624198332593845),

Py = (—427722660290928813983135, —1048576645526111528109185629948786727),
P, = (954500781939375762742909, 225326008863345220543071618783370945),

Ps = (423679598259676591990909, 154829810959547852593332987635966145),

Ps = (1535808449095818094207905, 1401421444080498380369785533616999513),
P; = (444801887422056021535383, 73569216148613399817347986859758945),

Py = (—1206006015871044278678751, —740210245609217615143269452335454375),
Py = (—192562292438693523617091, —911556889640548767064630159456313855),
P1p = (10508879668527356682921249, 33851800053181168926568362825476385625),
P11 = (951514410733369555670349, 216676520921276805299703311439049825),

Py = (—7355680099955426717481581/81,

— 605705671933225602690651446390633849125/729).

0 0 44, 1T 4 3 . 815848 3 _ 1512524
S:ggg}emmq josidasezats = g5, b2 = g5, 3 = 33, §- @ = gisa7> 0 = 510017
¢ = 351113 dobiva krivulja

y? = 2% + 2% — 193936360896469946772176
+ 29453641253718130506136229522416740
ranga 10, koja je krivulja s najmanjim konduktorom medu svim poznatim krivu-
ljama s rangom 10 i torzijskom grupom 7Z/27Z x Z/27. Ova krivulja je pronadena

pretragom “grubom silom” po svim ¢, t2, t3 s malim brojnicima i nazivnicima (a ne
po parametarskim familijama).

3.4.3 Torzijska grupa Z /27 x Z/AZ

U ovom potpoglavlju prikazat ¢emo konstrukciju eliptickih krivulja induciranih Di-
ofantovim trojkama s torzijskom grupom Z/2Z x Z/4Z i rangom 4 nad Q(t) te
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rangom 9 nad Q. Rezultati su dobiveni u ¢lanku (Dujella & Peral, 2014.) te kas-
nije dopunjeni dodatnim primjerom krivulje ranga 9 (Dujella & Peral, 2021.) i jo$
uvijek predstavljaju rekordne rangove za krivulje s tom torzijskom grupom (bez ob-
zira jesu li inducirane racionalnim Diofantovim trojkama ili ne). Jos jednu krivulju
ranga 9 je, drugim metodama, nasao Klagsbrun 2020.

U Potpoglavlju 2.4 vidjeli smo da je svaka elipticka krivulja s torzijskom grupom
7./27 x 7./47Z izomorfna krivulji oblika

v =x(r+2})(x+23), z1,20 € Q\ {0}, 21 # +us. (3.28)

Pritom je tocka (z1x2,x1x2(x1 + x2)) racionalna tocka na krivulji reda 4.

Elipti¢ku krivulju y? = (az + 1)(bx + 1)(cz + 1) induciranu racionalnom Di-
ofantovom trojkom {a, b, ¢} mozemo na standardan nacin transformirati najprije u
y? = (z + ab)(z + ac)(z + be), a potom translacijom u oblik

y? = z(z 4 ac — ab)(x + bc — ab). (3.29)

Usporedimo li jednadzbe (3.28) i (3.29), vidimo da ako uspijemo nadi racionalnu
Diofantovu trojku {a, b, ¢} takvu da su ac — ab i be — ab kvadrati racionalnih brojeva,
onda ¢e elipticka krivulja inducirana s {a, b, ¢} imati torzijsku podgrupu izomorfnu
sa Z/27 x 7./4Z. Mozemo ocekivati da Ce ta krivulja imati pozitivan rang bududi da
(3.29) sadrzi tocku (ab, abe). Jedan jednostavan nacin za zadovoljiti ova dva uvjeta
jest izabrati a i b tako da je ab = —1. Tada ¢e ac —ab = ac+ 11ibc — ab = be+ 1
biti kvadrati po definiciji Diofantove trojke. Preostaje nadi racionalan broj ¢ tako da
{a,—1/a, c} bude racionalna Diofantova trojka. Imamo sljedeci sustav jednadzbi

ac+1=p%, —-S41=¢ (3.30)
a
Uvrstimo li ac + 1 = p*> —< + 1 = ¢, dobivamo
1—p?+a® =22, (3.31)

gdje je = = aq. Racionalna rjeSenja jednadzbe (3.31) moZzemo parametrizirati tako
da stavimo

1-p*+a*=(-a+(p—1)7)°
“Simetri¢niju” parametrizaciju dobijemo ako stavimo da je

T+«

)
T —Q

te dobivamo da je
ar +1

T—a
Uvrstimo li ovo u (3.29), nakon malo sredivanja, dobivamo

2 =234 2(a? + 2 +4P T 4 ot 22 4 (T +a) (et — 1) (r— o) (ar +1)22.

(3.32)
Kao i ranije, dodatne tocke na krivulji oblika y? = 2+ Ax? + Bz poku$avamo dobiti
promatrajudi faktore od B. U ovom sluéaju, Zelimo da z = (7 + )?(ar — 1)(at+1)
zadovolji jednadzbu (3.32), Sto nam daje uvjet

2ral+2=0. (3.33)
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S druge strane, ako Zelimo da x = (7 + a)(at — 1)?(7 — «) zadovoljava jednadZbu
(3.32), dobivamo uvijet

A’ +2%2 +1=0. (3.34)

Trazimo neko parametarsko rjeSenje sustava jednadzbi (3.33) i (3.34). Prema kons-
trukciji kako smo dosli do ovog sustava, to parametarsko rjeSenja bi trebalo dati fa-
miliju eliptickih krivulja ranga barem 3. Medutim, vidjet éemo da, uz ponesto srece,
dobivamo familiju ranga 4.

Poznata su parametarska rjesenja jednadzbe (3.33). Uzet ¢emo rjeSenje dano u
knjizi (Carmichael, 1959):

2 — 5% — 2% + 207 — 2t
r=_ el , a= o= (3.35)
2(rt 4 sv) rt + sv

Zbog homogenosti je jasno da ako koristimo racionalne parametre, onda jedan pa-
rametar mozemo eliminirati. No zapravo je moguce eliminirati dva parametra. Kad
¢emo traziti pojedinacne krivulje s velikim rangom, pokazat ¢e se prikladno raditi
s Cetiri cjelobrojna parametra. No traZenje parametarske familije velikog ranga ¢e
se olakSati ako (motivirani i nekim eksperimentalnim podatcima) uzmemo da je
v =0,r =s+t-+ 1. Ako sada uvrstimo (3.35) u (3.34), dobivamo kvartiku u
varijabli s:

(12t + 8t + 4)s*+(12t3 4 20t% 4 12t 4 4)s® (3.36)
4+ (13t 4 1263 + 1087 4 4t + 1) 4+(8t° + 8t1)s + 4% + 8t° 4 4t* = ¢°.

Bududi da ona sadrZi racionalnu to¢ku (0, 2¢3 + 2¢2), moZe se na standardan nadin
transformirati u elipticku krivulju nad Q(¢):

w? + (13t* + 1263 4+ 1062 + 4t + 1)w? (3.37)
+(—96t% — 256t° — 25617 — 128t° — 32t*)w
—1152t*2 — 3840t — 5504¢10 — 4608¢7 — 2432t% — 768¢7 — 128t° = h2.

Provjeravajuci faktore od
1152¢"24-3840¢ M +5504¢10+460817+2432t%+ 768t +128t° = 128t°(t4+1)* (3t +2t+1)?

kao moguce w-koordinate to¢aka na (3.37), nalazimo da totka (4t(3t? + 2t +
1),4t%(t — 1)(3t +1)(3t2 + 2t + 1)) leZi na (3.37). Transformirajuéi ovu to¢ku natrag
na kvartiku (3.36), nalazimo da je

T3+ 9t2 + 3t + 1
2 4+6t+3

S =
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Dalje lako izra¢unamo:
(3t2 46t + 1)(5t2 + 2t — 1)
T at-DEt+ N+
(t+1)(Tt2 +2t + 1)
t(t2+6t+3)
(t+1)(31¢* + 52¢% +22¢2 — 4t — 1)(3t2 + 2t + 1)
(114 + 1263 + 282 — 4t — 1) (92 + 14t 4+ 7)
(11t4 +12t% + 2t2 — 4t — 1)(9t2 + 14t + 7)
T+ 1)(31tE 523 12262 — At — 1)(32 + 2t + 1)
e =(16(t — 1)(3t + 1)(t + 1)t(t* + 6t + 3)(3t> + 6t + 1)
(5¢2 +2t — 1)(T¢* + 2t + 1))/
(11t* + 1263 + 262 — 4t — 1)(9t2 + 14t + 7)
(31t + 523 + 22t% — 4t — 1)(3t% + 2t + 1)).

Sada tvrdimo da inducirana elipticka krivulja
E: y?=2%+ A(t)2? + B(t)r,
gdje je
Alt) =

2(87671889t%* + 854321688t%% + 3766024692t%* + 99230339281
+ 17428851514¢%° 4 21621621928t + 19950275060¢*8
4 15200715960t + 11789354375t¢ + 10470452464t + 89252226964
+ 5984900048t'3 4 2829340620¢'2 + 820299856t + 59930952¢1°
— 6632052817 — 35768977t — 9381000t — 1017244t5 + 262760t°
+ 159130¢t* + 41096t + 6468t* + 600¢ + 25),

(1% — 2t — 1)%(69t* + 148> + 78% + 4t + 1)%(13t* — 2t — 1)?

x (9t 4+ 283 4 18t 4+ 4t + 1)2(11¢* + 126° + 262 — 4t — 1)?

x (9t 4 14t 4+ 7)%(31t* + 52t3 + 2262 — 4t — 1)%(3t% + 2t + 1),

ima rang > 4 nad Q(¢). Zaista, ona sadrzi Cetiri tocke s z-koordinatama

Xy =(9t" + 2813 + 1817 + 4t + 1)2(11¢* + 1263 + 2t — 4t — 1)?
x (69t* + 148t% + 78% + 4t + 1)?,

Xo=(3t> 4+ 2t + 1)(9¢? + 14t + 7)*(13t* — 2t — 1)
x (9t 4+ 283 4 18t + 4t + 1) (11#* 4 1263 4 2¢% — 4t — 1)?
x (31¢* + 52t% + 227 — 4t — 1),

X3=(3t% + 2t + 1)(9¢> + 14t + 7)2(13¢* — 2t — 1)
x (91 + 2813 4 1817 + 4t + 1)2(11t* + 1263 4262 — 4t — 1)
x (69t 4 148> + 78t% + 4t + 1),

Xy=—(3t> + 2t + 1)2(9¢* + 14t + 7)2(11¢* + 12¢% + 2t — 4t — 1)?
x (31t* + 52% + 227 — 4t — 1)2.
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Uocimo da to¢ka X, odgovara tocki (—1, —c) na krivulji (3.29). Ostale tocke se na-
laze trazeéi tocke na F s z-koordinatama koje su djelitelji polinoma B(t). Odgovara-
juca specijalizacija, npr. t = 2, dokazuje da su to¢ke Py, P, P35, Py, s z-koordinatama
X1, Xo, X3, X4, nezavisne tocke beskona¢nog reda. Stoga smo dobili elipticku kri-
vulju nad Q(¢) s torzijskom grupom Z/2Z x Z/4Z i rangom > 4. Spomenimo da su
prethodni rekord s krivuljama ranga > 3 neovisno bili pronasli Lecacheux (2003.),
Elkies (2007.) i Eroshkin (2008.).
Koristedi prije spomenuti Gusi¢-Tadi¢ algoritam, moze se pokazati da je

rank(E(Q(t))) = 4 te Stovise da su tocke P, P», Ps, Py slobodni generatori od
E(Q(t)). Za tu svrhu, jednadzbu krivulje E zapiSemo u obliku

y2:(1761)($762)(l‘763), 61762a63€Z[t]7

promatramo kvadratno-slobodne faktore od (e; — es)(e; — e3), (e2 —e1)(e2 —e3) i
(es —e1)(es — ea), te trazimo ty € Q koji zadovoljava uvjete Teorema 3.4. Tada Ce
specijalizacijski homomorfizam E(Q(t)) — E(to)(Q) biti injektivan. Nadalje, ako je
|E(t0)(Q)tors| = 81 postoje totke Q1, ..., Q, € E(Q(t)) takve dasu Q1 (o), ..., Qr(to)
slobodni generatori od E(t()(Q), onda je specijalizacijski homomorfizam E(Q(¢)) —
E(t)(Q) izomorfizam. Stoga E(Q(t)) i E(ty)(Q) imaju isti rang r i Q1,...,Q; su
slobodni generatori od E(Q(t)). Nije tesko provjeriti da to = 15 zadovoljava uvjete
Teorema 3.4. Koriste¢i mwrank, dobivamo da je rank(E(15)(Q)) = 4, te smo tako
dokazali da je
rank(FE(Q(t))) = 4.

Nadalje, mwrank nalazi i slobodne generatore Ry, Rg, R3, R4 od E(15)(Q). Ako
prikazemo P;(15), P»(15), P3(15), P4(15) u bazi Ry, R, R3, R4 (modulo torzija),
dobivamo da je determinanta transformacijske matrice jednaka —1. Stoga P;(15),
P5(15), P3(15), P4(15) takoder ¢ine Mordell-Weilovu bazu za E(15)(Q), te zaklju-
cujemo da su zaista Py, P, Ps, Py slobodni generatori E(Q(t)).

Pokazimo sada kako dobiti krivulju induciranu racionalnom Diofantovom troj-
kom s torzijskom grupom Z/27Z x 7Z/4Z i rangom 9 nad Q. Prethodno su bile poz-
nate takve krivulje ranga 7 (Dujella, 2007.) koje su dobivene, uz gornju notaciju,
za o = 2. Za dobiti krivulje ranga 9, pretrazivat ¢emo krivulje koji odgovaraju
i a oblika (3.35). Kao $to smo ve¢ spomenuli, te krivulje ranga 9 ne predstavljaju
samo rekord medu krivuljama induciranim Diofantovim trojkama, nego i medu
svim krivuljama s torzijskom grupom Z/27Z x 7Z/47. Prethodne rekorde s rangom
8 su drugim metodama bili nasli Elkies (2005.), Eroshkin (2008.) te Eroshkin &
Dujella (2008.).

U ¢lanku (Dujella & Peral, 2014.), pretraga je vrSena po svim cjelobrojnim pa-
rametrima r, s,t,v u rasponu |r| + |s| + |¢t| + |v| < 420. KoriStene su prije opisane
metode za “sijanje” i nalazenje dobrih kandidata za veliki rang, koje ukljucuju racu-
nanje Mestre-Nagaovih suma, Selmerovog ranka i Mestreove uvjetne gornje ograde
za rang. Potom je za te kandidate rang raCunan pomoc¢u programa mwrank. Na taj
nacin je pronadeno pet krivulja ranga 8, koje odgovaraju parametrima

(T7 57 t) ,U) =
(20, —11,25,68), (82,9, 73, 30), (55, 31, 142, 15), (91, 55, 33, 104), (157, 127, 43, 12),

te jedna krivulja ranga 9, koja odgovara parametrima (r, s, ¢,v) = (155, 54,96, 106).
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Ta krivulja je inducirana Diofantovom trojkom

301273 556614 535707232
556614 301273 290125899 |

Minimalna Weierstrassova jednadzba joj je

y? = 23 + 2% — 6141005737705911671519806644217969840x
—+ 5857433177348803158586285785929631477808095171159063188,

torzijske tocke su

O, (—2861469472720778854,0),
(1431017969855150171,0), (1430451502865628682, 0),
(1381707195787460036, —100990010591667129753450630),
(1381707195787460036, 100990010591667129753450630),
(1480328743922840306, —103337259355706972940063720),
(1480328743922840306, 103337259355706972940063720),

dok je devet nezavisnih tocaka beskonac¢nog reda

(—612695149795875652, 3064309824349077381027308358),
(—431590874944672564, 2903005768083873104158859430),
(187501554154394546, 217084 7073897415394832351000),
(—1383500708967173302, 3421314943163833774567917408),
(1428519047239049546, 4551549120021779137548000),
(1430248713837731282, 818226000869154831593640),
(1429305792931194266, 2901212522992755483557760),
(103900694057898826, 2284841365124562079087206240),
(1429854291102331316, 1726936504767203175719910).

Ista krivulja se dobiva i za parametre (r,s,t,v) = (82,—19,87,14), tj. racionalnu
Diofantovu trojku

126555 2686 9107022944
2686 ~ 126555° 249946125 |

U c¢lancima (Dujella & Peral, 2019., 2021.) pretraga je proSirena za razliCite
specijalne vrijednosti parametara r, s, ¢, v izvan prije spomenutog raspona. Tako je
pronadeno jo$ pet krivulja ranga 8, koje odgovaraju parametrima

(rys,t,0) =
(131, —29, 49, 96), (186, —57, 62, 199), (107, 107, 149, 430),
(103, 103, 168, 725), (749, 749, 138, 245),

te jedna nova krivulja ranga 9, koja odgovara parametrima (r, s, t,v) = (155, 54, 96, 106).
Krivulja je inducirana racionalnom Diofantovom trojkom

301273 556614 535707232
556614 301273 290125899 |
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Minimalna Weierstrassova jednadzba joj je

y? = 23 + 2?2 — 6141005737705911671519806644217969840x
+ 5857433177348803158586285785929631477808095171159063188.

3.4.4 Torzijska grupa Z /27 x 7./67Z

Elipticke krivulje inducirane racionalnim Diofantovim trojkama s torzijskom gru-
pom Z/27 x Z/6Z su prvi puta promatrane u ¢lanku (Dujella, 2007.). Konstruirana
je krivulja nad Q(¢) ranga > 1 i krivulja nad Q ranga 4. Trenutni rekordi za rang
eliptickih krivulja s torzijskom grupom Z/27Z x Z/67Z (bez obzira jesu li krivulje
inducirane racionalnim Diofantovim trojkama) su rang 2 nad Q(¢) i rang 6 nad Q.
Pokazat ¢emo da ih je moguce dobiti pomocu eliptickih krivulja induciranih raci-
onalnim Diofantovim trojkama (iako u slucaju rekordnih krivulja nad Q originalno
nisu bile otkrivene na taj nacin).

Koristit ¢emo ideju iz Potpoglavlja 3.2, gdje smo vidjeli da uvjet da je tocka S
reda 3 dovodi do jednadzbe (3.6, koju mozemo zapisati kao

—a?b*c + (2a30% + 2a%b%)c3 + (6ab + 12a%* — a*b? — a®b? + 2a%0%)c*  (3.38)
+(4a + 4b + 6a2b + 6ab®)c + 3 + 4ab = 0.

Neka su a i b takvi da je ¢ = 0 jedno od rjeSenja jednadzbe (3.38). Dobivamo
4ab+3 =0, tj. b = — . Uvrstimo li ovo u uvjet da je bc + 1 kvadrat, dobivamo da
je a(4a — 3c) kvadrat, recimo a(4a — 3¢) = (2a + t)?, 4.
t(da+t)
N 3a

Jednadzba postaje

36at 4 (—24 4 24t%)a + 413 — 9t = 0,

4u
u2—1"

pa iz uvjeta da je diskriminanta kvadrat, dobivamo da je 2 +4 kvadrat, tj. t =
Tako dobivamo

~ (u® —9u)
“ S 6(u2—1)’
18— 1)
b=~ 4(ud — 9u)’

te tri rjeSenja jednadzbe za c razlic¢ita od nule

(9 — 12u — 18u? + 4u® + u?)

AT G + 2u—3))

e :(9 +12u — 18u? — 4u? + u?)
6(u(u? — 2u — 3)) ’
16u(u? — 3)

c3=—

3(ut —10u2 +9)°

Lako se provjeri da je {a,b,c1,cs,c3} racionalna Diofantova petorka. Bududi da
trojke {a,b,c1}, {a,b,c2} i {a,b,c3} zadovoljavaju jednadzbu (3.38), elipticke kri-
vulje inducirane tim trojkama imaju torzijsku grupu Z/27 x Z/6Z i rang > 1 nad
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Q(u). Ove tri krivulje su biracionalno ekvivalentne, pa ¢emo u daljnjem promatrati
samo krivulju induciranu trojkom {a, b, c;}. Ta se krivulja moze zapisati u obliku
y? = 23 + A(u)z? + B(u)x, gdje je

A(u) = 81 — 162u + 54u? + 162u> + 162u* — 54u’ 4 6u’ + 6u” + u®,

B(u) = —27(—1 4+ u)3u3(3 + u)3(6 — 3u + u?)(3 + 3u + 2u?).
Jedna tocka beskonac¢nog reda je
P(u) = (—27(=14u)?u*(3+u)?, 27(—=3+u) (—1+u)?u®(1+u) (34u)*(—3+6utu?)).

Da bi povecali rang, postavljamo uvjet da je
4(—=1 4 u)u(3 +u)?(6 — 3u+ u?)(3 + 3u + 2u?)
(=34 u)?

x-koordinata nove to¢ke na krivulji, te dobivamo uvjet da je 4 — u + u? kvadrat, $to

mozemo parametrizirati s u = —%. Tako smo dobili krivulju ranga > 2

nad Q(w). Krivulju mozemo zapisati u obliku y? = 23 + A; (w)z? + By (w)z, gdje je

Aq(w) = 185257 + 401184w + 530914w? + 1218012w* + 1041238w* — 925272w°
— 1369658w’ + 53676w” + 519130w® + 93984w? — 59978w' — 12924w™!
+ 3286w + 792w — 14w — 120w + WS,
Bi(w) = 27(=7+w)3 (=2 + w)* (=1 + w)3(1 + w)*(2 + w)*(3 + w)3(1 + 2w)?
(10 + 19w? + 6w® + w*) (47 + 36w — Tw? — 6w> + 2w?).
Dvije nezavisne tocke beskonacnog reda imaju z-koordinate
1 == 27(=7+w)? (=2 4+ w)?* (=1 + w)?(1 + w)*(2 + w)(3 + w)?(1 + 2w)?,
=3 — T2 0 L w14 PR+ )
(34 w)(1 + 2w)(10 + 19w? + 6w® + w) (47 + 36w — Tw? — 6w + 2w?).

Specijalizacija wy = 57 zadovoljava uvjete iz Teorema 3.4, Sto pokazuje da je rang
nad Q(w) jednak 2.
U ovoj familiji krivulja mogu se na¢i primjeri krivulja s rangom 5 nad Q za

sliedece vrijednosti parametra: w = 1, w = 2 i w = 32

14
Drugi nacin za dobiti krivulju ranga 2 iz polazne krivulje ranga 1, je postaviti
uvjet da
4(—1 4+ u)u(3 +u)3(3 + 3u + 2u?)
(14u)?
bude z-koordinata nove to¢ke na krivulji. To daje uvjet da je u? + u + 2 kvadrat,
=24w* Tako dobivamo novu krivulju s torzijskom grupom Z/27 x Z/67Z i

tj.u=—= Tow
rangom 2 nad Q(w). Koeficijenti te krivulje su

Ag(w) =3517 — 26568w + 74462w* — 102612w> + 138610w* — 283680w°
+ 346730w5 — 107316w” — 122138w® + 84648w” + 7418w'® — 15084w!!
+ 1690w + 576w + 14wt — 12w'® 4+ WS,

Ba(w) =27(—1 + w)*(3 + w)? (=1 + 2w)* (-2 + w?)*(1 — 6w + w?)?
(16 — 36w + 17w? 4 6w® + w*) (5 + Tw? — 6w + 2w?),
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dok dvije nezavisne tocke beskonac¢nog reda ima sljedece z-koordinate

z1 = —27(=1 +w)*(3 + w)*(—=1 + 2w)* (=2 + w?)*(1 — 6w + w?)?,
4 2\3
To = — S (—14+w)B3+w)(—1+2w)(—2+ w*)

(1 — 6w+ w?)3(5 + Tw? — 6w® + 2w?).

Specijalizacija wy = 18 zadovoljava uvjete Teorema 3.4, $to pokazuje da je rang
nad Q(w) jednak 2.

Zaw = 15 odgovarajuca krivulja ima rang 6 nad Q. Tu je krivulju prethodno bio
pronasao Elkies 2006., pretragom po opc¢enitoj familiji krivulja s torzijskom grupom
7./27 x 7./6Z, i predstavlja rekordni rang za ovu torzijsku grupu. Vidimo da se ta
rekordna krivulja moze dobiti i pomo¢i Diofantovih trojki. Preciznije, inducirana je
racionalnom Diofantovom trojkom

31269599 23721120 1461969791
31628160° 31269599 7144352640

Dodatne primjere krivulja s torzijskom grupom Z/27 x 7Z/67 i rangom 6 nad Q
nasli su (Dujella, Peral & Tadi¢. 2015.) i (Dujella & Peral, 2020.), tako da su danas
poznate Cetiri takve krivulje.

Tre¢u familiju krivulja s torzijskom grupom Z/2Z x Z/6Z i rangom 2 dobit ¢emo
tako da krenemo od racionalne Diofantove trojke {a, b, c} iz parametarske familije
racionalnih Diofantovih Sestorki iz Potpoglavlja 3.2. To je trojka

18t(t — 1)(t + 1)
(t2 —6t+1)(t2+6t+ 1)’
(=124 6t+1)?
S 6t + 1) (12 — 6t + 1)
C(t+ )2 —6t+1)2
T D6+ 1)

Znamo da ona zadovoljava uvjet da je tocka S reda 3, te stoga elipticka krivulja
inducirana s trojkom {a, b, ¢} ima torzijsku grupu Z /27 x Z/6Z i rank > 1 nad Q(¢).
Tu krivulju moZemo zapisati u obliku y? = 23 + A(t)2? + B(t)z, gdje je

As(t) = 8 — 21215 — 518415 — 4314¢* — 51843 — 21212 + 1,
Bs(t) = —3456t3(t% — 18t + 1)(t* + 1)(t* + 6t + 1)?,

Da bi povedali rang, trazimo x-koordinatu dodatne to¢ke u obliku kt(t+1)%(t?+6t+
1)2, gdje je k konstanta. Kandidate za k nalazimo kao nulto¢ke diskriminante izraza
dobivenog uvrstavanjem u kubni polinom iz jednadzbe elipticke krivulje (nakon
eliminiranja kvadratnih faktora). Tako nalazimo da je dobar kandidat & = 27 (jer
se u faktorizaciji diskriminante pojavljuje faktor (k — 27)7, te dobivamo uvjet da

je t2 — 3t + 1 kvadrat, tj. t = —w. Nakon sredivanja, jednadzba krivulje
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postaje y? = 2° + Az(w)x? + Bs(w)z, gdje je

Ay(w) = —1899008 — 5996544w — 1469440w? + 13980672w> + 14383360w*
— 6990336w® — 16274176w’ — 3491328w” + 5554240w® 4 2814336w°
—219616w'° — 160416w!* + 120808w'? + 38928w'?® — 856w'* + w'®,

By(w) = 3456(—1 4+ w)3(1 + w)?(3 4 2w)? (=2 + w?)3(—14 — 12w + w?)?
(10 4 12w + 2w? + w*)(—44 — 24w + 56w? + 36w® + w?),

dok su z-koordinate dvaju nezavisnih tocaka beskonac¢nog reda

C108(—1 + w)?(1 + w)?(3 + 2w)?(—2 + w?)*(—14 — 12w + w?)*(2 + 2w + w?)?
B (10 + 12w + 2w? + w*)?
Ty = —27(—1 + w)(1 + w)(3 4 2w)(=2 + w?)*(—14 — 12w + w?)?(—4 — 2w + w?)%.

Z1

)

Specijalizacija wy = 14 zadovoljava uvjete Teorema 3.4, sto pokazuje da je rank
nad Q(w) jednak 2.

Za w = —39 dobivamo ponovno prije navedenu Elkiesovu krivulju ranka 6 s
jednadzbom

Y2+ XY = X3 — 37680956700999226080263982005713090640 X
— 36992898397926078743894505902555362159162611772488902400,

ovaj puta induciranu racionalnom Diofantovom trojkom

{7567037280 4161669360289 1359453258559}
7833785281 569762123040 ~ 948852707040 J

3.4.5 Torzijska grupa Z /27 x Z/8Z

U Teoremu 2.5, dokazali smo da je svaka elipticka krivulja nad Q s torzijskom gru-
pom Z /27 x Z/8Z inducirana nekom racionalnom Diofantovom trojkom. Preciznije,
inducirana je trojkom oblika

2t 1—t? 62—t -1
) ; . (3.39)
-1 2 2 —1)
Bududi da elementi ove trojke ocito imaju mijeSane predznake (ab = —1), moZemo

se pitati postoji li krivulja s torzijskom grupom Z/2Z x Z/8Z koja je indicirana s
racionalnom Diofantovom trojkom koja ima sve elemente pozitivne. Pokazat ¢emo
da je odgovor potvrdan.

Promotrimo familiju racionalnih Diofantovih trojki

{ 2(2w* + 4w + 2w? + 1)(1 + 2w) 2w A1) (w — 1)
ww +2w? —1)2+w)(w —1)(w+1)" (2+w)2w + 2w? — 1w’
2w?(2 4+ w)?
Qw4+ 2w? —1)(w—-1)(w+1) }

(Familija je dobivena faktorizacijom razlike j-invarijante krivulje inducirane opéom
troparametarskom racionalnom Diofantovom trojkom i j-invarijalne krivulje indu-
cirane s {T, —1/T,T — 1/T} kojoj nedostaje samo uvjet da je 72 + 1 kvadrat da bi
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imala torzijsku grupu Z/2Z x Z/8Z.) Usporedbom j-invarijante elipticke krivulje
inducirane ovom trojkom s j-invarijantom krivulje inducirane s (3.39), dobivamo
uvjet da je 2w* + 4w? + 2w? + 1 = [. Krivulja definirana ovom jednadZzbom se
mozZe transformirati u eliptic¢ku krivulju Y2 = X3 — X2 — 9X + 9 koja ima rang 1
i ¢iji je generator P = (0, 3). Uzimaju¢i odgovarajuce viSekratnike tocke P, primje-
rice 3P, 5P, 8 P, dobivamo racionalne Diofantove trojke s pozitivhim elementima.
Npr. uzmimo tocku 3P = (—360/169, —8211/2197). Transformiramo li ju natrag na
kvartiku, dobivamo w = 26/89, te uvrStavanjem ove vrijednosti za w u gornju fami-
liju Diofantovih trojki, dobivamo sljedecu racionalnu Diofantovu trojku pozitivhim
elementima

{a,b,c} = {37471518967 5832225 6251648}
T 11381254420 7 571948 7 1562505

koja inducira elipticku krivulju s torzijskom grupom Z/2Z x Z/8Z i rangom 1. U
stvari, na ovaj nac¢in dobivamo beskona¢nu familiju eliptickih krivulja s torzijskom
grupom 7 /27 x Z/8Z i pozitivhim rangom (buduci da je tocka (0, abc) beskonacnog
reda). To je najbolji poznati rezultat ovog tipa (nije poznato postoji li beskona¢na
familija s tom torzijom grupom i rangom > 2), a ova familija je ekvivalentna familiji
koju je pronasla Lecacheux 2004. Pitanje postoji li racionalna Diofantova trojka s
pozitivnim elementima koja inducira elipticku krivulju s torzijskom grupom Z /27 x
Z/8Z i rangom 0 razmotrit ¢emo u sljede¢em potpoglavlju.

Sto se ti¢e elipti¢kih krivulja nad Q s torzijskom grupom Z/27Z x Z/87Z, poznato
je da postoje takve elipticke krivulje s rangom 3, a nije poznato postoji li takva
krivulja ranga > 4. Krivulja ranga 3 poznato je ukupno 29. Prvu su nasli Connell
i Dujella 2000., a posljednju AttarBashi, Rathbun & Voznyy 2022. Prema Teoremu
2.5, sve takve te krivulje su inducirane nekom racionalnom Diofantovom trojkom.
Primjerice, prva spomenuta krivulja, ¢ija je jednadzba

y2 + 2y = 2 — 15745932530829089880
+ 24028219957095969426339278400,

a nezavisne tocke beskonacnog reda

(2188064030, —7124272297330),
(396546810000/169, 1222553114825160,/2197),
(16652415739760/3481, 49537578975823615480,/205379),

je inducirana racionalnom Diofantovom trojkom

408 145 145439
1457 408" 59160 |’

dok je posljednja pronadena krivulja, ¢ija je jednadzba

Y+ xy = 23 — 125773582955215019659843433869443803612902341280x
+ 16545780427234453690755618162313665193883053063142475175813942418662400,
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a nezavisne tocke beskonacnog reda

(17717758251775551568432211692130/11826721, 72647213627225410774571287094067419960845481630/40672093519),

(25265559967028327078951230840698576830305880147058149718725154949874724706640/
79079121352075128626675914808286270045501129127855369
2106765868893950319477043345162195244251673901514805587788796833551378947204881017290520143806121408680205865582560/
22237847765349441402932354050123832518291985845196712414473193627807627771447653),

(70440632474491509358601505333374697559627120913877270699767960770057102728566271816968/
458764568668965671187860203132419455526027087024508722511106089
287137721296870635647508363102248521295314501242303658986223599143593344666205275813631008027047008967522227301908578787419498104 /
9826181994367085850590085023465427811589979116750497045847031843961893432948406446334709108437),

inducirana racionalnom Diofantovom trojkom

1266720 710719 1099458061439
7107197 12667207 900281971680 |

3.5 Krivulje ranga 0 inducirane racionalnim Diofan-
tovim trojkama

U prethodnom poglavlju smo vidjeli kako se racionalne Diofantove trojke mogu
iskoristiti za nalazenje eliptickih krivulja velikog ranga. Sada ¢emo razmotriti su-
protan problem i pitati se koliko mali moZze biti rang krivulja induciranih racional-
nim Diofantovim trojkama. Posebno, moze li rang takve krivulje biti jedan 0. Vidjet
¢emo da je dosta lako naci takve krivulje ako dopustimo na elementi trojke imaju
mijesane predznake. No za trojke s pozitivnhim elementima problem postaje znatno
tezi i trenutno je poznata samo jedna takva krivulja (Dujella & Miki¢, 2020.), ¢iju
¢emo konstrukciju i prikazati.

Neka je {a,b,c} racionalna Diofantova trojka te ab + 1 = r?, ac + 1 = s?,
be+1 = t2. Znamo da krivulja E dana jednadZzbom y? = (ax+1)(bx+1)(cx+1) ima
tri tocke reda 2, A = (—1/a,0), B = (—-1/b,0), C = (—1/¢,0), te totke P = (0,1) i
S = (1/abe, 1/rst) koje su opCenito nezavisne tocke beskonacnog reda. Dakle, ako
Zelimo nadi krivulju ranga 0, tocke P i S moraju biti kona¢nog reda. Podsjetimo se
da za to¢ku S vrijedi da je S = 2R, gdje je R = ((rs+rt+st+1)/(abe), ((r+s)(r+
t)(s +t))(abc)), te da je trojka {a, b, c} regularna, tj. ¢ = a + b + 2r ako i samo ako
je S =F2P.

Iz Mazurovog teorema i Cinjenice da je S € 2E(Q) slijedi da imamo sljedece
mogucénosti da bi tocke P i S bile konacnog reda:

e mP=0,m=3,4,6,8;
* mS=0,m=2,3,4.

Posebno, buduc¢i da tocka P ne moze biti reda 2, zakljuCujemo da nije moguce
istovremeno imati rang 0 i torzijsku grupu Z/27Z x Z/27.
Uobicajenim transformacijama = +— —i-, y — -, iz krivulje £ dobivamo izo-
morfnu krivulju
E: y* = (z + ab)(x + ac)(x + be), (3.40)

te pritom tocke A, B, C, P i S na F odgovaraju tockama A’ = (—bc,0), B’ =
(—ac,0), " = (—ab,0), P' = (0,abc) i S” = (1,rst) na E’. U sljedecoj lemi ispitat
¢emo sve mogucnosti da bi tocka S bila kona¢nog reda. Primijetimo da smo dio (ii)
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vec koristili (bez dokaza) na viSe mjesta (kod konstrukcije racionalnih Diofantovih
Sestorki te kod krivulja s torzijskom grupom Z/27Z x Z/67Z).

Lema 3.1.
(i) Uvjet 25 = O je ekvivalentan s
(ab+1)(ac+ 1)(bc+ 1) = 0.

(i) Uvjet 3S = O je ekvivalentan s

3+4(ab+ac+be)+6abe(atb+c)+12(abe)*—(abe)? (a?+b*+c2 —2ab—2ac—2bc) = 0.

(iii) Tocka S je reda 4 ako i samo ako je
((ab+1)?—ab(c—a)(c—b))((ac+1)*—ab(c—a)(c—b))((be+1)*—ab(c—a)(c—b)) = 0.

Dokaz.

(i) Radit ¢emo s izomorfnom krivuljom E’. Uvjet 25" = O povlaci rst = —rst,
tj. rst = 0 te
(ab+1)(ac+1)(bc+ 1) = 0.

() Iz 35" = O, tj. (25") = z(—S5") = x(9’), te formule za dupliciranje tocaka
na eliptickoj krivulji, dobivamo

3+ (ab + ac + be)

~ 9+4(ab+ ac+be)? + (abe(a+ b+ ¢)? 4+ 12(ab+ ac + be)
B 4r2 5242
6abc(a + b+ ¢) + 4abe(ab + ac + be)(a + b+ ¢)
+
4r2s2t2

Dakle, dobili smo

4 ((abe)® + abe(a + b+ ) + (ab + ac + be) + 1) (3 + ab + ac + be)
= 9+ 12(ab+ ac + be) + (6abe(a + b+ ¢) + 4(ab + ac + be)?)
+ dabe(ab + ac + be)(a + b+ ¢) + (abe(a + b+ ¢))?,

Sto je ekvivalentno s

3+ 4(ab+ ac + be) + 6abe(a + b+ ¢) + 12(abe)?
— (abc)?(a® 4 b* 4 ¢* — 2ab — 2ac — 2bc) = 0.

(iii) Uvjet da je tocka S’ reda 4 je ekvivalentan s 25" € {A’, B/, C'}. Pretpostavimo
da je 258" = C’ (preostala dva slutaja su sasvim analogni). Iz formule za
dupliciranje, dobivamo

2 + (bc + ac)

~ 9+4(ab + ac+ be)? + (abe(a + b+ o)? 4 12(ab + ac + be)
B 472 52¢2
6abc(a + b+ ¢) + 4abc(ab + ac + be)(a + b+ ¢)
+ ;
4r252¢2
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Sto je ekvivalentno s
(14 2ab— abe(c — a — b))* =0,

odnosno
(ab+1)* = ab(c — a)(c —b).

O

Razmotrimo sada tri moguénosti za mS = O.

Uzmimo najprije da je 25 = O. Prema Lemi 3.1(i), imamo (ab+ 1)(ac+ 1)(bc+
1) = 0, te zaklju¢ujemo da a,b,c ne mogu biti istog predznaka. Ako dopustimo
mijesane predznake, onda mozemo pretpostaviti da je b = —1/a. U Potpoglavlju
3.4.3 su vidjeli da se sve racionalne Diofantove trojke oblika {a,—1/a,c} mogu
parametrizirati na sljedeéi nacin:

ut 4+ 1 b u—t 4dut
= C = .
t—u’ ut + 1’ (ut + 1)(t — )

Da bi nasli primjere krivulja ranga 0, pretpostavimo da je trojka {a, —1/a, ¢} regu-
larna. Ova pretpostavka nam daje uvjet (u? — 1)(t> — 1) = 0, pa moZemo uzeti da je
u = 1. Ako sada primjerice uzmemo ¢t = 2, dobivamo krivulju s torzijskom grupom
7./27 x 7./4Z i rangom 0, koja je inducirana trojkom

(35

Uzmimo sada da je 35 = O. Ako bi takoder bilo 3P = O, onda bi imali da je
P = £S5, sto je kontradikcija. Stoga, ako tocka P ima konacan red, jedina mogu¢-
nost je da je P tocka reda 6. To povlaci da je 2P = £S5 te ¢ = a+bF 2r. Uvrstavajudi
b= (r>—1)/aic=a+ b+ 2ruuvjet iz Leme 3.1(ii), dobivamo

(2ar — 14 2r%)(—a + 2ar? — 2r + 2r®)(2a*r — a — 2r + dar® + 2r%) = 0.

Odavde je
—2r(r?—1) .. —(=14+2r%) . 1—4r2+ 1+ 872
a= , il , il .
—1+2r2 2r 4r
Uzmimo da je
—2r(r—=1)(r+1) —(=1+2r%) (-142r)(2r+1)
= . 41
(a,b,c) ( ST 5 R TEs T (3.41)

Tada je uvjet ab > 0 ekvivalentan s » > 1ili r < —1, dok je uvjet bc > 0 ekvivalentan
s —1/2 < r < 1/2. Stoga a, b, c ne mogu imati isti predznak.
Slucaj

(a,b,c) = (

—(=1+2r?) =2r(r—1)(r+1) (-1+2r)(2r+1)
2r ’ —1+ 2r2 T2(=1+42r2)r )

je sasvim isti kao prethodni slucaj, samo sa zamjenjenom ulogom od a i b.
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Kona¢no, neka je 872 + 1 = (2rt + 1)? (tako da se rije$imo korijena u tre¢em

slucaju). Dobivamo da je r = ﬁ’ pa je
(b= (THE=DE+2) 2t -DE+]) ~(=2+1)
=2 T (2 T o

(ili uz zamjenu a i b). Uvjet ac > 0 je ekvivalentan s ¢ > 2 ili ¢ < —2, dok je uvjet
bc > 0 je ekvivalentan s —1 < ¢ < 1. Dakle, niti u ovom slucaju a, b, c ne mogu imati
isti predznak.

Ako pak dozvolimo mijeSane predznake, onda mozZemo dobiti primjere krivulja
s rangom 0, primjerice iz trojki oblika (3.41). Tako za ¢ = 4 dobivamo krivulju s
torzijskom grupom Z/27Z x Z/6Z i rangom 0, koja je inducirana trojkom

12 15 7
{ 7728 4 }

Preostaje nam razmotriti slu¢aj kada je tocka S reda 4. Tada je toCka R, takva
da je 2R = S, reda 8 pa stoga krivulja F ima torzijsku grupu Z /27 x 7 /8Z. Vidjeli
smo u Teoremu 2.5 da je svaka elipticka krivulja nad Q inducirana s racionalnom
Diofantovom trojkom oblika

2t 1—-t2 62 —tt—1
. 3.42
{t21’ 2t 7 26(t2 —1) } (3.42)

Jasno je da elementi trojke (3.42) imaju mijeSane predznake. Ako uzmemo primje-
rice t = 2, dobivamo krivulju s torzijskom grupom Z/27Z x Z/8Z i rangom 0, koja je
inducirana trojkom
{ 4 .37 !
37 4712)

Preostaje razmotriti pitanje je li moguce dobiti krivulju s torzijskom grupom
7/27 x 7,/8Z i rangom 0, koja je inducirana trojkom s pozitivhim ¢lanovima.

Ponovno pretpostavljamo da je tocka S reda 4, te uzimamo b = (r? — 1)/a,
¢ = a+ b+ 2r. Uvrstimo li ovo u prvi faktor

(ab+1)% — ab(c — a)(c — b)
iz Leme 3.1(iii), dobivamo kvadratnu jednadzbu u a:
(2r® — 2r)a® + (4r* — 6r% + 1)a + 2r° — 473 4+ 2r = 0.

Njezina diskriminanta,
—4rt 4?41

treba biti potpun kvadrat. Taj uvjet definira kvartiku koja je biracionalno ekviva-
lentna eliptickoj krivulji

Ei: Y’=X3+X%24+X+1

koja ima rang 1 i generator P, = (0,1). Stoga, racunajudi visekratnike tocke P;
na krivulji F; (dodavanje torzijske tocke 77 = (—1,0) reda 2 ima samo efekt za-
mjene r s —r), i prebacujudi ih natrag na kvartiku, dobivamo kandidate za rjeSenje
naseg problema. Medutim, treba jo$ zadovoljiti uvjet da su svi elementi odgova-
rajuce trojke pozitivni (dovoljno je da svi elementi trojke imaju isti predznak, jer
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mnozenjem svih elemenata racionalne Diofantove trojke s —1 dobivamo ponovno
racionalnu Diofantovu trojku). Prva dva visekratnika od P; koja daju trojke s pozi-
tivnim elementima su 6P; i 11P;.

y i _ _ 3855558 i .o
Tocka 6P daje r = —5g556cr 1 trojku

(a,b,¢) = 1884586446094351 14442883687791636 60340495895762708555
7\ 25415891646864180° 7402559392524605 T 14487505263205637124 )

S dostupnim programima nismo uspjeli odrediti rang inducirane elipticke krivulje.
Naime, i magma i mwrank i el1rank daju da je 0 < rank < 2. Uz pretpostavku da
vrijedi Slutnja o parnosti, zaklju¢ujemo da bi rang trebao biti ili 0 ili 2.

N ‘o . _ 35569516882766685106979 i (o o
Tocka 11Py daje r = 533555 103573400500722s1 1 trojku (a, b, ¢), gdje je

_69705492951192675600645567228019184577147632832703132983
¢ = 132014843349912467692001303836561266921302184450536763120°
~ 47826829880079829075301189563942620732062701095548 790400
~122336669420709509303637442647966391336596694969835459327°
~ 47982111146649404421749331709393501777791774558546217987550257759801
© = 154000907539182573640934849105806523907860840550436 77020804056653840°

(Usporedujudi j-invarijante, dobivamo da je ova krivulja inducirana s trojkom (3.42)
zat = 18451786408106133183649
= 11916048174422594852689 *

Za induciranu krivulju, i mwrank i magma funkcija MordellWeilShaInformation
daju da je 0 < rank < 4. Medutim, magma (verzija v2.24-7) funkcija
TwoPowerIsogenyDescentRankBound,ukojojje implementiran algoritam Toma
Fishera (Fisher, 2017.), daje da je rang jednak 0 (taj rezultat daje peti od Sest koraka
algoritma, to je korak nakon tzv. 4-spusta, a prije tzv. 8-spusta). Tako smo pronasli
Zeljeni primjer racionalne Diofantove trojke s pozitivnim ¢lanovima koja inducira
elipticku krivulju ranga 0.

Napomenimo da magma funkcija TwoPowerIsogenyDescentRankBound pri-
mjenjena na gornju krivulju koja odgovara tocki 6P; daje samo rank < 2 te ne
daje konacan odgovor na pitanje je li rang te krivulje 0 ili 2. Opisana konstrukcija
sigurno daje beskona¢no mnogo visekratnika od P; koji odgovaraju trojkama s po-
zitivnim ¢lanovima (ovdje koristimo Cinjenicu da je skup E;(Q) gust u E;(R) — po
Poincaré-Hurwitzovom teoremu, ako je rang elipticke krivulje nad Q pozitivan, tj.
ako krivulja ima beskona¢no mnogo racionalnih tocaka, onda je skup racionalnih
toCaka gust na parnoj komponenti krivulje te takoder i na neparnoj ako ona sadrzi
barem jednu racionalnu toc¢ku). Medutim, tesko je nesto pouzdano reci o distri-
buciji rangova u ovakvoj familiji krivulja, tako da mozemo samo $pekulirati da bi
mozda moglo postojati beskona¢no mnogo krivulja u ovoj familiji koje imaju rang
0.

3.6 Torzijske grupe eliptickih krivulja induciranih cje-
lobrojnim Diofantovim trojkama
Do sada smo se bavili eliptickim krivuljama induciranim racionalnim Diofantovim

trojkama. Posebice, pokazali smo da se za takve krivulje svaka od Cetiri torzijske
grupe dopusStene Mazurovim teoremom za krivulje s tri tocke reda 2, tj. Z/2Z x
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Z)27,7)27 x ZJAZ Z]27 x Z/6Z 1 Z/2Z x Z/8Z, mogula, i StoviSe pojavljuje se
za beskonac¢no mnogo racionalnih Diofantovih trojki.

Sada ¢emo razmotriti isto pitanje, ali za krivulje inducirane cjelobrojnim Di-
ofantovim trojkama. Vidjet ¢emo da je ovdje odgovor drugaciji. Naime, torzijske
grupe Z/27 x Z/4Z i 7/27 x Z/8Z nisu moguce, dok je i dalje otvoren problem
moze li se pojaviti torzijska grupa Z/27 x 7 /6Z. Pritom ¢emo razmotriti i malo Siri
problem, naime promatrat ¢emo elipticke krivulje inducirane s cjelobrojnim D(4)-
trojkama. Jasno je da se mnozenjem elemenata D(1)-trojke s 2 dobiva D(4)-trojka,
pa ¢emo zeljeni rezultat za D(1)-trojke dobiti kao neposrednu posljedicu rezultata
za D(4)-trojke. Pritom Cemo slijediti ¢lanak (Dujella & Miki¢, 2014.) u kojem je
ispravljena greska iz dokaza u ¢lanku (Dujella, 2001.).

Neka je {a,b,c} D(4)-trojka, te neka su r, s, ¢ nenegativni cijeli brojevi takvi da
vrijedi
ab+4=12 ac+4=5> be+4d=1>.

Promatrat ¢emo elipticku krivulju
E:y? = (ax +4)(bx + 4)(cz + 4),

za koju ¢emo rec¢i da je inducirana trojkom D(4)-trojkom {a, b, c}.
Transformacijama « +— -, y + -5 krivulju dovodimo u oblik

E':y? = (x + 4bc)(z + 4ac)(z + 4ab).
Na krivulji £/ imamo tri tocke reda 2:
A" = (—4bc,0), B’ = (—4ac,0), C" = (—4ab,0),
te jos dvije ocite racionalne tocke
P’ =(0,8abc), S" = (16, 8rst).
Pritom vrijedi da je S’ = 2R/, gdje je
R' = (4rs + 4rt + 4st + 16,8(r + s)(r +t)(s + t)).

Razmotrit ¢emo najprije jedan specijalan slucaj, a to je jedina D(4)-trojka s mi-
jeSanim predznacima: {—1, 3,4} (i njoj ekvivalentna {—4, —3, 1}). Elipticka krivulja
inducirana s ovom trojkom ima rang 0 i torzijsku grupu Z /27 x Z/4Z. U ovom slu-
caju je B’ € 2F’'(Q), preciznije B’ = 2P’, pa je tocka P’ reda 4. Primijetimo da je u
ovom slucaju i tocka R’ takoder reda 4 budué¢idaje R = P’ + A’ i 2R’ = 2P'.

Dakle, nadalje moZemo pretpostaviti da su a, b, ¢ prirodni brojevi i da je a <
b<e.

Pokazat ¢e se da ¢e nam trebati precizna ocjena za veli¢inu tre¢eg elementa
¢ u D(4)-trojki. Naravno, jedna mogucnost je da {a,b,c} bude regularna, tj. ¢ =
a + b+ 2r. Zanima nas $to se moze re¢i o ¢ ako trojka nije regularna. Pritom ¢emo
koristiti konstrukciju koja poopc¢uje konstrukceiju broja d_ iz slucaja D(1)-trojki. Taj
broj je prosirivao D(1)-trojku do D(1)-Cetvorke. U slucaju D(n)-trojki, taj Cetvrti
element nece imati svojstvo da su produkti s njim uveéani za n kvadrati, veé ce
produkte trebati uvecati za n? da bi se dobio kvadrat. Medutim u slu¢aju n = 4, bit
¢e moguce, dijeljenjem s 4, prijec¢i od 16 na 4, te dobiti D(4)-Cetvorku.
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Lema 3.2. Ako je {a,b,c} D(n)-trojkaiab+n =12, ac+n = s% bc+n = t2, onda
postoje cijeli brojevi e, x, y, z tako da vrijedi

2

ae+n? =22, be+n?=19y% ce+n?=2>

2
c=a+b+ S+ — (abe + ray).
non
Dokaz: Definirajmo
e=n(a+ b+ c)+ 2abc — 2rst.
Tada je
(ae 4+ n?) — (at — rs)? = an(a + b+ ¢) + 2a’bc — 2arst + n*
—a?(bc+n) 4 2arst — (ab +n)(ac +n) = 0.
Stoga mozemo uzeti x = rs — at, te analogno y = rt — bs, z = cr — st. Imamo

abe + rxy = abn(a + b+ ¢) + 2a*b*c — 2abrst
+ rst(ab+n) — a(ab+ n)(be + n) — b(ab+ n)(ac + n) + abrst
= —aben — n*(a + b) + rstn,

te konacno

2abc  2rst  2ab 2rst
abc  2rst ac_2a_2b+ rst _ .
n

2
a+b+£+—2(abe—|—mcy) =2a+2b+c+
n o n n n

O

Lema 3.3. Akoje {a,b,c} D(4)-trojka, onda je c = a+b+2rili c > ab+a+b+1 > ab.
Dokaz: Po Lemi 3.2, postoji cijeli broj

e=4(a+b+c)+2(abc — rst) (3.43)

i cijeli brojevi x, y, z takvi da je

ae +16 = 22, (3.44)
be + 16 = 32, (3.45)
ce + 16 = 22 (3.46)

ic=a+b+<+i(abetray). Lako se vidi da su z iy iz Leme 3.2 zan = 4 (i oplenitije
za n > 0) pozitivni. Iz (3.46), slijedi da je e > 0 (slutaj e = —1 povladi ¢ < 16, ali
jedina takva D(4)-trojka je {1, 5, 12} koja ne zadovoljava (3.44) i (3.45)). Zae =0
dobivamo ¢ = a + b + 2r, dok za e > 1 imamo da je ¢ > Jabe + a + b+ <.

Promatraju¢i kongruencije modulo 8, lako se vidi da su medu brojevima a, b, ¢
najviSe dva neparna. Zaista, ako bi a,b,c bili svi neparni, onda bi ab + 4, ac +
4, bc + 4 bili neparni kvadrati pa bi stoga davali ostatak 1 pri dijeljenju s 8. Iz
ab+4 = 1 (mod 8) slijedi ab = 5 (mod 8) i analogno ac = 5 (mod 8) i be = 5
(mod 8). MnozZeéi ove tri kongruencije, dobivamo (abc)? = 125 =5 (mod 8), §to je
kontradikcija.

ZakljuCujemo da je abc — rst paran. Stoga iz (3.43) slijedi da je e = 0 (mod 4),
Stopovlacidajee >4ic>ab+a+b+ 1. O
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Napomena 3.1. Lema 3.3 povlaci da je u svakom slucaju ¢ > a + b + 2r. Zaista,
nejednakost ab+a+ b+ 1 > a+ b+ 2r je ekvivalentna s (r — 3)(r + 1) > 0, §to je
zadovoljeno za sve D(4)-trojke s pozitivnim elementima.

Napomena 3.2. Tvrdnja Leme 3.3 je najbolja moguca, u smislu da se nejednakost
¢ > ab ne moze zamijeniti s ¢ > (1 + €)ab za neki fiksni € > 0. Zaista, ako za k > 3
stavimo a = k? — 4, b = k®> + 2k — 3, ¢ = k* + 2k® — 3k?® — 4k, onda je {a,b,c}
D(4)-trojka i limy_o0 5 = 1.

Napomena 3.3. Iz dokaza Lema 3.2 i 3.3 slijedi da se svaka D(4)-trojka {a,b, c}
moze prositi do D(4)-Cetvorke s ¢etvrtim elementom d = a + b + ¢ + L (abc + rst)
jer je broj abc + rst paran i vrijedi ad + 4 = (3 (rs £ at))?, bd + 4 = (g(rt + bs))?,
cd+4 = (3(cr + st))2.

Sada zelimo dokazati da £’ nema tocaka reda 4.
Lema 3.4. A',B',C' ¢ 2E'(Q)

Dokaz: Ako je A’ € 2E'(Q), onda Teorem 2.4 povlacdi da je 4¢(a — b) kvadrat.
Ali 4¢(a — b) < 0, pa smo dobili kontradikciju. Sli¢no, B’ ¢ 2E'(Q) jer 4a(b—c) <0
nije kvadrat.

Preostaje razmotriti tocku C” i taj slucaj je bitno zahtjevniji. Ako je C’ € 2E'(Q),
onda imamo da je

alc —b) = X3, (3.47)
b(c—a)=Y?, (3.48)

za cijele brojeve X i Y. Vidimo da nemamo direktnu kontradikciju kao u prethodna
dva slucaja, buduci da su brojevi a(c — b) i b(c — a) pozitivni.
Po Lemi 3.3, imamo dvije moguc¢nosti: c=a+b+2rilic >ab+a+b+ 1.
Uzmimo najprije da je ¢ = a + b + 2r . Iz (3.47) i (3.48), imamo da je a = ka?,
c—b=ky? b=12% c—a=Ilu? gdjesuk,l z,v, z,u prirodni brojevi. Odavde je
c=kx?+1u?=ky? + 122 paiz c = a + b + 2r dobivamo

2r = k(y? — 2?) = l(u2 — 22). (3.49)
Kvadriraju¢i (3.49), dobivamo
4r% = 16 + 4ab = 16 + 4klz?2* = k*(y? — 2)? = I*(u® — 2°)?%,

Sto povlacidaje k € {1,2,4} il € {1,2,4}. Bududi da k! nije potpun kvadrat (inace
bi imali (2r)? = 16+(2x2v/kl)? $to povladi 2r = 5), moZemo bez gubitka opéenitosti
uzetidajek=1,1=2ilik=2,1=4.Zak =1, = 2, imamo 472 = 16 + 8222,
$to povladi r? = 4 + 22222, odakle zaklju¢ujemo da su r i zz parni. Dakle, r? = 4
(mod 8)ir =2 (mod 4), ali iz 2r = 2(u? — 2?) dobivamo da je u? — 22 = 2 (mod 4),
$to je kontradikcija. Ako je k = 2, [ = 4, onda je 4r% = 16 + 322222, $to povlacdi
r? = 4 + 82222 Odavde je > = 4 (mod 8) i 7 = 2 (mod 4), ali iz 2r = 2(y? — 2?)
dobivamo y? — 22 = 2 (mod 4), $to je kontradikcija.

Preostaje razmotriti slucaj kadaje ¢ > ab+a+ b+ 1 > ab.
Zapisimo uvjete (3.47) i (3.48) u obliku

ac—ab=s*>—12= (s —a)?, (3.50)
be —ab=t* —1? = (t — B)?, (3.51)
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gdjesu 0 < a < s,0< g < t. Tada imamo
r? = 2sa — a? = 2t — B2 (3.52)

1z (3.52) dobivamo
4(bc +4)? = (ab+ 4 + B*)?

(B2 — 4)% = b(4cB? — a®b — 2a(4 + B?)). (3.53)

Iz (3.53) zaklju¢ujemo dajeili 8 = 1ili 8 = 2ili 82 > Vb + 4.
Ako je f =1, onda je
b(4c — a’b — 10a) = 9, (3.54)

Sto povlaci da b | 9, ali to je moguce samo za b = 9 (nema D(4)-trojki s b < 4). To
povladi a = 5, ali onda (3.54) daje ¢ = 69, a {5, 9, 69} nije D(4)-trojka.
Ako je 8 = 2, onda iz (3.53) dobivamo

a®b + 16a
= . 3.55
¢ 16 (3.53)

Sada imamo

1, . 1
s*=ac+4= E(ader 16a% + 64) = E(CLQTQ + 12a® + 64),

. 2. 2 : . . Y
paje s? > (%) is* < (%f2)". Stoga imamo nekoliko moguéih slutajeva za
razmotriti:

1. 82 = (%*”)2, gdje je n neparan. Ovo je ekvivalentno s
2a(rn — 6a) = 64 — n?. (3.56)

Lijeva strana od (3.56) je parna, a desna neparna, pa smo dobili kontradik-
ciju.

2. §2 = (%)2, ili ekvivaventno a(r — 3a) = 15. Ako je a < 3, onda (3.55)
povlaci da je ¢ < b, kontradikcija. Slu¢aj a = 5 daje trojku {5, 64,105} koja
ne zadovoljava ¢ > ab (c je jednako a + b + 2r), dok slu¢aj a« = 15 vodi na
15b + 4 = 462, §to nema cjelobrojnih rjesenja.

3. s2 = (%)2, ili ekvivalentno a(2r — 3a) = 12. Zaklju¢ujemo da a mora biti
paran pa dobivamo trojke: {2, 16,6} (u kojoj je ¢ < b) i {6, 16,42} (u kojoj je
¢ =a+ b+ 2r), ¢ime smo i ovaj slucaj eliminirali.

4. 2= (%%)2 je ekvivalentno s 3a(r — a) = 7, §to otito nema rjeSenja.
Dakle, preostao nam je slu¢aj 52 > v/b + 4, koji povladi
B > max{vb,2} (3.57)
Funkcija f(3) = t> — (t — §)? je rastua za 0 < 3 < t. Stoga je

ab=1t>—(t —B)? — 4> 2tVb— Vb —4 > 2VbcVb — Vb — 4,
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$to povladi ab > vbev/b, jer je Vb(y/cV/b — 1) > 4 (zbog b > 41 ¢ > 12, $to slijedi
iz Cinjenice da su {3,4,15} 1 {1,5,12} D(4)-trojke s najmanjim vrijednostima od b,
odnosno ¢). Ovo dalje daje

c < a*Vb. (3.58)
Pomoc¢u (3.43) definirat ¢emo cijeli broj d_ kao
bc — rst
d_ = Z :a+b+c+%
Tadajed_ #0 (erjec# a+b+2r)i{a,b,c,d_} je D(4)-Cetvorka. Posebno,
rs—at\’
ad_ +4 = ( 5 ) . (3.59)
Nadalje,
1
c=a+b+d_+ §(abd, +/(ab + 4)(ad_ + 4)(bd_ +4)) > abd_ (3.60)

(prema dokazu Leme 3.3). Usporedujuéi ovo s (3.58), dobivamo

d_ <X (3.61)

Vb
Dakle, imamo d_ < a < b, $to povla¢i da je b najveli element u D(4)-trojki
{a,b,d_}. To znaci da je, po Napomeni 3.1, b > a + d_ + 2 /ad_ + 4 ili ekviva-
lentno d_ < a + b — 2r. Definirajmo jo$ i

1
d=a+b+d_+ 5 (abd — V/(ab+4)(ad_ + 4)(bd_ + 4)).
Imamo

_ i(ab +4)(ad_ + 4)(bd_ +4)

= (a+b+d_)*—4ab—4ad_ —4bd_ — 16
=(a+b—d ) —4r*=(a+b+2r—d ) a+b—2r—d_)>0.

1
cd = (a+b+d_+ 5abd,)2

Ovo povlaci da je
1
¢ <2a+b+d-+ jabd-) <4b+abd- < 2abd-. (3.62)

(ovdje smo koristili da je ad_ > 4, $to je tocno jer je {a,d_} D(4)-par). Oznac¢imo
p = 5%, Tada je p > 0 i, po (3.59), imamo ad_ + 4 = p®. Da bi ocijenili p,
definiramo p’ = 9. Tada je

1
pp’ = Z(a2bc + 4ac + 4ab + 16 — a*bc — 4a*) = a(b + ¢ — a) + 4,

- 2a(c+b) - c+b7£+@
2at Vhe Vb Ve

2(ac+4) s
p>———"t=-.
2rs r
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Nadalje, imamo

ﬁifirﬁf&/l_)i de —4b - 4c <2\/E
Vb T rvb rVb(ry/c+ svb)  2rsb abvb’
i stoga
> ve _ 2ve . (3.63)
Vb abVb
Nejednakost (3.58) povlaci da je ¢ < a—gz, a ovo je ekvivalentno s
VNG
Ve abVvb’
Sto povlaci
Ve Vb
> = - —. 3.64
VA o9
Usporedujeci dobivene dvije ocjene za p, dobivamo
Vel Vb
- —=| < —=. (3.65)
‘p Vbl Ve
Definirajmo cijeli broj « sa
2d_f=p+a.

Pretpostavimo da je o = 0. Tada (3.59) povladi da je d_(48%d_ — a) = 4, pa je
d_ € {1,2,4}. Imamo tri slucaja:

1. d_ =1, sto povladi 23 = p. Uz ovu pretpostavku, (3.51) daje

%+ % = tp, (3.66)

dok ¢ zadovoljava nejednakosti
ab<ab+a+b+1l1<c<ab+2a+2b+2<ab+4b < 2ab

(prema Lema 3.3 i (3.62) za d_ = 1). Lijeva strana od (3.66) je

2 + 2bc + b? 11
<ab+at+ ST g ar S —

a
Abe 1 5t g <t Te

S druge strane, prema (3.63), desna strana od (3.66) je

Ve 2\/5) 2c
> Vbe| — — =c——>ab+a+b+1—-4=ab+a+b-3.
(\/B abVv'b ab

Usporedujuéi dvije dobivene nejednakosti za (3.66), dobivamo
3
b + Za < 9,

$to je u kontradikciji s b > 12 (b je najvedi element u D(4)-trojki {d_, a,b}).
Slicno ¢emo razrijesiti i preostala dva slucaja.
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2. d_ =2, §to povlaci 43 = p, a ovo daje

b 3

5 + ga < 87
$to je kontradikcija s b > 16 (D(4)-trojka oblika {2,a,b} s najmanjim b je
{2,6,16}).

3. d_ = 4 je ekvivalentno 84 = p, $to daje

9 + ia <8

4 16 ’
ali jedina D(4)-trojka oblika {4, a,b} s b < 35 je {4, 8,24}, a ona ne zadovo-
ljava (3.61), pa smo ponovno dobili kontradikciju.

Stoga, sada mozemo pretpostaviti da je o # 0. Ocijenit ¢emo 2d_tf3 i usporediti
s ¢. Najprije dokazujemo da vrijedi
2p
B2 < ‘% (3.67)
Bududidaje 8 < t, aslucaj 8 = t—1 daje b(c—a) = 1, $to je nemoguce, zakljucujemo
dajet > 3+2.0vopovladitB > 2 +2Biab—t3 > 28 —4 > 0 zbog (3.57). Stoga
dobivamo da je t3 < ab, a ovo ocito povlaci (3.67).

Dakle,

2
0<d_pg?< =0

< a.
1z 2t3 = r2 4 B2 > ab + 4, slijedi 2d_tS > abd_ + 4d_. S druge strane,

d_ab d_ab
d_p% <2220 oq 18 <abd_ +4d_ + 82 < abd_ +4d_ +a.

Kombinirajuéi ove dvije ocjene, dobivamo
abd_ +4d_ < 2d_tf < abd_ + 4d_ + a. (3.68)

Usporedujudi (3.68) s (3.60) i (3.62), zakljucujemo da je

|2d_tf — ¢| < 4b. (3.69)
Kombinirajuéi ocjenu (3.65) za p s trivijalnom ocjenom za «, naime |«| > 1, dobi-
vamo
‘gdgﬁ - ‘pmﬁ s1- YL
Vb Vb Ve

Uoc¢imo da je ad_ > 26. Zaista, D(4)-parovi takvi da je ad_ < 26 su {1,5}, {1,12},
{1,21}, {2,6}, {3,4} i {3,7}. Iz prva tri para, uzimajudéi u obzir (3.60) i (3.61),
nalazimo trojke

{5,12,96}, {12, 21, 320}, {12, 96, 1365}, {21, 32, 780}, {21, 320, 7392}

koje ne zadovoljavaju niti (3.47) niti (3.48). Iz zadnja tri para ne mozemo dobiti
D(4)-trojku zbog (3.61).
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Konac¢no, dobivamo

12416 — | = [2d_tf — 42 + 12 — ¢ > t‘2d_6 -~

—‘t%—c‘
-than- ] (- 21 ) - ()

:t(l—%)—c(\/l—i—bi—l >\/(T—b—0(ﬂ—1)

sto je u kontradikciji s (3.69). O
Teorem 3.5. E'(Q)iors ~ Z/27 x Z/2Z ili Z/27 x Z]/6Z.

Dokaz. Po Mazurovom teoremu, budu¢i da E’ ima tri tocke reda 2, jedine mo-
guénosti za E'(Q)tors SU Z/27Z x Z/2kZ za k = 1,2,3,4. Ali Lema 3.4 pokazuje
da slucajevi k = 2,4 nisu mogudi za elipticke krivulje inducirane D(4)-trojkama s
pozitivnim elementima. O

Korolar 3.2. Neka je {a,b,c} D(1)-trojka. Tada je torzijska grupa elipticke krivulje
y? = (ax + 1)(bz + 1)(ca + 1) ili Z/27 x 7,/27ili 7.)27 x 7./61.

Napomena 3.4. Primijetimo da analogon Teorema 3.5 i Korolara 3.2 ne vrijedi za
opcenite D(n?)-trojke i njihove inducirane elipti¢ke krivulje

y? = (az + n?)(bz + n?)(cx + n?).

Ako u prije navedenim primjerima razlicitih torzijskih grupa s racionalnim Diofan-
tovim D(1)-trojkama pomnozimo sve elemente s najmanjim zajednickim visekrat-
nikom njihovih nazivnika, nazovimo ga n, dobit éemo D(n?)-trojku s tom istom tor-
zijskom grupom. Kao jedan konkretan jednostavan primjer, navedimo D(9)-trojku
{8,54,104} koja inducira elipticku krivulju s torzijskom grupom Z/27 x 7 /4Z.
Napomenimo da nije poznat niti jedan primjer D(1) ili D(4)-trojke koja inducira
elipticku krivulju s torzijskom grupom Z/27Z x 7Z/6Z. Poznato je da se ta torzijska
grupa ne moze pojaviti za neke konkretne familije D(1)-trojki. Kao $to smo ve¢
argumentirali, za opéenite D(n?)-trojke takvi primjeri postoje. Primjerice, D(2942)-
trojka {32, 539, 1215} inducira elipticku krivulju s torzijskom grupom Z /27 x Z/6Z.



Poglavlje 4

Cjelobrojne tocke na eliptickim
krivuljama

4.1 Mordellova jednadzba
Godine 1923. Mordell je dokazao da diofantske jednadzbe oblika
P =23 +ax? +bx+ec,

gdje kubni polinom na desnoj strani jednadzbe nema viSestrukih korijena, imaju
samo konac¢no mnogo cjelobrojnih rjeSenja. Drugim rije¢ima, dokazao je da elip-
ticke krivulje s cjelobrojnim koeficijentima imaju kona¢no mnogo cjelobrojnih to-
caka. Mordellov dokaz koristi se svodenjem ovakve jednadzbe na konac¢no mnogo
Thueovih jednadzbi, o ¢emu Ce biti viSe rijec¢i poslije.

Problem nalaZenja svih cjelobrojnih rjeSenja ovakvih jednadzbi, (tj. svih cjelo-
brojnih tocaka na eliptickim krivuljama) nije jednostavan. Ipak, poznato je dosta
rezultata, posebno za Mordellovu jednadzbu oblika

y? =23+ k, 4.1)

koji su dobiveni sasvim elementarnim metodama — razmatranjem konguencija mo-
dulo 4 i 8 te svojstava kvadratnih ostataka. U ovom potpoglavlju ¢emo prikazati
nekoliko takvih rezultata.

Propozicija 4.1. Neka je k = (4b — 1)3 — 4a?, gdje je a cijeli broj koji nema prostih
faktora oblika 41 + 3. Tada jednadzba y? = x3 + k nema cjelobrojnih rjeSenja.

Dokaz: Imamo k = —1 (mod 4), paje y? = 23 —1 (mod 4). Budué¢ida je y> =0
ili 1 (mod 4),  ne moze biti paran ni kongruentan —1 modulo 4. Stoga je z = 1
(mod 4). Zapi§imo jednadzbu y? = 23 + (4b — 1)® — 4a? u obliku

Yy +4a® =23+ (4b—1)% = (x +4b — 1)(2* — x(4b — 1) + (4b — 1)?).

Zadnji faktor 2% — x(4b — 1) + (4b — 1)? je kongruentan 3 modulo 4. Stoga on mora
imati barem jedan prosti faktor p, koji je takoder kongruentan 3 modulo 4. No taj
prosti faktor p moze dijeliti zbroj dvaju kvadrata y2 +4a? jedino ako su i y i a djeljivi
s p (jer je s jedne strane Legendreov simbol (=) = (=1)"~1/2 = —1, a s druge
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strane bi bilo (‘71) = (%‘LQ) = (ﬁ) = 1), a to je u suprotnosti s pretpostavkom da

p
a nema prostih faktora oblika 4] + 3. O
Nekoliko cijelih brojeva k koji zadovoljavaju uvjete Propozicije 4.1 su: k = —5,

11, —17, 23, —37, =57, —65, —73, 87.

Propozicija 4.2. Neka je k = 2b*> — a3, gdje je a = 2ili 4 (mod 8), b=1 (mod 2) i
svi prosti faktori od b su oblika 81 + 1. Tada jednadZba y? = x® + k nema cjelobrojnih
rjesenja.

Dokaz: Imamo y?> = 2% + 2 (mod 4), paje z # 0 (mod 2) i  # 1 (mod 4).
Stoga je =3 (mod 4), tj. x = 3ili 7 (mod 8). Nadalje,

y? =20 =23 —a® = (v — a)(2® + ax + a?).

Ako je x = 3 (mod 8), onda je 2% + ax +a® = 1 + 3a + a®> = £3 (mod 8), pa
2% + ax + a® ima barem jedan prosti faktor p oblika 8/ 4- 3. Prema pretpostavci, p

- ]..

Dobili smo kontradikeiju jer je (%) = 1 ako i samo ako je p = £1 (mod 8).
Akojez =7 (mod 8),ondajex—a=7—a = +3 (mod 8), pa x —a mora imati
barem jedan prosti faktor oblika 8! + 3, iz ¢cega dobivamo kontradikciju na sasvim

isti nacin kao i u prethodnom slucaju. O

Nekoliko vrijednosti od & koje zadovoljavaju uvjete Propozicije 4.2 su k = —6,
34, 58, —62, 66, 90.

Primjer 4.1. Pokaimo da jednadba 3> = x® + 45 nema cjelobrojnih rjesenja.

Dokaz: Zbog y? = 23 +5 (mod 8), imamo da je z = 3ili 7 (mod 8). Ako bi bilo
2 =0 (mod 3),onda biiz x = 3X, y = 3Y, dobili Y? = 3X3 +5 =2 (mod 3), §to
je kontradikcija jer 2 nije kvadratni ostatak modulo 3. Stoga « nije djeljiv s 3.

Pretpostavimo da je « = 3 (mod 8). ZapiSimo jednadzbu u obliku

y? —2.62 =2° — 27 = (z — 3)(2? + 3z +9).

Imamo da je 22 + 3z + 9 = 3 (mod 8), pa taj broj mora imati neki prosti faktor p
oblika 8!+ 3. Buduéi da smo provjerili da je p # 3, p ne moZe biti faktor od y? —2- 62
jer 2 nije kvadratni ostatak modulo p.
Pretpostavimo da je z = 7 (mod 8). Sada ¢emo polaznu jednadzbu zapisati u
obliku
y? —2-32 =2% 4+ 27 = (2 4+ 3)(2® — 32 +9).
Imamo da je 22 — 32 + 9 = 5 (mod 8), pa taj broj mora imati neki prosti faktor

p oblika 8/ + 3. No p ne moZe biti faktor od y? — 2 - 32, pa smo ponovo dobili
kontradikciju. %

Jednadzbu y? = 3 + k moZemo zapisati u obliku 2® = y? — k te je faktorizirati
u polju Q(VA):
2 = (y+VE)(y — V). (4.2)
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Da bismo mogli ovu faktorizaciju iskoristiti za rjeSavanje polazne jednadzbe, po-
trebne su nam neke informacije o cijelim brojevima u kvadratnom polju K =
Q(Vk). Pretpostavit éemo da je k kvadratno slobodan. Ponajprije, podsjetimo se
da je prsten cijelih brojeva Ox u K jednak {u + vvk : u,v € Z} ako je k = 2 ili
3 (mod 4), odnosno {u + v# : u,v € Z} ako je k = 1 (mod 4). Sljededi vazni
podatak je struktura skupa jedinica (invertibilnih elemenata) u Ok. Ako je k > 2,
onda ima beskona¢no mnogo jedinica u K, i one imaju oblik +¢}, n € Z, gdje je
¢, fundamentalna jedinica. Ako je k negativan, onda K ima jedinice +1 i to su je-
dine jedinice, osim u slucajevima k = —11i k = —3. Jedinice u Q(z) su £1, +i,au
Q(v/-3) su +1, %

U relaciji (4.2) imamo da je produkt dvaju brojeva jednak kubu. Kad bi se ra-
dilo o produktu (obi¢nih) cijelih brojeva i ako bi faktori bili relativno prosti, onda
bismo mogli zakljuciti da su oba faktora kubovi. U tom zakljucku se rabi jedins-
tvenost rastava cijelih brojeva na proste faktore. Medutim, to svojstvo ne vrijedi za
cijele brojeve u svim kvadratnim poljima. Preciznije, jedina kvadratna polja s tak-
vim svojstvom za k < Osuonazak = —1,—-2,-3,—-7,—11,—19,—-43, —67, —163,
dok je slutnja da takvih polja za k > 0 ima beskona¢no mnogo.

Na primjer, u Q(v/—5) imamo:

21=3-7=(1+2V-5)(1 —2vV=5) = (4+V-5)(4 —V/-5) (4.3)

i moZe se pokazati da su svi faktori 3,7,1 4+ 2¢/=5,1 — 2v/5,4 + /5,4 — /5 neras-
tavljivi, tj. da su djeljivi samo s jedinicama i sebi pridruzenim brojevima (brojevi su
pridruzeni ako im je kvocijent jedinica).

Ipak, jedinstvenost faktorizacije je moguce dobiti ako se umjesto brojeva pro-
matraju ideali jer se svaki pravi ideal u Ox moZe na jedinstven nacin prikazati kao
produkt prostih ideala.

Primjer 4.2. Nadimo sva cjelobrojna rjeSenja jednadzbe y* = x> — 11.

Rjesenje: Poznato je da Q(1/—11) ima svojstvo jedinstvene faktorizacije. Jedi-
nice u Q(v/—11) su £1. Stoga iz

(y +V=11)(y — V-11) = 2°

i ¢injenice da su faktori na desnoj strani ove jednadzbe relativno prosti (jer njihov
zajednicki faktor dijeli 2/—11, a  ne moze biti djeljiv ni sa 2 ni sa 11), slijedi da
postoji algebarski cijeli broj w € Q(1/—11) takav da je

y+ V11 =+u’.
Bududi da je —w? = (—w)3, predznak minus mozemo izostaviti. Dakle,
. b b b
y+vV-1ll=w*, w=a+ 5(1—}—\/—11) =(a+ 5) + SV 1.

Izjednacavanjem koeficijenata uz +/—11, dobivamo:
b\2 b by3
1=3(at3) 5-1(3)

b(3a” + 3ab — 2b%) = 2.
Odavde je b = £1 ili +2, pa je (a,b) = (0,-1),(1,-1),(1,2),(—3,2). Sada iz y =
(a+2)2%+3(a+ ) (L)% (—11) slijedi y = +4, +58, pa su sva rjeSenja zadane
jednadzbe (x,y) = (3, £4), (15, £58). O

odnosno
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4.2 Thueova jednadzba

U sljede¢em potpoglavlju prikazat ¢emo kako se problem nalaZenja cjelobrojnih
tocCaka na eliptickoj krivulji moZe svesti na problem rjeSavanja kona¢nog broja Thu-
eovih jednadzbi. Pa kazimo zato najprije nesto o Thueovoj jednadzbi.
Neka je
F(2,y) = apx™ + a1x" 'y + -+ any”
binarna forma s cjelobrojnim koeficijentima, ireducibilna nad Q, stupnja n > 3.

Primijetimo da forma F' ne moze biti ireducibilna nad C. Naime, prema Osnovnom
teoremu algebre,

F(z,1)=ap(x —601) ... (x —0y),
gdje su 64, ..., 60, algebarski brojevi stupnja n, pa je
xz
F(z,y) = y”F(g, 1) = ao(z — 61y) ... (x = Ony).

Ireducibilnost nad Q povlac¢i da f(z) = F(z,1) nema viSestrukih korijena, tj. da
su 6;-ovi medusobno razli¢iti. Zaista, kada bi f(x) imao visestruki korijen, onda bi
nzd(f, f') € Q[z] bio netrivijalni faktor od f, pa f(z), aondai F(x,y), ne bi bio ire-
ducibilan nad Q. Neka je m # 0 cijeli broj. Tada diofantsku jednadzbu F'(z,y) = m
zovemo Thueova jednadzba. Godine 1909. norveski matematicar Axel Thue (1863.
—1922.) dokazao je da takva jednadzba ima samo kona¢no mnogo cjelobrojnih
rjeSenja koristeéi se svojim poznatim rezultatom iz diofantskih aproksimacija. Do-
kazimo najprije jednostavan specijalni slucaj.

Teorem 4.1. Ako jednadZba F(x,1) = 0 nema realnih rjesenja, tada jednadzba
F(z,y) = m ima samo konacno mnogo cjelobrojnih rjesenja. Preciznije, sva rjesenja
zadovoljavaju nejednakost

n

m|

ly| <

)

minlgign | Im(91)|
gdje je n > 3 stupanj polinoma F, a 0; korijeni polinoma F(z,1).

Dokaz: Pretpostavimo da je (x,y) rjeSenje jednadzbe F(x,y) = m i uzmimo 0y,
tako da je |z — Oxy| = mini<;<, |z — 6,;y|. Tada je ocito |y|| Im(6;)| = | Im(bxy)| <
| — Ory| < ¥/|m|, pa dobivamo tvrdnju teorema. O

Navedimo i alternativni dokaz Teorema 4.1, s nesto drukéijom gornjom ogra-
dom za |y|. Za y = 0 mozemo imati najviSe dva rjeSenja, pa pretpostavimo da je
y # 0. Bududi da polinom F'(z,1) nema realnih korijena, zakljucujemo da postoji
realni broj ¢ > 0 takav da je |F(z,1)| > ¢ za svaki realni broj z. Sada iz

X
Im| = |F(z,y)| = |y|”|F(§, 1] > cly”

slijedi da je |y| < {/|m|/c.

Primjer jednadzbe

F(m,y):x”—l—(x—y)Q(Qm—y)Q-...-(—m—y)Qzl,
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za parni broj n, kod koje polinom F'(z, 1) ocito nema realnih korijena, a koja ima
rjeSenja +(1,1), =(1,2), ..., =(1,n/2), pokazuje da se ograda |y| < {/|m|/c ne
moZe bitno poboljsati.

Spomenuti Thueov rezultat iz diofantskih aproksimacija govori o racionalnim
aproksimacijama algebarskih brojeva. Prvi vazan rezultat tog tipa je Liouvilleov
teorem.

Teorem 4.2 (Liouville, 1844.). Neka je « realni algebarski broj stupnja d. Tada pos-
toji konstanta c¢(«) > 0 tako da vrijedi

za sve racionalne brojeve %, gdjeje q > 01 % # a.

Dokaz: Neka je P(x) cjelobrojni minimalni polinom od «. Bez smanjenja opce-
nitosti moZemo pretpostaviti da je |o — £[ < 1 (inace moZemo staviti c(a) = 1).
Razvijemo li P(x) u Taylorov red oko «, dobivamo

d : |
‘P(g)“;@a) %P(”(a)‘<$-‘af§

. . . _1

gdje je c(a) = (227, 5PV (@)]) .
Buduci da je polinom P(x) ireducibilan, to je P(2) # 0. Stoga je broj qd|P(§)\
prirodan, pa je \P(§)| > qld. Usporedimo li ovo s (4.4), dobivamo tvrdnju teorema.
|

, 4.4

Neka je « realni algebarski broj stupnja d > 2. Liouvilleov teorem povlaci da
nejednadzba
0w Pl oL

q qt
ima samo kona¢no mnogo racionalnih rjeSenja g ako je u > d.

Thue (1909) je dokazao da (4.5) ima samo konacno mnogo rjeSenja ako je
w > % + 1, Siegel (1921) je dokazao da ista tvrdnja vrijedi ako je . > 2v/d, dok
su Dyson (1947) i Geljfond (1948) dokazali tvrdnju za ;1 > v/2d. Kona¢no je Roth
(1955) dokazao da nejednadzba (4.5) ima samo kona¢no mnogo rjeSenja ako je
1 > 2. Za taj rezultat Klaus Roth je 1958. godine nagraden Fieldsovom medaljom.

(4.5)

Teorem 4.3 (Roth, 1955.). Neka je « realni algebarski broj stupnja d > 2. Tada za
svaki 6 > 0 nejednadzba

1
q2+5

p
a—=2

q
ima samo konac¢no mnogo rjesenja u racionalnim brojevima 5.

< (4.6)

Ideja dokaza Rothova teorema (a i prethodnih poboljSanja Liouvilleova teorema)
je da se pokusa modificirati osnovne korake u dokazu Liouvilleova teorema. U Li-
ovilleovu teoremu kre¢e se od minimalnog polinoma od «. U svom poboljSanju
Liouvilleova teorema, Thue se koristio polinomom oblika z2Q(z1) — P(z1), Siegel
se koristio opcCenitijim polinomom P(z1,z2) u dvije varijable, dok se Roth koris-
tio polinomom P(z1,...,2,;,) u vise varijabli. Glavna poteskoc¢a u ovakvu pristupu
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nastupa kod provjere zadnjeg koraka iz dokaza Liouvilleova teorema. Kod poli-
noma u jednoj varijabli, zakljucak da je P( %) # 0 bio je sasvim jednostavan. No
kod polinoma u vise varijabli, skup rjeSenja jednadzbe P(z1,...,z,) = 0 je neka
algebarska mnogostrukost u R™ i vrlo je tesko pokazati da je P(%, e, %) #0.Ta
se poteskoca pokusava rijesiti koriStenjem m-torki %, cey g—m razlic¢itih racionalnih
aproksimacija i pokusava se dokazati da je P(%, ceey %) # 0. Pokazuje se da na-
zivnici ¢1 < g2 < -+ < ¢, moraju brzo rasti. Primjerice, u slucaju m = 2, trebaju
nam dvije dobre aproksimacije %, 2—2 od « takve da je ¢o puno veci od ¢;. To je
razlog zbog Cega jedna dobra aproksimacija ne daje nikakvu kontradikciju, te je
Rothov teorem, kao i sva ostala poboljsanja Liouvilleovog teorema dobivena ovom
metodom, “neefektivan”, u smislu da ne daje nikakvu ogradu za veli¢inu nazivnika
g u dobrim aproksimacijama.

Teorem 4.4 (Thue, 1909.). Thueova jednadzba ima samo kona¢no mnogo cjelobroj-
nih rjesenja.
Dokaz: Neka je F(xz,y) = m dana Thueova jednadzba. Uz gore uvedene oznake,
mozemo pisati
ap(x — 01y) - ... (x — Opy) =m. 4.7)
MoZzemo pretpostaviti da je y # 0 jer za y = 0 imamo najviSe dva rjeSenja. Podije-
limo (4.7) s y™ i uzmimo apsolutne vrijednosti, pa dobivamo

T

Y

m

- (4.8)
Y

|a0|' n —

-2

Kao i u dokazu Teorema 4.1, uzmimo 6y, tako da je

— 0.yl = mi — 0,
|z — Oryl @gﬂlw iyl

.

6 — =
Y

Neka je v = 3 min,; |0; —0;| > 0. Za y dovoljno velik, obje strane od (4.8) se mogu

uciniti po volji male. Posebno to onda vrijedi i za najmanji faktor na lijevoj strani,

tj. |0k — §| Dakle, postoji yo > 0 tako da za y > yo vrijedi |0 — §| <~v.Zai#k

imamo

X .
0 — —| = min
Yy 1<i<n

0= 2| 2 10— 0ul — |0 — | 2 2y =y = 1.
y y

Stoga iz (4.8) slijedi
X m C
‘9k I I e el
Yy apy" " ly|™
Bududi da je n > 3, Rothov teorem (u stvari ve¢ i Thueov, ali ne i Liouvilleov)
povlaci da nejednadzba (4.9) ima samo kona¢no mnogo rjeSenja, $to je i trebalo
dokazati. O

< (4.9)

Napomena 4.1. Iz svojstava linearnih diofantskih jednadzbi i Pellovih jednadzbi
znamo da tvrdnja Teorema 4.4 ne vrijedi ako je stupanj od F jednak 1 ili 2. S
druge strane, tvrdnja Teorema 4.4 vrijedi ako se pretpostavka da je polinom F'(z,y)
ireducibilan nad Q zamijeni s pretpostavkom da polinom F(z,1) ima barem tri
razlicita korijena.



Diofantove m-torke i elipti¢ke krivulje 123

Zaista, pretpostavimo da je polinom F(x,y) reducibilan nad Q. Ako F' ima ba-
rem dva razlicita ireducibilna faktora F; i F», onda dobivamo kona¢no mnogo sus-
tava diofantskih jednadzbi F}(x,y) = m1, Fa(x,y) = mo. Svaki od tih sustava ima
kona¢no mnogo (kompleksnih) rjeSenja (prema Bezoutovu teoremu broj rjesenja
nije veéi od produkta stupnjeva od Fj i Fb). Ostaje razmotriti slucaj F(x,y) =
aG(z, y)k, gdje je polinom G ireducibilan nad Q. Ako je degG > 3, onda iz Te-
orema 4.4 slijedi da jednadzba F(x,y) = m ima konacno mnogo rjeSenja. Dakle,
jedini slucajevi kada jednadzba F'(x,y) = m, gdje je F binarna forma, moze imati
beskona¢no mnogo rjesenja su jednadzbe oblika

F(z,y) =albr +cy)” ili F(z,y) = a(me + cxy + dy2)"/2,

a to su upravo slucajevi kada F'(x, 1) ima manje od tri razli¢ita korijena.

4.3 Transformacija eliptickih krivulja u Thueove jed-
nadzbe

Promotrimo opc¢enitu jednadzbu oblika
v =23 +ar? +br+ec,

gdje su koeficijenti a, b, ¢ cijeli brojevi, a kubni polinom na desnoj strani nema vi-
Sestrukih korijena. Prikazat ¢emo Mordellov argument kojim je pokazao da takva
jednadZba ima samo kona¢no mnogo cjelobrojnih rjeSenja. Istodobno, to je i vazan
korak u jednoj od opc¢ih metoda za nalaZzenje svih cjelobrojnih to¢aka na eliptickoj
krivulji. Opcenitiji rezultat da je broj cjelobrojnih to¢aka na bilo kojoj nesingularnoj
kubnoj krivulji s cjelobrojnim koeficijentima konacan, dokazao je njemacki mate-
maticar Carl Ludwig Siegel 1929. godine. Ovdje je vazno primijetiti da iako bira-
cionalne transformacije ¢uvaju strukturu skupa racionalnih toc¢aka na krivuljama,
to nije to¢no za skup cjelobrojnih tocaka koji bitno ovisi o izabranom modelu (jed-
nadzbi) krivulje.
Ideja je faktorizirati polinom

flz) =2+ az® + b +c= (x — V1) (x — 92)(x — V3). (4.10)

Tako dobivamo polja Q(¢;) u kojima promatramo jednadzbu (4.10). Moguca su tri
slucaja:

1) sva tri korijena od f su racionalna (pa onda i cijela);
2) jedan korijen od f je racionalan, a ostala dva su kvadratne iracionalnosti;
3) f jeireducibilan nad Q, korijeni su mu algebarski cijeli brojevi 3. stupnja.

Podsjetimo se da u Z vrijedi: ako je XY = Z%inzd(X,Y) = 1, onda postoje
UV € Ztako daje X = +U", Y = +V*, Z = +£UV. Pooplenje tog rezultata na
cijele brojeve u polju algebarskih brojeva K dano je sljede¢om lemom.

Lema 4.1. Svarjesenja (X,Y, Z) u Ok jednadzbe

XY =cZ*,
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gdje (X,Y) | 6 za dani ideal 6, imaju oblik
X =X U, Y =peV:, Z=vesUV,

gdje su U,V proizvoljni cijeli brojevi iz K, €1, €2, €3 su jedinice, \, i1, v su elementi iz K.
Posljednjih Sest brojeva (e1, €2, €3, A, 14, v) poprimaju samo konac¢no mnogo vrijednosti
i zadovoljavaju Ape1eo = cv'el.

Vratimo se na jednadzbu (4.10). Promatramo je u polju K = Q(¥;). Dat ¢emo
skicu algoritma za treéi slucaj, kad je kubni polinom f(z) ireducibilan. Transforma-
cija elipticke krivulje u Thueove jednadZzbe u preostala dva slucaja provodi se na
slican nacin. Iz Leme 4.1 slijedi relacija

r—9; = m(r+ s9; + t97)?, (4.11)

gdje su r,s,t € Z, a m poprima kona¢no mnogo vrijednosti iz Q(¢J;). Zaista, 9; je
algebarski cijeli broj 3. stupnja, pa se svaki element iz K moze napisati u obliku
a+ BY; + 92, a, B,y € Q. No {1,9;,9?} ne mora biti baza za Ox. Medutim, moZze
se pokazati da ako je 1(r + sv; + t9?) € Ok i nzd(d,r,s,t) = 1, onda d* dijeli
diskriminantu A(1,9;,9?) = (91 —92)% (91 — I3)? (92 —Y3)?. Stoga imamo konacno
mnogo mogucnosti za d, koje mozemo “prebaciti” u m.

I broj m (svaki od kona¢no mnogo njih) mozemo zapisati u obliku m = ry +
so¥; + tov?, gdje su ro, so,to € Q. Uvrstimo to u (4.11), izmnoZimo, te 93, 93, 92
i 99 prikazemo s pomoéu 1,¥;,9?. Usporedimo li koeficijente uz 1, ¥; i ¥7 na obje

strane jednadzbe, dobivamo tri jednadzbe oblika

fl(T,S,t):O, fQ(TaSat):]-v fg(T,S,t):Z,

gdje su f1, fo, f3 ternarne kvadratne forme s racionalnim koeficijentima. Poznato
je da se rjesivost jednadzbe fi(r,s,t) = 0 moZe efikasno ustanoviti. Naime, takve
jednadzbe zadovoljavaju lokalno-globalni princip, tj. ako imaju rjeSenja nad R te
nad p-adskim poljem Q,, za sve proste brojeve p, onda imaju rjeSenja i nad Q. Jo$
eksplicitnije, svaka takva jednadZba se moZe zapisati u obliku az? + by? 4 cz? = 0,
gdje su a, b, ¢ cijeli brojevi takvi da je abc kvadratno slobodan, a nuzan i dovoljan
uvjet za rjeSivost ove jednadzbe u racionalnim brojevima je da brojevi a, b, ¢ nisu
svi pozitivni niti svi negativni te vrijedi da je —bc kvadratni ostatak modulo a, —ac
kvadratni ostatak modulo b i —ab kvadratni ostatak modulo ¢ (Legendreov teorem).
Nadalje, uz pretpostavku da netrivijalno rjeSenje postoji, sva rjeSenja dana s

gr:‘h(uav)a gS:Qz(UaU)a thQ:s(Uav),

gdje su q1, ¢2, ¢3 binarne kvadratne forme s cjelobrojnim koeficijentima, a g poprima
kona¢no mnogo cjelobrojnih vrijednosti. Uvrstimo li to u jednadzbu f»(r, s,t) = 1,
dobivamo kona¢no mnogo jednadzbi oblika

h(u,v) = g%, (4.12)

gdje je h homogeni polinom cetvrtog stupnja s cjelobrojnim koeficijentima. Poli-
nom h nije kvadrat polinoma drugog stupnja (inace bi polazna krivulja bila genusa
0). Stoga prema Thueovu teoremu zaklju¢ujemo da jednadzba (4.12) ima konac¢no
mnogo rjeSenja, pa zato i polazna elipticka krivulja ima samo kona¢no mnogo cje-
lobrojnih tocaka (koje dobijemo iz f3(r, s,t) = x).
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4.4 Algoritam za rjeSavanje Thueove jednadZbe

U prethodnom potpoglavlju smo vidjeli da se nalazenje cjelobrojnih tocaka na
eliptickim krivuljama moze svesti na rjeSavanje Thueovih jednadzbi. Thueove jed-
nadzbe se javljaju i kod drugih vaznih problema iz teorije brojeva. Stoga je od ve-
likog interesa postojanje algoritma za sistematsko rjesavanje Thueovih jednadzbi.
Mi ¢emo prikazati jedan takav algoritam — de Wegerov algoritam iz 1989. godine.

Podijelit ¢emo skup mogucdih rjeSenja u Cetiri klase:
- jako mala rjeSenja: |y| < Y7 — provjera “grubom silom”;

- mala rjeSenja: Y7 < |y| < Y, — odgovaraju konvergentama veriznog razlomka
od Y;;

- velika rjeSenja: Y2 < |y| < Y3 — eliminiraju se LLL-redukcijom;

- jako velika rjeSenja: |y| > Y5 — dokazuje se da ne postoje s pomocu linearnih
formi u logaritmima.

Neka je g(x) = F(z,1) = ag(x — 1) ---(x — ¥,). Tada dobivamo jednadzbu
F(z,y) = ap(z — 91y) - - - (x — 9y) = m, koju éemo promatrati u polju algebarskih
brojeva K = Q(¢;) (sva su ta polja Q-izomorfna). Neka su 91, ...,9 realni, a
Ps41 = Fsttt1,- .-, Vst = Ustor konjugirano kompleksni korijeni od g(x). Vidjeli
smo u Teoremu 4.1, da je sluc¢aj s = 0 vrlo jednostavan. Stoga ¢emo u daljnjem
pretpostaviti da je s > 1.

Uvedimo oznaku: 3; = z—9;y,zai =1,...,n. Pretpostavimo da je |ag| = |m| =
1. Tada iz 3182 - - - B, = *£1, zakljucujemo da je f3; jedinica (invertibilni element) u
prstenu Ok. Po Dirichletovu teoremu o jedinicama je

a ar
Bi = xeit - -epm,

gdje je €1, . .., &, sustav fundamentalnih jedinica te r = s + ¢t — 1. U opéem slucaju
¢emo imati

B = et e,
gdje p; pripada kona¢nom skupu M neasociranih elemenata iz Ok ¢ija norma za-
dovoljava uvjet ag - N(u;) = m.

Neka je |B;,| = min{|8;| : 1 < i < n}. MoZe se pokazati da je tada iy €
{1,..., s} ivrijedi

1Bio| < ey~ Y, (4.13)
|Bi| > calyl, i # o, (4.14)
gdje je
2n71|m|

T Min{lg (@) 1<i<s)

1
cy = §min{|19,-—19j| 1<i<j<n}
(vidjeti dokaz Teorema 4.4).

Lema 4.2. Ako je |y| > Y1 = (401)5, onda je - konvergenta u razvoju u verigni
razlomak broja v;,.
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Dokaz: Imamo:

x _ _ I _
; - ﬂio = |ﬁzo| ' |y| ! <c- |y| " < ZYIn 2. |y| "< 4_y27
pa tvrdnja slijedi iz Legendreova teorema. O

Promotrimo sada vezu izmedu tri razli¢ita elementa 8; = z — vy, 8; = © —9,y,
Br = x — Yry. Eliminirajudi x i y iz ove tri jednadzbe, dobivamo Siegelov identitet

Bi(¥5 — k) + B (U — i) + Br(¥; — ;) = 0.

Za 3; cemo  uzeti 3;,, dok ¢emo v; i ¥y, uzeti da budu realni (ako je s > 3), odnosno
daje ¥, = 9, (ako je s = 1). Detalje ¢emo dati samo za prvi, realni, slucaj. Siegelov
identitet mozemo pisati i u obliku

Vig — V5 Br U =95 Biy

Yip ZVj L Sl N7y (4.15)
Vi = B Ve — 04 By

Identitet (4.15) ¢e nam dati vezu s linearnim formama u logaritmima. Definirajmo:

Wiy — V4 ﬁk)
Amln (Lo =Y DOk)
(ﬂioﬁk B;

Nije tesko vidjeti da je izraz pod logaritmom pozitivan.

Lema 4.3. Neka je

ﬁil_ﬂig . . . .
Cc3 = maX{‘m 111?“27&23?&21}7

1
2c1ca\ ™
Yg:max{Yl,( 0105> }
2

Ako je |y| > Yo, onda vrijedi

|A| < 1.390103

lyl™"

Dokaz: Lijeva strana od (4.15) je jednaka e* — 1. Iz definicije od c3 te nejedna-
kosti (4.13) i (4.14), imamo

—(n—1) 1
A —l<ey- a7 _as ly|™" < =.
caly| Co 2
Stoga je
1.39¢;c:
Al <22 [eh — 1] < =22y, O

Podsjetimo se da je 3; = p; (Egi))‘“ e (eﬁi))‘“. Stoga (4.15) postaje
&) o)

N N I (C ST S JE
Vip =k 1i 55j) I s E'EJ)
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U realnom slucaju nasa linearna forma A je

+Zat

i=1

(k)
(J)

19i0 - J /'[/k
1910 — 19k Hj

ln‘

Neka je A = max{|a;| : i = 1,...,r}. Zelimo dobiti gornju ogradu za A. Uspi-
jemo li naéi relativno malu ogradu za A, onda ¢emo modi ispitati sve mogucnosti
za p - €' - - - €%, provjeriti koja od njih ima oblik = — ¥y te konacno provijeriti je 1i
F(z,y) =m

Najprije ¢emo prikazati kako se dobije gornja ograda za A u ovisnosti o y. Za

I={i,...,i,}C{1,...,s+t}, definiramo matricu U; = (In |€,§il)|)1§17igr. Primije-
timodaiz f = p-e7? - efr, slijedi
a1 1 5(%1)
(i)
U = :
B(ir)
ar 1 ,U.UT)

Analizirajudi ovu relaciju, moze se dobiti sljedec¢a nejednakost

A < csIn(ealy]). (4.16)
Konstante c4 i c5 su definirane na sljedeci nacin:
U;1 = [“’il]v
NU;Y) = max{)_|uy| :i=1,...,r},
=1
p— =min{|p;| : pe M, i=1,...,n},
e = max{|y;| : peM, i=1,...,n},
%erax{h?il 71912| 1< <19 < n}
C4 )
j.
¢s = min{(n — 1) ~mIinN(U;1),m}axN(U;1)}.
Tada se moZe pokazati da (4.16) vrijedi &im je |y| > max{Yy, 2|m|=, &=},
Kombiniraju¢i Lemu 4.3 i (4.16), dobivamo nejednakost
A <cg-e 7 (4.17)

gdje je cg = 132124 g druge strane, iz Bakerove teorije linearnih formi u loga-

ritmima algebarsk21 brojeva (primjerice Baker-Wiistholzovog teorema primijenjenog
na formu A), dobivamo nejednakost oblika

|A| > e~crllnAtes) (4.18)
Usporedbom nejednakosti (4.17) i (4.18), dobivamo (vrlo veliku) gornju ogradu

za A. Zatim tu veliku ogradu smanjujemo primjenom LLL-redukcije na nejednakost
(4.17).
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Spomenimo da su 1996. Bilu i Hanrot predlozili algoritam za rjeSavanje Thu-
eovih jednadzbi koji omogucéava u razumnom vremenu rjeSavanje Thueovih jed-
nadzbi dosta velikog stupnja (ako su dostupni svi nuzni podatci o pripadnom polju
algebarski brojeva). Kao ilustraciju svog algoritma, rijeSili su neke Thueove jed-
nadzbe stupnja 19 i 33. Algoritam je implementiran u PARI-ju preko funkcije thue.
Za rijesiti jednadzbu F'(z,y) = m, najprije se inicijalizira polinom f(x) = F(z,1) s
tnf = thueinit (f), a potom pozove funkcija thue (tnf, m).

4.5 Primjena eliptickih logaritama

Prethodno opisane metode za nalazenje cjelobrojnih tocaka na eliptickim krivu-
ljama nisu koristile Mordell-Weilovu grupu. Pokazat ¢emo sada kako se poznavanje
ranga i Mordell-Weilove grupe moze iskoristiti za nalazenje cjelobrojnih tocaka na
eliptickoj krivulji.

Kao s$to smo ve¢ bili rekli, u sluc¢aju kada je rang jednak 0 (i mi to uspijemo
dokazati), pomoc¢u Lutz-Nagellovog teorema mogu se nadi sve racionalne, pa onda
i sve cjelobrojne tocke na toj eliptickoj krivulji.

U opcem slucaju se primjenom tzv. eliptickih logaritama moze se dobiti ocjena
N < Ny za N = max{|n1],...,|n.|} u prikazu cjelobrojne tocke u obliku P =
niPy + -+ + n.P. + T. Potom se ova ograda, moZe znacajno smanjiti pomoc¢u
LLL-algoritma. Ovu metodu su predlozili 1994. godine Gebel, Pethé i Zimmer, te
Stroeker i Tzanakis. No, za ovu metodu je nuzno poznavati i rang i generatore
Py, ..., P, sto moZe biti vrlo tezak problem.

Promotrimo elipticku krivulju zadanu Weierstrassovom jednadzbom s cjelobroj-
nim koeficijentima

E y2 +a1xy +azy = 3 + asx® + asx + ag.
Ona je izomorfna krivulji s jednadzbom
E' : Y?=4X% - g X — g3,

$to je upravo jednadzba koju zadovoljavaju Weierstrassova p-funkcija i njezina de-
rivacija. Rekli smo ve¢ da je funkcija o dvostruko periodi¢na. MoZemo pretpostaviti
da njezini periodi zadovoljavaju w; € R i $(wq/we) > 0. Neka je L reSetka koja
odgovara wy i wy. Imamo izomorfizam ¢ : C/L — E, dan sa

PN { (@(2) - %a (p/(?j) —a1xr — a3)/2)7 j iév

gdje je by = a? + 4as. Inverzno preslikavanje v se zove elipti¢ki logaritam. MoZe se
izracunati kao

z+b2/12 dt
P) = - (modlL (4.19)
H(P) /OO o (mod)

(koristedi aritmeticko-geometrijsku sredinu). Spominjanje logaritama u nazivu oprav-
dano je sljedeéim svojstvom

PP+ Q) =¢(P) +4(Q) (mod L).

Neka je P cjelobrojna tocka na krivulji E. Tocku P moZemo zapisati u obliku
P=nP+--+n.P.-+T,gdjeje T € E(Q)ors, a {P1,-..,P-} je Mordell-Weilova
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baza od E(Q). Zeljeli bismo naéi gornju ogradu za broj N = max{|n1|,...,|n.|},
jer bismo imali kona¢no mnogo linearnih kombinacija za ispitati, te bi (u principu)
mogli naci sve cjelobrojne tocke.

Cjelobrojne toc¢ke na neparnoj (kompaktnoj) komponenti £99(Q) je lako nadi,
pa ¢emo u daljnjem pretpostaviti da je P € E°(Q). Zeljeli bismo i elemente Mordell-
Weilove baze prebaciti u parnu komponentu. U tu svrhu definiramo: m; = 1 ako je
P, € E°(Q), am; = 2 inate. Tada za sve i = 1,...,r imamo da je Q; = m;P; €
E°(Q). Nadalje, definiramo brojeve ¢;, r; sa:

ng =miq +71, 0<r; <m;.

Ako sada stavimo U = r1 P; + - - - 1. P,, tada cjelobrojnu tocku P mozemo prikazati
u obliku

P=qg@i+ - +¢Q-+T+U.

Buduéi da je P € E°(Q) i Q; € E°(Q), to mora biti i T+ U € E°(Q). Uvodimo
oznaku Q41 = T + U. Za Q,+, imamo samo kona¢no mnogo mogucnosti, koje
mozemo efektivno odrediti (ako znamo torzijsku grupu i Mordell-Weilovu bazu).
Stavimo H = max{|g;| : ¢ = 1,...r}. Jasno je da je H < N. Ako uspijemo naci
gornju ogradu za H, to ¢emo biti dovoljno za rjeSenje naseg problema.

Polaziste nam je ocjena iz sljedece leme. Ovdje i do kraja ovog potpoglavlja,
konstante ¢y, ¢s, . . . ovise samo o E i njezinoj Mordell-Weilovoj bazi.

Lema 4.4. Za svaku cjelobrojnu tocku P, uz gornje oznake vrijedi

% < 016752H2. (4.20)

Dokaz: Bududi da tocka P ima cjelobrojne koordinate, to je h(P) = In |z(P)|.
Prema Propoziciji 2.7, postoji konstanta cs takva da je h(P) > h(P) — cs, pa
je In|z(P)| > h(P) — ¢3. Neka je R = ((P;, P;)) matrica visina od E. Tada je
h(P) = nRn™, gdje je n = (ni,...,nm). Matrica R je simetri¢na, pa se moZe
prikazati u obliku ODOT", gdje je O ortogonalna matrica, a D dijagonalna ma-

trica koja se sastoji od (realnih, pozitivnih) svojstvenih vrijednosti od R. Stavimo
co=min{D;; : i=1,...7}, tem =n0. Tada je

T
hP) = nRn"™ = mDm" = E D im?
i=1
”
> co g mf = comm” = con00™n” = conn”

i=1

-
= C2 g nf > N2,

i=1

Stavimo li da je ¢; = e, te uvazimo da je N > H, dobivamo nejednakost (4.20).
¢
S druge strane, ispitivanjem integrala koji se pojavljuje u (4.19), moze se dobiti
da nejednakost

(4.21)



Diofantove m-torke i elipti¢ke krivulje 130

vrijedi da sve totke P € E°(Q) i |x(P) + ba/12| > c4. Ovdje se moZe uzeti da je
cs = 2max{|e1], lea], le3]}, gdje su e; nultoke polinoma f(X) = 4X3 — g2 X — g3,
2
te da je ¢5 = 8 4 212l
Kombiniranjem nejednakosti (4.20) i (4.21) dobivamo da za sve cjelobrojne
totke P € E°(Q) za koje je |x(P) + ba/12| > ¢4 vrijedi

lp(P)] < \/05016762H2/2 = cge " (4.22)

Imamo
1/)(P) = q1¢(Q1) +-- 4+ QTw(QT) + ¢(Qr+1) + mwq,
gdje je |m| < rN + 2.

Sada mozemo iskoristiti duboki rezultat Davida iz 1995. godine (moZze se shva-
titi kao analogon Bakerovih rezultata o linearnim formama u logaritmima algebar-
skih brojeva), koji nam daje nejednakost oblika:

[H(P)| > ¢~cxlin Hben)inn Hero) ™2 (4.23)

Usporedbom (4.22) i (4.23) dobivamo da je H < Hy, gdje je Hy (vrlo velika) kons-
tanta (obi¢no ne$to kao 10'°?). Medutim, kori$tenjem LLL-redukcije, ova ogromna
gornja ograda moZe se znacajno smanjiti. Tako se dobije nova ograda H < H;,
gdje je H; obi¢no oko 10 (H; je reda veli¢ine /In Hy). Stoga, ukoliko rang r nije
prevelik (recimo ako je r < 8), onda mozemo testirati svih (2H; + 1)" kandidata i
naci sve cjelobrojne tocke na polaznoj eliptickoj krivulji E.

Primjer 4.3. Odredimo sve cjelobrojne tocke na eliptickoj krivulji
E: y’+y=2a%—Tz+6.

Rjesenje: Pomocu programa mwrank (u kojem je implementiran opdéi 2-spust
koji je primjenjiv za krivulje koje nemaju tocaka reda 2), dobivamo da je rang od
E(Q) jednak 3, te da je jedna Mordell-Weilova baza od E dana sa Q; = (1,0), Q2 =
(2,0), Q@3 = (0,2) (ovo je krivulja najmanjeg konduktora s rangom 3). Supstitucijom
Y =2y + 1, X = z, dobivamo jednadZzbu

Y2 =4X3 28X +25 = f(X).

Nultocke polinoma f(X) su e; = —3.0124, ea = 1.0658, e3 = 1.9466. Dakle, cjelo-
brojne tocke na E99(Q) zadovoljavaju —3 < x(P) < 1, i lako je vidjeti da su sve
takve tocke (—3,0), (—2,3), (—1,3), (0,2), (1,0) (i njihove negativne tocke).

Vidimo da su tocke Q1 i Q3 iz £99(Q). Slijededi knjigu Cohen: Number Theory.
Volume I: Tools and Diophantine Equations, Poglavlje 8.7.4, zamijenit ¢emo ih s toc-
kama Q] = —Q1 — Q2 — Q3 = (4,6), Q4 = —2Q2 — 2Qs = (45, 35) iz E°(Q).
Dakle, tocke P trazimo u obliku P = ¢1Q] + ¢2Q2 + ¢3Q% + U. Bududi da F ima
trivijalnu torzijsku grupu, to je U = O ili —Q2 — @3, pa bududi da trazimo tocke
iz £°(Q) imamo da je u stvari U = O. Primjenom gore opisane metode, dobije se
ograda H < Hy = 10%,

Sada se ova vrlo velika gornja ograda moZze znacajno smanjiti primjenom LLL-
redukcije.

Prikazati ¢emo de Wegerov algoritam (1988) koji se moze primijeniti i u mno-
gim drugim sli¢nim situacijama. Promotrimo nejednadzbu oblika

lag + 2100 + -+ 4 Tpan| < Coe@3X", (4.24)
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gdje su «; dani realni ili kompleksni brojevi, Cs i C5 pozitivne realne konstante,
g €N, te X = max{|z1|,...,|z,|}. RjeSenja trazimo u cijelim brojevima z1, ..., z,.
Pretpostavimo da je poznato da je X < X, gdje je X, neka (velika) konstanta.
Zelimo dobiti novu gornju ogradu oblika X7 < ¢In X,. Razmotrit ¢emo slu¢aj kada
su svi ¢; realni.

Odaberimo konstantu C' ~ X{'. Linearnoj formi «g + Z?zl x;; pridruzimo
reSetku L generiranu stupcima matrice

1 - 0 0
A=1] : 0 0

[Car] -+ [Can] [Can]

Ovdje [a] oznacava najblizi cijeli broj realnom broju «. Konstantu C' smo izabrali
da bude priblizno jednaka X, jer tada iz svojstava LLL-reducirane baze mozemo
ocekivati da ¢e najmanji vektor LLL-reducirane baze imati normu priblizno X.
Koriste¢i LLL-algoritam mozemo na¢i donju ogradu Cy za veli¢inu

l(L y) — mln{foyH - T GL}a ) ¢L
’ min{|z| : x € L, z #0}, y € L,

gdjejey =10,...,0,—[Cao]]".
Lema 4.5. Nekaje S = (n— 1)X3 i T = 1+2%0 Ako je C3 > T? + S, onda vrijedi

X< cig (ln(CCz) - 1n(\/@ - T)) ,

ilijex1:---:mn_1:0,mn:—%.

Dokaz: Neka je ¢ = [Cag) + >, 2;[Cay;). Tada je
n 1 n X()

Stoga je |p| < T + C - Coe= X", Neka je © = [z1,...,2,]7, te z = Azx. Tada

jez—vy = [r1,...,2n—1,9]". Bududi da je z € L, imamo da je ili z = y (pa je
L1 =+ = Tp_1 :0ixn:—%) ili
n—1 2
C <ULy <> a2 +¢* <5+ (T+ che*CSX") .
=1

Po pretpostavci je C2 > S, pa dobivamo

1
—C3X1 2 _
e > e (4/C2 =S —T). (4.25)

Koristedi pretpostavku da je C? > T? + S, iz (4.25) logaritmiranjem dobivamo

X7 < C% (m(coz) ~In(y/Cz -5 - T)) .



Diofantove m-torke i elipti¢ke krivulje 132

Vratimo se na na$ primjer. Nejednakost (4.24) ima oblik

Imwi + @(Q}) + q21(Qa) + gs1b(Qh)| < 58.21¢ 0 1614H”

(dobivena je uz uvjet |z(P)| > 7). Izaberimo C = 102°°, te primjenimo postupak iz
Leme 4.5. Dobivamo novu, bitno manju, gornju ogradu H < 51. Postupak se moze
nastaviti, te ova ograda jo$ dodatno smanjiti. Uzmemo li C' = 10, dobivamo da je
H < H =11.

Sada nam preostaje naci sve cjelobrojne to¢ke na E°(Q) koje zadovoljavaju
|z(P)| < 6,atosu

(*37()); (*273% (71,3)7 (072>a (LO)? (27()); (3a3)7 (476>a

(i njima suprotne —(z,y) = (x, —y — 1)), te sve cjelobrojne tocke oblika ¢ Q] +
Q2 + ¢3Q%, |gi] < 11 (ukupno 233 = 12167 mogucnosti), a to su (osim onih veé
navedenih)

(8,21) = Q) — Q>+ @5, (11,35) = Q7 +2Q5, (14,51) = —2Q) — Q3,
(21,95) = —2Q5, (37,224) = Q5 — Q3, (52,374) = Q' + Q3 + Q3,
(93,896) = —2Q — Q2, (342,6324) = —3Q), + Q3,

(406, 8180) = —2Q', + 2Q, — Q4, (816,23309) = 3Q), + 2Q% + Q4

(i njima suprotne). ¢

Opisana metoda koja koristi elipticke logaritme za nalazenje cjelobrojnih tocaka
na eliptickoj krivulji implimentirana je u programskim paketima SageMath (funk-
cija integral_points) i Magma (funkcija IntegralPoints). Spomenimo da
u Magmi postoji i funkcija IntegralQuarticPoints, zasnovana na algoritmu
iz clanka (Stroeker & Tzanakis, 1996.), koja racuna cjelobrojne tocke na krivulji
oblika y? = ax* + ba® + ca® + dx + e.

4.6 Baker-Davenportov teorem

U ovom potpoglavlju ¢emo prikazati rezultat kojeg su dokazali Baker i Davenport
1969. godine o jedinstvenosti prosirenja Diofantove trojke {1, 3,8} do Diofantove
cetvorke. Najprije ¢emo na ovom primjeru ilustrirati transformaciju elipticke jed-
nadzbe na kona¢no mnogo Thueovih jednadzbi te primijeniti prije spomenutu im-
plementaciju za rjeSavanje Thueovih jednadzbi. A potom ¢emo prikazati i originalni
Baker-Davenportov dokaz (uz male modifikacije) koji direktnije vodi do linearnih
formi u logaritmima i gdje ¢emo dati i detalje racuna koji su “sakriveni” prilikom
primjena gotovih programa. Pritom ¢emo rijesiti i opcenitiji problem od onog koji
su razmatrali Baker i Davenport. Naime, odredit ¢emo sve cjelobrojne tocke na
eliptickoj krivulji

y? = (z+1)(3z + 1)(8x + 1). (4.26)
Prema Slutnji 1.2, ocekujemo da Ce cjelobrojne tocke na krivulji (4.26) biti (—1, 0),
(0,£1) i (120,46479) (uotimo da je ovdje d_ = 0). Posebno, otekujemo da nece
biti cjelobrojnih toc¢aka osim tocke (—1,0) reda 2 i tocaka koje zadovoljavaju uvjet
da su sva tri linearna faktora u kubnom polinomu u (4.26) potpuni kvadrati. Pa
najprije pokazimo to koristeéi sljedec¢u lemu.
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Lema 4.6. Neka su x,y,z cijeli brojevi takvi da je xyz # 0 te da je xyz potpun
kvadrat. Tada postoje cijeli brojevi u,v,w i kvadratno slobodni cijeli brojevi «, 3,7y
tako da vrijedi:

r=afu?, y=oay? z=pyuw’

Dokaz: Neka je = x'u?, y = y'v?, z = 2'w?, gdje su 2/, y, 2 kvadratno

slobodni. Tada je z'y’z’ potpun kvadrat. Neka su 2/ = (—1)°(-1) I, p®) ) =
(—1)=CO L, p®, 2 = (=1)=CD [T p® kanonski rastavi brojeva ,y/, 2’ na
proste faktore. Iz uvjeta da su ’,3’, 2’ kvadratno slobodni, a z’y'z" potpun kva-
drat, slijedi da je e1(p) + e2(p) + e3(p) = 0 ili 2 za svaki prosti broj p, a takoder
izap = —1.Nekaje P, = {p : pprostili —1,e1(p) = e2(p) = 1}, P» = {p :
pprostili —1,e1(p) = e3(p) = 1}, Ps = {p : pprostili —1,ea(p) = e3(p) = 1}, te
stavimo o = [[ e p» B =[lep,» ¥ = Il ep,- Tadajea’ = aB,y' = ayiz’ = py O

Neka sada cijeli brojevi = i y zadovoljavaju jednadzbu (4.26). Ako je y = 0,
onda je x = —1, pa u daljnjem moZemo pretpostaviti da je y # 0. Bududi da je
produkt (z 4 1)(3z + 1)(8z + 1) pozitivan, to je z € (—1,—3) U (—%, 00), pa jer je x
cijeli broj, zaklju¢ujemo da je = > 0.

Prema Lemi 4.6, postoje cijeli brojevi u, v, w i kvadratno slobodni brojevi «, 3, v
takvi da je

r+1=afu?® 3z+1=ay? 8zr+1=_/pyw’

Pritom su, zbog = > 0, brojevi «, 3,~ istog predznaka, pa mozemo pretpostaviti
da su svi pozitivni. Bududi da « dijeli 3(z + 1) — (3z + 1) = 2, zakljuc¢ujemo da
je a = 1ili 2. Analogno, 3 dijeli 8(x +1) — (8 +1) =7, paje 8 =1ili 7, te ¢y
dijeli 8(3x +1) —3(8z + 1) = 5, paje v = 11ili 5. Sada iz Byw? = 8z +1 = 1
(mod 8) slijedi da je 3 = v = 1, a potom iz ayv? = 3z + 1 =1 (mod 3) slijedi da je
a = 1. Tako smo dokazali da sve cjelobrojne tocke na eliptickoj krivulji (4.6), osim
torzijske tocke (—1,0), zadovoljavaju sustav jednadzbi

z4+1=u? 3z+1=1% 8x+1=uw 4.27)

U sljedecem koraku ¢emo sustav (4.27) transformirati u kona¢no mnogo Thu-
eovih jednadzbi. Najprije ¢emo sustavu pridruZziti odgovaraju¢u ternarnu diofant-
sku jednadZbu. Eliminirajuéi x iz sustava (4.27), dobivamo sustav simultanih pe-
lovskih jednadzbi

3u? —v? =2, (4.28)
8u? —w? =7. (4.29)
Kasnije ¢emo pokazati kako se ovaj sustav moze rijesiti tako da se rijeSi svaka od
pojedinacnih pelovskih jednadzbi, te potom nade presjek (beskonac¢nih) skupova
rjeSenja pomocu linearnih formi u logaritmima i Baker-Davenportove redukcije (to
je bio originalni pristup Bakera i Davenporta), no ovdje slijedimo pristup preko

Thueovih jednadzbi. PomnoZzimo (4.28) sa 7 i (4.29) sa 2, te dobivene jednadzbe
oduzmemo. Tako dobivamo ternarnu diofantsku jednadzbu

5u® — Tv? + 2w? = 0. (4.30)
Opce rjeSenje ternarne diofantske jednadzbe trazimo u obliku

U =TUy, V=r09+S8 Ww=7rwy+t, (4.31)
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gdje je (uo, vo, wo) jedno netrivijalno rjeSenje. U naSem slucaju, mozemo uzeti da je
(ug,vo,wp) = (1,1,1). Uvrstavanjem u (4.30), dobivamo linearnu jednadzbu po r,
Cije je rjeSenje
752 — 2t2
T Ts 20y

Uvrstanjem u (4.31), dobivamo sva racionalna rjeSenja jednadzbe. Medutim nas za-
nimaju cjelobrojna rjeSenja. UvrStavanjem te eliminiranjem nazivnika i zajednickih
faktora od s i t, dobivamo

gu = 75> — 2t
gu = —T7s% + 4dst — 2t
gw = Ts% — 14st + 22,
za neki cijeli broj g. Ostaje odrediti koje vrijednosti moze poprimiti g. To ¢emo
ustanoviti tako da ovaj zadnji sustav zapiSemo matri¢no
2

x s
gly | =41 st
z

t2
Odavde je
x 52
gadj(A) | y | =det A [ st
z t?

Ovdje je adj(A) adjunkta matrice A, tj. matrica koja na mjestu (¢, j) ima element
(—1)" det A7;, gdje je A7, matrica dobivena iz transponirane matrice A izbaci-
vanjem i-tog retka i j-tog stupca. U prethodnoj jednakosti iskoristili smo formulu
adj(A)A = Aadj(A) = det(A)I, gdje je I jedini¢na matrica. Bududi da su s i ¢ rela-
tivno prosti (podijelili smo ih sa zajednickim faktorom), zakljucujemo da g | det A.
U nasem slucaju, to znaci da g | 280.

Vratimo se sada na jednadzbu (4.28). Dobivamo:
297 = ¢*(3u® — v?) = 3(gu)? — (gv)? = 8t* + 16t3s — 128125 + 56ts> + 98s?,
tj. kona¢no mnogo Thueovih jednadzbi
4t + 8135 — 64t%s% + 28ts® 4 495* = ¢2,

gdje je g € {1,2,4,5,7,8,10, 14, 20, 28, 35, 40, 56, 70, 140, 280}

Koristec¢i program t hue iz programskog paketa PARI, nalazimo da rjeSenja s re-
lativno prostim s i ¢ postoje za g = 2 (to su (£1,0), (£5,£2)), g = 5 (to su (£1, +1),
(£2,F3), g = 7 (to su (0,£1), (£7,4£5)) i g = 70 (to su (£7,+2), (£21,F4).
Kad ova rjeSenja uvrstimo u izraze za u, v, w, dobivamo (u,v,w) = (£1,£1,+1) i
(u,v,w) = (£11,£19,+31) (za sve moguce kombinacije predznaka). Konacno, do-
bivamo cjelobrojne tocke na krivulji (4.26): (z,y) = (0,£1) i (x,y) = (120, £6479).

Sve cjelobrojne tocke na krivulji (4.26) moZemo dobiti i primjenom metoda iz
Potpoglavlja 4.5, odnosno programa u Magmi navedenih na kraju tog potpoglavlja.
Prisjetimo se da smo u Primjeru 2.9 pokazali da je rang krivulje (4.26) jednak 1,
dok smo u Primjeru 2.12 pokazali sa se tocka P = (0, 1) moZe uzeti kao generator.
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Za primjenu funkcije ITntegralPoints, uzet ¢éemo jednadzbu y? = (z + 1 -
3)(z+1-8)(x+3-8) = x®+ 3522 +288x+576 te na kraju odbaciti one tocke ¢ije koor-
dinate nisu djeljive s 24. Dobivamo da su cjelobrojne toc¢ke na modificiranoj krivulji
(—24,0), (—18,=£30), (—10,=£14), (—8,0), (=3 : 0), (0,424), (1,£30), (32, £280),
(2880, £155496), od kojih uvjet djeljivosti s 24 zadovoljavaju samo (—24, 0), (0, +:24)
i (2880, £155496) pa, kao i prije, dobivamo tocke na (4.26) s z-koordinatama —1, 0
i 120.

Do rjeSenja moZemo do¢i i primjenom funkcije IntegralQuarticPoints.
Naime, iz jednadZbi (4.28) i (4.29), dobivamo da su 3u? — 2 i 8u? — 7 kvadrati,
odakle mnoZzenjem dobivamo kvartiku 24u* — 37u? + 14 = 22. Sada nam Magma
za IntegralQuarticPoints([24,0,-37,0,14]) daje da su sve cjelobrojne
totke na kvartici (1, 41) i (£11, £589), paiz x = u? — 1 dobivamo z = 0 i z = 120
(ovdje smo ve¢ prethodno bili uocili da je x = —1 jedino rjeSenje za y = 0, pa smo
dalje radili uz pretpostavku da je y # 0).

Preostaje nam prikazati najavljeni Baker-Davenportov dokaz o jedinstvenosti
prosirenja Diofantove trojke {1,3,8} do Cetvorke s d = 120. Kao $to smo ve¢ ar-
gumentirali, taj rezultat ujedno nalazi sve cjelobrojne toc¢ke na eliptickoj krivulji
y? = (r+1)(3x+1)(8z + 1).

4.6.1 Linearne forme u logaritmima

Problem prosirenja Diofantove trojke do Cetvorke moZe svesti na rjeSavanje sus-
tava Pellovih ili (generaliziranih) pelovskih jednadzbi. RjeSavajuéi svaku od tih jed-
nadzbi pojedinacno te izjednacavajuéi izraze dobivene za zajednicku nepoznanicu
u sustavu, dolazimo do jednadzbe koju mozZemo zapisati u pribliznom obliku (za-
nemajudi ¢lanove koji za velike indekse/eksponente m i n brzo teze k nuli)

,y.a'rn%(S.ﬁn,
gdje su «, 8, ~, § kvadratne iracionalnosti. Logaritmiranjem dobivamo

mlnafnlnﬂJrln% ~ 0.

Od kraja 60-ih godina 20. stoljeca, i prvih radova Alana Bakera, do danas, poz-
nato je vise rezultata koji govore o tome da linearna forma u logaritmima algebar-
skih brojeva ne moze biti jako blizu nuli. Takvi rezultati daju (eksplicitnu) gornju
ogradu za m i n u nasem problemu traZenja rjeSenja sustava generaliziranih pelov-
skih jednadzbi, a primjenjivi su i na mnoge druge diofantske probleme.

Razvoj teorije linearnih formi u logaritmima motiviran je sedmim Hilbertovim
problemom, koji je trazio da se dokaze da ako je « algebarski broj # 0,1 te 8
algebarski i iracionalan, onda je o” transcendentni broj. Tu su tvrdnju dokazali
neovisno Gelfond i Schneider 1934. godine. Baker je 1967. godine poop¢io taj re-

zultat i dokazao da ako su «ay, . .., algebarski brojevi # 0,11 4, ..., 3, algebarski
brojevi takvida su 1, 5y, . . ., 8, linearno nezavisni nad Q, onda je broj afl - -a,ﬁ"
transcendentan.

Dakle, ako su ay,...,an,51,..., B, kao gore, a «, 1 proizvoljan algebarski

broj, ondaje f1Ina;y + -+ BnInay, # Inayq1. Stovise, Baker je pokazao da broj

|61 Inag +---+ Bn Ina,, — 1no‘n-{-l'
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ne moze biti jako mali.

Za primjene na diofantske jednadzbe, od interesa je malo drukdcija situacija, u
kojoj su ;-ovi cijeli brojevi. Dakle, promatramo izraze oblika

A= b1 111041 + - —i—bnlnan,

gdje sub; € Z,i = 1,...,n. U nasim primjenama «;-ovi ¢e biti pozitivni realni
brojevi, tako da ¢e In biti obi¢na realna logaritamska funkcija. U opéem slucaju, In
je glavna grana kompleksne logaritamske funkcije.

Pokazuje se da ako je A # 0, onda se |A| moZe ocijeniti odozdo ogradom koja
ovisi o apsolutnim vrijednostima b;-ova te stupnjevima i visinama «;-ova.

Jedan od najboljih (i najjednostavnijih za primjenu) poznatih opcih rezultata
ovog tipa je sljedeci teorem Bakera i Wiistholza iz 1993.

Teorem 4.5 (Baker-Wiistholz, 1993.). Neka je A = bylna; + -+ + by Inay, line-

arna forma u logaritmima algebarskih brojeva a;, ..., o, s cjelobrojnim koeficijen-
tima by, ..., by,. Ako je A # 0, onda je

In|A| > —18(n + 1)In" " (32d)" 2 In(2nd)h (a1) - ... - ' (a,) In B,
gdie je d = [Qas,...,an) : Q, B = max{lbal,.... bal}, h(a) = max{h(a),

Lllna|, £}, a h(w) je logaritamska Weilova visina.

Prisjetimo se ovdje nekoliko definicija visina i mjera algebarskih brojeva. Neka
je « algebarski broj, neka je P(z) njegov cjelobrojni minimalni polinom

d
P(l‘):admd+...+a1x+a0:adH(m_a(i)).

i=1

Visina (naivna visina) od « je H(«) = max{|ag|, |a1],- - -, |adl},

d
M(a) = |ag] l_ImaLx{|oz(i)|7 1},
i=1

jest Mahlerova mjera, a h(a) = 4 In M(a) je logaritamska Weilova visina.

Rezultat Bakera i Wiistholza je malo poboljsao Matvejev 2000. godine. Postoje i
poboljsanja za slucajeve (koji su najvazniji za primjene) n = 2 (Laurent, Mignotte,
Nesterenko, 1995.) i n = 3 (Mignotte, 2006.). Ta poboljsanja su vrlo relevantna kod
rjeSavanja parametarskih familija diofantskih jednadzbi jer obi¢no daju zakljuc¢ak
da za velike vrijednosti parametara imamo samo “trivijalna” rjeSenja te ostavljaju
relativno malen broj pojedinacnih jednadzbi koje treba posebno ispitati. Kad je u
pitanju samo jedna konkretna jednadzba, onda je Baker-Wiistholzov teorem (pa ¢ak
i polazni Bakerov rezultat iz 1967. godine), u kombinaciji s metodama redukcije
koje ¢emo obraditi u sljede¢im potpoglavljima, najc¢es¢e sasvim dovoljan.

4.6.2 Baker-Davenportova redukcija

Ve¢ smo napomenuli da se mnogi problemi iz diofantskih jednadzbi mogu tran-
sformirati u nejednadzbe za linearne forme u logaritmima algebarskih brojeva. Te
nejednadzbe obi¢no imaju oblik

[nilnag + -+ nplnag| < cre~ 2V,
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gdje sunq,...,n; € Z, N = max{|ni|,..., |nk|}, te c1, ca pozitivne konstante. Tada
se mogu primijeniti rezultati iz prethodnog potpoglavlja (npr. Baker-Wiistholzov
teorem). Tako se dobije nejednadzba oblika

c3sIn N > coN —Incy,

odakle slijedi da je N < Ny, gdje je Ny eksplicitna konstanta (obi¢no dosta velika,
npr. 102° ili 101%9). Buduéi da je Ny najée$ée prevelik (osim kada je k = 2) da bi se
ispitali svi moguci preostali slucajevi, postavlja se pitanje moze li se ta ograda sma-
njiti. Odgovor je potvrdan. Naime, poznata su dva algoritma koja (ako su ispunjeni
odredeni tehnicki uvjeti) ogradu N < Ny zamjenjujus N < Ny, gdje je N1 = In Np.

S jednom od te dvije metode, LLL-redukcijom, smo se ve¢ susreli, a sada ¢emo
prikazati drugu (“stariju”) metodu, tzv. Baker-Davenportovu redukciju. Nju su uveli
Baker i Davenport u ¢lanku iz 1969. godine u kojem su dokazali da ako je d prirodni
broj takav da je {1, 3,8,d} Diofantova Cetvorka, onda d biti jednak 120, te tako
ujedno dokazali da se Diofantova Cetvorka {1, 3, 8,120}, koju je pronasao Fermat,
ne moze prosiriti do Diofantove petorke.

Prikazat ¢emo sada kako se Baker-Wiistholzov teorem (ili neki drugi rezultat
slicnog tipa) moze primijeniti na problem proSirenja Fermatova skupa.
Neka je d prirodni broj takav da je

1-d+1=2% 3-d+1=1v% 8-d+1=2°
Tada je

y? — 32 = -2, (4.32)
2% — 8% = -7, (4.33)

pa smo dobili sustav pelovskih jednadzbi sa zajednickom nepoznanicom x.

Za dva rje$enja x + yv/d i ' + y/+/d pelovske jednad?be 22 — dy? = N kazemo
da su asocirana ako se jedno iz drugog moze dobiti mnozenjem s nekim rjeSenjem
pripadne Pellove jednadzbe x? — dy? = 1. Lako se provjerava da je na ovaj nacin
uvedena relacija ekvivalencije na skupu svih rjeSenja. Medu svim elementima jedne
klase rje$enja, biramo jedan, 2* + y*/d, koji zovemo fundamentalno rjesenje, Bi-
ramo ga tako da y* poprimi najmanju mogucu nenegativnu vrijednost medu svim
elementima = + yv/d u klasi. O rjeenjima pelovskih jednadzbi, i njihovoj vezi s
pripadnih Pellovim jednadzbama, govori sljedeéi teorem.

Teorem 4.6 (Nagell, 1951.). Neka je u + vv/d fundamentalno rjesenje jednadzbe
z?—dy? = 1. Tada za svako fundamentalno rjesenje x*+y*+/d jednadgbe x> —dy? = N
vrijede nejednakosti:

0<y* < —— /N,

2(u+e)

IN

. 1
2] < /5t 2N

gdjejee =1akoje N >0, aes = —1akoje N < 0. Posebno, fundamentalnih rjesenja
(pa i klasa rjesenja) ima konacno mnogo.
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Dokaz: Dokazat ¢emo tvrdnju za N < 0. Dokaz za N > 0 je analogan. Defini-
rajmo cijele brojeve /.y’ s &’ +y'Vd = (z* + y*Vd)(u — 6vV/d), gdje je § = 1 ako je
z* >0,ad = —1 ako je * < 0. Tada =’ + 3’V/d pripada istoj klasi kao i z* + y*V/d,
pa zbog minimalnosti od y* zaklju¢ujemo da je

Y =uy* —dva* >y,
$to povladi v|z*| < (u — 1)y*. Kvadriranjem dobivamo
V¥ (d(y*)? + N) < (u? = 2u+1)(y")?,
tj. (y*)?(2u — 2) < |N| - v?, pa dobivamo trazenu nejednakost za y*. Sada je

—dNwv? —~N@?—-2u+1) |N|-(u—1)
*\ 2 *\2 N N
(@) =dy )+ N5 —5+ 2u— 2 2

Otito su fundamentalna rjeSenja pripadnih Pellovih jednadzbi 32 — 322 = 11
22 — 82 =1, 2+ /3, odnosno 3 + /8. Sada se iz Teorema 4.6 lako dobije da su sva
rjeSenja jednadzbe (4.32) dana s

y+2vV3==+(1+V3)(2+V3)", (4.34)
a sva rjeSenja jednadzbe (4.33) sa

Z 4 2V8 = £(1 £ V8)(3+ V8)™. (4.35)
MoZemo pretpostaviti da je = pozitivan. Imajuéi u vidu da je (1 — v/3)(2 + V3) =

—(14+/3), u (4.34) mozemo izostaviti predznake — (klasa je dvozna¢na), pa dobi-
vamo sljedec¢u eksponencijalnu jednadzbu

(1+V3)2+V3)" - (1-V3)(2—V3)"

23
2V2+£1)3+2v2)" + (2V2 F 1)(3 — 2v2)™
= , (4.36)
4v2
tj. jednadzbu oblika v, = w;>~, gdje su (v,), (w,>~) binarni rekurzivni nizovi.
Imamo v9 = wy’~ = 1, odakle je d = 0 (trivijalno rjeSenje) te vo = w; = 11,

odakle je d = 112 — 1 = 120. Zelimo dokazati da drugih rje$enja nema.
Lako se vidi da za n > 2 vrijedi w;>~ > v, odakle slijedi da je m < n.

Lema 4.7. Neka su m,n > 2 prirodni brojevi koji zadovoljavaju (4.36). Tada vrijedi
0< |A| <73- (2 + \/g)—?n7 (4.37)

gdje je
_ _ 2\/5(1 + \/g)
A =nln(2+3) mln(3+2\/§)+1n7\/§(2\/§ R

Dokaz: Ocito je

I+v3)2+v3)" o 2V2+1)B+2v2)"
2v/3 o 2v/2 ’

Up >
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paiz v, = w;>~ slijedi

(2v2+1)V3

3-2V2)™m <« 2T T 02— V3 < 1.7163(2 — V3)".
( ) (\/5+1)\/§( ) ( )
Sada iz (4.36), dijeljenjem s 2[—\2/%[1 - (3 +2v/2)™, dobivamo

2V2(1+v3) (2+VI)"

V3(2V2E1) (3+2v2)m

2\/5 +1 2m 2\/5(\/5 — 1) n m
< 2\/5—1'(3_2\/5) +\/§(2\/§_1)(2—\/§) (3—2V2)
< 7.29(2 — V3)?".

Iskoristit ¢emo sljedecu jednostavnu ¢injenicu: ako je a € (0,1)10 < | X| < a, onda
je
—In(1—a)

In(X +1
(X + 1) < —

X (4.38)

Zaista,

IIn(X +1)| =

= ! —In(l—a
<|X|.Z - :|X|~¥.

: a
=1

X (_1yi-lxi
;( )i

2v2(14V3) | _(24v3)" —
V3(2v/2+£1) ’ (312v2)m —11ia = 0.0027
(= 7.29 - (2 —/3)5), dobivamo trazenu nejednakost

Primjenom nejednakosti (4.38) na X =

Al < 7.3-(2—V3)%"
Jos treba dokazati da je |A| > 0. Ako bi bilo A = 0, onda bismo kvadriranjem
dobili da je
16(2 4+ V3)2 ! = 3(9 £ 4v/2)(3 + 2v2)?™,
$to je kontradikcija (jer je jednakost oblika a+bv/3 = c+dv/2, a, b, ¢, d € Q, moguéa
samo ako je b = d = 0). O
Sada je sve spremno za primjenu Baker-Wiistholzova teorema na formu A iz
Leme 4.7. Imamo: a1 = 24+ V3, as = 3+ 2V2, a3 = w, by = n,
by = —m, bz = 1, d = 4 (jer je Q(ay, az, a3) = Q(v/2,/3)). Gjelobrojni minimalni
polinomi su
() = 2 —4x 4+ 1,
Pu,(r) = 2* — 61 +1,
P, (r) = 4412* — 201623 + 28802 — 1536 + 256,

pasu visine h(a) = 1 In(2+v/3) ~ 0.6585, h(a2) = 3 In(3+2v/2) ~ 0.8814, h(as) =
%ln (441- 2(4+‘/§2)1(3+‘/§) . 2(4_\/52)1(3+\/§)) ~ 1.7836. Dakle, Baker-Wiistholzov te-

orem nam daje

In(JA]) > —18-4!-3*-(32-4)° - In24-0.6585- 0.8814- 1.7836 Inn > —3.96- 10'° Inn.



Diofantove m-torke i elipti¢ke krivulje 140

Usporedimo li ovo s (4.37), dobivamo nejednadzbu
3.96 - 10 Inn > 2.63n — 1.99,

koja povladi daje n < 6 - 106,
Sljedeca lema iz ¢lanka (Dujella & Pethd, 1998.) predstavlja jednu od varijanti
Baker-Davenportove redukcije.

Lema 4.8. Neka je « realan broj, te N prirodni broj. Neka je % konvergenta u razvoju
veriznog razlomka od k takva da je ¢ > 6N te neka su u, A, B realni brojevi takvi
daje A > 0iB > 1. Nekaje e = ||uq| — N - ||rql|, gdje || || oznacava udaljenost do
najblizeg cijelog broja. Ako je ¢ > 0, onda nejednadzba

O<nk—m+pu<A-B™",
nema rjesenja u prirodnim brojevima m i n takvima da vrijedi

In(42)

€

In B

<n<N.

Dokagz: Pretpostavimo da je 1 < n < N.Imamo
n(kq —p) + np — mq+ pg < gAB™".
Odavde je
qAB™" > |ug — (mq — np)| — nllkq| = |lugll — Nllsq|| = €

$to povlaci da je
In(42) -
n< <5
Napomena 4.2. Uvjet ¢ > 6N u lemi je donekle proizvoljan. Naime, s jedne strane
zelimo biti $to sigurniji da ¢e vrijediti uvjet ¢ > 0, a s druge strane Zelimo da ¢ bude
Sto manji (da bi nova granica bila Sto manja). Iz svojstava konvergenti veriznih

razlomaka, znamo da vrijedi ||rq| < %, dok o ||ug|| opéenito znamo samo da je

< 1. Zato je razumno uzeti da je barem ¢ > 2N, a ¢ > 6N je eksperimentalno
potvrden kao dobar izbor.

Napomena 4.3. Ako uvjet £ > 0 nije zadovoljen, onda mozemo pokusati uzeti
sljede¢u konvergentu i provjeriti hoce li za nju uvjet biti zadovoljen. Cak i ako je
e < 0, moguce je dobiti neku informaciju o n. Naime, ako oznaéimo r = [ug + 3],
onda je

Inp —mq+r| < gAB™" + |ug — 7| + nlkg — p| < gAB™" + [|ug|| + N||xq||

1 1
< gAB™T"+ -+ —.
1 T27%
Ako je gAB™" > £, ondajen < nGB49) Akoje gAB™" < %, onda je np—mg+r =0,
Sto znaci da je np = —r (mod ¢). Ova kongruencija ima jedinstveno rjeSenje n = ng

(mod ¢), paizn < N < g, slijedi da je n = no.
Teorem 4.7. Ako je {1, 3,8, d} Diofantova Cetvorka, onda je d = 120.



Diofantove m-torke i elipti¢ke krivulje 141

Dokaz: Primijenimo redukciju iz Leme 4.8 na formu A iz Leme 4.7 uz N =

16 In(2+v/3) n( AL 7.3 2
. .. _In _ 3(2v2+1 _ . —
6-10"°. Ovdjeje s = {[T50, i = a5 A= gavey B = @+HV3)

Razvoj od k u verizni razlomak je
[0,1,2,1,20,1,5,3,8,5,1,2,1,1,1,1,4,3,3,3,1,6,3,1,2,22,
1,2,8,2,1,2,6,3,20,2,10,3,.. ],

pa je prva konvergenta od « koja zadovoljava uvjet ¢ > 6N jednaka

p  742265900639684191

q  993522360732597120

Vidjet ¢cemo da Ce za i trebati uzeti sljede¢u konvergentu, pa promotrimo najprije
$to se dobije za 2. Imamo || pag|| = 0.24492, ||kq||-N ~ 0.01878, paje ¢ ~ 0.22614 >
0. Primjenom Leme 4.8, dobivamo da je n < 16. Sada moZemo ponoviti redukciju s
N = 16. Odgovarajuca konvergenta je sada ZL: = % i redukcija daje n < 3.

Kao $to smo ve¢ rekli, primjenom Leme 4.8 za u; i gore navedene p, ¢, dobivamo
negativan ¢ (||u1q|| ~ 0.007626, ||xq|| - N = 0.01878). Stoga uzimamo sljede¢u
konvergentu

P 2297570640187354392

Q  3075296607888933649°

Dobivamo ||u1Q| = 0.2989, ||<Q]| - N ~ 0.002254, pa je pripadni ¢ ~ 0.29665 > 0
te mozemo primijeniti redukciju, koja nam daje n < 17. Ponovimo li redukciju za
N = 17, ponovno dobivamo da je odgovaraju¢a konvergenta Z—: = % i redukcija
nam daje n < 4.

Lako se provjerava da jednadzbe v,, = w,’>~ nemaju rjeSenja za n = 3, 4. Tako
smo dovrsili dokaz tvrdnje da ako je {1, 3, 8, d} Diofantova Cetvorka, onda mora biti
d = 120. O

4.7 Parametarske familije eliptickih krivulja

U prethodnim potpoglavljima smo prikazali nekoliko metoda pomocu kojih se u
principu moze odrediti sve cjelobrojne tocke na eliptickoj krivulji induciranoj ne-
kom Diofantovom trojkom. Vedi ili manji problemi sa svim tim metodama se po-
javljuju kad zelimo odrediti sve cjelobrojne tocke na nekoj parametarskoj familiji
eliptickih krivulja indiciranih Diofantovim trojkama. Da bi ustanovili koje su vrijed-
nosti od «, 8, u sustavu

ar +1=afu? br+1=ay? czx+1=_73yw?

moguce, trebali bi znati nesto o djeliteljima brojeva b — a, ¢ — a i b — ¢. Ovi brojevi
i njihovi faktori se pojavljuju i kod pripadnih Thueovih jednadzbi, kao kandidati za
brojeve ¢ koji trebaju biti faktori od determinante izvjesnog sustava jednadzbi, a
takoder i kod racunanja ranga pripadne elipticke krivulje, $to nam je informacija
nuzna za primjenu metode eliptickih logaritama.

Ve¢ za najjednostavniju parametarsku familiju Diofantovih trojki {k — 1,k +
1,4k}, koju smo susreli ve¢ kod Diofanta, to ukljucuje djeljitelje brojeva 3k — 1 i
3k + 1, o kojima za proizvoljni k£ ne moZemo reéi gotovo nista. Ako bismo nekako
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uspjeli zakljuciti (makar uz neke dodatne pretpostavke) daje a« = 8 = v = 1
jedina moguénosti (ili da osim te, imamo jo$ neke sasvim eksplicitne moguc¢nosti),
onda bismo odgovarajuce sustave mogli pokusati rijeSiti metodom linearnih formi
u logaritmima. Ona ¢e nam, poput slucaja trojke {1, 3,8}, dati gornju ogradu za
indekse m i n u nizovima rjeSenja odgovaraju¢ih pelovskih jednadzbi. No, te ¢e
ograde ce ovisiti 0 a, b, ¢, odnosno o parametru k u slucaju parametarske familije
trojki.

Da bi dobili rjeSenje problema, barem za dovoljno velike vrijednosti parame-
tra k, treba nam neka metoda za dobivanje donje ograde za rjeSenja. Za tu svrhu
se obitno rabi “metoda kongruencija”, ili u dosta opéenitom obliku uvedenom u
clanku (Dujella & Pethd, 1998.) ili u nekom specijalnijem obliku koji koristi svoj-
stva konkretne familije trojki.

Ako usporedbom gornje i donje ograde dobijemo konktradikciju za dovoljno
velike vrijednosti parametra k, onda ¢emo imati rijeSen problem za k > kq. Ako ko
nije velik, onda preostale konkretne jednadzbe mozZemo pokusati rijesiti nekom od
metoda opisanih u prethodnim potpoglavljima. Dodatne pretpostavke koje omogu-
¢uju dobiti zakljucak da je « = 8 = v = 1 jedina moguénost, obitno uklju¢uju
pretpostavku da je rang elipticke krivulje “najmanji mogudi”, tj. jednak “generic-
kom rangu” promatrane familije eliptickih krivulja (rangu nad Q(k) u slucaju kad
su a, b, ¢ polinomi u parametru k).

Ako Zelimo dobiti isti zakljucak bez pretpostavke na rang, onda se ¢im elementi
trojke (pa onda i koeficijenti krivulje) postanu veliki (a to se kod trojki koje su
dane pomocu elemenata nekog rekurzivnog niza dogada vrlo brzo), javlja problem
nalazenja fundamentalnih rjeSenja Pellove jednadzbe. Naime, u takvim slucajevima
standardna metoda pomocu veriznih razlomaka nije dovoljno efikasna, pa se koristi
tzv. kompaktna reprezentacija kvadratnih iracionalnosti.

Upravo opisani postupak je proveden za nekoliko parametrarskih familija Di-
ofantovih trojki:

1. zatrojku {k — 1,k + 1,4k} uz pretpostavku da je rang krivulje jednak 1 (Du-
jella, 2000.) ili £ < 5000 (Najman, 2010.); takoder ako je k = 3n? + 2n — 2
ili k = 1(3m? + 5m) i rang jednak 2 (Dujella, 2000.);

2. zatrojke {k—1,k+1,16k%—4k}i{k—1,k+ 1,64k — 48k3 + 8k} uz pretpos-
tavku da je rang krivulje jednak 2 ili ¥ < 10000, uz mogudi izuzetak ¥ = 6300
za prvu trojku (Najman, 2009.);

3. za trojku {Fsy, Fokt2, Forya} uz pretpostavku da je rang krivulje jednak 1
(Dujella, 2001.) ili £ < 50 (Najman, 2010.);

4. za trojke oblika {1, 3, ¢} uz pretpostavku da je rang krivulje jednak 2 (Dujella
& Peth§, 2000.) ili ¢ = ¢, k < 100 (za k = 37 u pretpostavku da vrijedi ERH)
(Jacobson & Williams, 2002.).

U svim navedenim slucajevima, dobiveno je da su cjelobrojne tocke na krivu-
ljama tocno one koje predvida Slutnja 1.2 (z € {0,—1,dy,d_}).

U nastavku ¢emo prikazati navedeni rezultat za trojke oblika {1, 3, ¢}, uz pret-
postavku da je rang krivulje jednak 2, s time da ¢emo dio pomo¢nih rezultata do-
kazati u punoj opcenitosti, tj. za proizvoljnu Diofantovu trojku {a, b, c}.
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4.7.1 Sustav generaliziranih pelovskih jednadzbi
Neka je {a,b, ¢} (cjelobrojna) Diofantova trojka, takva da je
ab+1=71% ac+1=5% be+1l=1t%

koju zelimo prosiriti do ¢etvorke {a, b, ¢, d}. Tada prirodan broj d mora zadovoljiti
sustav jednadzbi

ad+1=2% bd+1=9y% cd+1=2%

Eliminirajuéi d iz ovog sustava, dobivamo sustav generaliziranih Pellovskih jed-
nadzbi

az’ —cx’ =a—c, (4.39)
b2l — ey’ =b—c. (4.40)
Opisat ¢emo sada skup rjeSenja jednadzbi (4.39) i (4.40). Primjetimo najprije

da su s++/ac i t++/bc netrivijalne jedinice s normom 1 u prstenima Z[/ac] i Z[v/bc].
Zaista, vrijedi: s> —ac-12=1it?> —bc-12=1.

Lema 4.9. Postoje prirodni brojevi iy, jo i cijeli brojevi zéi), :céi), z§j), y%j), i =

1,...,40, j = 1,...,jo, tako da vrijedi:

@ (z(()i), :c((f)) i (z%j ),yy )) su rjeSenja jednadzbi (4.39), odnosno (4.40).

(i) z(()i), x(()i), z§j ), y§j ) zadovoljavaju sljedece nejednakosti

R A @41
1g|zgi>|g,/(8_12)ic_“)<\/%<§, (4.42)
1§y§j>g,/;’ij_g< t;1<%, (4.43)
1§|Z§j>|g,/%§b)<\/;:\‘/fg<g. (4.44)

(iii) Ako su (z,z) i (z,y) rjesenja jednadzbi (4.39), odnosno (4.40), u prirodnim

brojevima, onda postojii € {1,...,i0}, j € {1,...,50} i cijeli brojevi m,n > 0
tako da je
2va + ay/e= (=5 Va+ 2§ /e) (s + Vaor™, (4.45)

Vb + yve= (Vo + 3 eyt + Vo). (4.46)
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Dokaz: Jasno je da je dovoljno dokazati tvrdnju leme za jednadzbu (4.39). Neka
je (z,x) neko rjesenje jednadzbe (4.39) u prirodnim brojevima. Promotrimo sve
parove (z*, z*) cijelih brojeva oblika form

2*Va+x*ve = (zv/a+ x/c)(s +ac)™, me.

Ocito (z*, 2*) zadovoljava (4.39) i z* je prirodan broj. Medu svim parovima (z*, z*),
izaberimo par sa svojstvom da je z* minimalan, te ozna¢imo taj par sa (zg, o).
Definirajmo cijele brojeve 2’ i 2’ sa

Z'Va+2'e = (z0v/a+ xoV/e)(s — evac),

gdje jee = 1 ako je zg > 0, a e = —1 ako je zg < 0. Iz minimalnosti od xg
zakljucujemo da je ©’ = szg — cazg > g, a to povladi da je alzg| < (s — 1)xo.
Kvadrirajuéi ovu nejednakost, dobivamo

acxd + ala — ¢) < (ac+2 — 2s)x?

i konatno ( )
5 _ alc—
<
=96 1)
Sada imamo
1 1 rac(c —a) (s—=1)(c—a)
2 _ 1. 2 _ z A —e) =2
zofa(c:cOJra C)§a<2(5—1) +a c) o . (4.47)

Primijetimo da je a > 1, b > 3 i ¢ > 8. Dakle, dokazali smo da postoji rjeSenje
(20, o) od (4.39) koje zadovoljava nejednakosti (4.41) i (4.42) (te stoga pripada
kona¢nom skupu rjeSenja) i cijeli broj m tako da vrijedi

zv/a +zv/e = (20V/a+ xoV/c) (s + Vac)™.

Preostaje dokazati da je m > 0. Pretpostavimo da je m < 0. Tada je (s + /ac)™ =
(s — ac)™ = a — By/ac, gdje su o i B prirodni brojevi koji zadovoljavaju a?
acf? = 1. Imamo z = azo — Bcxo pa iz uvjeta z > 0 dobivamo 22 > B%c(c — a)
¢(c — a), $to je ocito u kontradikeiji s (4.47).

Iz (4.45), zakljucujemo da je z = ') za neki indeks i i cijeli broj m > 0, gdje je

v(()i) _ Z(()w, UY) _ SZ(()i) " c:c(‘f), 0%2 _ stfﬁrl ON (4.48)

RV

dok iz (4.46), zakljucujemo da je z = w,(f ) za neki indeks j icijeli brojn > 0, gdje
je o . | | . .
wéj) = zy), ng) = tzij) + cy%j)7 w,Sﬁ_Q = th&)_l — ng) . (4.49)
Dakle, problem smo sveli na rjeSavanje jednadzbi oblika o) = w, tj. traze-
nje presjeka binarnih rekurzivnih nizova. RjeSavajuci kongruencije (4.48) i (4.49),
dobivamo

; 1 i i n i i m
o) = g (G Va+ ) VOs + vae) + (o Va - ol Vo) (s — vae)™),
(4.50)

(VB + D Ve (¢ + Vi)™ + (2D — ¢ Vo)t — Vbe)™). (4.51)

wi) =

2/b
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Sada ¢emo, na slican nacin kao $to smo to prethodno napravili u specijalnom

slucaju Diofantove trojke {1, 3, 8}, jednadzbu o8 = w$) transformirati u nejedna-

kost za linearnu formu u logaritmima.

() ;

Lema 4.10. Ako je o) = w§ im,n # 0, onda je

Vhve+ 2" Va)
0<m1n(s+\/&)fnln(tJr\/%)Jrln\/a(y(])\/_JrZ(J)\/_)< ac(s+\/_)

Dokagz: Stavimo

P= S Va+af Vo + vaon, Q=

Tada je

(4) (4) ©) ©)
p-l— Va(zy' Ve — 25" Va) (s—vao)™, Q= \/B(?h Ve— 2 Vb)

c—a c—b

7( \/_+y \/E)(t+\/5)”

( — Vo).

Stoga jednadzba v,, = w, postaje P — <=2P~1 = Q — <2Q~1. Ako je m,n > 1,
onda imamo da je

; 2y/c(c—a) Seve 3 [
P> —("\e— 12 1va) - 2v/ac = — : >2Y -2 /251,
RO AVer Ve o2V
2velc—b) _ 5eve
Ve O 2l
Sada iz

= () ()t - (e

zaklju¢ujemo da je P > (. Nadalje, imamo % < (&%)P~2. Bududi da je P >
3/%, imamo <=2P~2? < 3 < 1, te konatno dobivamo

O<lng:—l (1_TQ)

- 2(cfa)P72 _ 2(c—a) a (s + v/ag) 2
@ @ (Zo \/_ero)\/_)
Sada tvrdnja leme slijedi iz
2c—a), a 2’ Va— s Ve _ 2 IVa ey Vo) 2 8
©Evatavor ¢c-a c-a %c 3
O

Sada moZemo primijeniti Baker-Wiistholzov teorem na linearnu formu iz Leme
4.10. Imamo ! =3,d=4, B=m,

a1 = s+ +ac, OéQZt-‘r\/E,
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Vo Ve + % Va)
Vayve+2vb)

a3 =
pa dobivamo

1 1 1 1
h’(al):glna1<—lnc, h’(ag):ilna2<—lnc,

2 2
1 b2c 16 ,/b3c2 b 8 .,/b3¢
B (am)< =1 {2 b2~2{‘/—~—14/—~\/j~—14/—}
(a5)<4n a’(c=b) a 3 a a 3V a?
1 256 19,2 3
<4ln( 9 a bc)<1.3751nc7

8 1
In gac(s +Ve)7im < fgmlnc.

Stoga dobivamo

1 1 1
imlnc < 3.822-10%° - 51nc~ 51nc~ 1.375Inc-Inm

te
M 9262810 In%c. (4.52)
Inm

4.7.2 Metoda kongruencija

Metoda kongruencija se sastoji od zamjene jednadzbe v,, = w, s kongruencijom
Um = wy, (mod M) po prikladno odabranom modulu M. A ako se iz nje izvjesnim
dozvoljenim transformacijama dobije kongruencija oblika f(m) = g(n) (mod M’),
gdje je, uz pretpostavku da sum, n “mali”, 0 < f(m), g(n) < M’, onda kongruenciju
mozemo zamijeniti s jednadzbom f(m) = g(n). Ako nas ta jednadzba dovede do
kontradikcije, imat ¢emo Zeljeni zakljucak da m,n ne mogu biti “mali”.

Metodu Ce ilustrirati na primjeru trojke {1, 3, ¢}, iako ée biti jasno da se metoda
mozZe primjeniti i dosta opcenitije. Izostavljeni tehnicki detalji u dokazima mogu
se naci u ¢lanku (Dujella & Pethd, 1998.) u kojem je metoda kongruencija u ovom
obliku i uvedena.

Dakle, promatrat ¢emo Diofantove trojke oblika {1, 3, c}. Toznac¢idajec+1 =
52, 3c + 1 = t2, odakle slijedi da je t> — 35> = —2. To je upravo jednadzba (4.32),
za koju smo vidjeli da su joj sva rjeSenja dana sa

(1+V3)2+V3)F—(1-v3)(2-V3)"
23 '

Uvr$tavanjem u ¢ = s — 1, dobivamo da je ¢ = ¢y, gdje je

1
o = 6((2 +V3)(7T+4V3)F 4 (2 — V3)(T — 4V3)F — 4).
Niz (¢ ) zadovoljava rekurziju
cp = 14cp_1 — cp_o + 8.

Prvih nekoliko elemenata niza (¢x) su cg = 0, ¢; = 8, ¢a = 120, c3 = 1680, ¢4 =
23408. Nije tesko provjeriti da za trojku {1, 3, ¢} vrijedi da je dy = cx41 1 d- =
ci_1. Dakle, Zelimo dokazati sljedeci teorem.
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Teorem 4.8. Neka je k prirodan broj. Ako je d cijeli broj takav sa svojstvom da postoje
cijeli brojevi x,y, z takvi da je

d+1=2% 3d+1=14% cd+1=22 (4.53)

onda je d € {0, c—1, Ck+1}-

Pretpostavimo da je k najmanji prirodan broj za kojeg ne vrijedi tvrdnja iz Te-
orema 4.8. Zelimo dobiti (po moguénosti malu) gornju ogradu za k, te nakon toga
provjeriti tvrdnju teorema za sve k-ove manje od te ograde.

Dakle, trebamo rijesiti jednadzbu v,(n) = wg] ), uz a = 1ib = 3. Najprije ¢emo
pokazati da se pocetni ¢lanovi ovih nizova u nasem slucaju mogu odrediti proma-
tranjem odgovarajuc¢ih kongruencija.

Sljedeca lema se lako dokazuje indukcijom, koriste¢i (4.48) i (4.49).
Lema 4.11.

Ué'rZL = Zé) (mOd 20)) ’Uézn)q-i-l = Szé) + Cmgz) (mOd 20),

wéJn) = zy) (mod 2c), wéjn)ﬂ = tz(]) + cy(]) (mod 2c).

Lema 4.12.

1) Ako jednadzba v;n = wéjn) ima rjesenja, onda je zé) = z( D = 41

2) Ako jednadzba vgn)@ = wéjn) ima rjesenja, onda je in) ==£11i z§ ) = széz) =

+s.

3) Ako jednadzba vg = wén) 11 Ima rjedenja, onda je zf =+ti z( D = tz(] ) =

4) Ako jednadzba v2m = wéjn) 41 ima rjesenja, onda je zOZ) +ti z( D = ts,

Dokaz: Dokazat ¢emo samo dio tvrdnju 1). Dokazi ostalih tvrdnji leme su ana-
logni, iako nesto tehnicki zahtjevniji.
Iz Leme 4.11 imamo z( Q= z(j) (mod 2c¢), pa (4.42) i (4.44) povlace da je zé’) =

. Neka je dy = ((zig ))2 1)/c. Tada dy zadovoljava sustav (4.53). Usporedimo
do S ¢k—1. S jedne strane imamo da je cx—1 > ¢ /15, a s druge strane

1
do < L. VO _ Vom0 o156,

ck 23 2V3
Dakle, dy < cx—1, pa iz minimalnosti od k slijedi da je dy = 0. Stoga je |z§j)| =1pa
jezd? =20 = 1ili 2{? =2 = 1. O

Sada ¢emo promotriti nizove (v(¥ mod ¢?) i (w") mod ¢?), uzimajuéi u obzir da
iz Leme 4.12 znamo koji su im inicijalni ¢lanovi. (Izostavit ¢emo oznake (i) and (j)
buduéi da smo pokazali da su inicijalni ¢lanovi skoro jedinstveni.)

Lema 4.13.

1) vam = 20 + 2¢(m?z0 + mszo) (mod c?)
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2) Vami1 = szo + c[2m(m + 1)szo + (2m + 1)xg] (mod c?)
3) wa, = 21 + 2¢(3n?z1 + ntyr) (mod c?)
4) wapi1 = tzy +clbn(n + 1)tz + (2n + 1)y1] (mod ¢?)
Dokaz: Dokaz ¢emo lemu indukcijom, i to samo tvrdnju 1). Dokazi ostalih tvrd-
nji su analogni. Pritom koristimo ¢injenicu da nizovi (vay,) i (vam+1) zadovoljavaju

rekurziju
Amy2 = 2(20 +1)ams1 — m

dok nizovi (wa,,) i (wen+1) zadovoljavaju rekurziju
bpto = 2(60 + D)bpt1 — by -

Imamo: vy = 2o i v = 28220 + 2scxg — 20 = 20 + 2¢(20 + s70). Pretpostavimo
da tvrdnja 1) vrijedi za m — 1 i m. Tada je

Vomt2 = (4¢ + 2)vom — Vam—2
= dezg + 220 + 4e(m?20 + mszo) — 2o — 2¢[(m — 1)%29 4+ (m — 1)s0]
= 20 + 2c[20(2 + 2m? — m? 4+ 2m — 1) + sz (2m — m + 1)]
= 20+ 2¢[(m + 1)%20 4+ (m + 1)sz] (mod c?).

([l
Korolar 4.1. Jednadzbe vo,, = wan+1 1 Vamt1 = Wa, Nemaju rjeSenja.
Dokaz: Ako je vop, = wapny1, onda Leme 4.12 i 4.13 povlace
+2m?t + 4ms = £6n(n+ 1)t + (2n+ 1) (mod c).
Ali to je kontradikcija s ¢injenicom da je ¢ paran.
AKko je vam+1 = way, onda Leme 4.12 1 4.13 povlace
+2m(m + 1)s + (2m + 1) = £6n?s + 4nt (mod c)
pa ponovno dobivamo kontradikciju iz istog razloga. O

Za preostale dvije jednadzbe, znamo da neka mala rjeSenja postoje. Naime,
vg = wop = *+1 odgovara d = 0, dok v; = w; = cr + st odgovara d = d; = ck11,

odnosno d = d_ = c¢,_1. Metoda kongruencija nam za te dvije jednadzbe daje
sljededi zakljucak.
Lema 4.14.

1) Ako je vam, = wa, in # 0, onda je n > 0.105+/c.
2) Ako je vami1 = want1 in # 0, onda je n > 0.156 {/c.

Dokaz: Ponovno dokazujemo samo tvrdnju 1). Dokaz tvrdnje 2) je analogan.
Iz Leme 4.10 imamo

2mIn(s +v/c) — 2n1n(t +v3¢) <0,
pa je

STty hs+ve) | mveritve -

m ln(t—i—\/%) Inv3 In( CJF%JF\/E)
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S druge strane, Lema 4.13 povlaci
+2m? 4 2ms = £6n% + 2nt (mod c).

Pretpostavimo da je n < 0.105+/c. Tada je m < 0.124,/c. Imamo

)

2|+ m? + ms| < 2¢(0.124% + 0.124 - 1.005) <

A wlo

2| + 3n% + nt| < 2¢(3-0.105% 4 0.105 - 1.735)

N O

Stoga je £m? 4+ ms = +3n? + nt. Medutim,

0.876ms < +m? + ms < 1.124ms,
0.685nt < +3n% + nt < 1.315nt.

Nadalje, 1.727 < t/s < /3. Stoga za predznak + dobivamo
M5 50889 = 2 >1535,
nt n

dok za predznak — dobivamo
T2 50685 = = >1.182.
nt n

Dakle, u oba slucaja smo dobili kontradikciju s prije pokazanim 7> < 1.178. O

Propozicija 4.3. Ako je k najmanji prirodan broj za kojeg ne vrijedi tvrdnja Teorema
4.8, onda je k < 79.

Dokaz: Tvrdnju propozicije dobit ¢emo tako da usporedimo gornju ogradu za
indekse m, n dobivenu iz Baker-Wiistholzovog teorema, s donjom ogradom dobive-
nom metodom kongruencija.

Ako je v, = way,, Uz n # 0, onda iz nejednakosti (4.52) imamo

2m

= <2628-10"%In%¢.
In(2m) ne

S druge strane, iz Leme 4.14 imamo da je m > n > 0.105./c. Dakle, dobivamo
nejednadzbu za m:
m < 1.314 - 1012 In(2m) In?(91m?),

koja povladi da je m < 7-10%°. Odavde je ¢ < 5 - 10*3, te konac¢no iz
1 )
s2+ V3)(7 4+ 4V3)F < 5-10%,
slijedi da je k < 39.
Analogno, ako je vo,,+1 = wan+1, UZ n # 0, onda iz nejednakosti (4.52) imamo

2m+1

- <2628-10"1In%c.
In(2m + 1) e

S druge strane, iz Leme 4.14 imamo da je m > n > 0.156{/c, pa dobivamo sljedeéu
nejednadzbu za m:

m < 1.314- 10" In(2m + 1) In?(1689m*).
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Odavde je m < 3 -10%! te ¢ < 2 - 10%. Kona¢no iz
1
2+ V3)(7T +4V3)F < 2-10%,

slijedi da je k& < 79. O

Za dokazati Teorem 4.8, preostaje ispitati slucajeve k < 79, $to se, kao S$to
smo uvodno rekli, moZe napraviti sasvim analogno Baker-Davenportovog dokazu
slucaja k = 1, dakle pomocu Baker-Davenportove redukcije kojoj reduciramo gornje
ograde na m,n koje smo ve¢ dobili primjenom Baker-Wiistholzovog teorema.

4.7.3 Cjelobrojne tocke uz pretpostavku minimalnog ranga

Nakon §to smo u prethodnom potpoglavlju nasli sva cjelobrojna rjeSenja sustava
jednadzbi
rz+1=0, 3z+1=0, cr+1=0

pitamo se je li moguce naci sve cjelobrojne tocke na eliptickoj krivulji induciranoj
Diofantovom trojkom {1, 3, ¢t }, tj. eliptickoj krivulji

Er: y*=(x+1)Bx+1)(ckx + 1).

Uvodimo oznake: ¢, +1 = s2, 3¢, +1 = t2. Prikazat ¢emo dokaz sljedeceg rezultata
iz ¢lanka (Dujella & Pethd, 2000.).

Teorem 4.9. Neka je k prirodan broj. Ako je rank (E;(Q)) = 2, onda su sve cjelo-
brojne tocke na krivulji E), dane sa

(x,y) € {(=1,0), (0,£1), (ck—1, E£Sp—1tp—1(2ck—5ktk)), (Cht1, ESkr1tht1(2ck+Sktr))-

Podsjetimo se da na krivulji Fy, imamo tri racionalne tocke reda 2: A, = (—1,0),
By = (—35,0), Cx = (—;-,0) (od koji je samo A}, cjelobrojna), te jo§ dvije raci-
onalne totke Py = (0,1) i Ry, = (SehetZoet2htd (5””")(53’112)“”2)), za koje (osim
u slucaju k£ = 1 kad je trojka {1, 3, 8} regularna) mozemo ocekivati da ¢e biti neza-
visne tocke beskonac¢nog reda.

Odredimo najprije torzijsku grupu od Ej. Prema Teoremu 3.5, jedine moguc-
nosti su Z/2Z x Z/2Z i Z/27Z x Z/6Z. Ovu drugu moguc¢nost ¢emo eliminirati po-
mocu sljedece leme (Ono, 1996.).

Lema 4.15. Neka su M, N cijeli brojevi takvi da je MN(M — N) # 0. Elipticka
krivulja E dana jednadzbom y? = x(xz+ M)(x+ N) ima torzijsku grupu Z/27 x Z./6Z
ako i samo ako postoje cijeli brojevi o, 3, 6 takvi da je 5 ¢ {-2,-1,-3,0,1}i

M =6%(a* +2a%8), N =48*208% + p%).
Dokaz: Bududéi da krivulja F ima tri tocke reda 2, onda ¢e imati torzijsku grupu
Z/27Z x Z/6Z ako i samo ako ima neku racionalnu tocku reda 3. Uvjet da bi tocka

Q = (z,y) bila reda 3 je

3z + (4M + 4N)2® + 622 MN — M*N? = 0. (4.54)
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Rjesavajuéi jednadzbu (4.54) po N, dobivamo da z(x + M), tj. (M + z)/x mora
biti kvadrat. Pa stavimo: % +1 = (1+t)2. UvrStavanjem u (4.54), dobivamo da je
& = 241 Nekaje t = 4, gdje su a, § relativno prosti. Tada je

r — t2?

M _a28+a) N _ B(2a+p)

T . (4.55)

Bududi da je po Lutz-Nagellovom teoremu z cijeli broj, zaklju¢ujemo da je = oblika
r = da?B?. Uvrdtavajuéi ovo u (4.55), dobivamo da je M = da3(a + 28), N =
dB?(2a + (). Kona¢no, uvrStavanjem dobivenih izraza za M, N,z u jednadZbu
krivulje, dobivamo da je d potpun kvadrat, recimo d = 62, ¢ime smo dobili for-
mule za M i N iz iskaza teorema. Trazena tocka reda 3 ima koordinate Q =
(026242, £6%2 B (a + B)?). 0

Propozicija 4.4. E(Q)ors ~ Z/27 x Z./27

Dokaz: Kao sto smo vec rekli, za dokazati propoziciju treba jos samo eliminirati
moguénost da je torzijska grupa od Ej, Z/27Z x Z/6Z. To éemo napraviti primjenom
prethodne leme. Najprije trebamo dovesti krivulju Ej u oblik y? = x(z+M)(z+N).
Standarnim transformacijama dobivamo ekvivalentnu jednadzbu y? = z(z + ¢ —
3)(xz + 3¢, —3), paje M = ¢, — 3, N = 3¢, — 3. Dakle, Ej, ¢e imati torzijsku
grupu Z/27 x 7./6Z ako i samo ako postoje cijeli brojevi «, 3,4 takvi da je & ¢

{-2,-1,-1,0,1}i ’
cr —3=06%(a* +2a3B), 3cp —3=0%(2a8% + BY).
Zbrajanjem ova dva uvjeta, dobivamo
de, — 6 = 6%((® + af + B)? — 3a25?). (4.56)

Bududi da je ¢ paran, lijeva strana od (4.56) je = 2 (mod 8). To povlaci da je &
neparan, a takoder da sui « i 8 oba neparni. No tada je desna strana od (4.56) = 6
(mod 8), 3to je kontradikcija. O

Iz Leme 3.4 znamo da Ay, By, Cy ¢ 2E(Q). Sada Zelimo dokazati analognu
tvrdnju i za ostale relevantne kombinacije to¢aka Py, Ry, Ay, Bi, C. Pritom ¢emo,
kao i obi¢no, raditi s ekvivalentom krivuljom

Bl y?=(x+3)(x+cp)(x+3ck)

i odgovaraju¢im tockama na njoj dobivenim mnoZenjem koordinata s 3¢, da bismo
mogli direktno primijeniti Teorem 2.4.
Lema 4.16. P/, P+ A}, P/ + B, P, + C}, € 2E,(Q)
Dokaz: Imamo:
P]; + Al = (—Ck —2,—2¢c1 + 2),
PIQ + B;c = (—SCk + 6,6¢cr — 18)7
P+ C}, = (3 — ey, —c} + 4ci — 3cg)-
Iz Teorema 2.4 slijedi da P, P, + A}, P, + By, P, + C}. € 2E}.(Q), jer za svaku od

ovih tocaka barem jedan od brojeva x + 3, x + ¢, * + 3¢ ocito nije kvadrat, npr.
0+3=3, —ckr—2+ck=—2, =3¢, +6+3c, =6, c; —4ck + 3¢, = cp(cx, —1). O
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Lema 4.17. R, R} + A}, R+ B}, R}, + C}, ¢ 2E,(Q)

Dokaz: Imamo:

Ry, = (stp + 25 + 2t + 1, (tr + 1) (sk + 2) (e + 2)),

R;G + A, = (25k — 2tk — sptr + 1, (Sk — tk)(sk + 2)(tk —2)),
R;c + B]IC = (th — 28 — sgt + 1, (tk — sk)(sk — 2)(tk +2)),
;c + C’]/C = (Sktk — 25, — 2t + 1, (tk + Sk)(Q — Sk)(tk — 2))

Bududi da je 2s; — 2ty — sptp +4 = (sk + 2)(2 — tk) < 012t — 28, — Skt +4 =
(tk +2)(2 — s) < 0, zakljucujemo da R}, + A}, R} + B}, & 2E,.(Q).

Ako je R}, € 2E;(Q), onda je (tx + si)(tx +2) = O 1 (tx + sx)(sx +2) = O. Neka
je d = nzd(tx + sk, tp + 2, s + 2). Tada ¢ dijeli (¢ +2) + (sp +2) — (i + sx) = 4,
pa jer su sy it neparni, zakljucujemo da je 6 = 1. Dakle, imamo da je

tet+sp,=0, tp,+2=0, s,+2=0.
Neka je sj, + 2 = z2. Tada iz ¢7 = 3s — 2 dobivamo da je
324 — 122+ 10 = 0. (4.57)

Pomoc¢u funkcije IntegralQuarticPointsu Magmi, dobivamo da su cjelobrojna
rjeSenja od (4.57) dana sa z = +1, §to odgovara ¢, = 0.
Ako je Rj 4+ C}, € 2E;(Q), onda je (tx + sp)(tk —2) = 01 (tx +sx)(sk —2) =0,
pa kao gore dobivamo da je
tp+sp=0, tp—2=0, s,—2=0.
Neka je sada s, — 2 = 2% Tada iz t7 = 3s? — 2 dobivamo da je

324+ 12224+ 10 = 0. (4.58)

Pomoc¢u funkcije IntegralQuarticPoints u Magmi, dobivamo da su cjelobrojna
rjeSenja od (4.58) dana sa z = +1, £3, Sto odgovara ¢, = 8ic¢; = 120. No za ¢;, = 8,
tx—2 = 5—2 = 3 nije kvadrat, dok za ¢, = 120, t;, —2 = 19—2 = 17 nije kvadrat. [
Lema 4.18. Ako je k > 2, onda vrijedi R}, + P, R}, + P, + A, R, + P, + B, , R} +
P+ Cj, € 2E3(Q).

Dokagz: Ponovno Kkoristimo Teorem 2.4.

Ako je R, + P+ A}, € 2E,(Q), onda je 0 > cx (s + 2)(sx —tr) = O, dok ako je
R% +P’%+ B,% € QE%(Q), onda je 0 > cp(sy —2)(sx —tx) = 0. Dakle, R) + P, + A},
Ry + Py + By, ¢ 2E,(Q).

Ako je R; + P| € 2E;(Q), onda je
3ck(tk + Sk)(tk + 2) =0, Ck(tk + sk)(sk + 2) =0, 3(5k + 2)(tk + 2) = 0. (4.59)
Uvrstimo li 2¢;, = (¢ + sk)(tr — sk) u (4.59), dobivamo

(tk — si)(te +2) =60,  (tr —sk)(sk +2) =20, (sx+ 2)(tx +2) = 30.

Neka je § = nzd(sg + 2,t; + 2). Tada iz t7 — 3s7 = —2 slijedi da 6|6. Bududi da je
ti + 2 neparan, imamo da je ¢ € {1, 3}. Dakle,

sp+2=0 ili sp+2=30. (4.60)
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U dokazu Leme 4.17 smo ve¢ pokazali da s, + 2 = O povladi ¢, = 0, dok iz uvjeta
si+2 = 322, dobivamo 27z* — 3622 + 10 = O, $to povladi = = £1 i ponovno c; = 0.

Ako je R) + P| + C}, € 2E;,(Q), onda je

3Ck(tk+5k)(tk72): 4, ck(thrsk)(ska):D, 3(Sk72)(tk72):|:|.

Kao gore, dobivamo

(tk — Sk)(tk —2) =60, (tk — sk)(sk —2) =20, (Sk — 2)(tk — 2) =30, (4.61)
i zakljucujemo da je

sp—2=0 1ili s,—2=30. (4.62)

U dokazu Leme 4.17 smo ve¢ pokazali da sy —2 = O povlaci ¢, = 8 ili ¢, = 120, dok
iz s;,—2 = 322, dobivamo 272443622410 = O, §to nema cjelobrojnih rje$enja. Slucaj
¢, = 8 smo iskljucili pretpostavkom da je k& > 2 (inace bi imali (si,tx) = (3,5), Sto
zadovoljava (4.61)), dok za ¢, = 120 imamo (ss,t2) = (11, 19), $to ne zadovoljava
uvjet (s2 — 2)(t2 — 2) = 30. O
Propozicija 4.5. Ako je k > 2, onda tocke P} i R) generiraju podgrupu ranga 2 u
grupi Ey (Q)/ B (Q) ors-

Dokaz: Trebamo dokazati da mP], + nR), € E;(Q)
jem=mn=0.

Pretpostavimo da je mP;, + nR), = T € E;(Q),,, = {0, Ak, Bx, Ci}. Ako m i
n nisu oba parni, onda je ' = P;, R}, ili P, + R, (mod 2E}(Q)), $to nije moguce
prema Lemama 4.16, 4.17 i 4.18. Stoga su m i n oba parni, recimo m = 2m;,
n = 2n1, pa bududi da Ay, By, Cx, ¢ 2E;(Q), zaklju¢ujemo da je

s> Z& M, € 7Z, povlaci da

Dakle, dobili smo da je m1 P, +n1 R;, € E}(Q),,. Istom argumentacijom kao gore,
dobivamo da su m; i n; oba parni, te nastavljuju¢i ovaj postupak zakljucujemo da
jem=n=0. O

Dokagz Teorema 4.9:

Neka su U,V generatori grupe E;(Q)/E;(Q),, i X € E,(Q). Tada postoje
cijeli brojevi m, n i torzijska tocka T tako da je X = mU + nV + T. Takoder, tocke
P/ i R}, mozemo zapisati u obliku P, = mpU +npV +Tp, R}, = mrU +nrV +Tg.
Neka je Y = {O,U,V,U + V}. Tada postoje U1,U € U, T1,T> € E,(Q),,, tako
daje P, = Uy + T (mod 2E;,(Q)), R}, = Uy + T> (mod 2E,(Q)). Neka je Us € U
tako da vrijedi U3 = U; + Uz (mod 2E;(Q)). Tada je P, + R, = Us + (11 + T»)
(mod 2E;(Q)). Sada Leme 4.16, 4.17 i 4.18 povlace da Uy, U;,Us # O. Stoga je
{U1,U5,U3} ={U,V,U + V}.Dakle, X = X; (mod 2E;(Q)), gdje je

X1 €8={0,4,,B,,C,,P,,P.+A,, P+ B,,P,+C,,R,,R, + A, R, + By,
R, 4+ C}, R, + P.,R),+ P+ A},,R}, + P+ B},,R}, + P+ C} }.

Neka je {a,b,c} = {3,ck,3ck}. Prema Teoremu 3.1, funkcija ¢ : E,(Q) —
Q*/Q*? definirana sa

(x +a)Q*? ako je X = (z,y) # O, (—a,0)
p(X) =4 (b—a)(c—a)Q"? akoje X = (—a,0)
Q*? akoje X =0
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je homomorfizam grupa.
Ova Cinjenica, zajedno s Teoremom 4.8, povlac¢i da je dovoljno dokazati da za
sve X1 € S\ P, X1 = (3cru, 3cxv), sustav

r+1l=a0, 3x+1=p0, cx+1=~0 (4.63)

nema cjelobrojnih rjeSenja, gdje O oznacava kvadrat racionalnog broja, a «, 8,y su
definirani su +1 = o, 3u+ 1 = 3, cgu + 1 = ~ ako su svi ovi brojevi # 0, a ako
jeu+ 1 =0, onda stavljamo « = v (tako da je oSy = O). (Umjesto O, mozemo
uvrstiti bilo koji drugi element od 2F; (Q), primjerice 2R}, = S, = (1,2sxtx).)
Uotimo da za X; = P}, dobivamo sustave +1 =0, 3z +1 =0, ¢sz + 1 = 0O, koji
je u potpunosti rijesen u Teoremu 4.8.

Za X, € {A}, B}, P+ A}, P,+By, R+ A}, Ri.+B,, R+ P+ A}, R.+P,+By},
tocno dva od brojeva a, 3, su negativni, pa stoga sustav (4.63) nema cjelobrojnih
rjeSenja.

Dakle, trebamo razmotriti preostalih sedam slucajeva. S o’ ¢emo oznacavati
kvadratno-slobodni dio cijelog broja a.

1) X;=0
Imamo

r+1=3c¢0, 3rx+1=c0, cx+1=230 (4.64)

Iz druge jednadZzbe u (4.64) vidimo da 3 { ¢}, pa stoga prva i druga jednadzba
povlace da ¢, dijeli 3z + 1 i« + 1. Prema tome, ¢, | 3(x +1) — Bz + 1) = 2 te
zaklju¢ujemo da je ¢, = 1 ili 2. Dakle,

c, =0, ili ¢ =20

Medutim, ¢, = s; —1 = O je o¢ito nemoguce, dok ¢;, = 2w? vodi do sustava Pellovih
jednadzbi
si—2uw? =1, t&—6w?=1,

odkud dobivamo da je (2w? + 1)(6w? + 1) = 12w* + 8w? + 1 = O. Funkcija
IntegralQuarticPoints nam daje da je jedino rjeSenje u prirodnim brojevima
w = 2, §to odgovara ¢, = ¢; = 8 i u kontradikciji je s nasom pretpostavkom da je
k > 2. (Uotimo da za ¢; = 8 sustav takoder nema rjeSenja jer u ovom slucaju prva
i tre¢a jednadzba u (4.64) povlaceda 3| 7.)

2) X, =C,
Imamo

r+1=cp(cy — 1O, 3z+4+1=cicx —3)0, cxzx+1=(cx —1)(c; —3)0.

Ako 3 1 ¢, onda, kao u 1), dobivamo ¢}, = 11ili 2, te ¢, = O ili 20, $to smo pokazali
da je nemoguce.
Ako je ¢, = 3ey, onda e}, dijeli 3z + 113z + 3, pa je e, = 1ili 2. Prema tome,

c, =30, ili ¢, =60.

Jednakost ¢; = 30 je nemoguca jer povladi ¢ — 1 = 90, dok ¢ = 6w? vodi do
sustava Pellovih jednadzbi

si—6w?=1, t2—18w? =1,
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odnosno uvjeta (6w? + 1)(18w? + 1) = 108w* + 24w? + 1 = O, za kojeg funkcija

IntegralQuarticPoints pokazuje da nema rjeSenja u prirodnim brojevima.
3) X,=P,+C

Imamo

r+1=3(c; —1)0, 3x+1=(c;—3)0, crr+1=3(ck—1)(cx —3)0.

Bududi da je ¢, = s7 — 1, vidimo da ¢, # 1 (mod 3), pa = —1 (mod 3). Iz
druge jednadzbe imamo da (¢x — 3)’ nije djeljivo s 3, pa onda treca jednadzba daje
cxr+1 =0 (mod 3). Ovo povladidaje ¢y, =1 (mod 3), pa smo dobili kontradikceiju.

4) X\ =Ry
Imamo

x+1:6(tk75k)(tk+2)5, 3$+1:2(tk78k)(8k+2)5,
ckr +1= S(Sk + 2)(tk + 2)\].

Iz relacije 2 — 33% = —2slijedi da je nzd(ty, — s, sk + 2) = nzd(tx — sk, te +2) =1
ili 3.
Ako 3 1t — s, onda (2(tx —sx)) dijeli z+113z+1, paje stoga (2(t —si)) =1
ili 2. Prema tome,
tr — s =20 ili t, — s, =0.

Oznac¢imo t; — s = 2ay. Tada je
ap=0, a1 =1, apyo=4ary1 —ar, k>0.

Lako se vidi da a; predstavlja niz y-komponenti rjeSenja Pellove jednadzbe x> —
3y? = 1. Ako ovo kombiniramo s dobivenim uvjetom da je ar = w? ili ay = 2w?
dobivamo uvjete da je 3w* + 1 = O ili 12w* + 1 = O, od kojih prvi daje w = 1 ili
w = 2, dok drugi nema rjeSenja u prirodnim brojevima. ZakljuCujemo da je k& = 2.
Sada dobivamo 120z + 1 = 910, §to je nemoguce modulo 4.

Ako je t;, — s = 32k, onda (2z;)’ dijeli z + 11 9z + 3. Stoga (2z;) dijeli 6, Sto
povlaci da je a;, = 0,20, 30 ili 60, a kao gore dobivamo da je to moguce samo za
k=2 Alizak =2, — sy =8%0 (mod 3).

5 X, =R, +C}
Imamo
35'4’1:6(15;675]9)(15]672)[], 31‘+1:2(tk78k)(8k72)5,
ckr+1= 3(Sk — 2)(tk — Q)D.

Ovaj slucaj je potpuno analogan slucaju 4).

6) X, = R;c +P];
Imamo
$+1:(tk+8k)(tk+2)m, 3$+1:(tk+8k)(5k+2)m,
ckr + 1= (s +2)(tx +2)0.

Kao u slucaju 4), dobivamo da ako 3 t t; + s, onda (tx + sx) dijeli 2, a ako je
tr + sk = 3zi, onda z;, dijeli 6. Dakle, imamo da je ar+; = 0,20,30 ili 60, za Sto
smo vidjeli da je nemoguce za k > 2.
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7) Xi=R,+P,+C,

Imamo
T4+ 1=ty +si)(ty —2)0, 3z +1=(tp + sk)(sx —2)0,
ckr + 1= (sp —2)(tx —2)0.
Ovaj slucaj je potpuno analogan slu¢aju 6). O

Napomena 4.4. Postavlja se pitanje koliko je realistiCan uvjet da je rang krivulje
E) jednak 2. Bududi da koeficijenti od Ej, rastu eksponencijalno, rang krivulju Ej
moguce je izracunati samo za relativno male vrijednosti od k. Primjerice, c59 =
9.739822684 - 106, c1g9 = 1.525126277 - 10'15. Ipak, pomocu funkcije ellrank u
PARI-ju, dobiva se da je za k < 79 rang jednak 2 za sljedecih 28 vrijednosti od &:

2,5,6,12,14, 17,22, 24, 26, 27, 29, 36, 38, 41, 43, 47, 50, 53, 57,
61,62, 64, 66,67, 68,70, 72, 79.

Nadalje, za jo$ 16 vrijednosti rang je 2 ili 4 (uz pretpostavku da vrijedi slutnja o
parnosti), a za jo$ jednu vrijednost od k (k = 42) je rang 2 ili 4 ili 6. Ovi podaci
mozda sugeriraju da bi oko 50% krivulja ) moglo imati rang 2. To bi bilo u skladu
o opcenitim ocekivanjima da razli¢ite familije eliptickih krivulja uglavnom imaju
skoro minimalni rang te podjednako krivulja parnog i neparnog ranga, osim ako ne
postoji neki dobar razlog za drugacije ponasanje.



Poglavlje 5

Skupovi sa svojstvom D(n)

5.1 Egzistencija D(n)-cetvorki

Definicija 5.1. Neka je n cijeli broj (razli¢it od nule). Skup od m ragli¢itih nenul
cijelih brojeva {a1, as, ..., an} takvih da je a;a; + n potpun kvadrat za sve 1 < i <
j < m naziva se Diofantova m-torka sa svojstvom D(n) ili D(n)-m-torka.

Uobicajeno je slucaj n = 0 izbaciti iz definicije D(n)-m-torki bududi da je tri-
vijalno za vidjeti da postoje beskonacni skupovi sa svojstvom D(0) (moZemo uzeti
proizvoljno velik skup koji se sastoji od kvadrata, ili od kvadrata pomnoZzenih s istim
faktorom), ali kada se ovaj uvjet kombinira s nekim drugim netrivijalnim uvjetima,
onda se mogu pojaviti zanimljivi problemi (kao Sto ¢emo vidjeti u Potpoglavljima
5.3.315.3.4), te u tom kontekstu ima smisla dozvoliti i n = 0 u definiciji.

Lako se vidi da za svaki cijeli broj n postoji beskonacno mnogo D(n)-trojki.
Naime, ako je {a, b} bilo koji D(n)-par te ako je ab+n = x2, onda je {a, b, a+b+2z}
D(n)-trojka koju nazivamo regularna. Ako uzmemo primjerice da je a« = 1, onda
dobivamo beskona¢nu familiju D(n)-trojki {1, 22 — n, (x + 1) — n}.

No ve¢ kod D(n)-Cetvorki situacija je bitno zanimljivija, te ubrzo nailazimo i na
jos uvijek otvorene probleme.

U Teoremu 1.1 smo dokazali da ako je n = 2 (mod 4), onda ne postoji D(n)-
cetvorka. Sada ¢emo dokazati i svojevrstan obrat te tvrdnje. Ideja je skup cijelih
brojeva koji nisu oblika 4k 4 2 “prekriti” s nekoliko aritmetickih nizova, tj. linearnih
polinoma oblika ok + f3, za koje postoje D(ak + [3)-Cetvorke ¢iji su elementi poli-
nomi malog stupnja u varijabli k. Takve Cetvorke mozemo dobiti specijalizacijom
jednog od parametara u dvoparametarskim familijama Cetvorki koje sadrze dvije
regularne trojke. Jednu takvu familiju smo susreli u Potpoglavlju 3.4.1. Pokazali
smo da Cetvorka

{a,a(k +1)* — 2k, a(2k + 1)* — 8k — 4, ak® — 2k — 2} (5.1)

ima svojstvo D(2a(2k+1)+1). Podsjetimo se kako smo dosli do te ¢etvorke. Krenuli
smo od para {a,b} koji zadovoljava ab + n = z?, te promatrali skup {a,b,a +
b+ 2x,a + 4b + 4z}, koji sadrzi dvije regularne D(n)-trojke: {a,b,a + b + 22} i
{b,a+ b+ 2x,a+ 4b + 4x}. Preostalo je zadovoljiti uvjet a(a + 4b+ 4z) +n = 3%, a
njega smo zapisali u obliku

3n=(a+2z—y)(a+2z+y). (5.2)

157
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Nakon toga smo faktore na desnoj strani od (5.2) izjednacili s 3 i n, te dobili jed-
nadzbu a(b + 2) = (z — 1)(z — 3), koju smo zadovoljiti tako da smo uzeli da je
z = ak + 1, te smo uvrStavanjem dobili cetvorku (5.1).

Ako ne Zelimo uvoditi dodatne pretpostavke na moguce faktorizacije od n, uvjet
(5.2) mozemo zadovoljiti i tako da faktore na desnoj strani izjednac¢imo s 1 i 3n.
Tako dobivamo sustav jednadZzbi

a+2x—y=1,
a+2x+y=3n.

Zbrajanjem dobivamo 3n = 2a + 4z — 1, pa nam zamjena 3n s 3(z2 — ab) daje
a(3b+2)= Bz —1)(xz—1).

Stavimo da je = am + 1. Sada iz 3b + 2 = m(3z — 1) zakljucujemo da je m oblika
m = 3k + 1. UvrStavanjem dobivamo b = a(3k + 1)? + 2k, n = 2a(2k + 1) + 1 te
cetvorku

{a,a(3k +1)* + 2k, a(3k + 2)? + 2k + 2,9a(2k + 1)* + 8k + 4} (5.3)

sa svojstvom D(2a(2k + 1) + 1).

Dakle, dobili smo dvije formule (5.1) i (5.3) za D(2a(2k + 1) + 1). 1z njih spe-
cijalizacijom parametra ¢ ili k& dobivamo formule za D(n)-Cetvorke u kojima je n
linearni polinom, a elementi Cetvorke su polinomi malog stupnja (u sluc¢aju kad
specijaliziramo a, jedan polinom je konstanta, a ostala tri su kvadratni polinomi
u varijabli k, a kad specijaliziramo k, sva Cetiri polinoma su linearni polinomi u
varijabli a).

Kao Sto smo najavili, Zelimo da nam tako dobiveni linearni polinomi za n obu-
hvate sve cijele brojeve koji nisu oblika 4k + 2. Lako se vidi da cijeli broj koji nije
oblika 4k + 2 ima jedan od sljedecih oblika:

Ak +3, 8k+1, 8k+5, 8k, 16k-+4, 16k + 12.

Pokazimo da specijalizacijom parametra a te dozvoljenim transformacijama na ele-
mentima Cetvorke i odgovaraju¢em n-u, iz formula za D(2a(2k + 1) + 1)-Cetvorke
mozemo dobiti D(n)-Cetvorke za svaki od ovih Sest oblika.

Stavljaju¢i @ = 1 u (5.1) i (5.3), dobivamo Cetvorke sa svojstvom D(4k + 3).
Za a = 2 dobivamo cetvorke sa svojstvom D(8k + 5). Za a = 4, supstitucijom
k' = 2k + 1 (koja ¢uva cjelobrojnost elemenata), dobivamo Cetvorke sa svojstvom
D(8k’ + 1). Mnozedi sve elemente od (5.1), odnosno (5.3), s 2, stavljavljajuci a =
1 te supstitucijom k' = k + 1, dobivamo ¢etvorke sa svojstvom D(8k’). Nadalje,
stavljaju¢i ¢ = 2 te supstitucijom k&’ = 2k + 1, dobivamo cetvorke sa svojstvom
D(16k’ 4+ 4). Konacno, ¢etvorke sa svojstvom D(16k + 12) dobivamo mnoze¢i sve
elemente prethodno dobivenih ¢etvorki sa svojstvom D(4k + 3) s 2.

Dakle, za svaki od Sest sluCajeva imamo po dvije familije ¢etvorki. Preciznije,

o {1,k?—2k—2,k?+1,4k>—4k—3}1{1,9k>+8k+1,9k%+14k+6, 36k>+44k+13}
su D(4k + 3)-Cetvorke,

o {4,k =3k, k? +k+ 2,4k — 4k} i {4,9k% — 5k, 9k2 + Tk + 2,36k + 4k} su
D(8k + 1)-Cetvorke,
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o {2,2k% — 2k — 2,2k + 2k + 2,8k% — 2} i {2,18k2 + 14k + 2,18k + 26k +
10, 72k% + 80k + 22} su D(8k + 5)-Cetvorke,

o {1,k2—6k+1, k2—4k+4, 4k>—20k+9} 1 {1, 9k2—8k, Ok2—2k+1, 36k2—20k+1}
su D(8k)-Cetvorke,

o {4,k%— 4k —1,k% + 3,4k — 8k} i {4,9k% — 4k — 1,9k + 8k + 3, 36k2 + 8k}
su D(16k + 4)-Cetvorke,

o {2,2k2 — 4k — 4,22 + 2,8k% — 8k — 6} i {2,18k? + 16k + 2, 18k2 + 28k +
12, 72k* + 88k + 26} su D(16k + 12)-Cetvorke.

Ove formule pokazuju da za sve osim kona¢no mnogo cijelih brojeva n, takvih
dajen # 2 (mod 4), postoje barem dvije D(n)-Cetvorke. Kona¢no mnogo izuzetaka
dolazi zbog toga s$to za neke (male) vrijednosti parametra k neke od ovim cetvorki
mogu imati dva jednaka elementa (pa onda nisu “prave” cetvorke). Jos jedan slucaj
koji po definiciji treba iskljuciti je kad je neki od elemenata u ¢etvorkama jednak
0, no u tom slucaju n mora biti potpun kvadrat, a znamo ve¢ da u tom slucaju
postoji beskonacno mnogo D(n)-Cetvorki. Izuzetke je lako naci racunanjem nulto-
caka odgovarajucih kvadratnih ili linearnih polinoma. Nakon toga se moZe poneki
od izuzetaka eliminirati pretragom za D(n)-Cetvorkama s relativno malim elemen-
tima (primjerice, {1,12,477,23052} je D(52)). Tako se dobivaju sljede¢i rezultati
(Dujella, 1994.).

Teorem 5.1. Neka je n cijeli broj takavdan # 2 (mod 4)in ¢ S = {3,5,8,12,20,
—1,—3, —4}. Tada postoji barem jedna D(n)-Cetvorka.

Teorem 5.2. Neka je n cijeli broj takav dan # 2 (mod 4)in ¢ SUT, gdjeje T =
{7,13,15,21,24,28,32,48,60,84,—7,—12, —15}. Tada postoje barem dvije razlicite
D(n)-Cetvorke.

Slutnja je da za elemente skupa S ne postoji D(n)-Cetvorka. Za sada je poznato
za slutnja vrijedi za n = —1 i n = —4. Naime, Bonciocat, Cipu & Mignotte su 2022.
dokazali da ne postoji D(—1)-Cetvorka. A sljedec¢a propozicija pokazuje da odatle
slijedi i nepostojanje D(—4)-Cetvorki, buduéi da bi elementi D(—4)-Cetvorke morali
svi biti parni, pa bi dijeljenjem elemenata te ¢etvorke s 2 dobili D(—1)-Cetvorku.

Propozicija 5.1. Neka je n cijeli broj oblika 16k + 12 te neka je {by, b2, b3, bs} D(n)-
Cetvorka. Tada su svi brojevi b; parni.

Dokaz: Pretpostavimo da je b; neparan. Kvadrati pri dijeljenju sa 16 daju ostatke
0,1,4,9. Stoga je b;b; = 4,5,8,13 (mod 16). Ovo povlaci da ako je neki od brojeva
bo, b3, by paran, onda je on djeljiv s 4, a takoder i da ne mogu dva od ovih brojeva
biti djeljiva s 4. Zaklju¢ujemo da je medu brojevima bs, b3, by najvise jedan paran, tj.
barem dva neparna. Dakle, mozemo pretpostaviti da su by, bo, b3 neparni. Iz uvjeta
b;b; = 5,13 (mod 16) imamo b;b; =5 (mod 8), tj.

b1b2 =5 (mod 8), b1b3 =5 (mod 8), b2b3 =5 (mod 8)

MnozZenjem ovih triju kongruencija dobivamo (b1b2b3)* = 5 (mod 8), §to je kontra-
dikcija, jer kvadrati pri dijeljenju s 8 daju ostatke 0, 1, 4. &

Pored formula (5.1) i (5.3), u ¢lanku (Dujella, 1996.) su izvedene joS neke
formule za dvoparametarske Cetvorke. Tako je pokazano da ¢etvorka

{a,ak?® + 2k — 2,a(k 4+ 1)® + 2k + 4, a(2k + 1)? + 8k 4 4} (5.4
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ima svojstvo D(2a(2k + 1) 4+ 9), Cetvorka

{9a +4(3k — 1), (3k — 2)%a + 2(k — 1)(6k* — 4k + 1), (3k + 1)%a + 2k(6k* + 2k — 1),
(6k — 1)%a + 4k(2k — 1)(6k — 1)} (5.5)

ima svojstvo D(2a(6k — 1) + (4k — 1)?), Cetvorka
{a,ak® + 2(K* + k +1),a(k — 1)> + 2k(k — 1),a(k + 1) + 2(k + 1)(k + 2)} (5.6)
ima svojstvo D(2a(k* — 1) + (2k + 1)?), dok ¢etvorka
{a,a(3k+1)*+2(3k*+3k+1), a(3k+2)*+2(k+1)(3k+2), 9ak>+2k(3k+1)} (5.7)

ima svojstvo D(2ak(3k + 2) + (2k + 1)?).

Koristenjem formula (5.4)-(5.7), mogu se tvrdnje Teorema 5.1 i 5.2 pobolj-
Sati, ako ne u svoj opcenitosti, a onda barem za n-ove specijalnog oblika. Tako je
poznato (Dujella, 1998.) da ako je |n| dovoljno veliko i n = 1 (mod 8) ili n = 4
(mod 32) ili n = 0 (mod 16), onda postoji barem Sest, a ako je n = 8 (mod 16)
ili n = 13,21 (mod 24) ili n = 3,7 (mod 12), onda postoje barem Cetiri razli¢ite
Diofantove Cetvorke sa svojstvom D(n). Ipak, ako sa U oznacimo skup svih cijelih
brojevan,n # 2 (mod 4), za koje postoje najviSe dvije razlic¢ite Diofantove cetvorke
sa svojstvom D(n), otvoreno je pitanje je li U konacan ili beskonacan. Poznato je
da (dovoljno veliki) elementi od U moraju imati jedan od oblika: 4k + 3, 16k + 12,
8k + 5, 32k + 20. A za svaki od ovih oblika poznata su i dodatna ogranicenja. Pri-
mjerice, ako je n oblika 4k + 3, onda brojevi ‘”g” , ‘”gg‘ i 221 moraju biti prosti
(jer svaka njihova netrivijalna faktorizacija daje dodatnu cetvorku gore skiciranim
metodama), te je nadalje ili je broj |n| prost ili je n = pq, gdje supiq = p+ 2 prosti
brojevi blizanci te je p = 3 (mod 4) (jer i (skoro svaka) netrivijalna faktorizacija
od n daje dodatnu cetvorku). Ovaj rezultat je dokazan u ¢lanku (Dujella, 1998.),
s time da je slucaj p = 1 (mod 4) eliminiran u ¢lanku (Duyjella & Jurasi¢, 2011.),
preko sljedece formule za D((4k+1)(4k+3))-Cetvorke (za koju za sada nije poznato
ima li analogon za p = 3 (mod 4)):

{1, 144Kk* 4 216> 4+ 113k% + 20k + 1, 144k + 360k> + 329k2 + 134% 4+ 22,
576k + 1152k + 848k* + 272k + 33}.

5.2 Egzistencija racionalnih D(q)-petorki

U ovom poglavlju promatrat ¢emo racionalne D(n)-m-torke. U racionalnom slucaju
je uobictajeno govoriti o D(q)-m-torkama, pa ¢emo tako i mi napraviti.

Ve smo u Poglavlju 1.1 vidjeli da za svaki racionalan broj ¢ postoji beskona¢no
mnogo racionalnih D(q)-Cetvorki. Dat ¢emo sada jo$ jedan dokaz tog rezultata.

Teorem 5.3. Za svaki racionalan broj q postoji beskonac¢no mnogo racionalnih D(q)-
Cetvorki.

Dokaz: Promotrimo skup
{k,16k + 8,25k + 14, 36k + 20}. (5.8)

To je (racionalna) D(16k + 9)-Cetvorka za sve osim kona¢no mnogo cjelobrojnih
(racionalnih) k-ova (za koje je neki element jednak 0 ili su neka dva elementa
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medusobno jednaka). Mozemo je dobiti iz dvoparametarske formule (5.7) tako da
najprije medusobno zamijenimo « i k, a potom uvrstimo ¢ = —2.
Neka je sada s # 0 proizvoljan racionalan broj. Definiramo racionalan broj & sa

16k +9=g¢qs% tj. k = L= 7“’ . Sada iz (5.8) dobivamo racionalnu D(q)-Cetvorku

s> —9 ¢gs®> —1 25¢s®> —1 9qs —1
{ 16s = s 7 16s 4s }

(za sve osim kona¢no mnogo s-ova). Tvrdimo da smo na ovaj nacin dobili besko-

nacno mnogo razlic¢itih racionalnih D(q)-Cetvorki. Zaista, samo kona¢no mnogo

razli¢itih s-ova moze inducirati istu ¢etvorku. Za o € Q, uvjet qi.;g = « daje kva-

dratnu jednadzbu u s, koja ima najviSe dva rjeSenja. Isto vrijedi za ostale elemente

cetvorke. O

Prirodno se namece pitanje za koje racionalne brojeve ¢ postoji beskonacno
mnogo racionalnih D(q)-petorki. To pitanje je jo§ uvijek otvoreno, iako nedavni
rezultati iz ¢lanka (Drazi¢, 2022.) daju potporu slutnji da je odgovor potvrdan za
sve racionalne brojeve q.

Jasno je da u ovom pitanju mozemo pretpostaviti da je ¢ kvadratno slobodan
cijeli broj buduéi da mnoZenjem elemenata D(q)-m-torke s u dobivamo D(qu?)-m-
torku.

U slucaju ¢ = 1, vidjeli smo da je ve¢ Euler pokazao da postoji postoji be-
skona¢no mnogo racionalnih D(1)-petorki. U ¢lanku (Dujella, 2000.) je pokazano
da postoji beskonacno mnogo racionalnih D(—3)-petorki (tu se koristi ¢injenica
da elipticka krivulja y?> = 2% + 4222 + 4322 + 1296 ima pozitivan rang), dok
je u clanku (Dujella, 2002.) pokazano da postoji beskona¢no mnogo racionalnih
D(—1)-petorki (tu se koristi ¢injenica da elipticka krivulja pridruzena krivulji 2
—(2? — z — 3)(2* 4 2z — 12) ima pozitivan rang). Primjerice, {2, 12, %, 2 123
je racionalna D(—3)-petorka, dok su {9, 4, 2T 27 4933 j (29 ‘1% 79 1637 2911
racionalne D(—1)-petorke.

Dujella & Fuchs su 2012. bitno prosirili skup g-ova za koje je poznato da postoji
beskonacno mnogo D(q)-petorki, a taj je rezultat nedavno znatno poboljsao Drazic.

U dokazu Teorema 5.3 koristili smo polinomijalnu Diofantovu ¢etvorku sa svoj-
stvom D(n), gdje je n bio linearan polinom, a takoder su i svi elementi Cetvorke
linearni polinomi. Poznato je puno primjera takvih polinomijalnih ¢etvorki. Pos-
tavlja se stoga pitanje mozemo li nac¢i polinomijalnu petorku ¢iji su svi elementi
linearni polinomi. Odgovor je negativan, i to su dokazali Dujella, Fuchs & Walsh
2006. godine.

Skicirat ¢emo dokaz tog rezultata. Neka je {ax + b, cx + d,ex + f} polinomi-
jalna D(uz +v)-trojka, gdje su svi koeficijenti cijeli brojevi. Tada je {a%x + ab, acz +
ad,aex + af} polinomijalna D(a?ux + av)-trojka. Supstitucijom az + b = z dobi-
vamo polinomijalnu D(auz + v')-trojku {az, cz + d’, ez + f'}. MoZemo pretpostaviti
da je nzd(a, ¢,e) = 1 (inate uvedemo supstituciju z’ = znzd(a, ¢, €)), pa dobivamo
da su a, ¢, e potpuni kvadrati: a = A2, ¢ = C?, e = E?. Uvravanjem z = 0 vidimo
dajeiv’ potpun kvadrat: v’ = V2. Ali, v’ = a®>v—abu = A*v—A%bu,paje V = AW,
uz W2 = A%y — bu. Sada iz

22(C?2 + d) + (A%uz + A2W?) = (ACz + AW)?,

usporedbom koeficijenata uz z dobivamo da je d' = +2CW — u. I analogno f/ =
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+2EW — u. Dakle, imamo D(A%uz + A2W?)-trojku
{A%2,C%2 £ 2CW —u, B*2 £ 2EW — u}.
Pritom jos$ treba biti zadovoljen uvjet da je
(C?2 4+ 20W — u)(E?*2 £ 2EW — u) + (A%uz + A2W?)

kvadrat linearnog polinoma (u varijabli z), a to povlaci da je diskriminanta ovog
kvadratnog polinoma jednaka 0. Faktorizacijom diskriminante dobivamo uvjet

(C—E—-A)(C—-E+A)(£2CEW —Cu— Eu+ Au)(£2CEW — Cu— Eu— Au) = 0.
Uvjet £2CEW — Cu — Eu + Au = 0 se moZe zapisati kao
(£2CW — u)(£2EW — u) = u? £ 2AWu.

Dakle, ako polinomijalna petorka s linearnim polinomima postoji, onda postoji

D(A%uz + A2W?)-petorka ¢iji je jedan element A2z, a ostali imaju oblik
mfz +2m,W —u, i=1,2,3,4.

Pritom za ¢ # j vrijedi |m; — m;| = A (to odgovara op¢oj konstrukciji trojki oblika
{a,b,a +b+2r}) ili (£2m;W — u)(£2m;W — u) = u? £ 24AWu.

U spomenutom c¢lanku (Dujella, Fuchs & Walsh, 2006.), pokazano je da ovo
vodi do kontradikcije, Sto znaci da ne postoji polinomijalna petorka trazenim svoj-
stvom.

Medutim, u ¢lanku (Dujella & Fuchs, 2012.) pokazano je da je ove uvjete mo-
guce zadovoljiti ako se ispusti samo jedan uvjet (primjerice (4, j) = (3,4)). Stovie,
takva “skoro petorka” je u biti jedinstvena (sve ostale se iz nje mogu dobiti “dopus-
tivim” transformacijama). Taj skup je

{z,92 + 8,252 + 20,4z + 2,162 + 14}

koji sadrzi dvije polinomijalne D(10x + 9)-Cetvorke: {x, 92 + 8,25z + 20,4x + 2} i
{z,92 + 8,25z + 20, 16z + 14}.

Dakle, za racionalan broj x, skup
{z,4x + 2,92 + 8, 16x + 14, 25z + 20}
Ce biti racionalna D(10x + 9)-petorka ako vrijedi
(4z + 2)(162 + 14) + 10z 4+ 9 = 3> (5.9

za y € Q. Ovo je krivulja genusa 0. Uvrstimo li y = 8x + ¢t u (5.9), dobivamo
parametarsko rjeSenje
t? — 37
r=—F"—7<.
2(49 — 8t)
Nakon sredivanja (rjeSavanja nazivnika), dobivamo sljede¢i rezultat.

Teorem 5.4. Skup
{12 — 37, 4t% — 32t 448, 9% — 128t +451, 161> — 224t + 780, 25t% — 320t + 1035} (5.10)
je D(4(8 — t)(5t — 32)(8t — 49))-petorka.
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Neka je sada ¢ racionalan broj razlic¢it od nule. Zanima nas moze li se Teorem
5.4 iskoristiti za dobivanje racionalne D(q)-petorke. Ako postoje racionalni brojevi
s # 01t takvi da je

4(8 — t) (5t — 32)(8t — 49) = g¢s*, (5.11)

onda dijeljenjem svih elemenata skupa (5.10) sa s, dobivamo upravo jednu D(q)-
petorku. Jednadzba (5.11) definira elipticku krivulju nad Q. Dakle, zanima nas ima
li ta krivulja tocku sa s-koordinatom razli¢itom od 0, a to nas dovodi do promatranja
krivulja pozitivhog ranga u familiji eliptickih krivulja (u ovisnosti o parametru q).
U stvari, to je familija twistova elipticke krivulje

5% = 4(8 — t)(5t — 32)(8t — 49).

Supstitucijama ¢ = —x/40 + 49/8, s = y/20, dobivamo jednadzbu krivulje F u
Weierstrassovoj formi

E: y* =z(z + 11)(z + 75) = 2° + 862% + 825x. (5.12)

Krivulja F ima diskriminantu D = 2'63254112 i konduktor C' =330 =2-3-5-11.
Torzijska grupa joj je izomorfna sa Z/27Z x 7. /27 (jedine netrivijalne torzijske tocke
su one s y-koordinatom jednakom 0), a rang je jednak 1 s generatorom (x,y) =
(—15, 60).

Pitamo se sada koji g-twistovi krivulje E imaju pozitivan rang. I ovdje mozemo
pretpostaviti da je ¢ kvadratno slobodan cijeli broj. Promatramo familiju eliptickih
krivulja E, danu sa

E,: qy? = 2"+ 862® + 825z. (5.13)

Op¢enito, na krivulji oblika f(¢)y?> = f(z) lezi racionalna to¢ka (x,y) = (¢,1) be-
skonacnog reda. Ako zapiSemo ¢ = u/v, nzd(u,v) = 1, dobivamo da ako je ¢ oblika

q = uv(u® + 86uv + 82507), (5.14)

za cijele brojeve u, v # 0, onda je (u/v,1/v?) to¢ka beskonac¢nog reda na E,. To nam
daje beskonacno mnogo vrijednosti od ¢ za koje je rang pozitivan, i stoga za njih
postoji beskonacno mnogo racionalnih D(q)-petorki. MoZe se pokazati (Gouvéa &
Mazur, 1991.) da za ¢ > 0 i dovoljno velik NV, postoji barem N'/2~¢ kvadratno
slobodnih brojeva g, |¢| < N, oblika (5.14).

Ako pretpostavimo da vrijedi Slutnja o parnosti (“Parity Conjecture”) za twis-
tove od F, onda mozemo dati precizni opis onih g-ova za koje je rang ¢-twista
neparan (pa stoga i pozitivan). Slutnja o parnosti (za E) kaze da je rang Mordell-
Weilove grupe od E iste parnosti kao red is¢ezavanja pridruzene L-funkcije L(E, s)
u s = 1. Ova slutnja je slabiji oblik poznate Birch & Swinerton-Dyerove slutnje.
Slutnja o parnosti povlaci da za neparan kvadratno slobodan cijeli broj g koji je re-
lativno prost s konduktorom C' od E, rangovi od E i E, su iste parnosti ako i samo
ako je x,(—C) = 1, gdje je x4 kvadratni Dirichletov karakter priduZen kvadratnom
polju Q(,/q).

Spomenimo i Goldfeldovu slutnju koja predvida da je prosjecan rang svih twis-
tova od E jednak 1/2. Zajedno sa Slutnjom o parnosti, ovo povlaci da je broj kva-
dratno slobodnih ¢-ova, |¢| < N, takvih da E, ima rang 0 (odnosno 1) asimptotski
6N /7% kada N — oo. Za nasu svrhu, dovoljno je da je rang pozitivan, a Slutnja o
parnosti povla¢i da takvih kvadratno slobodnih g-ova sa |¢| < N ima > 6 N/72.
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Teorem 5.5. Za beskonacno mnogo kvadratno slobodnih cijeli brojeva q postoji be-
skonac¢no mnogo racionalnih D(q)-petorki. Ako pretpostavimo da vrijedi Slutnja o
parnosti, onda za sve kvadratno slobodne pogzitivne prirodne brojeve q u najmanje 497
klasa ostataka modulo 1320, te sve kvadratno slobodne negativne prirodne brojeve q
u najmanje 493 klase ostataka modulo 1320, postoji beskonacno mnogo racionalnih
D(q)-petorki.

Dokaz: Prvu tvrdnju iz teorema smo zapravo ve¢ dokazali. Ostaje jo$ provjeriti
da najviSe kona¢no mnogo razli¢itih to¢aka na elipti¢koj krivulji £, moZze inducirati
istu petorku. Za a € Q, uvjet tz‘T?” = « za tocku (t,s) na (5.11) daje polinom 4.
stupnja u ¢, pa najvise Cetiri tocke mogu zadovoljavati taj uvjet. Isto vrijedi za ostale
elemente petorke.

Pretpostavimo sada da vrijedi Slutnja o parnosti. Ako je nzd(gq,330) = 1, onda
Slutnja o parnosti povlaci da su rangovi od FE i njezinog ¢-twista iste parnosti ako
i samo ako je x,(—330) = 1, gdje je x, kvadratni Dirichletov karakter pridruzen

kvadratnom polju Q(,/q). Posebno, ako je ¢ = 1 (mod 4), onda je

Ya(~330) = <%) ,

gdje (-) oznacava Jacobijev simbol. Dobivamo da za sve g-ove koji zadovoljavaju

nzd(q,330) =1, ¢=1 (mod 4) i <%) =1,
g-twist ima neparan rang. Nalazimo da to¢no 80 klasa ostataka (mod 330-4 = 1320)
zadovoljava ove uvjete (kako za pozitivne, tako i za negativne g-ove). Za ¢ = 3
(mod 4), g-twist promatramo kao (—g)-twist od (—1)-twista of E. Izracunamo da
(—1)-twist ima konduktor 2¢ - 3 - 5- 11 i “root number” 1 (tako da je rang uvjetno
paran; ali lako se provjeri da je rang zaista jednak 0). Stoga dobivamo da je za sve
g-ove koji zadovoljavaju

nzd(¢,330) =1, ¢=3 (mod 4) i (%) =1,
rang ¢-twista neparan. To je zadovoljeno za 40 klasa ostataka (mod 165 - 4), tj. 80
klasa (mod 1320). Ako je nzd(g,330) = g > 1, postupamo slicno. Stavimo ¢ = gh,
te tada ¢-twist promatramo kao h-twist od g-twista od E (ili (—h)-twist od (—g)-
twista). Za g € {£2,+3,+5,+11, 46, +£10,+£15, £22, +£30, £33, +55, +66, £110,
+165, £330} izracunamo konduktor i “root number” od g-twista. U svakom od slu-
¢ajeva dobivamo da je konduktor oblika 2% - |g| - 330 za k € {0,3,4}). To pov-
la¢i da se uvjeti za ¢ mogu u svakom slucaju napisati u terminima klasa ostataka
(mod 1320). Konac¢no, za pozitivne g-ove dobivamo to¢no 497 klasa ostataka (mod
1320) (¢ = ¢ (mod 1320), ¢ = 1,7,9,10,11,18,21,22,23,30,...) koje zadovolja-
vaju uvjet da je rang od ¢-twista neparan (promatramo samo one klase Ciji ele-
menti nisu djeljivi sa 4, jer nas zanimaju samo kvadratno slobodni brojevi), dok
za negativne g-ove dobivamo 493 klasa ostataka (mod 1320) (—¢ = ¢ (mod 1320),
1=2,3,9,14,17,18,22,25,26, 27,30, ...) s istim svojstvom. O

Spomenimo da u promatranoj familiji postoje i krivulje ranga veceg od 1, npr.
E_5; ima rang 2, E_55; ima rang 3, Fs017 ima rang 4, Fig712449 ima rang 5,
FE18427930089 ima rang 6.
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Primjer 5.1. Najmanji prirodan broj ¢ > 1 za kojeg gornja konstrukcija daje D(q)-
petorke je ¢ = 7. Imamo twist 7y? = z(x + 11)(z + 75) s rangom 1 i generatorom
P = (x,y) = (—25,50). On inducira tocku (t,s) = (27/4,5/2) na (5.11). Sada iz
Teorema 5.4 dobivamo racionalnu D(7)-petorku

137 57 47 6 45
{40’107 407 57 8 }

Mnozedi elemente ove petorke s 40, dobivamo cjelobrojnu D(11200)-petorku. Po-

gledajmo tocku 2P = (4/7,414/49). Ona inducira toc¢ku (¢, s) = (1711/280,207/490)

na (5.11). Sada iz Teorema 5.4 dobivamo racionalnu D(7)-petorku (ovaj puta s po-

zitivnim ¢lanovima)

{2969 35681 383849 42401 205285}
36807 8280 ' 33120 * 2070 = 6624

Najvedi negativan broj s istim svojstvom je ¢ = —2. Za njega (—2)-twist ima rang
11 generator (x,y) = (—297/2,3465/4). On inducira tocku (¢, s) = (787/80,693/16)
na (5.11). Iz Teorema 5.4 dobivamo sljede¢u racionalnu D(—2)-petorku

{11593 5833 4059 1513 2377}
8400 " 21007 2800 525 " 336

Mnoze¢i elemente ove petorke s 8400, dobivamo cjelobrojnu D(—141120000)-petorku.

Spomenimo da je najmanji prirodan broj n za kojeg konstrukcija iz Teorema
5.4 daje cjelobrojnu D(n)-petorku n = 1309, za kojeg dobivamo D(1309)-petorku
{2,30, 106, 186,290}, dok je najveci negativan cijeli broj s istim svojstvom n = —299
preko D(—299)-petorke {14,22,30,42,90}. Vezano uz ove primjere, mozemo se
pitati koji je opcéenito najmanji prirodan broj n; i koji je najveéi negativan cijeli
broj ns za koje postoje Diofantove petorke sa svojstvima D(n;), i« = 1,2. Poznato
je da vrijedi ny < 256 i no > —255, buduéi da skupovi {1, 33,105, 320, 18240} i
{5, 21,64, 285,6720} imaju svojstva D(256), dok skup {8, 32, 77,203, 528} ima svoj-
stvo D(—255).

U Teoremu 5.5 smo vidjeli da uz pretpostavku da vrijedi Slutnja o parnosti za
otprilike 50% kvadratno slobodnih brojeva postoji beskona¢no mnogo racionalnih
D(q)-petorki (jer 990 klasa modulo 1320 sadrzi kvadratno slobodne brojeve). Ovaj
je rezultat znatno poboljsan u ¢lanku (DraZzi¢, 2022.). Naime, u tom je ¢lanku po-
kazano da se pored elipticke krivulje (5.12), jo§S sedam eliptickih krivulja moze
iskoristiti da se na analogan nacin, promatranjem twistova za koje Slutnja o par-
nosti povla¢i da imaju neparan rang, dobije zakljucak o postojanju D(q)-petorki.
Navedimo te krivulje u njihovoj kratkoj Weierstassovoj formi:

y? = 2% — 33210675z + 6964980750,
y? = 3 — 24651z + 1453194,
y? =% — 972272 + 10789254,
y? = 2® — 71552 + 187650,
y? = 3 4 2747252 4+ 126596250,
y? = 2® — 240032 + 1296702,
y

— 1196883z + 46619118.



Diofantove m-torke i elipticke krivulje 166

Nadalje, konduktori svih osam krivulja su “uskladeni”, u smislu da im se u fakto-
rizacijama pojavljuju neki zajednicki faktori. To omogucava sljedeéi zakljucak (uz
pretpostavku da vrijedi Slutnja o parnosti):

* za sve kvadratno slobodne prirodne brojeve ¢ u najmanje 295026 klasa osta-
taka modulo 394680 postoji beskona¢no mnogo racionalnih D(q)-petorki;

* (b) za sve kvadratno slobodne negativne cijele brojeve ¢ u najmanje 295435
klasa ostataka modulo 394680 postoji beskona¢no mnogo racionalnih D(q)-
petorki.

Dakle, uz pretpostavku da vrijedi Slutnja o parnosti, gusto¢a kvadratno slobodnih
cijelih brojeva za koje postoji beskona¢no mnogo racionalnih D(q)-petorki je barem
295026/296010 ~ 99.7% ~ 1 — 5. Pitanje postoji li za svaki racionalan broj ¢
beskonacno mnogo D(q)-petorki (a takoder i pitanje postoji li barem jedna D(q)-
petorka) ostaje i dalje otvoreno. Spomenimo da je ¢ = 1579 najmanji prirodan broj

za kojeg nije poznata niti jedna racionalna D(q)-petorka.

5.3 Skupovi sa svojstvom D(n) za viSe razlicitih n-ova

5.3.1 D(n)-trojke za viSe razli¢itih n-ova

Kod proucavanja D(n)-m-torki, obi¢no se cijeli broj n fiksira unaprijed. Medutim,
mozemo se pitati je i moguée da jedan te isti skup istovremeno ima svojstvo D(n)
za viSe razlicitih n-ova. To pitanje je prvi puta postavljeno u ¢lanku (A. Kihel, O.
Kihel, 2001.). Primjerice, {8,21,55} je istovremeno D(1)-trojka i D(4321)-trojka,
dok je {1,8,120} i D(1)-trojka i D(721)-trojka (Zhang, Grossman, 2015.).

U ovom potpoglavlju cemo skicirati rezultat iz ¢lanka (Adzaga, Dujella, Kreso,
Tadi¢, 2018.) u kojem je pokazano da postoji beskona¢no mnogo trojki {a, b, ¢} koje
su istovremene D(1), D(ngz) i D(ng)-trojke za 1 < ny < ng.

Kostrukcija koristi cjelobrojne tocke na eliptickim krivuljama povezanim s Di-
ofantovim trojkama. Neka je {a,b,c} Diofantova trojka te neka je ab + 1 = r?,
ac+ 1 = s%, bc + 1 = t2. Zanimaju nas cjelobrojna rjeSenja = sustava jednadzbi

r+ab=0, x+4+ac=0 x+bc=0. (5.15)
Promotrimo elipticku krivulju dobivenu mnoZenjem tri uvjeta iz (5.15):
E: y*=(z+ab)(z+ ac)(z + be).

Budu¢i da F ima samo kona¢no mnogo cjelobrojnih to¢aka, zaklju¢ujemo da postoji
samo konacno mnogo n-ova takvih da je {a, b, ¢} D(n)-trojka. Znamo da E(Q) ima
nekoliko o¢itih racionalnih tocaka:

A =(-bc,0), B=(—ca,0), C=(—ab,0), P=(0,abc), S=(1,rst).

Nadalje, iz Teorema 2.4 znamo da je za T € E(Q), broj + = z(T') racionalno
rjeSenje sustava (5.15) ako i samo ako je T' € 2F(Q). Dakle, zanimaju nas tocke u
presjeku 2E(Q) N Z2. Jedna takva tocka je totka S, koja odgovara z = 1. Zaista,
vidjeli smo ve¢ ranije da je S = 2R, gdje je

R=(rs+rt+st+1,(r+s)(r+t)(s+1t)) € E(Q).
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Tocke A, B, C su reda 2, pa nam ovdje nisu od interesa. U nasoj potrazi za Diofanto-
vim trojkama koje su D(n)-trojke za vise razli¢itih n-ova, trebamo dakle promatrati
trojke {a, b, c} za koje je 2k P+ ¢S € Z? za neke “male” cijele brojeve k i £. Opéenito
mozemo ocekivati da ¢e tocke P i S biti dvije nezavisne tocke beskonac¢nog reda.
Medutim, znamo da ako je ¢ = a + b £ 2r, gdje je ab + 1 = r? (tj. ako je trojka
{a, b, c} regularna), onda je 2P = +5. Imamo da je

1
z(2P) = Z(a+b+c)2 —ab — ac — be,

Sto nas dovodi do sljedeceg rezultata

Propozicija 5.2. Neka su a, b, c cijeli brojevi razli¢iti od nule takvi da je broj a+ b+ c
paran. Tada je {a, b, c} D(n)-trojka za

1
n:Z(aerJrc)Qfabfacfbc,

ako je n # 0. Nadalje, n = 0 je ekvivalentno s ¢ = a + b + 2v/ab (i stoga nemoguce
ako je {a, b, c} D(1)-trojka), dok je n = 1 ekvivalentnos ¢ = a + b+ 2v/ab + 1.

Svaka Diofantova trojka {a, b, ¢} takva da je a+b+cparanic # a+b+2+vab+ 1
je takoder D(n)-trojka za neki n # 1.

Pretraga pomocu racunala pokazuje da za Diofantove trojke {a,b, c}, gdje je
a,b < 1000, ¢ < 1000000, odgovarajuce tocke S — 2P i 4P nikada nemaju cjelo-
brojne koordinate, dok toc¢ka S + 2P = 2(R + P) ima cjelobrojne koordinate za 14
trojki u promatranom rasponu, npr. za {4, 12,420}, {4,420, 14280}, {12, 24,2380},
{24,40,7812}, {40, 60, 19404 }. Pokazat ¢emo da postoji beskona¢no mnogo takvih
primjera.

Uocimo najprije da svi navedeni primjeri zadovoljavaju dodatni uvjet da je
(S 4 2P) = a + b+ c. Direktni ra¢un pokazuje da je uvjet (S +2P) =a+b+ ¢
ekvivalentan s ¢1¢2q3 = 0, gdje je

¢ = —4+ a® — 2ab + b* — 2ac — 2bc + 2,
g2 = a® — 4a — 2ac — 4c + ¢ — 2ab — 4b — 8abe — 2be + b2,
g3 = —4a — 4b — 4c — 2ab — 2ac — 2bc — 4abc + a? + b* + 2
—2a2b — 2a%c — 2ab® — 2ac? — 2b%c — 2bc? — 2a°b?
+2a% + 20° + 263 + a* + bt + ¢* — 2a%* — 2022,
Uvjet ¢; = 0 je ekvivalentan s ¢ = a + b &+ 2v/ab + 1, ali u tom slucaju je z(2P) =1,
pa na ovaj nacin ne dobivamo Diofantovu trojku koja je D(n)-trojka za dva razlicita
n-a za koja je n # 1. Moze se pokazati da jednadzba ¢3 = 0 nije zadovoljena za niti

jednu Diofantovu trojku {a, b, c}.
Dakle, jedini zanimljiv uvjet je go = 0. On je ekvivalentan s

c=2+a+0b+4ab+2/(2a+1)(2b+ 1)(ab + 1),

a to je upravo uvjet da je {2, a, b, ¢} regularna Diofantova Cetvorka.

Moze se provjeriti da za takve trojke ny = #(S+2P) i n3 = 2(2P) zadovoljavaju
ng #ng,n1 # 1, nz # 1.

Tako smo dokazali sljedeci teorem.
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Teorem 5.6. Neka je {2,a,b,c} regularna Diofantova Cetvorka. Tada je Diofantova
trojka {a, b, c} takoder D(n)-trojka za dva razli¢ita n-a takva da je n # 1.

Iz Teorema 5.6, mozZemo dobiti eksplicitne familije Diofantovih trojki sa Zelje-
nim svojstvom. Jedan takav primjer je beskonacna familija trojki

a=20+1)i, b=20+2)(i+1), c=4(2+4i+1)(2i+3)(2+1),
uz

ng = 32i*+128i34+172i%+88i+16,
ns = 2561542048i" +6720i°+11648i°+11456i* +64007° 41932+ 280i + 16,

za proizvoljan prirodan broj i. Ovu familiju dobivamo tako da stavimo da je 2a+1 =
(2i 4+ 1)2, pa potom par {2,a} proSirimo do regularne trojke {2, a,b}, a onda ovu
trojku do regularne Cetvorke {2, a, b, c}.

Pretragom pomocu racunala pronadeno je sedam primjera trojki {a, b, ¢} koje
su D(n)-trojke zan; =1 < ns < nz < ny:

{a,b,c} N2, N3, M4

{4,12,420} 436, 3796, 40756

{10, 44, 21252} 825841,6921721,112338361

{4,420, 14280} 14704, 950896, 47995504

{40, 60, 19404} 19504, 3680161, 93158704

{78,308, 7304220} 242805865, 4770226465, 13336497750865
{4,485112,16479540} | 16964656,2007609136,63955397832496
{15,528, 32760} 66609, 5369841, 15984081

Medutim pitanje postoji li beskona¢no mnogo takvi trojki ostaje otvoreno.

Ako izostavimo uvjet da je 1 € N, onda skup N, za kojeg postoji trojka {a, b, c}
cijelih brojeva razli¢itih od nule, koja je D(n)-trojka za sve n € N, moze biti pro-
izvoljno velik. Zaista, uzmimo trojku {a, b, ¢} takvu da inducirana elipticka krivulja
E(Q), dana jednadzbom y? = (z + ab)(z + ac)(z + bc), ima pozitivan rang. Tada
imamo beskonatno mnogo racionalnih tocaka na E. Za proizvoljno veliki prirodan
broj m, mozZemo izabrati m razli¢itih racionalnih to¢aka Ry, ..., R,, € 2E(Q), tako
da imamo

(Ri))+ab=0, z(R;)+ac=0, =z(R;)+bc=0.

To mozemo postic¢i tako da uzmemo tocke oblika 2my P) +2mo Py +- - -+2m,. Py, gdje
su P, ..., P, generatori od F(Q). Uzmemo 2 € Z\ {0} tako da vrijedi 2%z(R;) € Z
zasve i = 1,2,...,m. Tada je {az,bz,cz} D(n)-trojka za n = z(R;)2? za sve i =
1,2,...,m.

Primjer 5.2. Promotrimo Diofantovu trojku {1, 8,120}, ¢ija inducirana elipticka
krivulja F(Q) ima rang 3. Slijede¢i gore opisanu proceduru, nalazimo tocke
Ri,...,R; € 2E(Q) takve da je

2(Ry) =1, x(Ro) =721, =x(Rs)=12289/4,2(R,) =769/9, z(Rs)=1921/36.

Mozemo uzeti z = 6. Dobivamo trojku {az, bz, cz} = {6, 48, 720} koja je D(n)-trojka
zan = 36,1921, 3076, 25956, 110601.
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5.3.2 Diofantove cetvorke sa svojstvima D(n;) i D(ns)

Nakon promatranja trojki koje imaju svojstvo D(n) za razlicite n-ove, sada ¢emo
razmotriti analogan problem za cetvorke. Taj je problem prvi puta promatran u
clanku (Dujella & Petricevié¢, 2020.), gdje je dan pozitivan odgovor na pitanje pos-
toje 1i skupovi od Cetiri razlicita cijela broja razlicita od nule, koji su D(n;)-Cetvorke
za dva razlicita cijela broja n; i no.

Ako je {a,b,c,d} D(ny1) i D(ng)-Cetvorka te u racionalni broj razli¢it od nule
takav da su au, bu, cu, du, nju? i nou? cijeli brojevi, onda je {au, bu, cu, du} D(nju?)
i D(nou?)-Cetvorka. Reéi éemo da su ove dvije ¢etvorke ekvivalentne. Ovo je glavni
rezultat spomenutog ¢lanka (Dujella & Petricevi¢, 2020.).

Teorem 5.7. Postoji beskona¢no mnogo neekvivalentnih Cetvorki {a,b, ¢, d} sa svoj-
stvom da postoje dva razlic¢ita nenul cijela broja n; i ns tako je je {a,b,c,d} D(nq)-
Cetvorka i D(nq)-Cetvorka.

Ideja dokaza ovog teorema je dosla analiziranjem rezultata eksperimenata u
kojima se trazilo pojedinacne primjere sa svojstvom iz teorema. Najprije se tra-
zilo D(n)-Cetvorke, gdje je —500000 < n; < 500000. Za fiksirani cijeli broj n,
promatrani su djelitelji brojeva oblika m? — n; u rasponu m < 333 333. Za D(n;)-
cetvorku {a, b, ¢, d}, potom su se trazile cjelobrojne tocke na hipereliptickoj krivulji
y? = (ab+ ) (ac + x)(ad + x)(be + z) (bd + z)(cd + ) uz |z| < 108, x # ny, koriste¢i
program ratpoints autora Michaela Stolla (u PARI-ju je algoritam implementi-
ran u funkciji hyperellratpoints), te se provjeravalo zadovoljava li z uvjet za
no.

Na opisani nacin, pronadeno je 26 primjera cetvorki koje su istovremeno D(n;)
i D(ngy)-Cetvorke za ny # no. Trazeéi neku pravilnost medu tim primjerima, moze

se uociti da osam cetvorki {a, b, ¢, d} zadovoljava uvjet a/b = —1/7. To su sljedece
cetvorke:
{aabv C, d} {n17n2} {avbacv d} {nlan2}
-189, -133, 27, 32 | 6192, 8352 -3, 21, 2597, 3132 | 11512, 80152
-27, 28,189, 493 | 13752, 61272 -1, 7, 64,119 | 128, 848
-27, 189, 4189, 6364 | 194328, 1325304 -1, 7, 4484, 4879 | 6248, 43688
-3, 21,1152, 1517 | 5392, 37312 -1,7, 22532, 23407 | 30632, 214376

Trazeéi dodatne pravilnosti medu ovim odabranim Cetvorkama, uo¢avamo da
one sadrZe regularne trojke. Kao $to smo ve¢ nekoliko puta iskoristili, ako je AB +
n = R? onda su {A,B,A+ B + 2R} i {A,B,A + B — 2R} D(n)-trojke, jer je
A(A+B#42R)+n = (A+R)?, B(A+ B£2R)+n = (B£R)% Neka je cd+n; = r?
icd+ny =s% Akojec+d—2r =Tic+d—2s = —1,ondaje {7,c,d} D(ny)-trojka,
dok je {—1,¢,d} D(ng)-trojka. Ostaje zadovoljili preostalih Sest uvjeta iz definicije
D(n;)-Cetvorki. U spomenutom ¢lanku pokazano je da se ti uvjeti mogu zadovoljiti
parametarski. Tako dobivamo racionalne cetvorke oblika {—1,7, ¢, d} koje ovise o
jednom racionalnom parametru w. Stavimo li v = v/w i rijeSimo se nazivnika,
dobivamo sljededi rezultat.

Propozicija 5.3. Neka su v i w relativno prosti cijeli brojevi takvi da

v/wg {0,1,-1,2,-2,3,4,-5,7,—-7,7/2,—7/2,7/3,7/4,—7/5,00}.
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Tada je skup

{—(=v* + Tw?)?, 7(—0* + Tw?)?, —(—20* + vw + Tw?) (20 — 3vw + Tw?)

170

" (5.16)

(v? — 3vw + 14w?)(—v? — vw + 14w?)}

D(ny)-Cetvorka i D(ns)-Cetvorka za

ny = 4(—v? + Tw?)?(2v* — v¥w — 200%w? — Tow® + 98w?),

ng = 4(—v? + Tw?)?(20? — Tow + 14w?)(v? + Tw?).

Jasno je da ako izaberemo v i w tako da budu rjeSenja Pellove jednadzbe
v? — Tw? = 1, onda formula (5.16) daje cjelobrojne ¢etvorke oblika {—1,7, ¢, d}.
Nadalje, ako uzmemo v i w tako da budu rjeSenja pelovske jednadzbe v? — Tw? = 2
(koja ima beskona¢no mnogo rjeSenja jer joj je (u,v) = (3, 1) jedno rjesenje), onda
su svi elementi od (5.16) djeljivi sa 4, dok su odgovarajuéi n; i no djeljivi sa 16,
pa dijelec¢i sve elemente cetvorke sa zajednickim faktorom 4, ponovno dobivamo
cjelobrojnu cetvorku oblika {—1, 7, ¢, d}. Navedimo nekoliko primjera cetvorki do-

bivenih na opisani nacin.

{avbacv d} {nlﬂnQ}
-1, 7,119, 64 | 128, 848
-1, 7, 4879, 4484 | 6248, 43688

-1, 7, 23407, 22532
-1, 7, 1191959, 1185664

-1, 7, 5840864, 5826919

-1, 7, 302003332, 301903007

-1, 7, 1481896324, 1481674079

-1, 7, 76695715424, 76694116519

-1, 7, 376369378007, 376365836032

-1, 7, 19480219444399, 19480193962244
-1, 7, 95595918622159, 95595862172804

30632, 214376

1585088, 11095568

7778528, 54449648

402604232, 2818229576
1975713608, 13829995208
102259887968, 715819215728
501823476032, 3512764332176
25973608937768, 181815262564328
127461187196648, 892228310376488

5.3.3 Dvostruko regularne Diofantove cetvorke

Uoc¢imo da su u cetvorkama {a,b,c,d} iz prethodnog potpoglavlja elementi a i b
uvijek imali suprotan predznak. Stoga se mozemo pitati postoje li ¢etvorke s pozi-
tivnim elementima koje su istovremeno D(n;) i D(nq)-Cetvorke za n; # no, te ima
li takvih ¢etvorki beskona¢no mnogo. Nadalje, mozZemo se pitati postoje li cetvorke
koje su D(n)-Cetvorke za tri razli¢ita n-a. Potvrdan odgovor na ova pitanja je dan
u ¢lanku (Dujella & Petricevi¢, 2020.). Treba medutim naglasiti da je da bi se do-
bio potvrdan odgovor na drugo pitanje, trebalo dopustiti da jedan od n-ova bude
jednak 0. Preciznije, dobiven je sljededi rezultat.

Teorem 5.8. Postoji beskonacno mnogo neekvivalentnih Cetvorki prirodnih brojeva
{a,b,c,d} koje su su D(ny) i D(nz)-Cetvorke za razlicite nenul kvadrate ny i ns.
Stovise, mogemo ugzeti da su svi elementi ovih Cetvorki kvadrati, pa su one takoder i

D(0)-Cetvorke.
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U spomenutom ¢lanku su izvedene eksplicitne formule za cetvorke koje zado-
voljavaju uvjete iz Teorema 5.8. Navest ¢emo jednu od njih.
Neka je ¢ cijeli broj takav da je t # 0, £1, £2, te neka je

a=(t—1)%1t—2)2(t+2)*(3t5 — 2t° — 13t* + 83 + 16t> — 16)2
x (5t5 — 6t5 — 27t 4 40t3 + 32t% — 64t + 16)?,
b=64t2(t — 1)%(t — 2)%(t + 2)%(t* — t* = 3t + 4)%(t* — 2)?
x (12 —t2 — 2t +4)2 (2t — 3 — 712 + 4t + 4)%
c=1t3(t —1)2(t* — 3)%(t5 — 6t° — 3t* + 28¢3 — 82 — 32t + 16)?
x (4t7 — 5t5 — 261> 4 39t* + 48> — 8812 — 16t + 48)2,
d=(t+1)%(t> — 1% — 3t + 4)*(t5 + 2t° — 7t* +8t* — 16t + 16)?
x (47 — 7t — 22¢° 4 49¢* + 20t — 882 + 32t + 16)°.
Tada je {a, b, c,d} D(n1), D(ng) i D(n3)-Cetvorka, gdje je
ny = 1662 (t + 1)%(t — 2)*(t + 2)*(t — 1)°(t* — 3)?
x (13— 12 — 2t +4)2 (13 — 17 — 3t + 4)2(2t* — 13 — 71> 4 4t + 4)?
x (3t — 25 — 13t* + 8% + 16t* — 16)>
x (5t8 — 665 — 27t* 4 40t3 + 32t% — 64t + 16)?,
ng = 4t2(t% — 2)2(t3 — % — 3t + 4)%(t% + 25 — 7t* + 8% — 16t 4 16)?
x (1% — 6t° — 3t* 4 28t% — 8t2 — 32t + 16)?
x (47 — 5t — 26t° 4 39t + 48¢3 — 8812 — 16t + 48)?
x (47 — 7% — 2265 + 49¢* + 20t — 88t% + 32t + 16)?,
ng = 0.
Na primjer, ako uzmemo ¢ = 3, nakon kracenja za zajednickim faktorima, dobivamo

skup
{46190%, 1201202, 1266842, 297388%}

koji je D(190228896002), D(109883379062) i D(0)-tetvorka.
Glavna ideja dokaza sastoji se u konstrukciji tzv. dvostruko regularnih Cetvorki.
Za racionalnu D(1)-Cetvorku {a,b,c,d} kazemo da je regularna ako zadovoljava
jednadzbu
(a+b—c—d)?*=4(ab+1)(cd +1). (5.17)
Cetvorka {a, b, ¢, d} je dvostruko regularna ako je racionalna D(1) i D(z2)-¢etvorka
za 22 # 1, tako da su {a,b,c,d} i {E,é,f,é
r T T T
Cetvorke.
Uvjet regularnosti za Cetvorku {a/z,b/x,c/x,d/x} povladi sljede¢u jednadzbu
za z:

} obje regularne racionalne D(1)-

4zt + (—a2 +2ab+2ad — b%+ 2bc+ 2ac — &+ 2¢d — d* + chl)ac2 +4abed = 0. (5.18)

Uvrstavajudi uvjet regularnosti za {a, b, ¢, d}, tj. (5.17), u ¢lan uz 22 u (5.18), dobi-
vamo
4(x* — 1)(z* — abed) = 0.
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Buduéi da trazimo rjeSenja u kojima je x? # 1, zaklju¢ujemo da je x? = abcd. Sada
ab + 2% = ab(1 + cd) = O povlaéi da je ab kvadrat (i analogno su ac, ad, be, bd i cd
kvadrati, Sto znadci da je {a, b, ¢,d} D(0)-Cetvorka).

Koristimo prije navedenu parametrizaciju racionalnih D(1)-trojki

2t1(1 + tqto
(71 + t1t2t3)
2a(1 + tots
(=1 + t1tats)
2t5(1 + taty
(=1 + t1tats)

1+ tat3))
1+ tytats)’
1+ t3t1))
1 + t1tats) ’
1+ t1ts))
1 + t1tats) ’

b=

—_— =~ =|—

modificiranu sljedeé¢im supstitucijama:

tg =m t3 .

Nakon §to izracunamo d iz uvjeta regularnosti, preostali uvjet da je abed potpun
kvadrat moZe se izraziti u terminima elipticke krivulje nad Q(¢) pozitivhog ranga.
Jedna od tocaka beskonac¢nog reda na toj krivulji daje gore navedenu parametarsku
familiju cetvorki s trazenim svojstvom.

Nesto jednostavniji konkretni primjeri mogu se naci pretragom “grubom si-
lom” po parametrima k,m,t3 s malim brojnicima i nazivnicima koji zadovolja-
vaju uvjet da je abed potpun kvadrat. Najjednostavniji tako dobiveni primjer je
{1458, 66248, 5000, 14112} koja je D(16769025), D(406425600) i D(0)-¢etvorka. Mno-
ze¢i elemente ovog skupa s 2, dobivamo Cetvorku

{542, 3642, 1007, 168%}

¢iji su elementi kvadrati.

5.3.4 D(n)-petorke ¢iji su elementi kvadrati

Nakon $to smo razmotrili trojke i cetvorke, mozemo se pitati postoje li petorke koje
su istovremeno D(nq) i D(ns)-petorke za n; # no. Da bi dali pozitivan odgovor na
to pitanje, trebat cemo dopustiti da je jedan od brojeva n; i ne jednak 0. Tako da
ostaje otvoreno pitanje postoje li takvi primjeri petorki u kojima su n; i ny razliciti
od nule.

Uocimo i ovdje da ako je {a,b,c,d, e} D(nq)-petorka te u racionalni broj raz-
li¢it od nule, onda je {ua,ub, uc, ud,ue} D(niu?)-petorka i za takve dvije petorke
kazemo da su ekvivalentne.

Sljedeci teorem je glavni rezultat ¢lanka (Dujella, Kazalicki & Petricevi¢, 2021.).

Teorem 5.9. Postoji beskonacno mnogo neekvivalentnih petorki koje imaju svojstvo
D(ny) za neki n; € N, takvih da su svi elementi petorke kvadrati. Dakle, postoji
beskonacno mnogo neekvivalentnih petorki koje su istovremeno D(nq)-petorke i D(0)-
petorke.



Diofantove m-torke i elipti¢ke krivulje 173

Da bi dokazali Teorem 5.9, dovoljno je dokazati da postoji beskona¢no mnogo
racionalnih Diofantovih petorki sa svojstvom da je produkt svaka dva njihova ele-
menta potpun kvadrat. Naime, jasno je da je svaka racionalna Diofantova petorka
ekvivalentna nekoj D(u?)-petorki, gdje je u visekratnik zajedni¢kog nazivnika ele-
menata racionalne petorke.

Daljnja konstrukcija je motivirana eksperimentalno pronadenim primjerom ra-
cionalne Diofantove petorke s navedenim svojstvom:

3375 143 2457 5632 4459
{ }. (5.19)

32032 840" 1760 1365 330
MnoZedi sve elemente petorke (5.19) sa 480480, dobivamo D (4804802)-petorku

{2252 2862, 8192, 14082, 2548}

sa Zeljenim svojstvom.

Analizirajuci petorku (5.19), moZemo uociti da ona sadrZi podcetvorku { 35555,
143 5632 4459 P 3 : [ . .
315 1355 330 koja ima svojstvo da joj je produkt svih elemenata jednak 1, a tako-

deridvije regularne podéetvorke{ 3375 143 2457 5632} i { 3375 2457 5632 4459

32032 840’ 1760’ 1365 320327 1760 1365’ 330 J°

Motiviranim ovim primjerom, rec¢i ¢emo da je racionalna Diofantova petorka
{a,b,c,d, e} egzoticna ako je abed = 1, Cetvorke {a,b,d, e} i{a,c,d, e} suregularne,
te ako je produkt svaka dva elementa petorke potpun kvadrat. Pokazat ¢emo da
postoji beskona¢no mnogo egzoti¢nih petorki.

PolaziSte nam je sljedeca karakterizacija racionalnih Diofantovih ¢etvorki {a, b, ¢, d}
takvih da je abed = 1.

3375

Propozicija 5.4. Nekaje {a,b, ¢, d} racionalna Diofantova etvorka takva da je abed =
1. Tada postoje r, s,t € Q tako da je

a=zyz, b:i, c:ﬂ, d:17
Yz Tz Ty
gdje je x = t22—;1, y = 82;1 and z = 7'22;1. Posebno, produkt bilo koja dva elementa

Cetvorke je potpun kvadrat.

Dokaz: 1z ab+ 1 = ab + abed = ab(1 + cd) slijedi da je ab potpun kvadrat, te
analogno za ostale produkte. Stavimo ab = 2%, ac = y? i ad = 22, za x,y,z € Q.

Slijedi da je a® = % = %, pa je a = xyz. Analogno dobivamo b = y%, c= =
id=Z (uz odgovarajuéi izbor predznaka). Buduéi da je x? + 1 potpun kvadrat,

postoji t € Q tako da je x = 1522_;1’ te analogno za y i z. O

Da bi prosirili ¢etvorku {a, b, ¢, d}, danu u terminima od r, s,t € Q kao u Pro-
poziciji 5.4, do egzoticne petorke, dovoljno je da trojke {a,b,d} i {a,c,d} imaju
zajednicko regularno prosirenje e te da je ae potpun kvadrat.

Moze se pokazati da uvjet regularnosti vodi do uvjeta

—14+r2+t+r3t
5: .
—1—r2—t+r2

Preostaje zadovoljiti uvjet da je ae potpun kvadrat. Ovaj uvjet vodi do nekoliko
krivulja genusa 0. Jedna od njih je krivulja dana jednadzbom

P43 — 242t —1=0,
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Cije je parametarsko rjeSenje

(rt) = (- 2u+1 u? +4u+1
U Wt u+ U (u—-D(u+1) )

Tada uvjet da je ae kvadrat daje sljedecu kvartiku
v? = —48 (v —3u—1) (u” +5u+3).
Ona ima racionalnu tocku (u, v) = (0, 12), pa je stoga ekvivalentna eliptickoj krivulji
v 4+ ay+y = —a® — 41z + 96,

ranga 1 (generator je P = (2, 3)) i torzijske grupe izomorfne Z/27Z x Z/27. Totka
P (aisto vrijedi i za tocke P + T, gdje je T torzijska tocka) ne daju rjeSenje naseg
problema jer su odgovarajuce vrijednosti od u nultocke nazivnika koji se pojav-
ljuju u izrazima za a,b,c,d. Totka 2P = (9,15) na eliptickoj krivulji daje tocku
(u,v) = (3,36) na kvartici koja odgovara parametrima (r,s,t) = (-4, —%, 1) i
daje (permutiranu) nasu polaznu D(1)-petorku

3375 4459 143 5632 2457
320327 330 " 840’ 1365 1760 |

Tocke 2P + T, gdje je T torzijska tocka, daju ekvivalentna rjesenja (s permutiranim

elementima ili elementima pomnoZenim s —1). To¢ka 3P = (—222, 4782) na elipti¢-
koj krivulji daje to¢ku (u,v) = (—23, —%) na kvartici koja odgovara parametrima

(r,s,t) = (755, — 222, 18%) i daje D(1)-petorku

{126066472448 388078111459 131212873 398601435375 190854470299}

914609323485 22127635530 * 529696440’ 238691175968 39338018720

Jasno je da ova konstrukcija daje beskona¢no mnogo petorki sa zeljenim svojstvom
uzimajudi viSekratnike mP = (x,y), m > 2, racunajuéi odgovarajuce vrijednosti
za u iz uw = — 3525 i uvrdtavajuéi ih u formule za a,b, ¢, d iz Propozicije 5.4 te
formulu za e iz uvjeta regularnosti:
(u+2)3(u? — 2u — 2)u?

C2QutD)(u— D(u+1)(u2 +u+1)(u2 +4u+ 1’

B 8(u?+u+1)2u+1)3

Cu(u— D) (u+2)(u+ 1) (u? —2u — 2)(u? +4u+ 1)’

(W e+ 1) —2u—2)(u? 4 du+1)

0 2u(u—-Du+2)(u+1)2u+1)

B (u+1)3(u? +4u+1)(u—1)3

C 2u(u+2)(u? —2u—2)2u+ 1) (u2 +u+1)

o 3(2u” 4 Tu® — 1765 — 60u* — 85u® — 64u? — 23u — 3

T 2u(u7 + 4uS — 6ud — 32uf — 17ud + 24u? + 22u +4)

Iako smo nasli beskona¢no mnogo racionalnih petorki sa svojstvom D(0), tj.
takvih da je produkt svaka dva njihova elementa potpun kvadrat, ostaje otvoreno
pitanje postoji li racionalna Diofantova petorka ¢iji su svi elementi kvadrati. S druge
strane, poznato je da postoji beskonatno mnogo racionalnih Diofantovih ¢etvorki
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koji su svi elementi kvadrati. Primjerice, sljede¢a parametarska familija cetvorki
ima to svojstvo:

32(s—1)2(s+ 1)%?
O 22(283 — 25+ 02)2
- v3(—4s83 + 45 + v?)?
22(s +1)2(s — 1)2(—s3 + s + v2)2’
(283 — 25 +0v?)?
320252 ’
L2(—3 4 5+ 0%)2s2
2 (—45% + ds +02)2°

d =

Ova familija je dobivena uzimanjem da je ¢ = 1/(r — 1) u notaciji iz Propozicije 5.4,
tako da ona zadovoljava abed = 1. Poznat je i jedan primjer racionalne Diofantove
cetvorke {a, b, ¢, d} Ciji su elementi kvadrati, a za koju je abed # 1:

18\ (551" (56)° (340"

77) T\96) \15/) "\ 77 '
Spomenimo ovdje da je u ¢lanku (Dujella, Kazalicki & Petricevi¢, 2019.) pokazano
da postoji beskonacno mnogo racionalnih Diofantovih Sestorki takvih da su naziv-

nici svih elemenata (u potpuno skra¢enom obliku) potpuni kvadrati. Jedan takav
primjer je Sestorka

75 3325 12288 123 3498523 698523
827 6427 125271027 22602 ' 22602
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