ANALITICKA GEOMETRIJA RAVNINE RACUNALOM
MAJA BATOR, ZVONKO CERIN I MILENA CULAV, ZAGREB

SAZETAK. Opisuje se kako se u programu Maple V programiraju
osnovne procedure za analiticku geometriju ravnine u pravokutnim
koordinatama. Kao ilustraciju moguéih primjena dana su rjeSenja
nekoliko zadataka iz zbirke za prvi razred gimnazije.

U ovom c¢lanku opisujemo kako se uz pomoé¢ racunala moze obra-
diti analiticka geometrija ravnine. Pritom se koristimo slozenim pro-
gramom Maple V koji je po svojim moguénostima slican programu
Mathematica. To su sigurno najpoznatiji i najrasireniji sustavi koji
"znaju matematiku". Svaki od njih ima vlastiti programski jezik i
nas zadatak svodi se na to da na tom jeziku opiSemo nove funkcije i
postupke (eng. procedures) koje trebamo za rjeSavanje geometrijskih
zadataka analitickom metodom.

Ideja analiticke geometrije je da se geometrijska svojstva tvorevina
opiSu algebarskim izrazima te da se ona prouce metodama algebre. To
se najjednostavnije postize u ravnini pa ¢emo od nje i krenuti.

Jer je to¢ka osnovna tvorevina u geometriji ravnine, moramo se prvo
odluciti kako ih prikazati algebarski. To se najlakse ostvaruje odabirom
koordinatnog sustava. Poznato je vise takvih sustava (npr. pravokutni,
kosokutni, polarni, trilinearni, baricentricki,...), ali daleko najprirodniji
je pravokutni koordinatni sustav pa ¢emo ga i mi odabrati.
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SLIKA 1. Pravokutni koordinatni sustav.
1
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Taj sustav je zadan ako odaberemo dva orijentirana medusobno oko-
mita pravca p, i p, i ako na jednom od njih (recimo na p,) odabe-
remo tocku E razli¢itu od tocke njihovog presjeka O = p, N p,. Tocku
O nazivamo ishodiste, pravci p, i p, su x-0s i y-o0s, a E je jedinicna
tocka (vidi sliku 1). Polozaj bilo koje tocke T' u ravnini jednozna¢no
je odreden uredenim parom (z, y) realnih brojeva koji se zovu (pra-
vokutne) koordinate tocke T. Brojevi x i y su sljede¢i omjeri orijenti-
ranih duzina

,_lon  _jory
OB’ OB
gdje su T}, i T,, projekcije tocke T" na x-o0s i na y-os.

Zadavanje toc¢aka u ravnini u programu Maple V je isto tako jednos-
tavno bududi da je tocka zadana uredenim parom realnih brojeva. Na
primjer, naredbom

tA:=[2, 3]: tB:=[5, 7]: tC:=[-2, 0]: +tT:=[x, yl:
zadali smo ¢etiri tocke ravnine A(2,3), B(5,7), C(—2,0), T'(z,y).

Sada kada znamo zadavati tocke ravnine opisimo kako se racuna
udaljenost medu njima.

T B(b, v)
v—u
Ayl -
A(a, u)
O Aq b — al B,

SLIKA 2. Udaljenost dvije toc¢ke A(a, u) i B(b, v) u
ravnini je |AB| = /(b —a)? + (v — u)2.

Ako su A i B dvije to¢ke u ravnini s koordinatama (a, u) i (b, v)
vidimo da je udaljenost |AB| hipotenuza pravokutnog trokuta ABC,
gdje je C sjeciste paralele s z-osi to¢kom A i paralele s y-osi tockom B.
Katete tog trokuta su (horizontalna) |b — a| i (vertikalna) |u — v| (vidi
sliku 2). Zato je, prema Pitagorinom teoremu, ta udaljenost jednaka

|AB| = \/(b —a)?+ (v —u)%

U Maple-u V udaljenost se racuna sljede¢com naredbom:

udaljenost2t :=proc(A,B) local a,u,b,v;
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a:=A[1]:u:=A[2]:b:=B[1]:v:=B[2]:
factor(simplify(sqrt((b-a)“2+(v-u)~2))): end:

Za ime te funkcije odabrali smo rije¢ udaljenost2t (skracenica za
"udaljenost dvije tocke"). Za njezinu definiciju koristimo osnovnu
naredbu proc. Njene varijable su dvije toc¢ke (tj. dva uredena para
realnih brojeva A i B. Ona prvo odredi prvu i drugu komponentu
svake tocke i spremi ih kao lokalne varijable a, u, biv. U sljede¢em ko-
raku izracuna drugi korijen (naredba sqrt) iz izraza (b — a)? + (v — u)?
i onda pokugava §to je vise moguce pojednostavniti taj izraz (naredba
simplify) 1 jo§ rastaviti na faktore (naredba factor). Pritom naredba
end oznacava zavrSetak djelovanja funkcije.

Da bi smanjili tipkanje uvodimo skrac¢enicu F'S za istovremenu upo-
trebu naredbi factor i simplify koje ¢emo Cesto koristiti.

FS :=proc(u) factor(simplify(u)): end:

U mnogim primjenama vazno je odrediti poloviste duzZine ¢iji krajevi
su poznati. Iz prilozene slike 3 se vidi da su koordinate polovista P

duzine s krajevima u tockama A(a, u) i B(b, v) jednake 2t i vt
LI B B(b, v)
u+tv
? P
u
A(a, u)
o a atb b
2

SLIKA 3. Koordinate tocke polovista P duZine AB su
aritmeticke sredine koordinata krajeva.

Postupak za trazenje polovista duzine u Maple-u V izgleda ovako:

poloviste :=proc(A,B) local a,u,b,v;
a:=A[1]:u:=A[2]:b:=B[1]:v:=B[2]:
FS([(a+b) /2, (u+v)/2]) : end:

Nesto slozenije je naéi koorditate tocke koja dijeli duzinu u zadanom
omjeru. Dakle, trazimo to¢ku C na pravcu AB takvu da je omjer

[AC|
|CB|

duljina orijentiranih duzina jednak zadanom broju A (koji mora
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U+ v
+ A 1+ A
(ordinata). Najcesce se A zadaje kao kvocijent 2 dvaju cijelih brojeva
m in (koji nisu jedan drugome suprotni).
Pripadne procedure u Maple-u V su:

biti razli¢it od —1). Njene koordinate su (apscisa) i

omjer_lambda :=proc(A,B,k) local a,u,b,v;
a:=A[1]:u:=A[2]):b:=B[1]:v:=B[2]:
FS([(a+k*b) /(1+k) , (utk*v) /(1+k)]) : end:

omjer_mn :=proc(A,B,m,n) local a,u,b,v;
a:=A[1]:u:=A[2]:b:=B[1]:v:=B[2]:
FS([(a*n+b*m)/(m+n) , (u*n+v*m)/(m+n)]): end:

Poloviste je, naravno, specijalan sluc¢aj prethodnog postupka. Dobi-
vamo ga iz opceg slucaja za A =1 odnosno m =1in = 1.

Pored tocaka u ravnini su najvazniji pravci. Prisjetimo se da se
pravci zadaju linearnim jednadzbama. Tocnije, ako su a, b i ¢ realni
brojevi takvi da a i b nisu istovremeno nula, onda je skup svih tocaka
P(z, y) ¢ije koordinate zadovoljavaju jednadzbu

ar+by+c=0

pravac. Obrnuto, za svaki pravac mogu se naéi takvi brojevi a, b1i ¢ da

koordinate svake tocke tog pravca zadovoljavaju gornju jednadzbu.
Zato ¢emo u Maple-u V pravce zadavati uredenom trojkom [a, b, (]

koeficijenata njegove linearne jednadzbe. Na primjer, naredbom

pX:=[1,0,0]: pY:=[0,1,0]: pD:=[1,-1,0]: pG:=[-1,2,2]:

zadali smo Cetiri pravca ravnine, i to x-o0s, y-os, simetralu prvog i treceg
kvadranta i pravac —z 4+ 2y + 2 = 0.

Pravac se obi¢no zadaje jednom svojom to¢kom Py(xg, yo) 1 tan-
gensom k kuta kojeg zatvara s pozitivnim smjerom z-osi. Njegova
jednadzba je

Yy —yo=k(z— o),
pa ga u Maple-u V zadajemo na sljede¢i nacin:
pravackt := proc(k,b) local bl,b2; bl:=b[1]: Db2:=b[2]:
FS([k,-1,b2-b1*k]): end proc:

Drugi najces¢i nacin zadavanja pravca je pomocu njegove dvije raz-

licite tocke Py (z1, y1) 1 Py(22, y2). Njegova jednadzba je
Y2 — U1
To — X1

Y-y = T — 1)
ako je w1 # x9. PrepiSemo li je u obliku
(yo —y1) &+ (x1 —22) y + (21 Y2 — 2291) =0

vidimo da vrijedi i ako je xy = x5. Zato u ovom sluc¢aju program u
Maple-u V izgleda ovako:
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pravac2t:= proc(a, b) local al, a2, bl, b2;
al:=al1]: a2:=al2]: bl:=b[1]: b2:=b[2]:
FS([a2-b2,bl-al,al*b2-b1*a2]) :end:

Ponekad je korisna i sljedeca procedura kojom ispitujemo lezi li dana
toc¢ka na zadanom pravcu. Slovo Q u njenom imenu dolazi od engleske
rijec¢i "question" za pitanje.

tocka_na_pravcuQ:=proc(t,p) local a,b,x,y,z,iz; a:=t[1]:
b:=t[2]:x:=p[1]:y:=p[2] :z:=p[3] :iz:=FS(a*x+y*b+z) :
if iz=0 then print(‘Tocka je na pravcu!!!‘): else
print(‘Tocka je na pravcu akko je ovaj izraz jednak 0.°):
print(iz) :fi:end:

Sada lagano mozemo naci uvjet koji koordinate tri tocke Pj(x1, y1),
Py(z9, y2) 1 P3(x3, y3) moraju zadovoljavati da bi one lezale na istom
pravcu (tj. da su kolinearne). Naime, gore smo vidjeli kako izgleda
jednadzba pravca kroz tocke P, i P,. Bududéi da tocka P; mora lezati
upravo na tom pravcu njezine koordinate moraju zadovoljavati tu jed-
nadzbu. Drugim rije¢ima mora vrijediti

(Y2 —y1) 23 + (1 — 22) ys + (1 y2 — 2291) = 0.

To nam daje ideju kako definirati proceduru u Maple-u V koja ¢e
odredivati da li su tri zadane tocke kolinearne ili ne.

kolinearneQ:=proc(a,b,c) local al,a2,bl,b2,cl,c2,iz;
al:=al1]:a2:=al2]:b1:=b[1]:b2:=b[2]:cl:=c[1]:c2:=c[2]:
iz:=FS(al*b2-al*c2-bl*a2+bl*c2+cl*a2-c1*b2):
if iz=0 then print(‘Tocke su kolinearne!!!‘):
else print(‘Tocke ce biti kolinearne ako i samo
ako je sljedeci izraz jednak nuli‘): print(iz):fi:end:

Dva pravca Ajx +Biy+Ci =01 Ayx+ Byy+ Cy =0 u ravnini
se ili sijeku ili su paralelni. Ako se sijeku, onda su koordinate presjeka
dane izrazima

B, Cy — By (4 Cy Ay — Oy Ay
T A B 4B VT A B 4B
Pretpostavka da se zadani pravci sijeku osigurava da su nazivnici u tim
izrazima razli¢iti od nule. Paralelni pravci nemaju presjek (u konad-
noj ravnini) i A; By — Ay By = 0 je uvjet na njihove koeficijente koji
mora biti ispunjen da bi oni bili paralelni. Prema tome, u Maple-u V
sljede¢com naredbom odredujemo presjek dva pravca ili otkrivamo da
su oni paralelni.

T

presjek2p := proc(x,y) local a,b,c,i,j,k;
a:=x[1]:b:=x[2]:c:=x[3]:i:=y[1]:j:=y[2]:k:=y[3]:
if FS(-i*b+a*xj)<>0 then
FS([(-j*ctk*b)/(-i*b+axj), - (-ixc+axk)/(-i*b+axj)]):
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else print(‘Pravci su paralelni!!!‘):fi:end:
Ako se pravci p; i pg s jednadzbama
Az+Biy+Ci=0 1 Ayx+Byy+Cy=0
sijeku onda se tangens kuta ¢ medu njima odreduje formulom
A1By — Ay By ko — k1
tanp = = ,
A1A2 —|— B1B2 ]. + kle
A A
gdje su ky = k=22

B B,
s z-osi (vidi sliku 4).

tangensi kuteva ¢ i @9 §to ih oni ¢ine

O

P2

SLIKA 4. Kut izmedu pravaca koji se sijeku.

Sljedeca procedura to ostvaruje u Maple-u V:

tankut2p:=proc(x,y) local a,b,c,i,j,k;
a:=x[1]:b:=x[2]:c:=x[3]:i:=y[1]:j:=y[2] :k:=y[3]:
if FS(a*xi+bxj)<>0 then FS((axj-ixb)/(a*xi+bx*j)):
else print(‘Pravci su okomiti!!!‘):fi:end:

Sada vidimo da su pravci p; i py paralelni ako je kut izmedu njih jed-
nak nuli ili ako je A1By — A3 B; = 0, odnosno k; = k. S druge strane
oni su okomiti ako je AjAs + B1Bs = 0, odnosno ko = —— (nazivnik

1
gornjeg razlomka jednak je nula pa je kut pravi).

Te primjedbe opravdavaju sljedec¢e definicije procedura koje traze
paralelu danom pravcu kroz danu tocku i okomicu na dani pravac kroz
danu tocku. Njima slicne su one koje istrazuju da li su dva pravca
paralelna ili okomita.

paralela:=proc(t,p) local a,b,x,y;
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a:=t[1]:b:=t[2]:x:=p[1]:y:=p[2]:
FS([x,y,-x*a-b*y]) :end:

okomica:=proc(t,p) local a,b,x,y;
a:=t[1]:b:=t[2]:x:=p[1]:y:=p[2]:
FS(Ly,-x,x*b-y*al) :end:

paralelniQ:=proc(p,q)local a,b,x,y,iz:
x:=p[1]:y:=p[2]:a:=q[1] :b:=q[2] :iz:=FS(a*y-x*Db):
if iz=0 then print(‘Pravci su paralelnil!!!‘): else
print (‘Pravci su paralelni akko je sljedeci izraz
jednak nuli‘): print(iz):fi:end:

okomitiQ:=proc(p,q)local a,b,x,y,iz:
x:=p[1] :y:=p[2]:a:=q[1]:b:=q[2] :iz:=FS(a*x+y*b) :
if iz=0 then print(‘Pravci su okomiti!!!‘): else
print(‘Pravci su okomiti akko je sljedeci izraz
jednak nuli‘): print(iz):fi:end:

Za tri razli¢ita pravca pi, ps i p3 s jednadzbama
AlfL‘—f-Bly—f—Cl:O, Agl’—f-Bgy—f-ngo, Agl’—f—Bgy—f-Cg:O

idemo odrediti uvjet $to ga njihovi koeficijenti moraju zadovoljavati da
bi oni bili kopunktalni ili konkurentni (tj. da su paralelni ili da se sijeku
u jednoj tocki).

Ako se pravci py i ps sijeku u tocki T'(x, y) onda znamo da su x iy

: : B1C—B2Cyp ; C1A—Co Ay : C :
kvocjenti A Ab A im Uvrstimo li ih u p3 dobivamo

AlBQ — AQBl
Dakle, ti pravci prolaze istom tockom jedino ako je izraz u brojniku
A = A3 (B1Cy — BoCy) + B3 (C1 Ay — CoAy) + Cs (A1 By — Ay By)

jednak nuli.

Ako su pravci py, po i p3 paralelni onda su njihovi koeficijenti vezani
relacijama Ay = AAy, By = ABy, A3 = nAy, B3 = uBy, za neke realne
brojeve A i p razli¢ite od nule. Uvrstimo li te vrijednosti u A opet se
dobiva nula.

Obrnuto, ako je A =0, podijelimo li tu jednakost s A;By — Ay By

B1Cy—ByC1 C1A—Cy Ay
Al BQ_AQ By’ A1 BQ—AQ B1

ljava jednadzbu od ps. Dakle, ta tri pravca su kopunktalna. To smo
mogli naciniti jedino ako je Ay By — Ay By # 0, tj. ako p; i ps nisu
paralelni.

Ako su p; i py paralelni onda postoji realan broj A takav da je
Ao = MA1 1 By = AB;. Uvrstimo li to u izraz A = 0 dobijemo

(AlBg — AgBl)()\Cl - Cg) - O

= 0.

vidimo da presjek T < ) pravaca p; i po zadovo-
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U produktu s lijeve strane druga zagrada nije nula jer je p; # po. Dakle,
A1B3 — A3B; = 0 §to znadi da su p; i p3 takoder paralelni i dokaz je
potpun jer su onda pq, po i p3 paralelni.

Tako smo objasnili kako u Maple-u V definirati proceduru kojom
ispitujemo da li su tri zadana pravca konkurentna.

konkurentniQ:=proc(x,y,z) local a,b,c,i,j,k,p,q,r,iz;
a:=x[1]:b:=x[2]:c:=x[3]:i:=y[1]:j:=y[2]:
k:=y[3]:p:=z[1]:q:=z[2] :r:=2[3]:
iz:=FS(axj*r-axk*q-ixb*r+ixc*q+p*xb*k-p*c*j):
if iz=0 then print(‘Pravci su konkurentni!!!¢): else
print(‘Pravci ce biti konkurentni akko je izraz®):
print(iz): print(‘jednak nuli¢):fi:end:

SLIKA 5. Refleksije tocke u odnosu na tocku (lijevo) i
refleksija tocke u odnosu na pravac (desno).

Pri rjesavanju zadataka analiticke geometrije ¢esto treba odrediti
projekciju tocke na pravac. Ta projekcija je presjek tog pravca i okomice
na njega zadanom tockom. Dakle ako napiSemo

Q:=presjek2p(m, okomica(P, m));

Maple V ¢e nam izracunati koordinate projekcije () tocke P na pravac
m. Zato pripadna procedura izgleda ovako:

projekcija:=proc(P,m) local p,q,a,b,c;
p:=P[1]:q:=P[2]:a:=m[1] :b:=m[2] :c:=m[3]:
FS([-(c*atb*qg*a-p*b~2)/(b"2+a"2),
(-b*c+g*a~2-a*p*b) /(b"2+a"2)]) :end:

Sli¢no, mnogo puta trebamo naci refleksije tocke u odnosu na neku
tocku ili neki pravac. Kada tocku P reflektiramo u odnosu na tocku
@ koordinate reflektirane tocke R mogu se odrediti ranije definiranom
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funkcijom omjer_lambda za A = —2 jer tocka R dijeli duzinu PQ u
omjeru —2.

Q:=omjer_lambda(P, Q, -2);

Zato je funkcija koja odreduje reflektiranu tocku R u Maple-u V dana
ovako:

refleksija_t:=proc(P,Q) local p,q,a,b;
p:=P[1]:q:=P[2]:a:=Q[1]:b:=Q[2]:
FS([2*a-p, 2%¥b-q]) :end:

Sluc¢aj refleksije tocke P obzirom na pravac m je slican. Sada je
trazena tocka R refleksija tocke P u odnosu na projekciju ) tocke P
na pravac m.

R:=omjer_lambda(P, projekcija(P, m), -2);
Prema tome pripadna procedura ima sljedeci oblik:

refleksija_p:=proc(P,m) local p,q,a,b;
p:=P[1]:q:=P[2]:a:=m[1] :b:=m[2]:c:=m[3]:
FS([(b~2%p-a”2xp-2*a*b*q-2*c*a)/(a"2+b"2),
(a"2%q-b"2*xq-2*axbxp-2*c*b) /(a"2+b"2)]) :end:

Sada kada smo definirali osnovne funkcije analiticke geometrije rav-
nine, na nekoliko primjera ¢emo ilustrirati kako se one upotrebljavaju
za rjeSavanje zadataka. Na$ prvi primjer je zadatak 395. u knjizi [1]
koji glasi ovako:

Zadatak 1. Dokazi da je povrSina P trokuta ABC s vrhovima u
tockama A(z1, y1), B(za, y2) 1 C(x3, y3) dana formulom:

p_ |21 (Y2 — y3) + 22(ys — y1) + x3(y1 — y2)|
2

odnosno

p— |y1 (22 — 23) + ya(25 — 71) + y3(21 — 2))|
5 :

Rjesenje. Znamo da je povrSina trokuta jednaka polovici umnoska du-
ljina bilo koje stranice i njoj pripadne visine. Pomoc¢u procedura u
Maple-u V koje smo ranije definirali lagano izra¢unamo:

A:=[x[1],y[11]; B:=[x[2],y[2]]; C:=[x[3],y[3]];
D:=projekcija(C,pravac2t(A,B));
P:=FS(udaljenost2t(A,B)*udaljenost2t(C,D)/2);

Racunalo ¢e nam izrac¢unati

1 2
5 ) \/12272x2x1+x12+y12*2y1y2+y22-

(—ysz1 + x3y1 + Ysx2 — Tay1 — T3y2 + T1Y2
92 — 2x0x1 + 12 + y12 —2y1y2 + y22
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QA&.? @wV

\PAHT @Hv

WAHNV @mv

SLIKA 6. PovrSina trokuta ABC' je polovica umnoska
duljina osnovice AB i pripadne visine C'D.

Racunalo je ipak samo stroj pa on ne skrati nazivnik u prvom kvadrat-
nom korijenu s drugim kvadratnim korijenom (premda su oni o¢ito jed-
naki), a isto tako ne primjecuje da je drugi korijen kvadrata u brojniku
jednak apsolutnoj vrijednosti

| —ysz1 + T3y1 + Ysa — Tals — T3Ya + T1Ya| .

Kad nacinimo ta skra¢ivanja oc¢igledno dobijemo trazenu formulu. [J

Interesantno je da bez znaka apsolutne vrijednosti gornja formula
daje izraz za orijentiranu povrSinu trokuta ABC. Ako je taj trokut
pozitivno orijentiran, tj. ako je obilazak ABCA u smjeru suprotnom
od smjera kazaljke na satu, onda ¢e taj broj biti pozitivan, a inace
je negativan. Postupak za odredivanje te, tzv. orijentirane povrSine
trokuta, je u Maple-u V ostvaren na sljede¢i nacin:

povrsina3t:=proc(A,B,C) local a,x,b,y,c,z;
a:=A[1] :x:=A[2]:b:=B[1]:y:=B[2]:c:=C[1]:z:=C[2]:
FS((x*c-b*x-axz+axy+b*z-c*y)/2): end:

Na§ drugi primjer je zadatak 425 iz iste knjige [1].
Zadatak 2. Neka je ABC trokut i P;, P,, P; polovista stranica BC,
CAiAB. Duzine AP, BP, i C'P; zovemo teZiSnicama trokuta ABC.
Dokazi analiticki da se sve tri teziSnice sijeku u jednoj tocki koju zovemo
teziStem trokuta i da tezisSte dijeli svaku od teziSnica u omjeru 2 : 1
racunajuci od vrha.

Rjesenje. Dokaz na upaljenom rac¢unalu, u Maple-u V, pocinje utipka-
vanjem sljedeceg:

A:=[x[1],y[1]1]; B:=[x[2],y[2]1]; C:=[x[3],y[3]1];
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C’(m3, ys)

A(wla yl)

B(“’Za y2)

SLIKA 7. Trokut ABC' i njegove teziSnice APy, BP, i
C P5 koje se sijeku u tezistu 7.

D:=poloviste(B,C); E:=poloviste(C,A); F:=poloviste(A,B);
konkurentniQ(pravac2t(A,D) ,pravac2t(B,E) ,pravac2t(C,F));

U nestvarno brzom vremenu rac¢unalo ¢e ispisati vrijednost nula $to
pokazuje da se tezi$nice sijeku u jednoj tocki. O kojoj se tocki radi
otkrivamo naredbom:

T :=presjek2p(pravac2t(A,D), pravac2t(B,E));

Tot¢ka T ima koordinate (#2288 MLt ) by odmah mozemo napisati

proceduru u Maple-u V koja trokutu pridruzuje njegovo teziste.

teziste:=proc(4,B,C) local a,x,b,y,c,z;
a:=A[1]:x:=A[2]:b:=B[1]:y:=B[2]:c:=C[1]:z:=C[2]:
FS([(atb+c) /3, (x+y+z)/3]):end:

Da bismo dokazali drugu tvrdnju zadatka mi ¢emo odrediti tocku koja

dijeli tezi$nicu vrha A (tj. duzinu AD) u omjeru 2 : 1 rac¢unajuéi od

vrha A i pokazati da se ona podudara s tockom T (teziStem trokuta

ABC). Isti argument moZe se ponoviti i za tezinice vrhova B i C.

G:=omjer_mn(A,D,2,1): wudaljenost2t(G,T);

Buduéi da je dobivena vrijednost nula, tocke G i T' se podudaraju, pa

je time zadatak rijeSen. O
Trec¢i primjer je zadatak 989 takoder iz knjige [1].

Zadatak 3. Dokazi da polovista stranica trokuta i nozista visina leze

na istoj kruznici.

Rjesenje. Bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti da su tocke
A, B i C odabrane u ravnini tako da su im koordinate (0, 0), (¢, 0) i
(u, v), gdje su ¢, u i v realni brojevi, pri ¢emu ¢ i v nisu jednaki nuli.
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SLIKA 8. Polovista stranica i noziSta visina leze na istoj kruznici.

eA:=[0, 0]: eB:=[0, c]: eC:=[u, v]l:
Zatim odredimo polovista stranica primjenom procedure poloviste:

eAp:=poloviste(eB,eC); eBp:=poloviste(eC,el);
eCp:=poloviste(eA,eB);

Nozista visina su projekcije vrhova na nasuprotne pravce stranica:

eApp:=projekcija(eA,pravac2t(eB,eC));
eBpp:=projekcija(eB,pravac2t(eC,el));
eCpp:=projekcija(eC,pravac2t(eA,eB));

Srediste trokutu opisane kruznice je tocka presjeka simetrala njegovih
stranica. Dakle, u nasem slucaju je srediste S trokuta A’ B'C" s vrhovima
u polovistima stranica.

eS:=presjek2p(okomica(eAp,pravac2t(eBp,eCp)),
okomica(eBp,pravac2t(eCp,ehp)));

Primijenimo li isti postupak na trokut A” B”C” s vrhovima u nozistima
visina mozemo odrediti srediste 7" njemu opisane kruznice.

eT:=presjek2p(okomica(eApp,pravac2t (eBpp,eCpp)),
okomica(eBpp,pravac2t (eCpp,ehApp)));

Nakon utipkavanja prethodnih naredbi racunalo nam ispisuje koordi-
nate tocaka S i T. Vidi se da su one jednake, pa su zato S i T jedna
te ista tocka.

Da bi dokazali tvrdnju zadatka moramo jo$ pokazati da su radijusi
opisanih kruznica trokuta A’B'C" i A”B"C" jednaki.

FS(udaljenost2t(eS,eCp)-udaljenost2t(eT,eCpp));

Izracunata vrijednost je nula, ¢ime je dokaz zadatka zavrsen.
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Interesantno je da mozemo naci da je radijus gornje kruznice to¢no
jednak polovici radijusa trokutu ABC' opisane kruznice. Da to provje-
rimo koristeéi gornju metodu prvo odredimo koordinate sredista O te
kruznice i zatrazimo od Maple-a V da izracuna sljedece:

FS(udaljenost2t(e0,eC)/udaljenost2t(eS,eCp));

Naravno, rezultat je dva. O
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