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1. Osnovni pojmovi teorije normiranih prostora 1

1 Osnovni pojmovi teorije normiranih prostora

1.1 Norma

Ovdje ¢emo proucavati isklju¢ivo realne i kompleksne vektorske prostore. F ¢e biti za-
jednicka oznaka za R i C kad god ne bude potrebno specificirati konkretan izbor. Ne
postavljamo ograni¢enja na dimenziju prostora.

Definicija 1.1.1 Norma na vektorskom prostoru X nad poljem F je preslikavange || - || :
X — R sa sljedecim svojstvima:

1. ||z]| > 0, Vo € X;
2. |zl =0 x=0;
3. ||lazx|| = |of||z||, Va € F,Vz € X;
4o Nz +yll < =l + [lyll, Ve, y € X.

Ureden par (X, || -||) se naziva normiran prostor.

Kona¢nodimenzionalan prostor F", n € N, mozemo snabdjeti normom na nekoliko
uobicajenih nacina (koji se podudaraju u slucaju n = 1).

Primjer 1.1.2

(F,|-|) (dakle, apsolutna vrijednost igra ulogu norme u polju).

FE 0 Ml2)s s - ) ll2 = /27520 |25
E A1) (@1, @) = Z;’L:I |x]|
(

F* 0 loo), I(z1, ..., @n)||oc = max{|z;| : j=1,...,n}.

U iduéa tri primjera s C([a, b]) ozna¢avamo vektorski prostor svih neprekidnih realnih
ili kompleksnih funkcija na segmentu [a, b].

Primjer 1.1.3

(C(a,b]), 11+ ll2), 1112 =/ Sy L (©)[2dt.

(©(as B, - 1) 11 = J, £ (o)l
(C([a,0]), [ - loo)s 1f lloo = max{|f(#)] : ¢ € [a, b]}.

Definicija 1.1.4 Skalarni produkt na vektorskom prostoru X nad poljem F je preslikava-
nje (-,) : X x X = T sa sljedeéim svojstvima:

1. (z,z) >0,Vz € X;

2. (z,x) =0z =0;
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1. Osnovni pojmovi teorije normiranih prostora 2

(ax,y) = a(z,y), Ya € F,Va,y € X;

3.
4' <$1—|—{1}2,y>: <$17y>+<x27y>7v‘r17m27y6X;
5. <x7y>:<y7x>7vxayeX'

Ureden par (X, (-,-)) se naziva unitaran prostor.

Primjer 1.1.5
F" (), (@,y) = Z?:l Zjyj-
(C([a.b1). (). (f.9) = [ F(t)g (D).

Napomena 1.1.6 U svakom unitarnom prostoru za sve vektore x i y vrijedi Cauchy-
Schwarzova nejednakost: |(z,9)|> < (z,2)(y,y).

Uz pomo¢ te nejednakosti lako se pokazuje da je na proizvoljnom unitarnom prostoru
(X, (-,+)) formulom ||z|| = \/(z, ) zadana jedna norma. U daljnjem ¢emo podrazumijevati
da je svaki unitaran prostor normiran uz ovako uvedenu normu.

Primijetimo da su norme navedene u primjeru u drugom sluc¢aju, te u primjeru
u prvom slucaju nastale iz skalarnih produkata navedenih u primjeru

Pretpostavimo da je (X, (-,-)) unitaran prostor. Za z,y € X imamo
|z +ylI* = (& +y, 2 +y) = (z,2) + (z,9) + (,2) + (v,9),

lz =yl = (& —y,2—y) = (x,2) — (z,9) — (y,2) + (y,9)-

Zbrajanjem ovih dviju jednakosti dobivamo tzv. jednakost paralelograma:
lz +ylI” + Iz — ylI* = 2[|z[|* + 2[|y|*, Va,y € X. (1)

Sliéno, lako se provjeri da vrijedi i

1 1
(@,y) = S lle+yll* = Sz —yll?, (2)
4 4

ako je prostor realan, odnosno
1 1 ) )
(e.9) = 7le + 9l = Zlle =yl + Zllz + iyl - S lle — iy, 3)

ako je prostor kompleksan. Prethodne dvije jednakosti zovu se polarizacijske formule.
One pokazuju da u svakom unitarnom prostoru skalarni produkt mozemo rekonstruirati
iz izvedene norme.

Jednakost paralelograma je, kako smo vidjeli, uvjet koji ispunjava svaka norma
koja je izvedena iz skalarnog produkta. Zanimljivo je da je taj uvjet i dovoljan. Sljedeéi
teorem (koji navodimo bez dokaza; vidite [SK]) pokazuje da jednakost paralelograma
zapravo karakterizira norme koje potjec¢u iz skalarnih produkata.

© db 2021./2022.



1. Osnovni pojmovi teorije normiranih prostora 3

Teorem 1.1.7 (Jordan - von Neumann) Neka je (X, ||-||) normiran prostor. Tada postoji
skalarni produkt (-,-) na X takav da vrijedi ||z|| = /{(z,x), Vo € X, onda i samo onda
kada ta norma zadovoljava jednakost paralelograma . U tom slucaju taj je skalarni
produkt jedinstven i dan je polarizacijskim formulama (4), odnosno (@, ovisno o tome je
lt prostor X realan ili kompleksan.

Primjer 1.1.8 Norme || - ||1 i ||  ||co na prostorima F" i C([a,b]) ne potjecu od skalarnog
produkta. Provjerite!

Napomena 1.1.9 Neka je (x,), konacan ili beskonacan linearno nezavisan niz u unitar-
nom prostoru X. (Za beskonacan skup kazemo da je linearno nezavisan ako je linearno
nezavisan svaki njegov konac¢an podskup.) Tada postoji ortonormiran niz (e,), u X za
koji vrijedi span{z1, z,...,x} = span{ey,eq, ..., ex}, Vk € N.

Niz (epn)n se konstruira induktivno Gram-Schmidtovim postupkom: stavi se e; =

I _ 1 - _ k ,
@b zak 21, epp = frt1, gdje je foyr = T — 251 (Trt1, €5) €5

[l fretall
Napomena 1.1.10 Neka su Xi,...,X,,, n € N, normirani prostori nad istim poljem.
Tada jei X = X7 x ... x X,, vektorski prostor uz koordinatne operacije. Prostor X

mozemo normirati na vise nacina. Neke mogucnosti su:

n
(1, ozl =D gl
j=1

H(xl,...

|(z1,...2n)|loc = max{||z;|| : j =1,...,n}.
Sli¢no, i produkt unitarnih prostora postaje unitaran prostor sa skalarnim produktom

n

(@1, ), (Y1) = Y (25, 05)-

J=1

Definicija 1.1.11 KazZemo da je podskup S normiranog prostora X ogranicen ako postoji
broj M > 0 takav da vrijedi ||z|| < M, Vz € S.

Definicija 1.1.12 Neka su X i Y normirani prostori i f: X — Y.
Kazemo da je funkcija f neprekidna u tocki xg € X ako

Ve > 035 > 0 tako da ||z — x| < = ||f(x) — f(zo)]| <.

Funkcija f je neprekidna na skupu S C X ako je neprekidna u svakoj tocki xg € X.
Kazemo da je f uniformno neprekidna na skupu S C X ako vrijedi

Ve > 030 > 0 tako da 1,22 € S, |1 — 2] < d = || f(z1) — f(z2)|| < e

Propozicija 1.1.13 Neka je (X, || - ||) normiran prostor.

© db 2021./2022.
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(@) |||l : X = R je uniformno neprekidna funkcija na X.
(b) +: X x X — X je uniformno neprekidno preslikavanje na (X x X, || -1]1)-

(c) - : Fx X — X je uniformno neprekidno preslikavanje na svakom ograni¢enom skupu
u (Fx X, ||-11); posebno, neprekidno je na (F x X, || -|1).

Dokaz: (a) Za bilo koje x,y € X imamo ||z = |[(x —y) + y|| < ||z — y|| + ||y||; dakle,
[zl=[lyll < llz=yll. Zamijenimo li z s y, odavde dobivamo i [ly|| —[lz]| < [ly—z|l = lz—yl|,
a iz tih dviju nejednakosti slijedi | ||z||—|ly]| | < |Jx—y]|. Odavde je uniformna neprekidnost
ocita; za proizvoljni € > 0 mozemo jednostavno uzeti § = e.

(b) Po definiciji zbrajanja i norme || - ||; u X x X za proizvoljne z1,y1,z2,y2 € X
imamo

(1 +y1) — (w2 +y2)|| < [lo1—22||+|ly1 —v2ll = (1 =22, y1 —y2)[l1 = [[(z1,y1) — (22, y2)]|1-

Dakle, i ovdje je dovoljno uzeti § = e.
(c) Neka je S C F x X ograni¢en. Odaberimo broj M > 0 za koji vrijedi ||(a, z)||1 =
laf + [|z|| < M, V(a,z) € S. Za zadani € > 0 uzmimo ¢ = 55;. Sada imamo:

€
(Oél,l‘l), (042,33‘2) S S, ||(041,1‘1) — (Ozg,fL‘g)Hl <= ‘041 — 042| + ||£U1 — ."L‘Q” <d=—=

2M
larzy — asxa|| = |lar(z1 — 22) + (@1 — az)z2|| < [ai|[|z1 — 22| + |1 — azff|zaf| <
€ €
M-S ¢ S M=
oM oM ¢

Propozicija 1.1.14 Neka je X unitaran prostor. Skalarni produkt je uniformno nepre-
kidna funkcija na ogranic¢enim skupovima prostora (X x X, || -||1); posebno, neprekidna je
na (X x X, || -1)-

Dokaz: Slijedi iz prethodne propozicije, polarizacijskih formula i te neprekidnosti
operacija u polju R. a

Istaknimo da smo u prethodnom korolaru dokazali neprekidnost skalarnog produkta u
odnosu na ||-||1 u produktnom prostoru X x X. To nije najprirodnije jer znamo da je X x X
zapravo unitaran prostor sa skalarnim produktom ((z1,z2), (y1,42)) = (x1,y1) + (z2,y2)
pa bi prirodniji izbor norme na prostoru X x X bio ||(z,y)ll2 = /||z|* + ||lyl|?, sto je
norma izvedena iz tog skalarnog produkta.

Medutim, vrlo brzo ¢emo vidjeti da je, Sto se tice neprekidnosti funkcija definiranih

na X x X, sasvim svejedno promatramo li na X normu || - ||; ili normu || - ||2.
Definicija 1.1.15 KaZe se da su norme |- |lo i || - ||lo definirane na vektorskom prostoru

X ekvivalentne ako postoje m, M > 0 takvi da vrijedi m||x||q < ||z]lp < M||z||q, V2 € X.

Napomena 1.1.16 (a) Ekvivalentnost normi je relacija ekvivalencije na skupu svih normi
na danom vektorskom prostoru. Provjerite!

© db 2021./2022.
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(b) Neprekidnost funkcije f: X — Y (u tocki, na skupu, uniformna) ostaje o¢uvana ako
norme na X i/ili Y zamijenimo ekvivalentnima. Provjerite!

(c) Prema tvrdnji zadatka norme || - |1, - |l2 1 || - [Joo na produktnom prostoru
X = X1 X ...x X, sumedusobno ekvivalentne. Sad prethodna opaska (b) pokazuje
da tvrdnje propozicija i ostaju vrijediti i ako na X x X, odnosno F x X
umjesto || - |1 promatramo || - |2 ili || - [|co-

Teorem 1.1.17 Sve norme na konacnodimenzionalnom prostoru su ekvivalentne.

Dokaz: Neka je b = {by,...,b,} proizvoljna baza prostora X. Zaz € X, z = 2?21 Ajbj,
stavimo [[z[p = > 7_; [Aj|- Nije tesko vidjeti da je || - ||, norma na X. Prema napomeni
1.1.16| (a) dovoljno je dokazati da je proizvoljna norma || - || na X ekvivalentna s || - ||p.
Neka je M = max{[[b;|| : j = 1,...,n}. Sada za proizvoljan z = > 7 ; \;jb; € X
imamo [l2] = | X7y Agbsll < 20 INslllgll < MiJell.
Da dokazemo analognu nejednakost u drugom smjeru, promotrimo funkciju f F”

R, flag,...,an) = || Z?Zl a;bj||. Prema propoziciji [L.1. 13 i napomenl 1 1.16 f Je

neprekidna na F” i u normi || - ||; i u euklidskoj norm . Skup § = 041, :
" la;| =1} je ograniéen i zatvoren u F"; dakle, kom aktan. Jer je f ne rekldna na S,
=11 J g p J p

postoji tocka (pu1, ..., un) € S za koju je f(p1, .- pun) < f((a1,...,an)), Y(ag,...,an) €
S. Stavimo y = Z?Zl wibj. Jer je ||y|lp = 1, vrijedi y # 0. Sad nam prethodna nejednakost
kaze da je |ly|| < ||z|| za sve vektore x za koje vrijedi ||z||, = 1.

Neka je sada x € X proizvoljan netrivijalan vektor. Kako je meHb =1, to prema

prethodnom zaklju¢ujemo da mora vrijediti ||y|| < HW&UH Drugim rije¢ima, imamo

lyllllzllp < ||lz|]|]. Stavimo m = |jy||. Zbog y # 0 imamo m > 0, te mozemo pisati
m|z||p < ||z||. Na kraju, uo¢imo da zadnja nejednakost vrijedi i za nul-vektor. O

Definicija 1.1.18 Neka je (zy,), niz u normiranom prostoru X.
Kazemo da niz (xy,), konvergira prema x € X i pisSemo x = limy_co®yn, ako

Ve > 03dng € N tako dang <n = |z, —z| <e.
Kazemo da je niz (xy,), Cauchyjev ako
Ve > 03ng € N tako da ng < m,n = ||z, — x| <e.
Napomena 1.1.19 Lako se provjere sljedeé¢e tvrdnje.
(a) Limes niza je, ako uopée postoji, jedinstven.
(b) Svaki konvergentan niz je Cauchyjev.
(c) Svaki Cauchyjev, pa zato i svaki konvergentan niz je ogranicen.

(d) Niz koji je konvergentan ili Cauchyjev u nekoj normi konvergentan je, odnosno Ca-
uchyjev, i u svakoj ekvivalentnoj normi.

(e) Svaki podniz konvergentnog niza i sam je konvergentan i konvergira k istom limesu.

© db 2021./2022.



1. Osnovni pojmovi teorije normiranih prostora 6

(f) Linearna kombinacija konvergentnih nizova je konvergentan niz ¢iji limes je odgova-
rajuca linearna kombinacija limesa.

(g) Neka su X i Y normirani prostori. Funkcija f: X — Y je neprekidna u tocki g € X
ako i samo ako za svaki niz (x,), u X koji konvergira k z¢ niz (f(x,)), konvergira

prema f(xzg).

U nastavku ¢e vaznu ulogu igrati i neki elementarni topoloski pojmovi. Za sada ¢emo
se ograniciti na opis i interpretacije tih pojmova u normiranim prostorima.

Neka je X normiran prostor. Otvorena kugla s centrom u tocki zg € X i radijusom
r > 0 je skup K(zo,7) = {z € X : ||z — zo|]| < r}. Kako se norma razlike dvaju vektora
interpretira kao njihova udaljenost, K (x,) je skup svih vektora iz X ¢ija udaljenost od
centra xg je manja od r.

Kazemo da je skup S C X otvoren ako je S unija neke familije otvorenih kugala.
Dodatno, po definiciji uzimamo da je i ) otvoren. Lako se vidi da vrijedi: S C X je
otvoren ako i samo ako za svaku tocku x € S postoji r > 0 takav da je K(z,r) C S.

Familija svih otvorenih skupova u X se oznacava s 7 i naziva se topologija na X. 7
ima sljedeéa svojstva:

o ), X e
o UjcT,j€J= UjesU; € 7 za proizvoljan indeksni skup J;
e U,....U,er,neN=Un...NU, €.

Nadalje, za skup F' C X kazemo da je zatvoren ako je X \ F otvoren. OCcito, familija
svih zatvorenih skupova u X ima svojstva komplementarna gornjima () i X su zatvoreni,
presjek proizvoljne familije zatvorenih skupova je takoder zatvoren skup, unija kona¢no
mnogo zatvorenih skupova je takoder zatvoren skup). Uo¢imo da je svaki jednoc¢lani skup
{zo} zatvoren (zaista, X \ {z¢} je otvoren; provjeritel!).

Zatvara¢ A proizvoljnog skupa A C X definira se kao najmanji zatvoren skup u X koji
sadrzi A. Ogito, A mozemo ekvivalentno opisati i kao presjek svih zatvorenih skupova
F C X koji sadrze A.

Uo¢imo da je skup A C X zatvoren ako i samo ako je A = A. Takoder, lako se pokaze
da za svaku otvorenu kuglu K (xg,7) vrijedi K (z9,7) = K (z0,7) pri ¢emu je K (zg,r) =
{z € X : ||z — o] <7} tzv. zatvorena kugla s centrom u xz( radijusa r.

Lema 1.1.20 Neka je F' zatvoren skup u normiranom prostoru X, neka je (zy,), konver-
gentan niz tocaka iz F'. Tada je limy,—ooxyn € F.

Dokaz: Ogznacimo limes s x i pretpostavimo da vrijedi x ¢ F. To zapravo znaci da
x pripada otvorenom skupu X \ F. Zato postoji r > 0 takav da je K(z,r) C X \ F.
Za taj r nadimo ng takav da n > ng = ||z — x,|| < r. Dakle, za sve n > ng imamo
xn € K(z,7) C X \ F. To je kontradikcija jer svi ¢lanovi niza leze u F'. O

Lema 1.1.21 Neka je X normiran prostor i A C X. Tada za svaku tocku x € A i svaku
otvorenu kuglu K(x,r) s centrom u x vrijedi K(x,r) N A # (.

© db 2021./2022.



1. Osnovni pojmovi teorije normiranih prostora 7

Dokaz: Pretpostavimo suprotno: neka postoje x € A ir > 0 takvi da je K(x,7)NA = ().
To zapravo znaéi da je A C X \ K(z,r). Kako je skup X \ K(z,r) zatvoren i kako je A
najmanji zatvoren skup koji sadrzi A, slijedi A C X \ K(x,7). No, to je nemogudée jer je
x bio odabran kao element skupa A. O

Propozicija 1.1.22 Neka je X normiran prostor i A C X. Tada je A skup svih limesa
svih konvergentnih nizova ¢iji ¢lanovi su elementi skupa A.

Dokaz: Uzmimo niz (), u A koji konvergira prema z € X. Kako je skup A zatvoren i
r, € AC A, iz leme slijedi z € A.

Obratno, neka je z € A. Prema lemi za svaki prirodan broj n, skup K(z, %) NA
je neprazan. Za svaki n € N odaberimo tocku z,, € K(z,1) N A. O¢ito, za ovako
konstruiran niz (z,), vrijedi lim,, ooz, = . O

Korolar 1.1.23 Skup A w normiranom prostoru X je zatvoren ako i samo ako sadrZi
limese svih konvergentnih nizova svojih ¢élanova.

Dokaz: Jedan smjer smo dokazali u lemi [1.1.20L Obratno, ako je z € A, onda prema
prethodnoj propoziciji mozemo naéi niz (x,), u A koji konvergira k x. Sada pretpostavka
povlaci x € A. Dakle, A = A, to jest, A je zatvoren.

Definicija 1.1.24 KaZemo da je normiran prostor X separabilan ako postoji prebrojiv
skup S C X takav da vrijedi S = X. U ovoj situaciji se jos kaze da je S gust u (na) X.

Ako je skup S gust u X onda, prema lemi[I.1.21] svaka otvorena kugla prostora X sijece
S. Ovo objasnjava izbor atributa gust u imenu. Zbog navedenog svojstva separabilne
prostore mozemo zamis$ljati kao ne-pretjerano-velike; svaki vektor prostora je dohvatljiv
(tj. moze se po volji dobro aproksimirati) elementima prebrojivog skupa S. Kako je Q
gust u R, polje F je separabilan prostor. Ocekivano, takvi su i svi kona¢nodimenzionalni

prostori (vidite zadatak [1.1.34)).

Definicija 1.1.25 Neka je X normiran prostori S C X. KaZemo da je skup S kompaktan
ako svaki niz u S ima konvergentan podniz ¢iji limes je u S.

Kompaktnost se ina¢e nesto drugacije definira u metrickim, odnosno topoloskim pros-
torima. Medutim, pokazuje se da se ta, opéenitija definicija u slu¢aju normiranih prostora
svodi na prethodnu formulaciju.

Prisjetimo se da je u F” skup kompaktan ako i samo je ogranicen i zatvoren. U jednom
smjeru je ova tvrdnja to¢na i za proizvoljan normiran prostor.

Propozicija 1.1.26 Kompaktan podskup normiranog prostora je zatvoren i ogranicen.

Dokaz: Neka je S kompaktan skup u normiranom prostoru X.
Pretpostavimo da S nije zatvoren. Tada postoji z € S\ S. Prema propoziciji [1.1.22
postoji niz (), u S za koji vrijedi = lim,,_,c0x,. To je kontradikcija s kompaktnoséu
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jer ovaj niz nema konvergentan podniz ¢iji limes je u S. Naime njegov svaki podniz je
konvergentan, no limes mu je z; dakle, tocka izvan skupa S.

Pretpostavimo sada da S nije ogranicen: to znaci da postoji niz (z,), u S za koji
vrijedi ||z || > n. Ovaj niz ne moze imati konvergentan podniz jer prema napomeni[1.1.19]
(b) svaki konvergentan niz mora biti ogranicen. O

Napomena 1.1.27 Obrat prethodne propozicije ne vrijedi. Najjednostavniji protupri-
mjer je zatvorena jedini¢na kugla K(0,1) u beskonaénodimenzionalnom unitarnom pros-
toru. Uzmimo beskonacan linearno nezavisan niz i ortonormirajmo ga; neka je (en)n
rezultirajuéi ortonormirani niz. Jasno je da je e, € K(0,1), ¥n € N, kao i da (e,),, nema
konvergentnih podnizova jer za sve n # m vrijedi |le, — en| = V2.

Pokazat ée se u iducoj tocki da zatvorena jedini¢na kugla nije kompaktan skup niti u
jednom beskona¢nodimenzionalnom prostoru.

Domaca zadacéa 1

Zadatak 1.1.28 Dokazite da u beskona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru postoji
beskonacan linearno nezavisan skup.

Zadatak 1.1.29 Preslikavanje (-, -) : X x X — F na unitarnom prostoru X koje zadovolja-
va uvjete 1,3,4 15 iz definicije [[.1.4] naziva se pozitivno semidefinitan hermitski funkcional.
(U tom kontekstu mozemo reéi da je skalarni produkt, s obzirom da zadovoljava i preostali
uvjet 2, pozitivno definitan hermitski funkcional.)

Dokazite da za svaki pozitivno semidefinitan hermitski funkcional vrijedi Cauchy-
Schwarzova nejednakost.

Zadatak 1.1.30 Dokazite da za norme na produktnom prostoru X = X; x ... x X,
normiranih prostora Xi,...,X,, n € N, navedene u napomeni vrijedi

[zlloo < flzll2 < N2l < Vnllzll2 < 02|/,
za svaki vektor z = (z1,...,2,) € X.
Zadatak 1.1.31 Neka je cog vektorski prostor svih ”konaénih” nizova:
coo = {(xn) € FY : 3ny € N tako da je 2, = 0, Vn > no}.

Na ¢gp definiramo norme || - ||1, || - ||2 1 || - [|co istim formulama kao i na F". Pokazite da
nikoje dvije od ove tri norme na cgp nisu ekvivalentne.

Zadatak 1.1.32 Neka su X1, Xs,...,X,, normirani prostori, neka je (zy)x niz u X =

X1 x ... x X,, te neka je o € X. Stavimo zp = (x’f,x’g,...,xfl), k=0,1,2,... Dokazite
da je zg = limg ), 8 Obzirom na normu ||-[[; na X ako i samo ako vrijedi # = limkﬁoox;?,
za sve j = 1,2,...,n. Pokazite da tvrdnja ostaje to¢na i ako normu || - ||; zamijenimo s
[ 2 3L [} [loo-
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Zadatak 1.1.33 Pokazite da u svakom normiranom prostoru X vrijedi K (z,r) = K(z,1),
za sve x € X ir > 0. (Posebno, K(x,r) je zatvoren skup.)

Zadatak 1.1.34 Pokazite da je svaki konacnodimenzionalan normiran prostor separabi-
lan.

1.2 Potpunost

Definicija 1.2.1 KaZemo da je normiran prostor potpun ako svaki Cauchyjev niz u njemu
konvergira. Potpun normiran prostor zove se jo§ i Banachov prostor. Potpun unitaran
prostor se naziva Hilbertov prostor.

Propozicija 1.2.2 Svaki konacnodimenzionalan normiran prostor je potpun.

Dokaz: Uzmimo bazu {b1,...,b,} za X i definirajmo normu na X s || 3°7_; A;b;|| =
max{|\;| : j =1,...,n} (vidite zadatak [1.2.16). Kako su sve norme na X ekvivalentne,
dovoljno ¢ée biti pokazati (vidite napomenu [1.1.19| (d)) da je X potpun u ovoj normi.
Neka je (x)r Cauchyjev niz u X; stavimo zj = Z?zl )\fbj. Za € > 0 nadimo kg sa
svojstvom ko < k,l = ||xx — x1|| < €. To znaci da za k,l > ko imamo |)\§3 — /\§| < € za

sve j = 1,...,n. Dakle, za svaki pojedini j = 1,...,n, niz ()\f)k je Cauchyjev niz u polju.
Neka je \j = limkﬁoo)\;?, j=1,...,n. Stavimo x =377 | A;b;.
Preostaje pokazati da je £ = limg_,soxg. Uzmimo € > 0izasvaki j = 1,...,n, nadimo

k; takav da kj < k = |\; — /\f\ < e. Neka je kg = max{ki,...,kn}. Ocito, ako je kg < k
onda posebno imamo k; < k, Vj, pa slijedi max{|\; — Af] cj=1,...,n} < ¢, to jest,
|z — x| <e. O

Propozicija 1.2.3 Prostor (C([a,b]), || - ||s) je Banachov.

Dokaz: Neka je (f,)n Cauchyjev niz. Iz |fn(to) — fm(to)| < max{|fn.(t) — fm(t)| : t €
[a,b]} = || fn — fmlloo vidimo da je (fn(to))n Cauchyjev niz za svaki pojedini ¢y € [a,b].
Dakle, mozemo definirati funkciju f na [a,b] tako da stavimo f(tg) = limy, 0 fn(to), to €
[a, b]. Preostaje pokazati da je funkcija f neprekidna (dakle, da je element naseg prostora)
te da polazni niz (f,,), konvergira k f.

Odaberimo proizvoljan € > 0 i nadimo ng sa svojstvom

m,n 2 no = || fm = fallo = max{[fim(t) = fu(t)| : t € [a,b]} <€ (4)

Uzmimo sad ponovo proizvoljan tg € [a,b]. Za isti € mozemo pronaéi m > ng tako da
imamo

|f(to) — fm(to)] < e. (5)
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Sada za svaki n > ng imamo

F(to) = Fulto)] < 1£(t0) — Fnlto)] + [fm(to) — Fulto)] P e ¢ = 2.

Jer je tg bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da vrijedi
n > ng = sup{|f(t) — fu(t)| : t € [a,b]} < 2e. (6)

Dokazimo sada da je f neprekidna funkcija. Uzmimo opet bilo koji tg € [a,b]. Neka je
e > 0 zadan. Za taj € odredimo ng tako da vrijedi (4)), a onda i (@ Zbog neprekidnosti
funkcije fp, u tocki ty postoji 6 > 0 takav da vrijedi

€ [(I, b]’ |t_t0| <0= |fn0(t) - fno(tO)‘ <€ (7)

Odavde dobivamo da za sve t € [a, b], |t — to| < ¢ vrijedi

() = F(0)] < 1FE) — Fao (O] + g () — Fo )]+ Lo t0) — F(t0)] P 26 e 2 = 5

Time je pokazano da je funkcija f neprekidna u svakoj tocki iz [a,b]. Sada se, medutim,
(6) moze iscitati tako da kazemo da n > ng povladi || f — fnllso < 2e. O

Propozicija 1.2.4 Za sve f € C([a,b]) vrijedi || f]l1 < vVb—al/fll2, [|fll2 < Vb—al flleo

i|flli < (b—a)||flleo- Nikoje dvije od navedenih normi nisu ekvivalentne.

Dokaz: [Iflli = f*1f(Oldt = (LIF) = |1 < L2l 1f e = VE—alfll2. Slieno

: . : b b
dobivamo i drugu nejednakost: || f||2 = (fa ]f(t)\th)l/2 < HfHoo(fa dt)l/2 =vVb—a|f]leo-
Treca nejednakost je kombinirana posljedica prve dvije.

Nadimo prirodni broj ng takav da vrijedi ﬁ < ng. Sada je za sve n > ng formulom

2n%(a —t)+2n, a<t
Iut) = { 0, a+2
dobro definirana neprekidna funkcija na segmentu [a,b]. Lako se izra¢una da vrijedi

Ifallt = 1, lfalla = /5 i | fallo = 2n.

Dakle, niz (f,)n je ograni¢en u normi || - ||1, ali nije ograni¢en u druge dvije norme.

Zato ne mogu postojati brojevi M i N za koje bi vrijedilo [[f]l2 < M]||f]|1, odnosno
Ifllcc < N||fll1 za sve f € C([a,b]). Na kraju, stavimo g, = \/%fn- Tada je ||gnll2 =11

llgnlloc = V3n. Zato ne moze postojati niti broj K takav da bude ||f||cc < K| f||2 za sve
f € C(la,b)). O

Propozicija 1.2.5 Prostori (C([a,b]), |- [|1) ¢ (C([a,b]), || - [|2) nisu potpuni.
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Dokaz: Neka je ng € N odabran tako da vrijedi % < ng. Stavimo ¢ = “TH’ izan>ng

definirajmo

0, a<t<c-—1
fu(t) = %—l—g(t—c), c—%ﬁtﬁc—l—%
1, c+2<t<b

Lagano se izrac¢una da za m > n vrijedi ||fm — fullz < % §to oc¢ito pokazuje da je
(fn)n Cauchyjev niz u normi || - ||2. Zbog prve nejednakosti u propoziciji (fu)n je
sad Cauchyjev niz i u normi || - ||;. Pokazat ¢emo da taj niz nije konvergentan u normi

||-]l1. To ¢e onda odmah povlaciti, opet zbog prve nejednakosti u propoziciji da nije
konvergentan niti u normi || - ||2.
Da zavrsimo dokaz, pretpostavimo da postoji f € C([a,b]) takva da || f, — fl1 — O

i pokazimo da to vodi na kontradikciju. Uzmimo proizvoljan € za koji je 0 < € < IFT“.

Zan > Limamo ||f — fulli = [P1F(t) — fa(t)ldt > [0, |F(2) = 1|dt. Zan — oo lijeva

strana tezi u 0, a desna strana je nenegativna konstanta. Zato je beJrE |f(t) — 1|dt = 0.
Jer je || - || norma i na prostoru C([c + €,b]), slijedi f(t) = 1, Vt € [c + €,b]. Analogno,
iz ||f — falll = [0 °|f(t)|dt zakljuéujemo da je f(t) = 0, V¢ € [a,c — ¢]. Kako je € bio
proizvoljan, izlazi da f ima prekid u tocki c. O

Napomena 1.2.6 Primijetimo da nam propozicija kaze kako norme || - |1, || - ||2 i
|| [| oo nisu ekvivalentne, iako u jednom smjeru vrijede nejednakosti koje se traze u definiciji
ekvivalencije normi. U takvoj situaciji nemoguce je da su svi involvirani prostori potpuni
- to je jednostavna posljedica teorema o inverznom preslikavanju (odnosno teorema o
otvorenom preslikavanju). U tom smislu, kad dokazemo taj teorem, prethodna propozicija
¢e ponovo biti dokazana, tada kao jednostavan i direktan korolar.

U nastavku dokazujemo dvije vazne propozicije koje opisuju Cauchyjeve nizove.

Propozicija 1.2.7 Neka je (x,), Cauchyjev niz u normiranom prostoru X.
(a) Skup {z, :n € N} je ogranicen.

(b) Za svaki niz pozitivnih brojeva (€,)n postoji podniz (Tpem))n niza (Ty)n sa svojstvom
pr(n—i-l) - iUp(n)H < €, Vn € N,

Dokaz: (a) Za e = 1 postoji ng takav da m,n > ng = ||z, — || < 1. Posebno, za svaki
n > g imamo [zl < 2 — oo | + [ | < 1+ [

(b) Neka je zadan niz (€, ),. Najprije nadimo ny takav dan,m > ny = ||z, —zn| < €.
Stavimo p(1) = n;. Dalje, postoji ny > n; takav dan,m > ng = ||z, —xm|| < €2. Stavimo
p(2) = na. Zbog p(1),p(2) > ny imamo ||x,) — )|l < €1

Nadalje, postoji ng > ng takav da n,m > ng = ||z, — || < €3. Stavimo p(3) = ns.
Dokaz zavrsava primjenom principa matematicke indukcije. O

Propozicija 1.2.8 Neka Cauchyjev niz (zy,)n u normiranom prostoru X ima podniz () )n
koji konvergira k x € X. Tada je i imy, ooy, = x.
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Dokaz: Za zadani e mozemo naci ny takav dan > ny = [|x,,) —2z|| < § i takoder mozemo
naci ng takav da n,m > ng = ||z, — znl| < 5.

Neka je ng veéi od brojeva nj i na. Za n > ng pogotovo imamo p(n) > n > ngy. Zato
za n > ng imamo ||z, — x| < |[zn — 2pm) || + [2pm) — 2l < 5+ § =€ O

Definicija 1.2.9 Neka je (xy,), niz u normiranom prostoru X. Red Y ;2 | xy, konvergira
k vektoru x € X ako je x = limy_o0Sy gdje je (Sp)n niz parcijalnih suma; s, = Zzzl Tk.

Red Y32 1, w normiranom prostoru konvergira apsolutno ako konvergira red nenega-
tivnih brojeva Y po ; ||lzk)-

Sada smo u prilici dokazati vazan kriterij potpunosti normiranog prostora. U Matema-
tickoj analizi 1 smo naucili da svaki apsolutno konvergentan red realnih brojeva konvergira
i obi¢no. Sljededi teorem objasnjava da to nije ekskluzivno svojstvo polja realnih brojeva,
nego da je to karakterizirajuée svojstvo potpunih prostora.

Teorem 1.2.10 Normiran prostor X je potpun ako it samo ako svaki apsolutno konvergen-
tan red Y ;o xk, vektora iz X konvergira (obicéno) u X. U tom slucaju vrijedi || Y poq x| <

Dokaz: Neka je prostor Banachov i neka vrijedi ) .2, |||l < co. Dakle, niz parcijalnih
suma tog reda je Cauchyjev, pa za € > 0 mozemo naéi ng takav da m > n > ng =
Yoy Nkl = D=y llzwll = D25t lzxll < e Sada vidimo da za m > n > ng takoder
vrijedi ||sm — snll = I D ptni el < 2oitpit llzkll < e Dakle, niz (sp)n je Cauchyjev.
Kako je po pretpostavci prostor potpun, red » .-, zj konvergira u X.

Obratno, pretpostavimo da u X apsolutna konvergencija redova povlaci obicnu. Uz-
mimo proizvoljan Cauchyjev niz (z,), u X. Prema propoziciji mozemo naéi pod-
iz (Zpm))n niza (Tn)n takav da vrijedi [|2p411) — Zpm)| < -2, Vn € N. O¢ito, red
> net 1% p(kt1) —Tpry || konvergira. Prema pretpostavei, tada konvergira i red Y 72 | (@(511)—
Tpry). Po definiciji, to znaéi da konvergira njegov niz parcijalnih suma (t,),, gdje je
tn = Y he1 (Tp(kt1) = Tp(k)) = Tpnt1) — Tp)- Dakle, postoji x € X takav da je z =
limy, s cotn = liMy—s00 (Tp(ng1) — Tp1))- Drugim rijecima, imamo limy,—ooZp(n) = T + Tp(1)-
Prema prethodnoj propoziciji to je dovoljno da se zaklju¢i da i niz (x,), konvergira k
T+ Tp(1)-

Na kraju, uzmimo da je u potpunom prostoru red y r-; ) apsolutno konvergentan.
Neka je # = ) p-,x;. Tada zbog neprekidnosti norme i napomene (g) imamo
Jall = im0 03y @) = oo | Yy il < limsoo S5y lell = S el O

U nastavku navodimo neka osnovna svojstva potprostora normiranih prostora.
Uoc¢imo da je svaki potprostor normiranog (unitarnog) prostora i sam normiran (uni-
taran) s restrikcijom originalne norme (originalnog skalarnog produkta).

Propozicija 1.2.11 Neka je Y potprostor normiranog prostora X .

(a) Y je takoder potprostor od X .
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(b) Ako je X potpun, onda je i Y potpun.
(c) Ako jeY potpun, onda je zatvoren.

(d) Ako je Y konacnodimenzionalan, onda je' Y zatvoren.

Dokaz: (a) Neka su x,y € Y i a, 3 € F. Nadimo nizove (na temelju propozicije
(n)n 1 (Yn)n u'Y koji konvergiraju prema x, odnosno y. Sada je jasno da je lim,, o (az, +
Byn) = ax + Py, pa opet primjenom propozicije zakljuéujemo da je ax + By € Y.

(b) Neka je (y,)n Cauchyjev niz u Y. Kako je to Cauchyjev niz u potpunom prostoru
X, postoji lim,—eoyn =y € X. Korolar sad povlaci y € Y.

(c) Neka je Y potpun i z € Y. Tada je = lim,, ,00o®,, za neki niz (z,), u Y. Dakle,
(25 )n je Cauchyjev niz u potpunom prostoru Y pa ima limes y € Y. Jer je limes jedinstven,
slijediz =y, tj. z €Y.

(d) Slijedi iz propozicije i prethodne tvrdnje (c). O

Opcenito, udaljenost tocke x od skupa S u normiranom prostoru X definira se kao
d(z,S) = inf{||x — a|| : a € S}, dakle kao "najmanja” udaljenost tocke = od tocaka skupa
S.

Sljedeca lema govori o udaljenosti tocaka od zatvorenog potprostora.

Lema 1.2.12 (F. Riesz) Neka je X normiran prostor i M pravi zatvoren potprostor od
X. Tada za svaki € > 0 postoji x € X takav da je ||z]| =1 i |z —y|| >1—€ Vy € M.
Ako je dim M < oo mozZemo postici da vrijedi ¢ak i ||z —y|| > 1, Vy € M.

Dokaz: Kako je za € > 1 tvrdnja trivijalna, uzmimo 0 < € < 1. Neka je 0 < 4§ < ;% i
xg € X \ M. Jer je skup X \ M otvoren, postoji > 0 takav da je K(zg,7) C X \ M,
tj. K(zo,7) N M = 0. Dakle je ||xo — y|| > r, Vy € M.

Neka je d = inf{||xzo —y|| : y € M} > r > 0. Kako je d < d+ dd, po definiciji infimuma
postoji yo € M takav da je d < [|zg —yo < d+dd. Stavimo = = ”igizgn. Tada je ||z]| = 1
iza sve y € M vrijedi

0= Y0 _ i I(zo = y0) = llzo — yolly Il _ [lzo = (yo + [lzo = yolly)|l

lz =yl = =
| lz0 — woll [lz0 = woll

T
zo — Yol|
(jer vektor u okrugloj zagradi lezi u M)

d d 1 1
> = >
o —wol| “d+ddo 1+06 1+

=1-—e

€
1—e

Uzmimo sad da je dimM < oo i prodimo ponovo kroz dokaz. Uoc¢imo da je nas
konstruirani vektor = element potprostora Z = span{xg, M'}. Uzimajuéi e = % mozemo
rekapitulirati ovako: Vn € N3z, € Z takav da je [lz,] = 11 [|2n —y|| > 1 — 1 za sve
y € M. Jer je niz (z,), na sferi kona¢nodimenzionalnog prostora Z (koja je kompaktan
skup!), postoji podniz (Tp(n))n koji konvergira k nekom vektoru z. Zbog neprekidnosti
norme znamo da je |lz|| = 1. Jer je 1 — Wln) < |lzp(n) — yll, Yy € M, na limesu dobivamo

1< ||z —vyl, Yy € M. O
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Teorem 1.2.13 Jedini¢na sfera S(0,1) = {x € X : ||z|| = 1} u beskonacénodimenzionalnom
normiranom prostoru X nije kompaktan skup.

Dokaz: Neka je e € S. Za M; = span{e;} na temelju prethodne leme mozemo naéi
ez € 5(0,1) takav da je |le2 — y|| > 1, Yy € M;. Specijalno je |ea — ey|| > 1.

Dalje, za My = span{ej, ea} nadimo es € S(0,1) takav da je |les — y|| > 1, Yy € M.
Induktivno dolazimo do niza (e, ), na sferi S(0, 1) za koji vrijedi ||e, — em| > 1, ¥n # m.
Taj niz o¢ito nema konvergentnih podnizova. |

Napomena 1.2.14 Uoc¢imo da smo samo implicitno koristili pretpostavku dim X = oo.
Naime, u svakom koraku imali smo potprostor M,, kona¢ne dimenzije; dakle, definitivno
zatvoren i razli¢it od X. Zbog toga smo u svakom koraku mogli koristiti drugu tvrdnju
prethodne leme.

Napomena 1.2.15 Uoc¢imo da je sfera S(0, 1) zatvoren i ograni¢en skup u X. Dakle, ¢im
je dim X = oo, nije istina da je svaki ogranicen i zatvoren skup kompaktan. Zato mozemo
re¢i: normiran prostor je kona¢nodimenzionalan ako i samo ako je svaki njegov ograni¢en
i zatvoren podskup kompaktan.

Domacéa zadaca 2

Zadatak 1.2.16 Neka je {b1,...,b,}, n € N, baza vektorskog prostora X. Pokazite da
je formulom || 377, A;b;[| = max{|A;| : j = 1,...,n} dana jedna norma na X.

Zadatak 1.2.17 Neka su Xi,..., X, normirani prostori. Pokazite da je prostor X =
X1 % ... x X, potpun u odnosu na neku od normi || - ||,, p € {1,2, 00}, ako i samo ako je
svaki od prostora Xi,..., X, potpun.

Zadatak 1.2.18 Neka je X normiran prostor i M zatvoren potprostor od X. Prisjetimo
se da je kvocijentni prostor X/M vektorski prostor nad istim poljem ¢iji su elementi
linearne mnogostrukosti [x] = x4+ M, x € X, a operacije definirane s (t+ M)+ (y+ M) =
(z+y)+Mia(lx+M)=ar+ M.

Pokazite da je s ||z + M|| = inf{||x — a|| : a € M} zadana norma na X/M. Na taj
(standardni) na¢in kvocijent normiranog prostora i sam postaje normiran prostor.

Je 1i za konstrukciju nuzno da je potprostor M zatvoren?

Uocite da za sve x € X zapravo vrijedi ||z + M|| = d(z, M).

Zadatak 1.2.19 Pokazite da niti jedna sfera S(xg,) i niti jedna zatvorena kugla K (g, r)
u beskona¢nodimenzionalnom normiranom prostoru nije kompaktan skup.
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1.3 Ograniceni linearni operatori

Definicija 1.3.1 Neka su X ¢ Y normirani prostori. KazZemo da je linearan operator
A X =Y ogranicen ako postoji M > 0 takav da vrijedi ||Az| < M||z||, Vo € X. Skup
svih ogranic¢enih operatora oznacavamo s B(X,Y). Za X =Y pisemo B(X).

Propozicija 1.3.2 Neka su X 1 Y normirani prostori 1 A : X — Y linearan operator.
Sljedece tvrdnje su medusobno ekvivalentne:

(a) A je neprekidan u nekoj tocki xg € X;
(b) A je neprekidan na X;

(c) A je uniformno neprekidan na X ;

(d) A je ogranicen.

Dokaz: (a) = (b): Uzmimo x € X i pretpostavimo da je z = lim,_oox,. Tada je
2o = limy, o0 (T, — ¢+ x0) pa zbog pretpostavke imamo Azy = limy, o0 (Ax, — Az + Axg).
Pribrojimo li lijevo i desno stacionaran niz (Ax — Axg), dobivamo Ax = lim,,_, .o Axy,.

(a) = (d): 1z neprekidnosti u tocki 0 i ¢injenice A0 = 0 zaklju¢ujemo: za € = 1 postoji
d > 0 tako da ||z|| < § = ||Az| < 1. Sad za bilo koji  # 0 imamo Hﬁx” < 6 pa je

HA(%&C)H <1, to jest ||Az|| < 2||z||. Dobivena nejednakost ocito vrijedi i za z = 0.
(d) = (c): Uzmimo da je ||[Az|| < Mz|, V2 € X. Neka je ¢ > 0. Stavimo § = 7.
Tada imamo: ||z —y|| < = ||[Az — Ay|| = || A(z —y)|| < M|z —y|| <e.

(¢) = (a) je trivijalno. O

Napomena 1.3.3 Uoc¢imo da ograni¢enost operatora ne znaci da je skup A(X) = Im A
ograni¢en. Ograni¢en linearan operator je zapravo ograni¢en na zatvorenoj jedini¢noj
kugli. Ako je A € B(X,Y) onda je A ogranicen i u bilo kojem paru normi na X i Y koje
su, respektivno, ekvivalentne s originalnima. Provjerite!

Napomena 1.3.4 Neka su X i Y normirani prostorii f : X — Y bilo kakva funkcija, ne
nuzno linearna. Tada vrijedi: f je neprekidna na X ako i samo je za svaki otvoreni skup
V CY iskup f~1(V) otvoren u X.
Dokaz: Neka su originali otvorenih skupova otvoreni. Uzmimo proizvoljan = € X i
pretpostavimo da neki niz (z,, ), konvergira k z. Neka je ¢ > 0. Kugla K(f(z), €) je otvoren
skup u Y, pa je po pretpostavci f~1(K(f(x),€)) otvoren skup u X koji (o¢ito) sadrzi
tocku x. Zato postoji r > 0 takav da je K(z,r) C f~YK(f(),€)). Zbog x = lim,_ootp
sada postoji ng takav da n > ng povlaci ||z — x,|| < 7, to jest z, € K(z,r). Kako je
K(x,7) C f~HK(f(x),¢€)), slijedi f(x,) € K(f(x),e¢); drugim rije¢ima, za n > ng imamo
|f(x) — f(zn)| <e. Dakle, f(z) = lim, o0 f(25). Time smo dokazali da je f neprekidna
u proizvoljno odabranoj tocki x € X.

Obratno, neka je f neprekidna na X. Odaberimo proizvoljan otvoren skup V u Y i
pretpostavimo da skup f~(V) nije otvoren. Tada skup X \ f~!(V) nije zatvoren pa je
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X\ f71(V) pravi podskup svog zatvaraca X \ f~1(V).

Odaberimo z € X \ f~1(V)\ (X \ f~Y(V)). Jer 2 & X \ f~5(V) imamo z € f~1(V). Jer
jex € X\ f~1(V), mozemo prema propoziciji naéi niz (z,), u X \ f~4(V) koji
konvergira k x. Zbog neprekidnosti funkcije f u tocki x sada je f(z) = limy, oo f(zn).
Medutim, imamo f(z) € Vi f(z,) € V, Vn. Kako je V otvoren, mozemo naéi r > 0 takav
da je K(f(z),r) C V. Sad bi zbog konvergencije niza (f(zy)), prema f(z) svi ¢lanovi
niza (f(xy))n, osim kona¢no mnogo njih, morali biti u K(z,r) C V. Kontradikcija. O

Ocita posljedica ove tvrdnje je i sljedeéi kriterij neprekidnosti: funkcija f: X — Y je
neprekidna na X ako i samo ako je za svaki zatvoren skup F' C Y i skup f~!(F) zatvoren
u X. Naime, za svaki F C Y vrijedi f~}(Y \ F) = X \ f~1(F).

Napomena 1.3.5 Za svaki linearan operator A : X — Y jezgra Ker A i slika Im A su
potprostori od X i Y. Ako je A ograni¢en, onda prethodna napomena zbog Ker A =
f~1({0}) pokazuje da je Ker A zatvoren potprostor od X.

S druge strane, slika Im A ograni¢enog operatora A ne mora biti zatvoren potprostor
(i to éemo vidjeti u mnogim primjerima i konkretnim situacijama).

Propozicija 1.3.6 Ako su X i Y normirani prostori i dim X < oo, svaki linearan opera-
tor A: X —'Y je ogranicen.

Dokaz: Uzmimo bazu {b1,...,b,} za X i promatrajmo X s normom || Z?:1 PYURIEES
max{[\;| : j = 1,...,n}; to smijemo zbog napomene [1.3.3]i teorema

Oznacimo M = >71_, [|Abj||. Sadazax = 377, A;bj imamo [[Az| = [[A(D ST, Ajby)l| =
12251 23 Abs 1< 3252y NI Abs ] < M. O

Nisu svi linearni operatori ograni¢eni. Cak i ako je kodomena konaénodimenzionalan
prostor, operator ne mora biti ograni¢en. Stovise, ni linearni funkcionali ne moraju biti
ograniceni. U stvari, vidjet ¢emo da je pravo pitanje upravo obratno; nije a priori jasno da
na proizvoljnom normiranom prostoru uopée postoje netrivijalni ograniceni funkcionali.
Jasno, ogranicene funkcionale na unitarnim prostorima je lako naci. Naime, za svaki
fiksni vektor a unitarnog prostora X preslikavanje f : X — F definirano s f(x) = (x,a) je
linearno i, zbog Cauchy-Schwarzove nejednakosti, o¢ito ograniceno.

Definicija 1.3.7 Neka je X normiran prostor. Skup svih ogranicenih linearnih funkcio-
nala na X, B(X,F), zove se dualni prostor prostora X i oznacava se s X'.

Primjer 1.3.8 Neka je (! = {z = (z,,), € FN : Y322, |z < 0o}. O¢ito je ¢! vektorski
prostor uz koordinatno definirane operacije. Primijetimo da je dim /¢! = oo jer cog < ¢
(ovdje je cop vektorski prostor svih ”"kona¢nih” nizova iz zadatka.

Lagano se provijeri da je s ||7||ooc = sup{|z,| : n € N} zadana jedna norma na ¢!.
(Istaknimo odmah da ovo nije standardni izbor norme na prostoru ¢!. Uobicajeno je
prostor /! promatrati s normom || - ||; koja je definirana formulom ||z|[; = ;% |zk|.)

Definirajmo f : ¢! — F formulom f(z) = > 5o x; jer je F potpun prostor, u njemu
svaki apsolutno konvergentan red konvergira, pa je f dobro definirano preslikavanje. Oc¢ito
je f linearno. Medutim, ovo je primjer neograni¢enog linearnog funkcionala. Zaista, za
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z=(1,1,...,1,5,%, %, ...) (jedinice na prvih n — 1 mjesta u nizu) imamo ||z|lc = 1 i
f(z) =n. Jer je ovdje n proizvoljan prirodan broj, jasno je da f ne moze biti ogranicen.

Usput mozemo primijetiti da ¢! uz ovako definiranu normu || - || nije potpun. To se
moze pokazati direktno, a takoder i uz pomoé opaske da je cog < £ < ¢p. Ovdje smo sa ¢y
oznadili vektorski prostor svih nizova skalara koji konvergiraju u 0; to je takoder normiran
prostor s normom ||(z,)nllec = sup{|z,| : » € N}. Kad bi sad ¢! bio potpun u odnosu
na | - | bio bi zbog propozicije [1.2.11[c) i zatvoren. Kako je (vidite zadatak [1.3.17) coo
gust u ¢p u promatranoj normi || - ||, sad bi slijedilo ¢ = ¢gp C ¢! = I3. To je, medutim,
nemoguce jer je jasno da je I striktno sadrzan u cq.

Neka su X i Y normirani prostori. Uoc¢imo da je i B(X,Y) vektorski prostor uz
tockovne operacije. Naime, za A, B € B(X,Y") po definiciji postoje brojevi M i N takvi
da je ||Az|| < M||z|| i ||Bz| < N||z|| za sve x € X. Sada je |[(A + B)z|| = ||Az + Bz|| <
|Az| + ||Bz|| < (M + N)||z||. Analogno vidimo i da je aA ogranicen operator za sve
acFiAeB(X,Y).

Za A € B(X,Y) definiramo ||A|| = sup{||Az| : x € X,||z]| < 1}. Jer je A ogranicen,
slika zatvorene jedini¢ne kugle je ograni¢en skup, pa je ova definicija dobra. Primijetimo
da sada za proizvoljan x € X, x # 0, imamo ||A(i2:z)|| < || 4], a odavde slijedi ||Az| <

[E3]
|Allllz||, V& € X. Stovige, | A je najmanji od svih brojeva M za koje vrijedi ||Az| <
M||x||, Vx € X. Naime, ako je M neki takav broj, onda za svaki z € X takav da je
|z <1 imamo |[Az| < M|jz|| < M, pa je po definiciji supremuma ||A| < M.

Na kraju ovih razmatranja primijetimo da je formulom ||A| = sup{||Az| : = €
X, ||z|| < 1} zaista definirana norma na prostoru B(X,Y’). (Provjerite!) Ta se norma
zove operatorska norma i u daljnjem ¢emo prostor B(X,Y') uvijek presutno shvacati kao
normiran prostor uz operatorsku normu.

Teorem 1.3.9 Neka su X i Y normirani prostori. Tada je i B(X,Y) s operatorskom
normom normiran prostor. Ako je Y Banachov, onda je i prostor B(X,Y) Banachov.
Ako je Y Banachov i ako je Xo < X gust potprostor od X, onda za svaki operator Ag €
B(Xo,Y') postoji jedinstven operator A € B(X,Y) za koji vrijedi A|x, = Ao i [|A|| = || Ao]|-

Dokaz: Prvu tvrdnju smo ve¢ komentirali neposredno prije teorema. Uzmimo Cauchyjev
niz (An), u B(X,Y). Za € > 0 postoji ng takav da

m,n > nyg = |4, — An|| <e. (8)
Posebno, odavde zaklju¢ujemo i da je
m,n >ng, € X = ||Apz — Anz|| < ||Am — Al - ||z]| < €|z

Dakle, niz (A,z), je Cauchyjev u Banachovom prostoru Y. Stavimo Az = lim,, A,x, x €
X. Time smo definirali jedno preslikavanje s X u Y. O¢ito je to linearan operator. Pre-
ostaje pokazati da je taj operator ogranic¢en i da predstavlja limes zadanog niza. (Uo¢imo
da ve¢ znamo da je A tockovni limes zadanog niza; mi, medutim, trebamo dokazati da je
A limes zadanog niza u operatorskoj normi. To nije isto - uskoro ¢emo vidjeti i konkretne
primjere. Zapravo se radi o razlici izmedu tzv. jake konvergencije i konvergencije u normi.)
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Uzmimo proizvoljan x € X takav da je ||z|| < 1. Zadajmo € > 0. Za taj € nadimo ng
tako da vrijedi . Nadalje, za isti € uzmimo bilo koji m > ng takav da vrijedi

|Az — Apz|| < e. 9)

Sada za svaki n > ng imamo

|Az — Apz|| < ||Az — Apz|| + || Az — Anzl|
< Az = Amz| + [[Am = An|l - (2]
O el <2
Dokazali smo, dakle, da vrijedi
|Az — Apz|| < 26, Vo e X, ||z]| <1, Vn > no. (10)

Preostaje uzeti supremum po svim z, ||z|| < 1. Tako dobivamo [|[A — A,| < 2¢ za sve
n > ng. To pokazuje da je A—A,, € B(X,Y) (Sto onda odmah dajei A = (A—A,)+ A, €
B(X,Y)), a ujedno i A = lim,, 4,,.

Za dokaz trece tvrdnje definirajmo A na sljede¢i nacin: za x iz X nadimo niz (x, ), u Xo
koji konvergira k . Posebno, niz (z,,), je Cauchyjev, a iz ||Aoxn—AoTm | < || Ao||||xn—2m]]
vidimo da je Cauchyjev i niz (Aoxy,)n, u prostoru Y. Jer je Y Banachov, mozemo staviti
Az = lim,_,o0Aox,. Pokazimo da je definicija dobra. U tu svrhu uzmimo da z, — x i
Yn — @, pri cemu je x € X, a Ty, yn € Xo. Sada imamo x, — y, — 0 pa iz neprekidnosti
operatora Ag zakljucujemo Ag(z,—y,) — 0. Jer su nizovi (Aoxy)n i (Aoyn)n konvergentni,
slijedi limy, o0 Agxy, = limy o0 AgYn.

Jasno je da je konstruirano preslikavanje A linearno.

Ako je x € X onda u gornjoj konstrukeiji mozemo uzeti stacionaran niz; to odmah
pokazuje da je A|x, = Ao.

Na kraju, iz £ = lim,_yeon 1 Az = lim, ,ooAox, uz pomoé neprekidnosti norme
dobivamo ||Az| = lim, 0|l Aozn| < limy, ool Aolll|zn]] = || Aol||z]|, a to pokazuje da je
AeB(X,Y)i||A]| < || Aol Jer je Ag restrikcija od A, obratna nejednakost ||Ag]| < ||Al
je trivijalna (supremum po manjem skupu ne moze biti veéi). O

Napomena 1.3.10 Ako u prostoru operatora B(X,Y) vrijedi A = lim,_,~A, onda za
dani € > 0 postoji ng takav da n > ng povlaci ||[A — A,| < e. Odavde za svaki z € X
imamo n > ng = [|Az — Apz| = ||[(A — An)z|| < ||A — Au|lllz]| < €]|z||. Ovo pokazuje da
niz (A,x), konvergira k z, za svaki z u X, i to uniformno po x na jedini¢noj kugli prostora
X (jer izbor kriticnog indeksa ng za zadani € ne ovisi o x). Zato se ponekad operatorska
norma zove i norma uniformne konvergencije.

Korolar 1.3.11 Za svaki normiran prostor X dualni prostor X' je Banachov.
Napomena 1.3.12 Uskoro ¢emo vidjeti da je i obrat druge tvrdnje teorema tocan:

ako je B(X,Y') potpun, tada je nuzno i prostor Y potpun. Ova tvrdnja ée se izvesti kao
jednostavna posljedica Hahn-Banachovog teorema.
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Napomena 1.3.13 Ako se operatori A i B mogu komponirati i ako su oba ogranicena,
onda za svaki z imamo || BAz|| < || B||||Az|| < || B||||A]l||z| sto pokazuje da vrijedi || BA|| <
||BJ|||Al|. Posebno, to vrijediiu algebri B(X), gdje je X proizvoljan normiran prostor. Kad
imamo normu na algebri s jedinicom koja je submultiplikativna i zadovoljava ||1|| = 1, onda
se ta struktura zove normirana algebra s jedinicom. Dakle, ako je X normiran prostor,
B(X) je normirana algebra s jedinicom.

Banachova algebra je normirana algebra koja je potpun normiran prostor u predmetnoj
normi. Iz prethodnih razmatranja slijedi: ako je prostor X Banachov, onda je B(X)
Banachova algebra s jedinicom.

Napomena 1.3.14 U kategoriji vektorskih prostora izomorfizmi su bijektivni linearni o-
peratori. Kad promatramo normirane prostore, prirodno je traziti i ograni¢enost operatora
koji uspostavljaju bijektivnu korespondenciju danih prostora. No, ovdje je vazno uociti
da iz ogranicenosti bijektivnog linearnog operatora A € B(X,Y) ne mozemo a priori
zakljuciti da je i inverzni operator A=! : Y — X ograni¢en. (Pokazat ée se kasnije da
je taj zakljucak ipak mogué¢ ako su prostori X i Y Banachovi; to je posljedica ¢uvenog
teorema o otvorenom preslikavanju.)

Zato kazemo da su normirani prostori X i Y izomorfni (kaze se i topoloski izomorfni)
ako postoji bijektivan linearan operator A : X — Y takav da su A i A~! ograniceni.

Visi (finiji) oblik izomorfnosti prostora X i Y dobivamo ako izmedu njih uspijemo
uspostaviti bijektivan izometri¢an linearan operator. Opéenito, kazemo da je (ne nuzno
bijektivan) operator A : X — Y izometrija ako vrijedi ||Az| = ||z, V2 € X. Primijetimo
da za izometrican operator imamo [|A|| = 1. Nadalje, izometrican operator je nuzno
injektivan, a ako je i surjektivan, inverzni operator je takoder izometrican.

Ukoliko izmedu dva normirana prostora mozemo uspostaviti bar jedan izometricki
izomorfizam, kazemo da su ti prostori izometri¢ki izomorfni. Takve prostore s apstraktne
tocke gledista shva¢amo jednakima i u praksi ih ¢esto poistovjec¢ujemo. Naime, lako se
pokazuje da je izometricka izomorfnost relacija ekvivalencije na skupu svih normiranih
prostora nad istim poljem.

Domaca zadacéa 3

Zadatak 1.3.15 Neka su X i Y normirani prostori i A : X — Y linearan operator.
Dokazite da je || Al = sup{||Az| : z € X, ||z|| = 1}.

Zadatak 1.3.16 Neka je coo vektorski prostor svih ”konac¢nih” nizova iz zadatka
Neka je, zan € N, e, = (0,...,0,1,0,0,,...) (jedinica na n-tom mjestu). Uoc¢imo da je
skup {e, : n € N} algebarska baza za cgp. Definirajmo linearan funkcional f na cgg s
f(en) = n. Pokazite da f nije ogranicen niti u jednoj od normi || - ||1, || < |2 1 || - [|co-

Zadatak 1.3.17 Neka je cg vektorski prostor svih nizova skalara koji konvergiraju u 0.

Provjerite da je ¢p normiran prostor s normom |[|(zy)nllcc = sup{|zn| : n € N}. Pokazite
da je cpo gust u ¢y u normi || - ||oo-

© db 2021./2022.



1. Osnovni pojmovi teorije normiranih prostora 20

Zadatak 1.3.18 Neka je f neogranic¢en linearan funkcional na normiranom prostoru X.
Dokazite da je tada Ker f gust potprostor od X.

Zadatak 1.3.19 Neka je X normiran prostor, M < X zatvoren potprostor i 7 : X —
X/M kvocijentno preslikavanje, m(z) = = + M. Pokazite da je m ograni¢en linearan
operator i da vrijedi ||| = 1.

Nadalje, ako je X Banachov, pokazite da je i kvocijentni prostor X/M potpun.

Zadatak 1.3.20 Neka su X i Y normirani prostori, te neka je A € B(X,Y) izometrija.
Je li Im A zatvoren potprostor od Y?

Zadatak 1.3.21 Neka su X i Y normirani prostori. Za linearan operator A € B(X,Y")
kazemo da je ograni¢en odozdo ako postoji m > 0 za koji vrijedi ||Az|| > m|z|, Vz € X.
Dokazite: ako je A € B(X,Y) odozdo ogranicen i ako je prostor X Banachov, onda je
Im A zatvoren potprostor od Y.

1.4 Upotpunjenje normiranog prostora

Potpuni prostori imaju niz prednosti u odnosu na one koji nisu potpuni. Do sada smo
vidjeli samo jednu konkretnu posljedicu potpunosti (apsolutno konvergentni redovi kon-
vergiraju), no pokazat ¢e se da je takvih korisnih posljedica potpunosti zaista mnogo.

Ako prostor nije potpun, intuitivno mozemo zamisljati kako je prepun Supljina; na
mnogim mjestima gdje bi se trebali nalaziti limesi Cauchyjevih nizova u prostoru jednos-
tavno nedostaju vektori koji bi bili limesi takvih nizova. Zato je prirodno razmisljati o
“upotpunjenju” prostora koji nije potpun. Ovako intuitivno shvacen koncept upotpunje-
nja ima i svoju preciznu matematicku formulaciju.

Definicija 1.4.1 Upotpunjenje normiranog prostora X je ureden par (Y, @) pri éemu je
Y Banachov prostor, a ¢ : X — Y linearna izometrija takva da je Imp =Y.

Primijetimo da je u gornjoj definiciji ¢ izometrija, $to znaci da X izometricki izomorfan
svojoj slici p(X) = Im ¢. Ukoliko u duhu napomene identificiramo X s ¢(X), onda
upotpunjenje prostora X mozemo shvacati kao veéi prostor Y koji je potpun i koji sadrzi
X kao gust potprostor.

Sljedeéi teorem nam kaze da postoji upotpunjenje svakog normiranog prostora, te da
je ono u sustini jedinstveno.

Teorem 1.4.2 Neka je X normiran prostor.
(a) Postoji upotpunjengje od X .

(b) Ako je X unitaran prostor, njegovo upotpunjenje je Hilbertov prostor.
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(c) Ako su (Y1,¢1) i (Ya,¢2) dva upotpunjenja od X, onda postoji jedinstven izometricki
izomorfizam ¥ : Y1 — Ys takav da vrijedi Y1 = @a.

Dokaz: (a) Ovo ¢e biti dokazano kasnije kao posljedica Hahn-Banachovog teorema. Upot-
punjenje od X ée biti realizirano kao potprostor drugog duala X" prostora X.

(b) Prema teoremu treba samo provjeriti da norma na Y zadovoljava jednakost
paralelograma. Uzmimo proizvoljne y, z € Y. S obzirom da je Im ¢ gust skup u Y, mozemo
prema propoziciji naéi nizove (Yn)n 1 (2n)n u X takve da je y = lim,000(yn) i
z = limy 5 009(2,). Sada za sve n € N imamo:

lo(n) + @z 12 + e (yn) = @(zn)l® = lo(yn + za)lI* + llo(yn — z0)|* =

lyn + 2all® + lyn = 201 = 2llyall + 2ll2nll* = 2lle () I* + 2/l 0(z0) 1.

Jer je zbroj (razlika) konvergentnih nizova konvergentan i jer su norma i operacije u polju
neprekidne, prelaskom na limes slijedi ||y + 2|2 + ||y — 2||* = 2||y||* + 2/ 2%

(¢) Definirajmo vg : Im ¢1 — Im 9 formulom ¢y(p1(x)) = p2(x). Ovo preslikavanje je
dobro definirano jer je ¢; injekcija. Takoder, odmah vidimo da je ¥ linearno i izometri¢no,
te da vrijedi Im 1y = Im 9. Sad prema trecoj tvrdnji teorema dobivamo ogranicen
linearan operator v : Y7 — Y5 koji proSiruje 1y te stoga ocito zadovoljava trazenu jed-
nakost 1¢1 = 9. Dobiveni operator ¢ je izometrican: ako je y = lim,_~¢1(x,) onda
zbog neprekidnosti normi imamo [|¥(y)|| = limy,—eo||®o(p1(xn))]| = limy—eol|@2(zn)] =
limy, o0 ||Tn || = limy—ool|1(2n)]| = ||ly||- Na kraju, uo¢imo da je v i surjekcija: za z € Ys
najprije nadimo niz (p2(z,))n u Im s koji konvergira k z; to mozemo jer je po pretpos-
tavel potprostor Im g gust u Ys. Sad je lako vidjeti da je (x,,), Cauchyjev niz u X, pa je
zato i (¢1(2n))n Cauchyjev niz u Y7. Ako je y = lim,—00p1(2y)), po definiciji operatora
) slijedi d}(y) = hmn%oo¢0(80l (Cvn)) = hmn%ooSOQ(l‘n) = z. g

Napomena 1.4.3 (a) Uoc¢imo da je po definiciji svaki Banachov prostor sam svoje upot-
punjenje; preciznije, ako je X Banachov prostor, njegovo upotpunjenje je par (X, I).

(b) Zadnja tvrdnja prethodnog teorema pokazuje da je upotpunjenje normiranog prostora
jedinstveno, do na izometricku izomorfnost. Medutim, uo¢imo da dva izometricki ne-
izomorfna prostora mogu imati isto upotpunjenje. Tipi¢no, to se dogada u sljedeéoj
situaciji: ako je Y upotpunjenje od X te ako vrijedi X < X; <Y, onda je Y ujedno
i upotpunjenje od Xj.

Napomena 1.4.4 Uoc¢imo da smo surjektivnost operatora v iz dokaza teorema [1.4.2
mogli dokazati direktnim pozivanjem na tvrdnju zadatka

U nastavku uvodimo vazan primjer beskonacnodimenzionalnog Hilbertovog prostora.
Definicija 1.4.5 (2 = {(z,,), € FN : 3°° |2, |? < o0}

U 2, kao i u drugim prostorima nizova podrazumijevamo definicije zbrajanja i mnozenja
skalarom ”po tockama”: (2 )n + (Yn)n = (Tn + Yn)n 1 a(zn)n = (a2p)n.
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Teorem 1.4.6 (2 je Hilbertov prostor. Za x = (2p)n,y = (yn)n € £? skalarni produkt je
dan s (z,y) = Y " TnTn, pri éemu taj red konvergira i apsolutno (pa je, dakle, norma
na & dana s o] = 52, 2P

Dokaz: Ocito, ||z|l2 > 01 ||z|]2 = 0 & x = 0. Takoder, ||az||2 = |a|||z||2; posebno,
r €= arel’

Za z,y € % i bilo koji n € N nejednakost trokuta u F" daje /> p_; [zx + yx? <
Voore1 lzklP V> p1 vkl? < llzll2 + |lyll2. Kad pustimo n — oo vidimo da je z 4y € £2
i |z +yll2 < ||zll2 + ||lyll2- Dakle, £ je normiran prostor.

Uzmimo opet = (2)n,y = (Yn)n € £2. Primjenom Cauchy-Schwarzove nejednakosti
u prostoru F” na n-torke (|z1|,...,|zn|) 1 (|71],---,|Un|) dobivamo

n n n n
DLl =Y lwel [l < | D lawl?y | D Ikl < llzl2llyl-
k=1 k=1 k=1 k=1

Dakle, red Y 77, ;7 konvergira apsolutno, pa onda i obi¢no. To znaéi da je dobro
definirano (z,y) = > 7, 2,¥,. Sad se izravno provjeri da je to zaista skalarni produkt.
Jasno je da je ||z]|2 = \/(z, x).

Dokazimo potpunost. Neka je (z,,), Cauchyjev niz u ¢?; stavimo x, = (7)) za sve
n € N. Za e > 0 postoji ng takav da

o
m,n > ng = ||z, — 2|3 :Z\J:Z—me < € (11)
k=1

2 ¢im je m,n > ng. Dakle,

Ocito, sada i za svaki pojedini k imamo |z} — z']? < ¢
za svaki k, niz (27), je Cauchyjev niz u polju. Stavimo z{ = lim, .2}, Vk € N, i
zo = (29,29,...).

Uzmimo € > 0 i nadimo ng takav da vrijedi . Fiksirajmo n > ng. Sada za svaki
K € N imamo

K ) K
: 2
OIS DT
k=1 k=1
o
< limsupZ\:c?—xZ\Q
k=1

= limsup ||z, — .| < €%
m

To pokazuje da red Y 5o, |29 — x2|2 konvergira te da je Y oo }x% - xZF < €2, ¢im je
n > ng. Drugim rije¢ima, imamo xg — z, € £2, pa onda i zg = (g — =) +x, € £2, i
pritom je ||zg — x| < €, za sve n > ny.

Pogledajmo vektore e,, = (0,...,0,1,0,...) (jedinica na n-tom mjestu). Za proizvoljan
z = (zn)y € €2 imamo Y 0% | |z,|? < co. Zato za zadani € > 0 postoji ng takav da n > ng
povlaci > 2 lzx|? < €. Uo¢imo da je zadnju nejednakost moguée pisati i u obliku
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|z — Y r_q zrekl3 < €. To pokazuje da je x = Y oo | Txex U normi prostora ¢2. Na kraju
primijetimo da je (z,e,) = x,, Yn € N. Time smo dokazali da vrijedi

x = Z(x, en)en, Y € 2, (12)

n=1

a

Napomena 1.4.7 Niz (ey), iz zadnjeg dijela prethodnog dokaza se zove standardna ili
kanonska ortonormirana baza Hilbertovog prostora ¢2. Njegovu ortonormiranost smo veé
konstatirali, dok pojam (topoloske) baze formalno uvodimo u sljedecoj definiciji.

Definicija 1.4.8 Niz (by), u normiranom prostoru X se naziva topoloska baza za X ako
svaki x € X postoji jedinstven niz skalara (\,), takav da vrijedi x =Y 2 | Apby, (pri éemu
se ovdje podrazumijeva obicna konvergencija navedenog reda u normi prostora X ).

Istaknimo jo$ jednom da je spomenuta standardna ortonormirana baza (ej), pros-
tora [? zaista topologka u smislu prethodne definicije. Naime, jer su vektori e,, n € N,
ortonormirani, a skalarni produkt neprekidan u svakoj varijabli, skalarnim mnoZenjem
jednakosti x = 22021 Areg s en izlazi A, = (x,e,), Vn € N. S druge strane, jednakost
z =7 2 (x ep)ex, Vo € 2, veé smo konstatirali na kraju dokaza teorema m

Propozicija 1.4.9 Svaki normiran prostor X s topoloskom bazom (by,), je separabilan.

Dokaz: Neka je S skup svih konac¢nih linearnih kombinacija vektora b,, n € N, s ra-
cionalnim koeficijentima (kao i obi¢no, kompleksan broj smatramo racionalnim ako su
mu i realni i imaginarni dio racionalni). Jasno je da je skup S prebrojiv. Uzmimo
z e X,z =3 2, \br. Neka je € > 0 zadan. Najprije nadimo n € N takav da vri-
jedi ||z — "y Mebi|l < §. Neka je M = max{|[|b;]| : j = 1,...,n}. Dalje, za isti €

nadimo racionalne brojeve p1, ..., p, za koje vrijedi |\ — pi| < 557, Vk =1,...n. Sada

za s =) p_y prbr € Simamo [z =33 prbell < ll2 =3 5y Mebrll + 11 2251 (A — pr)bi || <
n n

5+ hmt N = okl 0kll < 5+ 24— e M =5+ 5 =€ =

Korolar 1.4.10 ¢? je separabilan Hilbertov prostor.

Na kraju, prisjetimo se prostora cgy i uotimo da je cpg, kao unitaran prostor uz
uobicajeni skalarni produkt, zapravo potprostor od 2. Jasno je da zapravo vrijedi cpp =
span {e, : n € N}, gdje je (e,), standardna ortnormirana baza prostora ¢2. Zbog toga
je coo gust u 2. Sad kao direktnu posljedicu prethodnih razmatranja dobivamo sljede¢i
rezultat.

Korolar 1.4.11 2 je upotpunjenje unitarnog prostora cog s obzirom na || - 2.
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Napomena 1.4.12 Iz definicije topoloske baze normiranog prostora X odmah je vidljivo
da je svaka topoloska baza (b,), linearno nezavisan i fundamentalan niz u X. Pritom
fundamentalnost znaci da niz (b, ), razapinje gust potprostor u X, tj. da vrijedi span {b,, :
n € N} = X. Medutim, obrat ne vrijedi. Naime, linearno nezavisan fundamentalan niz
ne mora biti topoloska baza.

Kao primjer jednog takvog niza mozemo uzeti niz {1,¢,t2,3,...} u realnom Banacho-
vom prostoru (C([0,1]),] - [lec). Taj je niz ocito linearno nezavisan. Prema Weierstasso-
vom teoremu (http://en.wikipedia.org/wiki/Stone-Weierstrass_theorem) za svaku
funkciju f € C([0,1]) i svaki € > 0 postoji polinom p takav da je || f —pjjo,1)lloo < €. Dakle,
niz {1,,2,#3,...} je i fundamentalan u (C([0,1]), || - [|oc). Medutim, ne moze za svaku
funkciju f € (C([0,1]), ] - |loo) postojati niz skalara (\,), takav da vrijedi f = > "7 j Apt".
Naime, kako je konvergencija u normi || - ||o zapravo uniformna konvergencija na [0, 1],
prikaz f =" ;A" implicira da je funkcija f analiticka u nekoj okolini tocke 0.

Iz propozicije slijedi da neseparabilan prostor ne moze imati topolosku bazu.
Stovise, P. Enflo je 1973. godine dokazao da postoje i separabilni (¢ak) Banachovi pros-
tori bez topoloskih baza. Inace, prostor (C([0,1]),] - |loo) ipak nije takav; jednu nje-
govu topolosku bazu ¢ini tzv. Faber-Schauderov sistem (vise o ovome se moze vidjeti na
http://en.wikipedia.org/wiki/Haar_wavelet).

Na kraju, spomenimo da za topolosku bazu (b,,), normiranog prostora X, s obzirom
da za svaki vektor x € X postoji jedinstveni niz skalara (\,(z)), sa svojstvom x =
> o2 1 An(x)by, mozemo za svaki n € N promatrati funkcionale z — A, (z). Ocito su ovi
funkcionali linearni. Sad je prirodno pitati jesu li i neprekidni, odnosno ogranic¢eni. Kaze
se da je baza (b,), Schauderova ako su svi funkcionali x — A,(x), n € N, ograniceni.
Zanimljivo je da su u Banachovim prostorima sve topoloske baze Schauderove.

Domacéa zadaca 4

Zadatak 1.4.13 Pokazite da je upotpunjenje separabilnog normiranog prostora separa-
bilan prostor.

Zadatak 1.4.14 Pokazite da je unitaran prostor cgy separabilan. Uocite da to, uz pri-
mjenu tvrdnje prethodnog zadatka i korolara [1.4.11] predstavlja alternativni dokaz sepa-
rabilnosti prostora ¢2.

Zadatak 1.4.15 Neka je (x,), konvergentan niz u 0?; neka je x = lim,_oo,. Stavimo
Ty = (2})r iz = (x1). Pokazite da je tada x, = lim, o2}, Yk € N. Dakle, konvergencija
u 2 povlaéi konvergenciju svih komponentnih nizova. Primijetite na primjeru standardne
ortonormirane baze (e,), da obrat ove tvrdnje ne vrijedi.

Zadatak 1.4.16 Pokazite da je niz (ey), topoloska baza normiranog prostora (co, || - ||cc)
svih nizova skalara koji konvergiraju u 0. Ovdje je, kao i prije, e, = (0,...,0,1,0,...)
(jedinica na n-tom mjestu).
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1.5 Prostori /i [P

1 < p < oo, je standardna oznaka za seriju vaznih normiranih prostora ¢iji elementi
su nizovi skalara. U svakom od tih vektorskih prostora podrazumijevamo da su operacije
zbrajanja i mnozenja nizova skalarima definirane kao i u ranije uvedenom prostoru £2, po
komponentama.

Definicija 1.5.1 ¢' = {(z,), € FV: 3% |2,| < 00}.

Teorem 1.5.2 1 s normom ||z|1 = Y0, |x,| je separabilan Banachov prostor s topolo-
Skom bazom (en)n, gdje je e, niz ¢iji je n-ti clan jednak 1, dok su svi ostali ¢lanovi jednaki

0.

Dokaz: Ocito je || - [|1 norma na ¢'. Dokaz potpunosti je u biti isti kao za prostor £2.
Neka je (zn,), Cauchyjev niz u £'; stavimo z, = (2}, za svaki n € N. Za zadani € > 0
mozemo naéi ng takav da

o0
m,n >ng = ||z, — i =Y |af — 2| <e. (13)
k=1

Posebno, za svaki k € N imamo m,n > ng = |z} — z]'| < €; dakle, svaki od nizova (),
je Cauchyjev. Za svaki k stavimo x% = lim;, o2} i definirajmo niz zg = (29,29,...). Sad
se pokaze da je xo € /' te da je xg = lim,_,ooZy,; argumentacija je u biti identi¢na onoj
koju smo iznijeli za prostor £? pa je izostavljamo.

Nadalje, za © = (), € ¢'i e > 0 mozemo naéi ng takav da za sve n > ng vrijedi
> hent1 lTk] < €. To mozemo pisati i kao n > ng = ||z — >, 2pexll1 < e. Dakle je
x =7 poq xper. Ovaj prikaz je jedinstven. Naime, ako bi bilo = Y"27; yker 1 Yk, # iy
za barem jedan indeks ko, imali bismo, za svaki n > ko, ||z —>"7_; yrekll1 > [Tk, — Yk, | St0
je kontradikcija s © = Y7 | yrex. Dakle, (ey)n je topoloska baza za ¢'. Sad separabilnost
slijedi iz propozicije [L.4.9 O

Definicija 1.5.3 (*° = {(z,)n € FY : sup {|z,,| : n € N} < oo}.

Teorem 1.5.4 (* s normom ||z|lcc = sup{|zn| : n € N} je neseparabilan Banachov
prostor.

Dokaz: Da je £*° s normom || - ||oc normiran prostor, o¢ito je. Dokazimo potpunost. Neka
je (zn)n Cauchyjev niz; stavimo x, = (x})r za sve n € N. Dakle, za svaki € > 0 postoji
ng takav da

m,n > ng = || T, — Tmlleo =sup{|zf — 2’| 1 k € N} <e.

Kao i prije vidimo da su komponentni nizovi konvergentni. Ako od njihovih limesa sasta-
vimo novi niz, pokazat ¢e se i ovdje da je taj niz u £*° i da je upravo to limes polaznog
niza (x,)n. Detalje izostavljamo.

© db 2021./2022.



1. Osnovni pojmovi teorije normiranih prostora 26

Pokazimo neseparabilnost. Za S C N, S # (), promotrimo zg := xg € £*°. O¢cito je
|zs]ls = 1. Jednako oéito je ||zg, —zs,|lec = 1 za sve Sy # So. Zato su kugle K (zg,,3) i
K(zg,,1) disjunktne. Uo¢imo da ima neprebrojivo mnogo kugli oblika K (zg,1), S C N.
Prema lemi skup koji je gust u (bilo kojem) prostoru mora sjeéi svaku otvorenu
kuglu. U ovoj situaciji takav skup oc¢ito ne moze biti prebrojiv. O

Uzmimo sada proizvoljan niz a = (a,), € £*°. Definirajmo f, : ! — F formulom
fa(x) = 302 agxy. Ocito, zbog Y 72 |akzk| < |lallsol/x]/1, dobili smo dobro definiran
linearan funkcional. Stovise, f, € (1) jer | Yo, axwi| < S50, lawzr] < [lallcollz|l1,
tj. ||fall < llalloo. Dakle, preslikavanje ¢ : £ — (I'), ¢(a) = fa, je dobro definirano.
Jasno je da je ¢ linearan operator, a kako vrijedi |[¢(a)| = || fall < ||a|/co, vidimo da je ¢
i ogranicen te da je ||| < 1.

U obratnom smjeru, za f € (/1) stavimo 9(f) = (f(e1), f(e2),...) gdje je (en)n stan-
dardna topologka baza za ¢'. Jer je f ograni¢en funkcional, imamo |f(ex)| < ||fllllexlls =
IfIl. Dakle, ¢(f) € £° 1 [|¥(f)]leo < ||f]], Pa je i 9 ogranicen linearan operator i vrijedi
ol < 1.

Uotimo da je ¢(p(a)) = (a1, az,...) = a, te daje (¢ (f)) = f. Naime, (¢(1(f)))(z) =
Sneq flew)ze = > pey flaker) = f(O e zker) = f(x). Posljednje dvije jednakosti sli-
jede iz & = "7 | aer, (konvergencija u normi) i neprekidnosti od f.

Dakle, ¢ i 1 su medusobno inverzna preslikavanja. Na kraju, |lallc = ||¢(¢(a))]lco <
llp(a)]] < |lallco Pokazuje da sui ¢ i1 izometrije.

Ovime smo dokazali tvrdnju sljedeée propozicije:

Propozicija 1.5.5 (¢1) i £ su izometricki izomorfni prostori.

Napomena 1.5.6 Za z € ¢! definirajmo f, : ¢*° — F formulom f,(a) = Y32 zrax. Kao
i prije vidimo da je ovo dobro definirano, te da vrijedi f, € () i ||f.]] < ||z]1. Zato
mozemo definirati ¢ : ¢* — (£*°) formulom ¢(z) = f,. OCito, ¢ je ogranicen linearan

operator i vrijedi |l¢(x)|| = ||fell < ||z|j1. Stovise, ¢ je izometrija. Naime, za proizvoljan
r = (zg)r € ¢! pogledajmo niz a = (ay)) takav da je |ax| = 11 xpar = |zk|, za svaki
k. Ocito, |lalle = 11 fola) = > 5oy xpar = Y peq |2k| = ||z]|1. Dakle, nasli smo a € ¢*°

takav da je [laloo = 11 |fu(a)] = 2ll1, . |e@)@I| = |zl Zato je [p(z)] = |elh. Uz
pomo¢ tvrdnje Zadatka sada zakljucujemo da je Im ¢ zatvoren potprostor od (£>°)’.

Pokazat ée se primjenom jedne od posljedica Hahn-Banachovog teorema da ovo pres-
likavanje ¢ nije surjekcija. Stovise, vidjet éemo da prostori ¢! i (¢>°)’ niti ne mogu biti
izometric¢ki izomorfni.

Napomena 1.5.7 Dual prostora ¢2 je sam 2, jedino §to ¢e u ovoj situaciji nas izometricki

izomorfizam biti antilinearan ako je prostor kompleksan. To ¢emo pokazati u iducem

poglavlju kao opc¢u ¢injenicu istinitu za sve Hilbertove prostore.

Definicija 1.5.8 Za 1 < p < oo definira se P = {(xp)n : Y _poy |xn|P < 00} 4, 2za x =
1

(@n)n €, |lzllp = (o0l |2nl)7.

Napomena 1.5.9 Zasve 1 < p < 0o, £P je separabilan Banachov prostor. Zasve 1 < p <

o0 i1l < qg< oo takve da je % + % =1 (kaze se da su ovakvi p i ¢ konjugirani eksponenti)

prostor (P)" je izometricki izomorfan prostoru ¢¢ (vidite [SK]).
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Napomena 1.5.10 Neka je (X, M, u) prostor mjere, te neka je f kompleksna funkcija
na X, izmjeriva u odnosu na Borelove skupove (dakle, u C promatramo o-algebru gene-

riranu svim otvorenim skupovima). Za 1 < p < oo definiramo ||f|, = ([ |f\pdu)%.
Poistovje¢ujuéi funkcije koje se razlikuju na skupu mjere 0, definiramo LP(X) = {f: X —
C : f izmjeriva, || f|, < oo}. Pokazuje se da je LP(X) s normom || - ||, Banachov prostor.
Kljuénu ulogu pritom igra Holderova nejednakost || fg|li < [|fllpllglly koja vrijedi za sve
kompleksne izmjerive funkcije i za svaki par konjugiranih eksponenata p,q, 1 < p,q < oc.

Nadalje, za izmjerivu funkciju f : X — C definiramo esencijalni supremum kao || f||cc =
inf{a > 0: u({z € X : |f(x)| > a}) = 0} (uz dogovor inf() = co). Sad se definira L>°(X) =
{f : X — C: fizmjeriva, || f|lcc < o0}. Pokazuje se da je i L*>(X) s normom || - |/
Banachov prostor te da za sve kompleksne izmjerive funkcije vrijedii ||fgll1 < ||f]1]|9]co-
Jo§ primijetimo da vrijedi || f, — f|loc — 00 ako i samo ako postoji izmjeriv skup £ C X
takav da f, — f uniformno na E te da vrijedi u(X \ E) = 0. Ukoliko je X C R" i ako
radimo s Lebesgueovom mjerom p = A, ze neprekidne funkcije se esencijalni supremum
podudara s obi¢nim supremumom i skup svih neprekidnih funkcija sa sup-normom ¢ini
zatvoren potprostor od L (X).

I ovdje se moze promatrati preslikavanje ¢ : L9(X) — (LP(X))’ definirano formulom
e(9)(f) = [x fgdu, ¥p,q,1 < p < oo,% + % = 1. To je dobro definiran izometri¢can
linearan operator (za p = 1,q = oo treba pretpostaviti da je mjera p o-konacna $to znadci
da je X prebrojiva unija izmjerivih skupova konaéne mjere).

Za 1 < p < oo dobije se i surjektivnost (pri ¢emu za p = 1 i za ovu tvrdnju treba
pretpostaviti o-kona¢nost mjere).

Dakle, i ovdje vrijedi (LP(X)) = L9(X) za 1 < p < oo pri éemu znak = oznacava da
su navedeni prostori izometri¢ki izomorfni.

Napomena 1.5.11 Vidjeli smo da je prostor (C([a,b]), || - ||s) potpun, dok isti vektorski
prostor nije potpun u odnosu na norme || - ||; i ]| - ||2. Analogno bismo mogli promatrati i

normu ||- ||, definiranu formulom || f||, = (f: |f(t) |pdt)%. Medutim, pokazuje se da C([a, b])
nije potpun niti za jedan p, 1 < p < oc.

Moze se dokazati da je upotpunjenje od (C([a,b]),| - |lp) zapravo (LP([a,b]),] - ||lp) uz
Lebesgueovu mjeru na [a, b]. Uo¢imo da ova zadnja tvrdnja ne vrijedi za (C([a,b]), || - |loo)
jer taj prostor je veé¢ potpun. Opsirniju diskusiju o ovome pronadite u [SK].

Domacéa zadacéa 5

Zadatak 1.5.12 I za 0 < p < 1 mogli bismo promatrati £ = {(zn)n : Y pey |Zn|P < 00}

1
i, za x = (xn)n € P, |z|p = o2y |2znlP)?. Medutim, niti za jedan p, 0 < p < 1,
preslikavanje || - ||, nije norma na ? jer nije zadovoljena nejednakost trokuta. Provjerite!

Zadatak 1.5.13 Pokazite da vrijedi cgg C ¢! C 2 C ¢y C ¢, te da su sve navedene
inkluzije striktne.

Zadatak 1.5.14 Pokazite da je ¢y zatvoren potprostor od > (pa je, dakle, i ¢y Banachov
prostor). Sjetimo se (vidite primjer i zadatak [1.3.17) da je cogg C £' C cp, te da je s
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obzirom na normu || -||s prostor cgg gust u ¢p. Sad sve navedeno pokazuje da je s obzirom
na promatranu normu prostor cg istovremeno upotpunjenje i prostora cpy i prostora £!.
Sliéno, 12 je zajedni¢ko upotpunjenje prostora cgg i £! s obzirom na || - ||z.

Zadatak 1.5.15 Za z € ¢' promotrimo preslikavanje f, : ¢ — F definirano formulom
fz(a) = 372 xrag (uo¢imo da se ovdje radi o restrikciji preslikavanja f, definiranog u
napomeni na potprostor ¢ prostora £>°. Pokazite da je f, dobro definiran ogranicen
linearan funkcional na ¢y te da je preslikavanje x +— f, izometricki izomorfizam prostora

i (co).

Zadatak 1.5.16 Neka je ¢ vektorski prostor svih konvergentnih nizova skalara. Pokazite
da je ¢ zatvoren potprostor prostora ¢>° s obzirom na normu || - || (pa je, dakle, i ¢
Banachov prostor s obzirom na navedenu normu).

Zadatak 1.5.17 Linearan funkcional f na c je ograni¢en ako i samo ako postoje skalar « i
niz x = (zy,), € 1! takvi da za sve y = (yn)n € c vrijedi f(y) = a(limp—ooyn) + > o i Tnln.
Uputa: uocite da za stacionaran niz e = (1,1,1,...) za sve y € ¢ vrijedi y — (lim,—o0yn)e €
co pa iskoristite tvrdnju zadatka

Zavrsne napomene i primjeri

Napomena 1.5.18 (O algebarskim bazama) Skup S je algebarska ili Hamelova baza vek-
torskog prostora X ako je linearno nezavisan i ako se svaki z € X moze prikazati kao
kona¢na linearna kombinacija vektora iz skupa S. Pokazuje se da vrijedi (vidite u [BG]):

(a) Prikaz svakog vektora u algebarskoj bazi je jedinstven.
(b) Svaki vektorski prostor ima algebarsku bazu.
(c) Svaki linearno nezavisan skup se moze nadopuniti do algebarske baze.

(d) Sve algebarske baze bilo kojeg vektorskog prostora su jednakobrojne te se algebarska
dimenzija prostora definira kao taj zajednicki kardinalitet svih baza.

(e) Algebarska dimenzija beskona¢nodimenzionalnog Banachovog prostora je neprebro-
jiva.

(f) Algebarska dimenzija separabilnog beskonaénodimenzionalnog Banachovog prostora
iznosi c.

Primjer 1.5.19 Uo¢imo vektore z; = (1,t,¢2,#3,...), ¢t € (0,1), u separabilnom Hilber-
tovom prostoru £? . Nije tesko pokazati da je skup {z; : t € (0,1)} linearno nezavisan.

(Usporedite tvrdnje napomene [1.5.18| (e), (f).)
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Napomena 1.5.20 (Ogranic¢enost na bazi nije dovoljna.) Uzmimo kanonsku bazu (ey,),
u £2? i nadimo algebarsku bazu koja sadrzi sve vektore e, (v. napomenu (c)). Neka
je fo neki element te baze razli¢it od svih e,. Definirajmo Afy = fo i Af = 0 za sve ostale
¢lanove baze. Time je, uz proSirenje po linearnosti, dobro definiran linearan operator
A na [?ioc¢ito A # 0. Medutim, A nije ogranicen. Kad bi A bio ograni¢en, bio bi
i neprekidan i tada bi zbog Ae, = 0,Vn € N, i neprekidnosti operatora A za svaki
z =2 (x,en)e, € (2 slijedilo Az =Y °° | (z,e,) Ae, = 0. Kontradikcija.

Ovo je, dakle, primjer neograni¢enog operatora iz kojeg uocavamo: ako imamo linearan
operator koji je ¢ak uniformno ograni¢en na nekoj topoloskoj bazi prostora, to jo§ uvijek

ne implicira da je taj operator ogranicen.

Napomena 1.5.21 (Normu operatora nije moguée odrediti na bazi.) Promotrimo opet
kanonsku bazu (e,), u £? i fiksirajmo prirodan broj n. Neka je A : £2 — ¢? preslikavanje
definirano s Az = (z,e1 + e2 + ... + e,)er. OCcito je A linearan operator, a iz Cauchy-
Schwarzove nejednakosti vidimo i da je ogranicen: ||Az|s = |(z,e1+...+en)| < V/nllz|2.
Ovo pokazuje da je ||A]| < y/n. S druge strane, za jediniéni vektor ﬁ(el +...+epn)
vrijedi HA(ﬁ(@l +...Fen))l2= ﬁ(el +ea+...+ep,e1+e2+...+e,) =+/n. Dakle,
|A|| = v/n. S druge strane, operator A na bazi (e,), djeluje na sljedeéi nacin: za j < n
imamo Ae; = eq, dok je Aej =0 za sve j > n.

S obzirom da je na pocetku broj n bio proizvoljno odabran, uo¢avamo: postoji ograni¢en
operator po volji velike norme koji je na bazi ogranicen s 1.

Napomena 1.5.22 (Linearan operator s dodatnim “dobrim” svojstvom jos uvijek ne
mora biti ogranicen.) Promotrimo unitaran prostor cpp sa standardnim skalarnim pro-
duktom (rezultiraju¢a norma je || - ||2). Neka je A : cpo — cop definiran formulom
A(zq,z2,23,...) = (x1,2x9,3x3,...). Jasno je da je A neogranicen jer je [|Aenlls = n
illen|l2 =1, ¥n € N. Uoc¢imo da A zadovoljava relaciju (Az,y) = (z, Ay), Y,y € cpo.

Ovdje je problem u tome $to cgp nije potpun, tj. Hilbertov prostor. Kasnije ¢emo
vidjeti da je linearan operator A na Hilbertovom prostoru H za kojeg postoji linearan
operator B definiran na istom prostoru tako da vrijedi (Az,y) = (z, By), Vz,y € H,
nuzno ogranicen.

Napomena 1.5.23 (Ogranicen operator ¢ija slika nije zatvorena.) Neka je A : (2 — (2
definiran s A(x1, 9, x3,...) = (z1, %xQ, %1:3, ...). Jasno je da je A dobro definiran, linearan
i ogranicen. Jer je cop C Im A, zaklju¢ujemo da je Im A gust potprostor od £2. Medutim,
Im A nije zatvoren potprostor. Naime, u suprotnom bi onda zbog gustoée vrijedilo Im A =

/2, a to nije istina. Npr. dovoljno je uociti da vrijedi (1, %, %, ...) €12\ Im A.

1.6 Dodatak: L?

U napomeni [1.5.10| definirali smo za prostor mjere (X, M, ;) normirane prostore LP(X)
i naveli njihova najvaznija svojstva. Ovdje ¢emo dokazati neke od navedenih tvrdnji za
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prostor L?(X). Podsjetimo se: L*(X) = {f : X — F : f izmjeriva, [, |f[?dp < oo}
pri ¢emu zapravo poistovjeéujemo funkcije s njihovim klasama ekvivalencije s obzirom na
relaciju podudarnosti do na skupove mjere 0. Na L?(X) imamo definiran skalarni produkt

(f.9) = [y fgdu i iz njega izvedenu normu || fll2 = 1/ [ | f|?dp.
Teorem 1.6.1 L?(X) je Hilbertov prostor.

Dokaz: Trebamo dokazati potpunost, a prema teoremu dovoljno je provjeriti da
u L?(X) svaki apsolutno konvergentan red konvergira. Uzmimo zato da za niz (f,), u
LX) vrijedi Y02 | I fnll2 < 0.

Zan € N oznaéimo s, = > p_; fx i gn = Yop_y |fxl. Zbog f, € L?(X) imamo i
|fnl € L?(X) pa slijedi s,, g, € L?(X), Vn € N. Niz (gn)n je uzlazan, g, > 0, ¥n € N,
pa je i niz (¢2), uzlazan, g2 > 0, i funkcije g2 su integrabilne, za sve n € N. Osim toga,

vrijedi
n n [ee]
,// g2di = llgalls = I 3" 1elllo < 3" 1fills < 3 il < oo
X k=1 k=1 k=1

Jer je (fX ggdu)n rastuéi niz, zaklju¢ujemo da je konvergentan, tj. da je

limn_mo/ g,%du < 00. (14)
X

Po Levijevu teoremu (vidite [SM2], §3, teorem 13) slijedi da je lim, _,oog2(z) < oo s..
Posebno, tada je i lim, o0, (x) < 00 s.s. Dakle, postoji izmjeriva funkcija g za koju je

oo
g = hmn—>oogn = Z |fn‘ S.S.

n=1

Kako je g? = lim, ;0092 i vrijedi (14)), zakljuéujemo da je i ¢g* integrabilna funkcija.
Drugim rijec¢ima, g € L?(X).

Nadalje, jer >~ | | fn(x)| konvergira skoro svuda, postoji s(x) = > 2 | fn(z) s.s. Funk-
cija s je izmjeriva i vrijedi |s| = | Y00 ful < 300 |fn] = g s.s. Odavde je |s|> < g2, a to
povlaéi s € L2(X). Time smo pokazali da polazni apsolutno konvergentni red konvergira
po totkama (osim mozda na skupu mjere 0) k funkciji s € L?(X). Dokaz ée biti zavrsen
ako dokazemo da taj red konvergira k s i u normi, tj. da vrijedi ||s — s, |2 — 0.

Prvo uo¢imo da je

0 oo
‘S_Sn’:| Z fk‘g Z ‘fk’:g_gns-s‘
k=n+1 k=n+1

Zato je
||s—an%=/ \s—snrzdus/<g—gn>2du=||g—gnué.
X X

Jer je lim, .oo(g — gn)? = 0 s.s. i jer niz ((g — gn)?)n pada, slijedi lim,, 00||lg — gnII% =
limy, o0 [ (9 — gn)%dp = 0. Zato je i lim,o0||s — sp||3 = 0. 0

U narednom teoremu promatrat ¢emo segment realnih brojeva [a,b] s Lebesgueovom
mjerom.
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Teorem 1.6.2 Skup C([a,b]) je gust u L?([a,b]). Posebno, L*(|a,b]) je upotpunjenje uni-
tarnog prostora (C([a,b]),] - ||2)-

Dokaz: Neka je A C [a,b] neprazan i zatvoren. Definirajmo preslikavanje ¢ : [a,b] — R
formulom ¢(z) = d(x, A) = inf{|]z —y| : y € A}. Lako se vidi da je ¢ neprekidno. Sad
za n € N definirajmo ¢ : [a,b] — R s gy(x) = m Jasno je da je i g, neprekidno,
te da vrijedi g,(y) = 1, Yy € A. Osim toga, jer je t(z) # 0 za sve x € [a,b] \ A, za sve
takve x vrijedi lim,o0gn(x) = 0. Dakle, lim,o0gn(z) = xa(x), Vo € [a,b]. Sad po

Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi

b
x4 — gnll3 = / (xa(z) = gn(x))?dz — 0.

Dakle, x4 mozemo po volji dobro aproksimirati u || - |2 neprekidnom funkcijom. Zato to
mozemo uciniti i za svaku kona¢nu linearnu kombinaciju karakteristi¢nih funkcija zatvo-
renih skupova. U iduéem koraku se isti zakljucak proSiruje na sve jednostavne izmjerive
funkcije. Konaéno, svaku funkciju iz L?([a, b]) mozemo po volji dobro aproksimirati u ||-||2
jednostavnom izmjerivom funkcijom. Da kompletiramo argument, dovoljno je obrazloziti
ovu zadnju tvrdnju za pozitivne funkcije.

Za pozitivnu funkciju f € L2([a,b]) pronadimo rastuéi niz jednostavnih izmjerivih
funkcija (s,,) takav da je s, > 0,Vn € N i s,(x) — f(x) s.s. Kako je |f — sul? < f?,
teorem o dominiranoj konvergenciji povlaéi || f — s, |3 = fab(f(x) — 5p(x))?dx — 0. O

Tvrdnja prethodnog teorema vrijedi u daleko vecoj opéenitosti i s jacim zaklju¢kom
(u smislu da su vrlo specijalni potprostori neprekidnih funkcija gusti u L?).

Neka je X proizvoljan interval u skupu R - konacan ili beskonacan, s ukljuc¢enim ili
isklju¢enim rubovima. Opet éemo promatrati L?(X) s Lebesgueovom mjerom. Sa C.(X)
oznatavamo prostor svih neprekidnih funkcija f : X — C ¢&iji nosa¢ supp f je kompaktan
skup. Pritom se definira

supp f = {z € X : f(z) # 0}.
Jasno je da je C.(X) potprostor od L?(X).

Teorem 1.6.3 C.(X) je gust u L*(X).

Dokaz: Najprije se prisjetimo da Lebesgueova mjera A ima sljedeéa svojstva:
(a) AM(K) < oo, za svaki kompaktan skup K;
(b) A(A) =sup{A(K): K C A, K kompaktan};
(c) MA) =inf{\(U): ACU, U otvoren}.

Uzmimo proizvoljan izmjeriv A C X takav da je A(A) < co. Neka je € > 0. Na temelju
navedenih svojstava Lebesgueove mjere nadimo kompaktan K i otvoren U takve da je
KCACUiIiANU\NK)=ANU)—-\K) <e.

Prema Urysohnovoj lemi za lokalno kompaktne Hausdorffove prostore (vidite npr. The-
orem 1 na http://planetmath.org/sites/default/files/texpdf/41281.pdf)) postoji
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funkcija f € C.(X) takva da je 0 < f < 1, fijx = 1 isuppf C U. Za tako odabranu

funkciju f vrijedi
/ |XA—f|2d$C=/ Ixa — f]?dz < e.
X U\K

Odmabh slijedi da se i proizvoljna jednostavna izmjeriva funkcija na X moze aproksimirati
po volji dobro u || - ||2 nekom funkcijom iz C.(X). Kako takve funkcije ¢ine gust skup u
L?(X) (vidite kraj dokaza prethodnog teorema), slijedi C.(X) = L?(X). O

Napomena 1.6.4 Teorem vrijedi i u mnogo opcenitijoj situaciji: ako je X proizvo-
ljan lokalno kompaktan topoloski prostor, M o-algebra na X koja sadrzi sve kompaktne
skupove, a p mjera koja ima svojstva (a), (b) i (¢) iz prethodnog dokaza, tada je C.(X)
gust u L2(X). Posebno, mozemo uzeti X C R kao produkt intervala i Lebesgueovu mjeru
A na R”.

I u ovoj opcenitijoj situaciji prethodni dokaz funkcionira bez ikakvih izmjena.

Na kraju, jos spomenimo da isti dokaz pokazuje kako je C.(X) gust u LP(X) za sve p,
1<p<oo.
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2 Hilbertovi prostori

2.1 Ortonormirana baza

U dokazu teorema smo vidjeli da za standardnu bazu (e, ), prostora £? vrijedi x =
>0 {x, en)en, Vo € 2. Kako je niz (ey,), ortonormiran, a skalarni produkt neprekidan,
to odmah povlaci i jednakosti (z,y) = S°°0 (z,en)(en,y) 1 [|2]|? = 300, [z, en)|?, za
sve z,y € £2. U ovoj tocki pokazujemo da svaki separabilan unitaran prostor posjeduje
ortonormiranu topolosku bazu. Obicaj je da atribut topoloska u ovom kontekstu ispusta.
Napomenimo odmah da ¢e analogan rezultat za neseparabilne prostore biti dokazan u

idu¢em poglavlju.

Lema 2.1.1 Neka je {e1,ea,...,en}, n € N, ortonormiran skup u unitarnom prostoru
X, te neka je x proizvoljan vektor v X. Tada za vektor xo = Y ,_,(z,er)er vrijedi

lz = zol|? = ll2]1* = 3251 @, en)* < llz — 1%, Vy € span{er, ez, ... en},y # 0.

Dokaz: Uzmimo proizvoljan y € span{ey, es, . .. e, } razlicit od zg. Stavimoy = > }_; apex.
Jer je y # x, za bar jedan indeks k vrijedi oy # (x,ex). Sada imamo

n n
lz —yl* = (& —y, 2 —y) = <x_zak€kax_zak€k> =
k=1 k=1

n

(x,x) — Z(Tk@,ew — Zak<ek,x> + Z |2 =
k=1 k=1

k=1
n n n n n
(r,2) = Y e+ D Lo en)l? = S ar(e, e) = 3 awlen,a) + Y ol =
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

n n n
212 =l en) >+ D [z er) — anl? > Jll* = D [, en) .
k=1 k=1 k=1

Ako uzmemo oy = (x,ex), Vk = 1,...,n (tj. y = ), isti ra¢un pokazuje da vrijedi
lz = ao||? = [lz]|* — 25—y [z ex) . O

Propozicija 2.1.2 (Besselova nejednakost) Neka je (ey)n ortonormiran niz u unitarnom

prostoru X. Tada za sve vektore x iz X vrijedi Y ooy [{z,en)|> < |22

Dokaz: U prosloj lemi dokazali smo da za sve z € X i proizvoljan n € N vrijedi 0 <
o = > (o enerl® = llzl* = 325 [z, ex)]?. Odavde je 3770 [(z,ex)|* < [|2[?. O

Propozicija 2.1.3 U separabilnom unitarnom prostoru X svaki ortonormiran skup je
konacan ili prebrojiv. Postoji prebrojiv ortonormiran skup E u X takav da je spank = X.
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Dokaz: Uzmimo ortonormiran skup {e; : j € J} u X. Kako udaljenost svaka dva ¢lana
ovog skupa iznosi toéno v/2, otvorene kugle K (e, g) su u parovima disjunktne. Uzmimo
sad prebrojiv gust skup {z, : n € N} u X. Kako taj skup mora sjeé¢i svaku kuglu u
X, dobro je definirana funkcija j — min{n : z,, € K(e;, g)} Zbog disjunktnosti kugli
K (ej, @), j € J, ova funkcija je oc¢ito injekcija. Jer se skup J moze injektivno preslikati
u N, nuzno je konacan ili prebrojiv.

Uzmimo ponovo niz (z, ), koji je gust u X. Bez smanjenja opéenitosti smijemo pret-
postaviti da je z1 # 0. Sad induktivnim postupkom mozemo iz niza (z,), izbaciti sve
vektore koji se mogu prikazati kao linearna kombinacija svojih prethodnika; tako dobivamo
podniz (7)) ¢iji €lanovi ¢ine linearno nezavisan skup. Ocito vrijedi span{z,, : n € N} =
span{zy(,) : n € N}. Gram-Schmidtovim postupkom dobivamo ortonormiran niz (ep(,))n
takav da je span{ep,) : n € N} = span{z,q,) : n € N}. Zato je Span{ey) : n € N} =

span{zy(,) : n € N} =span{z, : n € N} D {z, : n € N} = X. O

Napomena 2.1.4 Za skup S u normiranom prostoru X koji razapinje gust potprostor
u X (dakle, za koji vrijedi spanS = X) kaze se da je fundamentalan u X. Dakle, druga
tvrdnja prethodne propozicije kaze da u svakom separabilnom unitarnom prostoru postoji
fundamentalan ortonormiran niz.

Definicija 2.1.5 Ortonormiran niz (e, )y w unitarnom prostoru X je ortonormirana baza
(ONB) za X ako svaki vektor x € X dopusta prikaz oblika © = > o7 | ane, (obicna
konvergencija u normi prostora X ).

Napomena 2.1.6 Uoc¢imo da zbog ortonormiranosti niza (ey,),, i neprekidnosti skalarnog
produkta iz z = )7, ager odmah slijedi (z,e,) = ay, ¥n € N. Dakle, prikaz vektora
x u ONB (e,), je jedinstven. To pokazuje da je prethodna definicija kompatibilna s
definicijom u normiranom prostoru. U tom Sirem kontekstu sad mozemo reéi da je
svaka, ONB unitarnog prostora ujedno i topoloska baza - razlika je ovdje jedino u tome
Sto jedinstvenost prikaza vektora u ONB nije potrebno eksplicitno zahtijevati.

Inace, izraz @ = Y .2 (x,en)e, se zove Fourierov red vektora z, a skalari (x,e;,)
Fourierovi koeficijenti vektora x s obzirom na ONB (e, )s,.

Teorem 2.1.7 Neka je X unitaran prostor i (ey)n ortonormiran niz u X. Sljedeci uvjeti
su medusobno ekvivalentni:

(a) (en)n je ONB za X;
(b) (en)n je fundamentalan niz u X;
() |z)> =300, [z, en)|?, Va € X (Parsevalova jednakost);

(d) (.’B, y> = Zzozl<x7 6n><6n,y>, V.’E,y € X.
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Dokaz: (a) = (b) Ovo slijedi direktno iz definicija ONB i fundamentalnog skupa (niza).
(b) = (¢) Uzmimo x € X i € > 0. Prema definiciji fundamentalnosti mozemo naéi
n € Niy € span{ey,...,e,} tako da vrijedi || — y|| < e. Prema lemi sad imamo

n

lz =D (@ er)erll < llo —yll < e

k=1
i zato, prema istoj lemi, i

n n

0< [z = (zen)erl® = |z = D (@, en)]® < €.

k=1 k=1

Zbog Besselove nejednakosti (propozicija S22 W en) 2 < ||z]|? ovo je sad dovoljno
da se zakljuéi da vrijedi Y 2o, [(z, ex)|? = [|z]|%.

(¢) = (a) Opet primijenjujemo lemu Sad prema pretpostavci (c) za svaki x €
X ie > 0 mozemo naéi ng takav da n > ng povlaéi ||z — > p_;(z,ex)ex|* = ||z]|* —
S N e)l? < e

(a) = (d) Ovo slijedi iz neprekidnosti skalarnog produkta.

(d) = (¢) U jednakost (d) samo treba uvrstiti y = . O

Napomena 2.1.8 (a) Uocimo da je konvergencija reda u jednakosti (d) prethodnog
teorema apsolutna. Zaista, kombinirana primjena Cauchyjeve nejednakosti u F™ i
Besselove nejednakosti daje, za svaki prirodan broj n,

n

D I ew)ler, ) < Q- Kz, en)H)Q [y en)?) < llzlPllyl.
k=1 k k=1

=1 =
Preostaje izvaditi drugi korijen (koji je rastuéa funkcija).

(b) Pretpostavimo da je X unitaran prostor, te da je (H,p) njegovo upotpunjenje.
Sjetimo se da je i prostor H unitaran; dakle, H je Hilbertov prostor. S obzirom
da je ¢ izometrija, originalni prostor X mozemo identificirati s ¢(X) < H; drugim
rije¢ima, mozemo uzeti da je X < H. Kako je prema definiciji upotpunjenja X gust
u H, ekvivalencija uvjete (a) i (b) iz prethodnog teorema nam pokazuje: ako je (ey)n
ONB za X, onda je isti taj niz (ey), ujedno i ONB za H.

Teorem 2.1.9 Swvaki separabilan unitaran prostor ima ONB. Ako je X wunitaran, sepa-
rabilan i beskonacnodimenzionalan, onda je X izometricki izomorfan nekom gustom pot-
prostoru od (2. Posebno, svaki separabilan beskonacnodimenzionalan Hilbertov prostor je
izometricki izomorfan s £2.

Dokaz: Neka je X unitaran, separabilan i beskona¢nodimenzionalan prostor. Prema
propoziciji postoji fundamentalan ortonormiran niz (ey), u X. Prema implikaciji
(b) = (a) iz teorema [2.1.7] taj niz je ONB za X.

Nadalje, sada svojstvo (c) iz istog teorema pokazuje da za svaki z iz X niz ((x,ep))n
lezi u 2. Zato je dobro definiran operator A : X — 2, Ax = ((z,e,))n. OC¢ito je A
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linearan, a navedeno svojstvo (c) iz teorema nam kaze da je A izometrija. Konacno,
slika operatora A posebno sadrzi sve vektore Ae,, a to su upravo vektori standardne baze
u (2. Zato je ta slika gust potprostor od ¢2.

Ako je prostor X i potpun (dakle, Hilbertov), prema tvrdnji zadatka ImA jei
zatvoren potprostor od £2. Dakle, u tom sluc¢aju A je i surjekcija. O

Napomena 2.1.10 Primijetimo da operator A iz prethodnog dokaza zadovoljava jed-
nakost (Ax, Ay) = (x,y), Vx,y € X; to slijedi direktno iz definicije skalarnog produkta
u 2 i svojstva (d) iz teorema U stvari, polarizacijske formule pokazuju da svaki
izometri¢an linearan operator izmedu unitarnih prostora ¢uva skalarne produkte. Bijekti-
van linearan operator izmedu dva unitarna prostora koji ima navedeno svojstvo ¢uvanja
skalarnih produkata zove se unitaran operator.

U nastavku se okrecemo separabilnim Hilbertovim prostorima. Najprije dokazujemo
jednostavan kriterij konvergencije reda oblika > > | aney, za proizvoljan ortonormiran niz
(ne nuzno ONB) u Hilbertovom prostoru.

Propozicija 2.1.11 Neka je (en)n ortonormiran niz u Hilbertovom prostoru H, te neka
je (aun)n niz skalara. Tada red Y o2 | ane, konvergira u H ako i samo ako je (an,)y € 2.

Dokaz: Oznacimo sa s, = Y p_; ager ity = > p_; |ag|? relevantne parcijalne sume. Sada
za sve m,n € N, m > n, imamo

m m
[[$m — SnH2 = | Z O‘lcekn2 = Z |Oél<;|2 = [tm — tnl.
k=n+1 k=n+1

Dakle, niz (s; ), je Cauchyjev ako i samo ako je niz (¢,,), Cauchyjev. Kako su oba prostora
potpuna, slijedi da je (sy), konvergentan ako i samo ako je (t,), konvergentan.

Jos je korisno uociti: ako red > °° | ane, konvergira, onda je (o), € €2 jer je (2
Hilbertov prostor - u dokazu ove implikacije nije nam trebala pretpostavka da je polazni
prostor H potpun.

O

Napomena 2.1.12 Pretpostavimo da je (ey), ONB Hilbertovog prostora H. Primije-
timo da je prema prethodnoj propoziciji tada za svaki niz (o, ), € £ dobro definiran vektor
r =Y " ane, € H. Medutim, konvergencija ovog reda ne mora biti apsolutna. Jasno
je da ¢e taj red konvergirati i apsolutno onda i samo onda kad je (ay), € £'. Preostaje
prisjetiti se da je ¢! striktno sadrzan u £2.

Sljedeéi teorem dopunjuje opis ortonormiranih baza iz teorema za Hilbertove
prostore (treba uociti da u pretpostavkama teorema nismo trebali potpunost).

Teorem 2.1.13 Neka je H Hilbertov prostor i (ey)y ortonormiran niz u H. Sljedeéi uvjeti
su medusobno ekvivalentni:
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(a) (en)n je ONB prostora H;

(e) (en)n je maksimalan niz u H, tj. ima svojstvo x L e,, Vn € N= 2 = 0.

Dokaz: (a) = (e) : Pretpostavimo da za x € H vrijedi z L e,, Vn € N. Kako je (e,)n
ONB za H, slijedi x = ) 2 (z,es)e, = 0. Primijetimo da u dokazu ove implikacije
nije kori§tena potpunost prostora H; dakle, ova implikacija vrijedi i u svakom unitarnom
prostoru.

(e) = (a) : Za proizvoljan z € H i n € N stavimo z, = > ;_;{(z,eg)e,. Besse-
lova nejednakost > p; [(z,ex)|? < oo nam kaze da je pripadajuéi niz parcijalnih suma
Cauchyjev pa sad, za m,n € N, m > n, jednakost [|zn — z,[|* = Y, .1 [(z,ex)?
pokazuje da je i niz (x,), Cauchyjev. (Uo¢imo da je ovaj dio argumenta identican
onome iz dokaza prethodne propozicije.) Kako je po pretpostavci prostor H potpun,

mozemo staviti g = Y, (z,ex)ex. Zbog neprekidnosti skalarnog produkta vrijedi
(xo,en) = (x,e,),Vn € N. Slijedi (z — zg,e,) = 0,¥n € N. Prema pretpostavci sada
je & = xo pa mozemo pisati x =y oo | (x, ex)ex. Dakle, (e,)n je ONB za H. O

Primjer 2.1.14 U kompleksnom Hilbertovom prostoru L?([—,7]) svih kvadratno inte-
grabilnih kompleksnih funkcija na segmentu [—7, 7] promotrimo niz (e,)necz definiran

s ep(t) = \/%emt, n € Z. Pokazuje se da je ovo ONB prostora L?([-m,7]). Pri-

mijetimo da su ovdje Fourierovi koeficijenti bilo koje funkcije f € L?([—m,n]) oblika
(fren) = [T f(t)e ™ dt. Kao §to je to slucaj sa svakom ONB u bilo kojem unitarnom
prostoru, imamo za svaku funkciju f € L?([—,7]) Fourierov red f =3, 5 (f, en)en.

Napomenimo da se ovdje radi o konvergenciji u normi prostora L?([—m,]) i da ta
konvergencija ne povla¢i konvergenciju po tockama.

Jos§ primijetimo da se suma gornjeg reda indeksiranog po skupu Z interpretira kao limes
niza parcijalnih suma oblika s, = Y ;__ (f,ex)er. U iduéem poglavlju éemo otkloniti
mogucu zabrinutost u pogledu korektnosti ovakvog grupiranja ¢lanova u tvorbi parcijalnih
suma.

Kako se dokazuje da je niz (e, )nez zaista ONB prostora L?([—m,7])?

Prije svega, odmah je jasno da je taj niz ortonormiran. Sad je prema teoremu m(b)
dovoljno ustanoviti da je taj niz i fundamentalan, tj. da je potprostor span{e’™ : n € Z}
gust u L2([~m, 7]). Uzmimo proizvoljnu funkciju f € L?([~m,n]) i € > 0. Trebamo naci
element T' € span{e’™ : n € Z} za koji vrijedi || f — T||2 < €. To éemo uéiniti u tri koraka.

Najprije, prema teoremupotprostor C([~m, 7)) je gust u L?([—7,7]). Zato postoji
neprekidna funkcija g € C([—7,7]) za koju vrijedi ||f — g2 < §.

Nadalje, za funkciju g mozemo naéi takoder neprekidnu funkciju g, € C([—m,7]) takvu
da je gp(—m) = g(m) i [|g — gpll2 < § (vidite zadatak [2.1.21]).

Konaé¢no, preostaje primijeniti Stone-Weierstassov teorem na algebru kompleksnih ne-
prekidnih periodi¢nih funkcija s periodom 27 i skup svih trigonometrijskih polinoma (to
su funkcije iz span{e™ : n € Z} oblika T(t) = Y_7__, cxe'™): za nasu funkciju g, pos-
toji trigonometrijski polinom 7' takav da vrijedi ||g, — Tl < \/%75 Posebno, zato je
lgp — Tll2 < V27|lgp — Tllos < §. Za tako odabrani trigonometrijski polinom 7' vrijedi
IF=Tl2 < 1 =gllz+ llg — gl + llgp — Tll2 < §+ 5+ 5 = .
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Primjer 2.1.15 U realnom Hilbertovom prostoru L?([—,7]) svih kvadratno integrabil-

11 1w 1 1 o . _ 1 .
oA cost, 7 sint, 7 cos 2t, —=sin 2t,... Dakle, za n € N imamo eg,_1 = 7 cosnt i
€on = # sin nt.

U ovoj bazi svakoj funkciji f € L?([—,7]) pripada Fourierov red oblika

(o)
f=co+ Z(an cos nt + by, sinnt)

n=1
koji u || - ||2 konvergira k f pri ¢emu su koeficijenti ¢y, a, 1 b, dani formulama
1 (7 1 (7 1 [7
o= — (t)dt, ap = — f(t)cosntdt, b, = — f(t)sinntdt, n € N.
2 J_, i - ™)

Da bismo dokazali da je navedeni niz zaista ONB za L?([—m, 71]) prvo primijetimo da je
taj niz ortonormiran - to se vidi direktnom provjerom. Dalje mozemo nastaviti to¢no kao u
prethodnom primjeru. Jedina razlika je u tome §to ¢emo ovdje Stone-Weierstrassov teorem
primijeniti na realne neprekidne 27-periodi¢ne funkcije i realne trigonometrijske polinome
(to su funkcije oblika T'(t) = co + > (ak cos kt + by sin kt), co, ax, bx, € R, n € N).

Alternativno, moze se primijeniti teorem [2.1.13]1 to tako da se provjeri maksimalnost
niza (en)penufo} U prostoru L?([—m,7]). Dokaz maksimalnosti moze se naci, na primjer,
na http://warwickmaths.org/files/fourier.pdf (Theorem 4.1).

Primjer 2.1.16 Naravno, postoje i mnoge druge baze i realnog i kompleksnog prostora
L?. Na primjer, u realnom prostoru L2([—17 1]) mozemo promatrati linearno nezavisan
skup {1,t,¢2,¢3,...}. Neka skup {po, p1,p2,p3,...} nastaje iz njega Gram-Schmidtovim
postupkom ortogonalizacije. Tako dobiveni polinomi se nazivaju Legendreovi polinomi. Iz
Stone-Weierstrassovog teorema slijedi da je span{1,¢,t2 t3,...} gust u L?([-1,1]). Kako
je span{po, p1, p2, p3, ...} = span{1,¢,t2,#3 ...}, zakljuéujemo da je niz (Pn)nenuioy ONB

prostora L?([—1,1]). Ra¢unom izlazi da su polinomi p,, do na normirajuéi faktor /2%

)

dani s
1 4"

- 2np! den

po(t) =1, pn(t) > —1)", neN.

Domacéa zadacéa 6

Zadatak 2.1.17 Neka je (yn)n niz u Hilbertovom prostoru H takav da se svaki vektor
x € H moze prikazati kao linearna kombinacija kona¢no mnogo ¢lanova tog niza. Pokazite
da je tada dim H < co. Uputa: pokazite da se smije pretpostaviti da je niz (y, ), linearno
nezavisan, ortonormirajte i iskoristite tvrdnju propozicije |[2.1.11

Zadatak 2.1.18 Neka je U € (H, K) unitaran operator Hilbertovih prostora H i K, te
neka je (e,), ONB za H. Dokazite da je tada (Uey), ONB prostora K.
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Zadatak 2.1.19 Pokazite da operator jednostranog pomaka (unilateralan gift) S € B(¢?)
definiran formulom S(z1,z2,x3,...) = (0,21, 2, z3,...) nije unitaran, iako je izometrican
i, posljedi¢no, zbog polarizacijske formule, zadovoljava jednakost (Sx, Sy) = (z,y), Va,y €
¢2. Uotite da se u definiciji unitarnog operatora (iskazanoj u napomeni izrijekom
trazi bijektivnost. Kad je linearan operator izometrican, automatski je injektivan, no,
kako ovaj primjer pokazuje, ne nuzno i surjektivan.

Zadatak 2.1.20 Neka je (ey), standardna baza prostora ¢2 i eg = Y oo, %ek. Promo-
trimo potprostor X = span{ey, €2, €3, ...} 1 uo¢imo da X nije potpun. Pokazite da je niz
(er)k>2 maksimalan u X, ali nije ONB za X. Primijetimo da ovaj primjer pokazuje kako
je pretpostavka o potpunosti prostora bila zaista nuzna za dokaz ekvivalencije (¢) = (a)

u teoremu [2.1.13)

Zadatak 2.1.21 Neka je g € C([—m,n]) i € > 0. Pokazite da postoji funkcija g, €
C([—m,7]) (realna ili kompleksna u ovisnosti o tome je li g realna ili kompleksna) za koju
vrijedi gp(—7) = gp(m) i [T [g(t) — gp(t)|*dt < e. Uputa: funkciju g, odaberite tako da se
podudara s g na [—m, 7 — 6], da bude neprekidna, te da vrijedi g,(m) = g(—7). Broj 6 >0
odaberite prikladno.

Zadatak 2.1.22 Pokazite da je U : L*([-m,7|) — L*([—3,3]) definiran s Uf(t) =

V2r f(2nt), unitaran operator. Ispisite eksplicitno ONB prostora L*([—3, 3]) koje do-
bivamo djelovanjem operatora U na ONB opisane u primjerima i[2.1.15

2.2 Ortogonalna projekcija

Prema lemi za svaki vektor unitarnog prostora postoji najbolja aproksimacija vek-
torima iz n-dimenzionalnog potprostora. Taj rezultat ¢emo sad poopéiti. Razmotrit ¢emo
pitanje najbolje aproksimacije danog vektora vektorima iz nekog skupa, ne nuzno potpros-
tora. Rezultat koji slijedi formuliran je za konveksne skupove S (z,y € S,a € [0,1] =
ar + (1 — a)y € 5), premda ¢ée nam trebati samo da skup zajedno sa svake dvije svoje
tocke sadrzi i srediste segmenta koji ih povezuje (z,y € S = %:c—i— %y € 5). S druge strane,
pojacat ¢emo pretpostavku na prostor: ovdje ¢emo zahtijevati potpunost.

Teorem 2.2.1 Neka je H Hilbertov prostor i S C H neprazan, zatvoren i konveksan skup.
Za svaki x iz H postoji jedinstven xg € S takav da vrijedi |z — xo|| = inf{||z—y| : y € S}
(drugim rijecima, ||x — zo|| < ||z — yl|, Yy € S,y # o).

Dokaz: Za z € S tvrdnja teorema je trivijalna; tada je o = z.

Za x ¢ S stavimo d = inf{||lx — y|| : y € S}. Zbog zatvorenosti skupa S svakako je
d > 0. Za svaki n € N nadimo x,, € S sa svojstvom ||z — z,,|| < d + L. Tvrdimo da je
(zn)n Cauchyjev niz.

© db 2021./2022.



2. Hilbertovi prostori 40

Najprije, relacija paralelograma daje

(2 = zm) + (2 = o) |* + [z = 2m) = (& = 2a)|* = 2]z = 2ml* + 2|2 — 20,

odakle nakon dijeljenja s 4 dobivamo

1 1
|z — 5 (zn + xm)”Q + |z — meQ = 5”55 - l’m”Q + 5”517 - an2

5

Jer je 3(zn + 2) € S, imamo d < ||z — 3 (z, + ). Zato je

1 1 1 2 1 1 2
2 2
d —\x, — < — d — — d -

1 1
|Zn — zm | < 2 2§+7 +2 2i+— :
n  n?

m  m?

odnosno

Zbog potpunosti prostora sada niz (z, ), konvergira. Neka je xg = lim,, oz, € H. Zbog
zatvorenosti skupa S mora biti € S. Prelaskom na limes u relaciji |z — 2| < d + 2
dobivamo ||z — z¢|| < d. Po definiciji infimuma sad zaklju¢ujemo ||z — x| = d.

Da dokazemo jedinstvenost uzmimo da i za vektor v € S vrijedi ||z — v|| = d. Tada je

Iz = o) + (& = v)I> + [|(& = 20) — (& = )[|* = 2l — 2oll” + 2z — o2 = 42,

to jest,

1
4d* + ||zo — vl|* < 4flz = 5 (@0 + v)[* + [lzo — v]* = 4d”
odakle slijedi ||zg — v||?> = 0. O
Za dokaz teorema o projekciji treba nam jos i sljedeéi tehnicki rezultat:

Lema 2.2.2 Neka su b,v vektori u unitarnom prostoru X. Tada je b L v ako i samo ako
vrijedi ||b]| < [|b+ Mov||, YA € F.

Dokaz: Ako je b L v onda za sve A imamo ||b+ Av||* = ||b]|% + [A]? ||v]|* > ||b]|>.
Pretpostavimo sada da vrijedi [|b]| < ||b+ Av||, VA € F. Tada je i

6% < [1b = Av[|* = (b — Av,b = Av) = [[b]|* — A(v,b) — A(b,v) + [\ [Jv]?, ¥A € F.

Neka je v # 0 (u protivhom se nema $to dokazivati). Ako uvrstimo \ = ““’3 slijedi
llv]
L T L T [ O (Y0
I[* < [|b]|* — - + = [ol]* -
o] o] o] [[0]]?
Odavde je (b,v) = 0. O

Definicija 2.2.3 Neka je X unitaran prostor 1 S C X, S # (0. Ortogonal skupa S se
definira kao S+ = {x € X : (v,5) =0, Vs € S}.
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Teorem 2.2.4 (Rieszov o teorem projekciji) Neka je H Hilbertov prostor i M < H zatvo-
ren potprostor. Svaki vektor x € H dopusta jedinstven prikaz u obliku x = a + b pri cemu
jea € M ibec M*. Ako je M # {0}, preslikavanje P : H — H definirano s Pr = a
je ogranicéen linearan operator za kojeg vrijedi P> = P i |P|| =1 (dok za M = {0} o¢ito
imamo P =0).

Dokaz: Neka je M # {0} i z € H. Prema teoremu m postoji najbolja aproksimacija
a € M vektora x vektorima iz potprostora M. Dokazat ¢emo da je b:=x —a € M=*.

ZaA€FiveMimamo a—Av € M paje ||b| = ||z —al < ||lz—(a—Av)|| = |[b+ Av].
Prema lemi sada je b L v.

Dokazimo jedinstvenost navedenog rastava. Pretpostavimo da vrijedi x = a + b i
z=a1+bzaa,a €Mibb € M'. Tadaje a — a1 = b — by odakle zaklju¢ujemo da je
a—a; € M iistovremeno a — a; € M+, Naime, kako je b,b; € ML, slijedi b — b; € Mt
jer M+ je otito potprostor (v. zadatak . Odavde je a = a1, aondaib=b;.

Zbog upravo dokazane jedinstvenosti prikaza svih vektora x € H u trazenom obliku,
operator P je dobro definiran i linearan. Ocito je takoder da je Pa = a za sve vektore
a € M odakle je jasno da vrijedi P2 = P. To, zajedno s ||Pz|? = |a||® < |lal|® + ||b]|* =
la + b||? = ||z||?, pokazuje i da je || P|| = 1. O

Definicija 2.2.5 Zadrzimo oznake iz prethodnog teorema. Vektor Px = a se naziva orto-
gonalna projekcija vektora x na potprostor M. Operator P se zove ortogonalni projektor
na M.

Napomena 2.2.6 U svjetlu tvrdnje prethodnog teorema pisemo H = M @ M. Uocimo
(v. zadatak da su potprostori M i M jedan drugome direktni komplementi. S
obzirom na specifican geometrijski polozaj ta dva potprostora kaze se da je M=+ ortogonalni
komplemet od M (i obratno, jer ocito vrijedi (M*)+ = M).

Inace, napomenimo da u normiranom prostoru X zatvoren potprostor M ne mora
nuzno imati direktan komplement, tj. opéenito ne mora postojati zatvoren potprostor L
od X takav da vrijedi M N L ={0}i M + L = X.

Ve¢ ranije smo uocili da je na svakom unitarnom prostoru lako pronaé¢i ogranicene
linearne funkcionale. Ako je X unitaran prostor i a € X, onda je formulom f,(z) = (z,y)
zadan ograniCen linearan funkcional na X. Lako je provjeriti da vrijedi ||fo| = |lal|. U
sljede¢em teoremu dokazujemo da su na Hilbertovom prostoru svi ogranic¢eni funkcionali
upravo tog oblika.

Teorem 2.2.7 Neka je H Hilbertov prostor i f € H'. Tada postoji jedinstven vektor
a € H takav da vrijedi f(x) = (x,a), Vo € H, to jest, f = fa.

Dokaz: Za f = 0 oCito treba uzeti a = 0. Ako f # 0, onda je Ker f pravi zatvoren
potprostor od H pa je prema prethodnom teoremu potprostor (Ker f)* razlicit od {0}.
Neka je v € (Ker f)*, |lv|| = 1.

Stavimo a = f(v)v. Neka je x € H proizvoljan vektor. Uoc¢imo da je f(z — %v} =0.

Zato je {(x — ;Efgv,w =0, tj. (z,v) = f% (v,v) = ;Eig Konaé¢no, sada je f(x) =

)z, v) = (z, f(v)v) = (z,0a).
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Ako bismo imali f(x) = (z,a) = (z,b), Vo € H, slijedilo bi (z,a —b) =0, Vo € H, §to
oc¢ito povlaci a — b = 0. O

Napomena 2.2.8 Prethodni teorem za separabilne Hilbertove prostore mogli smo doka-
zati i koordinatno, kopirajué¢i dokaz za kona¢nodimenzionalne prostore.

Uzmimo proizvoljan f € H' i odaberimo neku ONB (e,), za H. Sad tvrdimo da niz
(f(en))n lezi u prostoru £2. Da to provjerimo, uvedimo zan € Nvektor v, = > 1_; f(ex)ex.
Sadaje f(un) = S7_, |f(e)?, a odavde imamo S [f(ex)” = 7o)l < [1f]on] =
Ik [f(ex)[?)2. Dakle je (375 [f(ex)[?)2 < [[fIl, odnosno 375, [f(ex)* < || fI*.

Ovime smo utvrdili da je (f(e,))n € [?, a sad nam propozicijajaméi da je dobro
definiran vektor a = Y77, f(ex)ex.

Konacno, uzmimo proizvoljan z = > 2 | (z, ex)ey. Zbog neprekidnosti funkcionala f i
neprekidnosti skalarnog produkta u drugom argumentu imamo

flx) =) (w,en)flexr) = (&, Y flerer) = (z,a).
k=1 k=1

Uocimo da je druga jednakost u ovom nizu opravdana postojanjem vektora > oo, f(e)er.

Korolar 2.2.9 Neka je H Hilbertov prostor. Preslikavanje ¢ : H — H' definirano s
v(a) = fq je antilinearan izometricki izomorfizam.

Dokaz: Sve osim antilinearnosti je ve¢ dokazano. Uzmimo a,b € H i o, € F, te
proizvoljan z € H. Sadaje (p(aa+pBb))(z) = faa+p(r) = (2, aa+pBb) = alx,a)+B{x,b) =
afa(z) + Bfo(z) = (@fa + Bfo)(z) = (@p(a) + Be(b))(z). O

Na kraju ove tocke uvodimo pojam hermitski adjungiranog operatora. Najprije nam
treba lema koja je i sama za sebe korisna.

Lema 2.2.10 Neka su X i Y wunitarni prostori i A : X — Y linearan operator. Tada je
A ogranicen ako i samo ako je M := sup{|(Az,y)| :z € X,y €Y, ||z|,||yll <1} < oc0. U
tom je slucaju ||A]| = M.

Dokaz: Neka je A ogranicen. Zbog |(Ax,y)| < ||Az||||y|| o¢ito vrijedi M < ||A|| < oo.
Neka je sada M < oo. Uzmimo z € X takav da je [|z|| < 11 Az # 0. Za vektor
Yo = ”Alx”Ax imamo ||yo|| =11 |(Az,yo)| = ||Az||. To pokazuje da vrijedi

{lAz]|: 2 € X, [lz]| <1} € {[{Az,p)[ : 2 € X,y €Y, |lz]], lyll < 1}

Zato za supremume ova dva skupa vrijedi ||A|| < M < oc. O

Teorem 2.2.11 Neka su H, K Hilbertovi prostorii A € B(H, K). Tada postoji jedinstven
operator A* € B(K, H) sa svojstvom (Ax,y) = (x, A*y), Vo € H,Vy € K. Pritom za sve
skalare o, g i sve operatore A, Ay, As € B(H, K) vrijedi (a1 A1+ e Ag)* = ag A} + a2 A3,
(A% = A, ||[A*|| = ||A|| i ||A*A] = ||A||?>. Osim toga, ako se operatori A i B mogu
komponirati, vrijedi i (AB)* = B*A*.
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Dokaz: Fiksirajmo y € K. Tada je preslikavanje = — (Azx,y) jedan linearan funkcional
na H. Zbog Cauchyjeve nejednakosti i ograni¢enosti operatora A, taj funkcional je ocito
ogranicen. Zato prema teoremu [2.2.7] postoji jedinstveno odreden vektor u H - smisleno
ga je oznaciti s A*(y) - za koji vrijedi (Az,y) = (z, A*(y)), V& € H. Ocito je da ovo
mozemo naciniti za svaki vektor y € K. Tako smo, zbog jedinstvenosti vektora A*(y)
koji zadovoljava prethodnu jednakost, dobro definirali preslikavanje y — A*(y) prostora
K u prostor H. Sad se jednostavnim rac¢unom pokaze da je ovako definirano preslikavanje
A* linearno; dokaz je identican onome iz linearne algebre. Najprije za proizvoljne x €
H, y1,y2 € K, A\1, A2 € F imamo

(z, A* (M1 + Aay2)) = (Az, Miy1 + Aaya) = M (Az, y1) + Ao (A, y2) =
Az, A%y1) + Aalz, A'ya) = (2, M A Y1 + A A y).

Drugacije zapisano, dokazali smo da vrijedi
(z, A"(A1y1 + Aay2) — AL A™ Y1 — Ao A%ya) = 0.

To znadi da je vektor A*(A1y1 + Aoy2) — M1 A*y1 — Ao A*ys € H okomit na sve x € H. Zato
je A*(My1 + Aaya) — M A%y — A A¥ys = 0.

Dakle, imamo linearan operator A* : K — H koji zadovoljava jednakost iz teksta
teorema.

Pokazimo da je A* ograni¢en. Prema prethodnoj lemi imamo ||A*|| = sup{|(A*y, x)| :
lall iyl < 1} = sup{i(e, A < ol Iyl < 1} = sup{|{Aa. )] : llall ]l < 1} = ]l <
oo. Primijetimo da smo zadnju jednakost ponovo dobili iz prethodne leme, ovaj put
primijenjene na operator A.

Operator A* s trazenim svojstvom je zaista jedinstven. Naime, kad bismo imali dva
operatora, nazovimo ih B i C, koji zadovoljavaju (Ax,y) = (z, By) i (Az,y) = (z,Cy),
Vax € H,Vy € K, onda bi za svaki pojedini vektor y € K vrijedilo (z, By — Cy) =0, Vz €
H, pa posebno i (By — Cy, By — Cy) = 0; dakle By — C'y = 0.

Promotrimo sada operator A*. Znamo da i za njega mora postojati operator (A*)*
sa svojstvom (A*y,x) = (y, (A*)*z), Vy € K,Vx € H. No prema prvom dijelu dokaza
takoder znamo da vrijedi (A*y,x) = (z, A*y) = (Az,y) = (y,Az),Vy € K,Vx € H.
Dakle, operator A igra ulogu operatora (A*)*. Zbog jedinstvenosti hermitski adjungiranog
operatora sada mozemo zakljuciti da je (A*)* = A.

Potpuno analogno se dokazuje i jednakost (a1 A1 + asA2)* = a1 A} + azA%; opet je
poanta u jedinstvenosti operatora A*.

Iz prethodne leme i jednakosti (A*)* = A imamo ||A*A| = sup{|(A*Az,y)| : z,y €
H, ol lgll < 1} > sup{|[{A* Az,z)| : = € H, 2] < 1} = sup{|{Az, Az)| : = € H, o] <
1} = sup{||Az||? : = € H,|jz|| < 1} = ||A||%. S druge strane, jer je operatorska norma
submultiplikativna i jer znamo da je ||A*|| = ||A]|, imamo ||A*A| < || A*||||A]| = ||A]>.

Dokaz posljednje tvrdnje opet izlazi direktno iz jedinstvenosti operatora A*. o

Definicija 2.2.12 KaZe se da je operator A* iz prethodnog teorema hermitski adjungiran
operatoru A. Za operator A € B(H, K) kaZemo da je:

- unitaran, ako je A*A = Iy i AA* = Ik ;

- hermitski, ako je H =K i A* = A;

- normalan, ako je H = K i A*A = AA*.
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Primijetimo da je unitaran operator A surjektivna izometrija (a takav je onda i A*).
Dakle, unitarni operatori su stvarni izomorfizmi Hilbertovih prostora. S druge strane,
sada takoder mozemo uociti da je operator A € B(H, K) izometrija ako i samo ako vrijedi
A*A=1.

Propozicija 2.2.13 Neka su H, K Hilbertovi prostori i A € B(H, K). Tada je Ker A =
(ImA*)*, Ker A* = (ImA)*+, ImA = (Ker A*)*+ i ImA* = (Ker A)*

Dokaz: x € Ker A & (Az,y) =0,Vy € K & (z,A*y) =0,Vy € K & = L Im A*. Time
smo dokazali Ker A = (Im A*)*+. Medutim, za svaki potprostor M vrijedi M+ = (M)*+
(v. zadatak . Time je prva jednakost dokazana. Druga jednakost je time takoder
dokazana ako operator A zamijenimo operatorom A*. Ostale dvije jednakosti slijede iz
prve dvije i pravila (ML) = M koje vrijedi za svaki zatvoren potprostor M (v. zadatak
2.2.20). O

Sljedeca propozicija daje vrlo korisnu formulu za normu hermitskih operatora, u duhu
tvrdnje leme [2.2.10L StoviSe, formula je toCna i za operatore koji imaju svojstvo samo-
adjungiranosti, a djeluju na unitarnim prostorima koji nisu nuzno potpuni.

Propozicija 2.2.14 Za svaki operator A € B(X) na unitarnom prostoru X koji ima
svojstvo (Ax,y) = (x, Ay) za sve x,y iz X vrijedi |A|| = sup{|(Az,z)| : z € X, x| < 1}.

Dokaz: Oznac¢imo supremum iz teksta propozicije sa s(A). Ocito je s(A) < ||All. Da
dokazemo obratnu nejednakost najprije uo¢imo da vrijedi

[(Av,v)| < s(A) [|v]]?, Vo € X. (1)
Nadalje, za sve z,y € X imamo
(A(z +y),z+y) — (Alz —y),z — y) = 4Re (Az, y).

Odavde za x,y € X takve da je ||z]] < 11 |ly]] < 1 uz pomo¢ relacije paralelograma
dobivamo

4Re (Az,y)| = [(A(z+y), 2+y) —(A(zr—y), 2—y)| < [(A(z+y), 2+y)[+[(A(z—y), 2—y)|
s(A)llz +yl* + s(A) |z — yl* = 2s(A)(l2]* + [ly]]*) < 4s(A)

iz Gega slijedi |Re (A, y)| < s(A). Uzmimo sad broj ¢ takav da vrijedi (Ax, y) = e™|(Ax, y)|.
Tada je |(Az,y)| = (A(e™*x),y) = [Re (A(e™*z),y)| < 5(A). Uzimanjem supremuma po
||, [ly]| <1 uz pomo¢ leme [2.2.10] sad slijedi ||A|| < s(A). O

Napomena 2.2.15 Korisno je razmisliti o dokazu prethodne propozicije u slucaju kad
je prostor kona¢nodimenzionalan. Najprije, jasno je da za svaki operator A, ne nuzno
hermitski, vrijedi sup {|(Az, z)| : © € X, ||z|| < 1} < ||A]||, neovisno o dimenziji prostora.
Sad uzmimo da je dimH = n < oo, te da je A € B(H) hermitski operator. Tada
postoji ONB {ey,...,e,} prostora H u kojoj se A dijagonalizira. Dakle, vrijedi Ae; =
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Ai€i, i = 1,...,n za neke realne (!) brojeve A1,..., \,. Neka je M = max {|A\1],...,|\n|}.
Pokazat ¢emo da vrijedi [|A|| < M <sup{|(4z,z)|:z € X, ||z]| < 1}.

Prije svega, druga nejednakost odmabh slijedi iz |(Ae;, ;)| = |N\i], i = 1,...,n. S druge
strane, za svaki z = )" | (x, ¢;)e; imamo

| Az = <Z )\i<xa€i>€i,z)\i<$aei>ei> = NP, e) P < MPD [ e) [ = M|z,
=1 =1 i=1 =1

iz cega slijedi ||A|| < M.
Na kraju, primijetimo da smo dokazali kako zapravo vrijedi i ||A| = M.

Primjer 2.2.16 Ako su M i L zatvoreni potprostori Hilbertovog prostora i ako vrijedi
M 1 L nije tesko pokazati da je M + L zatvoren potprostor. (Provjerite! Uocite da se
ovdje ne pretpostavlja da je L = M+, nego da je L C M+))

Medutim, opcenito, suma dva zatvorena potprostora Hilbertovog prostora ne mora
biti zatvoren potprostor. Da to pokazemo, promotrimo Hilbertov prostor H i produktni
prostor H & H. (Opéenito, kad imamo dva unitarna prostora X i Y i kad promatramo
produktni prostor X x Y sa skalarnim produktom ((z1,y1), (z2,%2)) = (z1,22) + (y1, y2)
obicaj je koristiti oznaku X @Y. To je zato $to ovdje mozemo prostore X i Y identificirati
s X x {0}, odnosno {0} x Y, a tada je oc¢ito X L Y.)

Neka je sada A € B(H) proizvoljan ograni¢en operator. Promotrimo u prostoru H & H
potprostore M = {(z,0) : x € H} i G = {(z,Az) : © € H}. Jasno je da je M zatvoren.
Pokazimo da je zatvoren i G. U tu svrhu pretpostavimo da za (z,y) € H ® H vijedi
(z,y) = lim, o0 (zn, Azy) gdje je ((xr, Axy)), proizvoljan konvergentan niz u G. Prema
tvrdnji zadatka sada je = limy,_yoo®n 1 ¥ = limy, oo Axy. Iz 2 = lim,, ooy, 1 ne-
prekidnosti operatora A slijedi Az = lim,_, Axy,. Zbog jedinstvenosti limesa sad imamo
y = Az, tj (z,y) € G.

Sad tvrdimo da vrijedi M + G = H @ Im A. Naime, o¢ito je da je (z,0) + (v, Av) =
(r +v,Av) € H @ ImA. Obratno za proizvoljan vektor (x,Av) € H & Im A imamo
(x,Av) = (x —v,0) + (v, Av) e M + G.

Razmotrimo sada pitanje zatvorenosti potprostora M + G. Neka niz ((zy, Ayn))n u
M + G konvergira k vektoru (u,v). Tada je u = lim,_,coxy 1 v = lim, 00 AY,. Zanima
nas je li vektor (u,v) u M + G = H & Im A. Neupitno je da vrijedi v € H. Medutim,
ne mora nuzno biti v € Im A; to mozemo zakljuciti tek ako znamo da je Im A zatvoren
potprostor od H. Kako slika ograni¢enog operatora ne mora biti zatvorena, vidimo da
svaki takav operator ovom konstrukcijom dovodi do primjera dva zatvorena potprostora
¢ija suma nije zatvorena.

U svjetlu ¢injenice da suma dva zatvorena potprostora ne mora biti zatvorena korisno
je zabiljeziti sljedeéi rezultat.

Propozicija 2.2.17 Neka su M i N zatvoreni potprostori Hilbertovog prostora H te neka
je dim M < oo. Tada je © potprostor M + N zatvoren.

Dokaz: Dokazimo prvu tvrdnju uz pretpostavku da je dim M = 1; neka je M = span{b}.
Tada je M + N = {ab+ 1z : o € F,z € N}. Ako je b € N nema se §to dokazivati.
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Uzmimo zato da vrijedi b ¢ N. Neka je by ortogonalna projekcija vektora b na potprostor
N. Primijetimo da je tada b — by L N. Sada za proizvoljan x € N imamo ||ab + x||* =
lau(b — bg) + (abg + 2)||* = ||?||b — bol|? + [|abo + x||? > |a|?||b — bo||?>. Time smo pokazali
da vrijedi

llab + x|
< 2
= Tt .
Odavde imamo i
ab+x
ol = lab + 2 = bl < flab +.] + e K, ©

Uzmimo sad da niz (a,b + x,), konvergira k, recimo, v € H. Posebno je (apb + x4)n
Cauchyjev niz. Nejednakosti (2)) i (3) sad pokazuju da sui (o )y i (2,), Cauchyjevi nizovi.
Ako im limese ozna¢imo s « i x, onda je v = ab + x. Kako je N zatvoren, znamo da je
x € N pajezatov=ab+x € M+ N.

Ako je dim M > 1 nastavimo induktivno. Za ilustraciju koraka indukcije dovoljno je
primijetiti ako vrijedi M = span{b;, b2} da je tada M + N = span{ba} + ({span{b; } + N).
O

Domacéa zadaéa 7

Zadatak 2.2.18 Neka je X unitaran prostor i S C X, S # (. Pokazite da je skup
St ={r € X : (z,a) = 0,Va € S} uvijek zatvoren potprostor od X te da vrijedi ili
NS+ =0ili Snst={0}.

Zadatak 2.2.19 Neka je M potprostor unitarnog prostora X. Dokazite da je tada
(M)+ = M+,

Zadatak 2.2.20 Neka je M zatvoren potprostor Hilbertovog prostora H. Dokazite da je
tada (M*1)+ = M.

Zadatak 2.2.21 Neka je X normiran prostor i S C X koji je zatvoren i koji sadrzi
poloviste %(x + y) za svake dvije tocke z,y iz S. Dokazite da je tada S konveksan.
Pokazite i da bez pretpostavke o zatvorenosti sadrzavanje polovista svih vlastitih tocaka

ne implicira konveksnost.

Zadatak 2.2.22 Neka je H Hilbertov prostor i P € B(H). Dokazite: P je ortogonalan
projektor na neki zatvoren potprostor M od H ako i samo ako vrijedi P? = P = P*.

Zadatak 2.2.23 Ako je (e,), ONB separabilnog Hilbertovog prostora H onda za svaki
operator A € (H) mozemo promatrati beskona¢nu matricu (oy;) ¢iji koeficijenti su defini-
rani standardno: «;; = (Aej,e;). Obrat je netrivijalan: ako je dana beskona¢na matrica
nije a priori jasno da postoji ograni¢en operator ¢iji bi to bio matri¢ni zapis u danoj ONB.

Neka je (e,)n, ONB separabilnog Hilbertovog prostora H. Pretpostavimo da za skalare
a;j > 0,p; >0, 4,j € N, postoje brojevi 7, s > 0 takvi da vrijedi 3 72, a;p; < rp;, Vi € N
i %0, aijpi < spj, Vj € N. Tada postoji operator A € B(H) takav da je || A||? < rs kojem

u ONB (ey,), pripada matricni zapis (o).
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Zadatak 2.2.24 Neka je (e )nenuqoy ONB separabilnog Hilbertovog prostora H. Pokazite
da postoji operator A € B(H) takav da je [|Al| < 7 kojem u ONB (es)nenufoy pripada
matricni zapis (o;) pri cemu je oy = Wﬁ za sve 1,5 = 0,1,2,... (Uputa: prethodni

zadatak s p; = /e ——
bi r-ﬁ-% Pj /7j+%
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3 Sumabilnost i konvergencija redova

3.1 Sumabilne familije u normiranim prostorima

Ako je X normiran prostor i (z;), j € J, familija vektora u X, zeljeli bismo dati znacenje
izrazu ZjeJ x; i kad indeksni skup J nije nuzno prebrojiv. Za to je najprije potrebno
uvesti pojam hiperniza i konvergencije hiperniza. Opcenito, pokazuje se da u topoloskim
razmatranjima nizovi nisu dovoljni da se opiSu temeljni pojmovi poput zatvaraca skupa i
neprekidnosti funkcije. Zadovoljavajuéi rezultati, analogni onima za normirane prostore,
dobivaju se tek pomoc¢u hipernizova. Nizovi su dostatni samo ako topoloski prostori koje
promatramo zadovoljavaju tzv. prvi aksiom prebrojivosti (spomenimo u prolazu da normi-
rani prostori spadaju u tu klasu). Detaljnije ¢emo se ovim pitanjem baviti u prouc¢avanju
slabih topologija. U ovom poglavlju ograni¢it ¢emo se samo na osnovna svojstva hiperni-
ZOVA.

Definicija 3.1.1 Usmjeren skup je ureden par (A, <) koji se sastoji iz nepraznog skupa
A i binarne relacije < definirane na A za koju vrijedi:

(i) a<a,Vae A;

(i) a<B,B<y=a<y;

(iii) Za sve o, B € A postoji v € A sa svojstvom a < v i 3 < 7.

Primjer 3.1.2 (a) Skup N sa svojim prirodnim uredajem je usmjeren skup.

(b) Neka je S neprazan skup. Partitivni skup P(S) je usmjeren relacijom A < B < A C
B.

(¢) Neka je X normiran prostor, z € X, i O(z) skup svih otvorenih okolina tocke x (dakle,
svih otvorenih skupova u X koji sadrze tocku z). Skup O(z) je usmjeren relacijom
A < B < A D B. Nije greska to §to je inkluzija navedena u ”pogresnom” smjeru;
pokazat ¢e se da je ovo zapravo jedan od vaznijih primjera usmjerenog skupa.

Uocimo da u definiciji relacije usmjerenja nismo zahtijevali antisimetricnost. Iako u
najvaznijim primjerima relacija usmjerenja ima i to dodatno svojstvo, ono nije nuzno:
postoje usmjereni skupovi (A, <) u kojima je moguée da za elemente a i b vrijedi a < b i

b < a, a pritom je a # b (vidite zadatak [3.1.14)).

Definicija 3.1.3 Neka je (A, <) usmjeren skup. Svako preslikavanje © : A — X se
naziva hiperniz uw X . Obicaj je, kao i kod nizova, da umgjesto () pisemo x4 i da hiperniz
oznacavamo s (To)aca- Ako je X mnormiran prostor kazemo da hiperniz (xo)aca u X
konvergira ako postoji xo € X takav da

Ve > 03ag € A tako da ap < av = ||zo — 24| < €.

U tom slucaju pisemo xg = limacATq -
Hiperniz (xo)aca w normiranom prostoru X je Cauchyjev ako vrijedi

Ve > 03ag € A tako da ap < a1, a2 = |20, — Tas|| < €.
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Napomena 3.1.4 (a) Kako je skup prirodnih brojeva sa svojim prirodnim uredajem
primjer usmjerenog skupa, o¢ito je da pojam hiperniza poopcuje pojam niza. U
tom smislu su i gornje definicije konvergentnog i Cauchyjevog hperniza direktne
generalizacije odgovarajué¢ih pojmova za nizove.

(b) Analogno se definira pojam konvergentnog hiperniza u topoloskim prostorima (¢ime
¢emo se baviti kasnije). U ovom poglavlju ogranicavamo se na razmatranje hiperni-
zova U hormiranim prostorima.

(c) Hiperniz u normiranom prostoru moze imati samo jedan limes. Da to pokazemo,
pretpostavimo da je 1 = limgeaxy, o = limgcaz, 1 1 # x2. Neka je € =
3llz1 — 22| Sad mozemo naéi oy € A tako da oy < o = |lz1 — 24| < €, takoder
iay € Atakoda s < a = |22 — x4 < €. Za a € A takav da je a1 < a' i
ag < « (takav a postoji zbog svojstva (iii) iz definicije imamo ||z1 — x2|| <
|21 — zo|| + ||xa — 22|| < €+ € =|z1 — 22|, Sto je kontradikcija.

(d) Ako u normiranom prostoru vrijedi x = lim,c4xq 1 y = limpe Ay, onda za svaki izbor
skalara A i p vrijedi Ax 4+ py = limgea (Ao + pya). Provjerite!

(e) Svaki konvergentan hiperniz u normiranom prostoru je Cauchyjev. Provjerite!

(f) Neka su X i Y normirani prostori i f : X — Y. Funkcija f je neprekidna u tocki

xo € X ako i samo ako za svaki hiperniz (z4)aca u X koji konvergira k zg vrijedi
f(xo) = limpea f(zq).
Da to dokazemo, pretpostavimo najprije da je f neprekidna u xg i uzmimo da vrijedi
xo = limyeaz,. Neka je € > 0. Odaberimo ¢ > 0 takav da ||z — zg|| < 0 povlaci
| f(z) — f(zo)]| < e. Sad nadimo oy € A sa svojstvom oy < o = ||zq — o] < J.
Ocito za sve takve indekse a sad vrijedi i || f(zq) — f(x0)|| < e.

Obrat slijedi iz (a) i analogne tvrdnje za nizove navedene u napomeni [1.1.19 (f).

(g) Uocimo da konvergentan hiperniz, za razliku od konvergentnog niza, ne mora biti
ogranicen. Zaista, promotrimo skup Z usmjeren prirodnim uredajem i definirajmo
hiperniz z : Z - R sz, = |n|f zan < 0ix, =0 zan > 0. Ocito, taj hiperniz
konvergira u 0, a nije ogranicen.

Medutim, svaki konvergentan hiperniz (x4 )aec U normiranom prostoru je eventualno
ogranicen, tj. vrijedi: IM > 01 Jag € A tako da ag < o = ||zo|| < M. U stvari,
ako je x = lim,ec oo, moZe se uzeti M = ||x| + €, za bilo koji € > 0.

Propozicija 3.1.5 U Banachovom prostoru svaki Cauchyjev hiperniz konvergira.

Dokaz: Uzmimo Cauchyjev hiperniz (z4)aca u Banachovom prostoru X. Za k € N
nadimo oy, € A sa svojstvom oy, < o, @ = ||z — || < 7.
Koristeéi svojstvo (iii) iz definicije induktivno mozemo konstruirati niz (Sx); u
A takav da je 81 = aq, B2 > P1, a9, ... , Bk > PBr_1,ar, Yk € N. Uocimo da smo tako zbog
tranzitivnosti relacije usmjerenja postigli da vrijedi oy, ao,...,ar < Bk, Vk € N.
Promotrimo niz (xy)k, gdje je xx = x3,, Yk € N. Za € > 0 najprije nadimo ko takav
da je % < e. Sada za sve k,k’ takve da je ko < k,k’ imamo oy, < B, S 1 zato je
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lzg, — g, |l < % < €, to jest ||z — xp/|| < €. Dakle, niz (z); je Cauchyjev pa ima limes
x € X. Pokazat ¢emo da za taj = vrijedi i x = lim,eca2q-

Opet uzmimo € > 0 i sada nadimo k¢ takav da vrijedi % < 5. Neka je k1 odabran tako
da je ko < k1 ida ky <k povlaci ||z — x| < §. Tvrdimo da je upravo 3, onaj kritiéni
indeks koji pripada odabranom broju e. Zaista, ako je S, < o tada imamo

1 €
[Za — 2|l < |lza — 28, || + |28, — 2l = llTa — 28, | + [|28, — 2] < nta<zt €.

€ €
2 2 2
(Za ocjenu izraza ||zo — zg, || bilo je potrebno uociti da vrijedi a > Bk, > o, .) O

Sad se okre¢emo uvodenju i razmatranju pojma sume familije vektora indeksirane po
proizvoljnom beskona¢nom indeksnom skupu J. U razmatranjima koja slijede, za svaku
danu familiju vektora z;, j € J, u normiranom prostoru X promatrat ¢emo familiju F
svih konacnih podskupova od J usmjerenu inkluzijom: za Fi, Fo € F pisat ¢emo F < Fy
ako vrijedi F; C Fy. Za tako usmjeren skup (F, <) prirodno je sada gledati hiperniz

(sp)rer, gdje je sy = ZjeF Lj-

Definicija 3.1.6 Neka je dana funkcija x : J — X pri ¢emu je J proizvoljan beskonacan
skup, a X normiran prostor. KaZemo da je familija {x(j) = x; : j € J} sumabilna te da
je njezina suma vektor xo € X ako je xg limes hiperniza (sp)rper. U tom slucaju pisSemo

o :Zjejxj.

I u ovom kontekstu, kao i kod razmatranja konvergencije redova, standardno ¢emo
pisati z; umjesto x(j). Ako je J prebrojiv skup, o¢ito se odmah namece pitanje usporedbe
uvedenog pojma sumabilnosti s konceptom konvergencije redova. O tome ¢emo provesti
detaljnu diskusiju u iduc¢oj tocki. Najprije su na redu op¢i uvodni rezultati, a prije svega
Cauchyjev kriterij sumabilnosti u Banachovim prostorima.

Propozicija 3.1.7 Neka je X Banachov prostor. Familija {x;:j € J} u X je sumabilna
ako i samo ako zadovoljava sljedeci Cauchyjev kriterij:

Ve > 03G(e) € F tako da F € F,F CJ\G(e) = || Y )l <. (1)

jEF

Dokaz: Neka je familija {x; : j € J} sumabilna. To znaci da hiperniz (sr)per konvergira
k nekom vektoru xg € X. Za € > 0 zato mozemo naéi Fy € F tako da Fy < F =
2o — > jer @il < 5. Sad tvrdimo da je gornji uvjet (1) ispunjen s G(e) = Fo. Zaista,
neka je I € F disjunktan s Fo. Tadaje || X cp il = | Xoicrum Ti—T0+tT0—> e p, Tl <
122 5erum, T — @oll + [[w0 — - em, @]l < e Istaknimo da u dokazu ovog smjera nismo
koristili potpunost ambijentnog prostora.

Obratno, neka vrijedi . Za € > 0 nadimo G(5). Sada za sve F, Iy € F takve da vri-
jedi G(5) < F1, Fy imamo || ZjeFl xj_ZjeFQ il < | Zjepl\a(g) [+ EjeFQ\G(g) il <
S5+5=c¢

Dakle, (zp)per je Cauchyjev hiperniz u X. Jer je X po pretpostavci Banachov, prema
propoziciji taj hiperniz i konvergira u X. O

© db 2021./2022.



3. Sumabilnost i konvergencija redova 51

Definicija 3.1.8 KaZemo da funkcija x : J — X s vrijednostima u normiranom prostoru
X iscezava u beskonacnosti ako je za svaki € > 0 skup {j € J : ||z;|| > €} konacan.

Napomena 3.1.9 Ako z : J — X iScezava u beskonacnosti, skup {j € J : z; # 0} je
najvise prebrojiv. Naime, uo¢imo da je {j € J : a; # 0} = U2 {j € J : ||z;]| > 1}. To
pokazuje da je {j € J : x; # 0} prebrojiva unija kona¢nih skupova.

Propozicija 3.1.10 Neka je X normiran prostor i x : J — X. Ako je familija {x; : j €
J} sumabilna onda x iS¢ezava u beskonacnosti.

Dokaz: Uzmimo € > 0 i skup G(e) iz uvjeta (I)). (Potrebno je prisjetiti se da u dokazu
nuznosti uvjeta u propoziciji nismo koristili potpunost.) Neka je j € J takav
da vrijedi ||z;|| > €. Stavimo F = {j}. Skup F je konacan i ne zadovoljava uvjet
| > ker Tkl < €. Zbog uvjeta to znac¢i da F' nije disjunktan s G(e). Drugim rije¢ima,
J € G(e). Dakle, vrijedi {j € J : [|z;]] > €} C G(e) i zato je skup {j € J : ||z;] > €}
konacan. O

Propozicija 3.1.11 Neka je X Banachov prostor i x : J — X. Ako je familija {||z;|| :
Jj € J} sumabilna u R, onda je sumabilna i familija {x; : j € J} v X i tada vrijedi

| Zje] zil| < ZjeJ |51

Dokaz: Uzmimo e > 0 i skup G(e) za koji vrijedi } ;. [|2)]| <€, VF € F,F C J\ G(e).
Posebno, za svaki takav skup F' vrijedi i ||} ;cp @)l < 2 2jcp sl < € pa je prema
propozicijifamilija {z; : j € J} sumabilna u X. Stavimo zo = ZjeJ zj = limpersp.
Jer je norma neprekidna funkcija, prema napomeni [3.1.4] (f) imamo ||zo|| = limper||sp|| =
mper| Yjep il Slimper 3 jep 1zl = 22;e 5 2l =

U svakom Banachovom prostoru svaki apsolutno konvergentan red konvergira i obi¢no.
Obratna tvrdnje ne vrijedi ¢ak niti u polju: obi¢na konvergencija reda opéenito ne povlaci
apsolutnu.

Prethodna propozicija kaze da je analogna situacija i s konceptom sumabilnosti: ap-
solutna sumabilnost u Banachovom prostoru povlaé¢i obi¢nu sumabilnost. Medutim, izne-
nadujucée, pokazuje se da kod sumabilnosti u polju vrijedi i obrat. Vazno je odmah napo-
menuti da takva, obratna tvrdnja za sumabilne familije ne vrijedi opéenito u Banachovim
prostorima. U iducoj tocki éemo vidjeti primjer sumabilne familije u Banachovom prostoru
koja nije i apsolutno sumabilna.

Za potrebe dokaza ekvivalencije sumabilnosti i apsolutne sumabilnosti familija skalara
uvodimo sljede¢u notaciju.

Pretpostavimo da je za funkciju « : J — X familija {z; : j € J} sumabilna. Prema
propoziciji [3.1.10] i napomeni [3.1.9] smijemo pretpostaviti da je skup J prebrojiv. Ako
je sad (F,), niz kona¢nih podskupova od J takav da vrijedi Fy C F, C F3 C ... i
UnpenFpn = J pisat éemo F,, ~ J. Uocimo da u ovoj situaciji mozemo promatrati i niz
(87, )ns gdje je sk, =3 e, @

Lema 3.1.12 Neka je J prebrojiv skup, X normiran prostor i x : J — X. Tada je
familija {z; : j € J} sumabilna i vrijedi xo = ZjeJ xj ako i samo ako je xo = limy—00SF,
za svaki niz (Fp)n u F sa svojstvom F, 2 J.
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Dokaz: Uzmimo prvo da vrijedi xp = ZjeJ zj 1 odaberimo proizvoljan niz (F3,), u F
takav da je F,, / J. Zadajmo € > 0 i nadimo Fy € F za koji vrijedi

FEF, Fo<F=|zg— ) zj <e (2)
JEF

Odaberimo proizvoljan element j € Fy. Zbog U,enF,n = J postoji n € N takav da je
J € Fy. Neka je n(j) najmanji prirodan broj za koji vrijedi j € Fy,(;). Jer je Fy konacan
skup, mozemo pisati Fy = {j1,72,...,Jx}. Pogledamo brojeve n(j1),n(j2),...,n(jx) i
stavimo ng = max {n(j1),n(j2),...,n(Jjx)}. Jer je niz (F,), rastué, skup F,, sadrzi sve
skupove Fy,(jy, t = 1,...,k, te zato sadrzi i skup Fyp. Sada za ng < n imamo Fy, C F,
odakle je i Fy C F,, pa pokazuje da vrijedi [z — > e, %5l <€ ti. [[x — sp,[| <€
Dakle, niz (sg, ), konvergira prema x.

Obratno, pretpostavimo sada da vrijedi xgp = limy,_,o0SF, za svaki niz (F,), u F sa
svojstvom F,, A~ J. Trebamo dokazati da je xg = Zjejxj. Pretpostavimo suprotno; to
znaci da postoji € > 0 takav da za svaki konac¢an skup G € F ima bar jedan konacan skup
F e Fzakojije GC Filzg—sp| > e

Odaberimo bilo koji niz (G,), u F sa svojstvom G, " J. Prvo nadimo F} € F
takav da je Gi C Fi i ||zg — sp || > €. Dalje, sad mozemo pronaéi Fy € F takav da
je F1 UGy C Fy i ||lxg — sp,|| > e. Nastavimo induktivno. Tako dobivamo niz skupova
(Fn)n u F koji zadovoljavaju ||xzg — sg, || > €, Vn € N. O¢ito je iz konstrukcije da vrijedi
F,_1 C F,, Vn, a takoder i G,, C F,, Vn. Zato vrijedi F;,,  J, a to je kontradikcija s
pretpostavkom. O

Teorem 3.1.13 Neka je J prebrojiv skup i x : J — F. Tada je familija {x; : j € J}
sumabilna ako i samo ako je sumabilna familija {|z;| : j € J}.

Dokaz: Jedan smjer je ve¢ dokazan u propoziciji (i ta je implikacija istinita i u
svakom Banachovom prostoru pri ¢emu norma igra ulogu apsolutne vrijednosti).

Pretpostavimo sada da je familija skalara {z; : j € J} sumabilna te da joj je suma
broj xg. Uzmimo prvo da je x realna funkcija. Tada mozemo pisati J = J; U J_ gdje je
Jp={jeJ:x; >20}iJ-={j€J:z; <0} Tvrdimo da }_;; x; postoji.

Prema tvrdnji zadatka dovoljno je vidjeti da je skup {sg = ZjeG xzj: G e Fi}
odozgo ogranicen, pri ¢emu smo s Fy oznacili familiju svih konaénih podskupova skupa
Ji.

Prije svega, prema pretpostavci postoji Fy € F sa svojstvom F € F,Fy C F =
|zo — > jep @il < 1. Uzmimo sad G C Jy \ Fp. Tada oéito vrijedi Fp C Fy UG i zato je
|xg — ZjeFOUG xj| < 1. Kako su Fy i G disjunktni, odavde zakljucujemo

owp=1Y zl=1 > w=> wl<| D wj—wol+lwo— Y | <1+1=2. (3)
jeEG jeaq JEFUG IS ) JEFUG jely

Uzmimo sada proizvoljan G C J;. Neka je Fy N J+ = {j1,...Jr}. Uoctimo da je tada
G C(G\{j1,---Jk}) U {j1,. .. gk} i pritom je (G \ {j1,...jk}) € J4+ \ Fo. Zato je

k k
ijS Z :Ej—FZIin-l-iji.
i=1

JjEG JEG\{Jj1,---Ji } i=1
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Time je dokazano da je skup {sg = ZjEG xj : G € F,} zaista odozgo ogranicen i sada
tvrdnja zadatka jaméi da ZjeJ+ xj postoji.

Na isti nac¢in dokaze se da postojii jes T (alternativno, moze se promatrati funkcija
—z). Prema tvrdnji zadatka (s a =11ip = —1) zakljuéujemo da je i familija
{lz;| : j € J} sumabilna.

Uzmimo sada da je z : J — C te da vrijedi Zjejxj = a + tb. Najprije tvrdimo
da je tada > ;c;Rex; = a i} ;c;Imz; = b. Najjednostavnije je to vidjeti tako da
iskoristimo analognu tvrdnju za redove kompleksnih brojeva i prethodnu lemu (primije-
njenu na sve nizove (F),) sa svojstvom F,, /' J). Sad prema prvom dijelu dokaza znamo
da postoje >, ; [Rex;| 1, Imxj|. Zato postojii}_,c;(|Rex [ + [Imz;]). Medutim,
|zj| < |Rex;| + [Imz;| za sve j € J i opet preostaje samo primijeniti tvrdnju zadatka

o . 1D O

Domaca zadaca 8
Zadatak 3.1.14 Neka je zp € R. Na skupu R\ {z¢} definirajmo relaciju < formulom
a=b<=|a—xo| > |b— x|

Provjerite da je (R\ {x0}, <) usmjeren skup. Uocite da u tom usmjerenom skupu za svaki
realan broj ¢ imamo xg — ¢ X xg+ ¢ i xg+ ¢ = x9 — ¢ iako je xg — ¢ # xg + ¢ za sve ¢ # 0.

Zadatak 3.1.15 Neka je (4)aca hiperniz realnih brojeva takav da vrijedi a1 < g =
Ty < To,. Dokazite da je hiperniz (z4)qaeca konvergentan ako i samo ako je skup {z, :
a € A} odozgo ogranicen te da je u tom slucaju limyeazq = sup {zq : @ € A}.

Posebno, ako je x : J — R nenegativna funkcija, familija {z; : j € J} je sumabilna ako
i samo ako je skup S = {ZjeF xj . F' € F} odozgo ogranicen i tada je ZjeJ xj =sups.
Zadatak 3.1.16 Neka su dane funkcije x : J — X iy : K — X pri ¢emu je X normiran
prostor, a J i K su disjunktni skupovi. Neka je L = JUK i z : L — X funkcija definirana
sa z|j = ax i z|xg = Py, pri ¢emu su « i § proizvoljni skalari. Pretpostavimo da su familije
{z;:j € J}i{yg: k€ K} sumabilne te da su njihove sume ¢ i yo, respektivno. Dokazite
da je tada sumabilna i familija {z; : [ € L}, te da je njezina suma axg + Byp.

3.2 Bezuvjetna konvergencija

Definicija 3.2.1 Neka je (xy), niz u normiranom prostoru X. KaZemo da red Y - p
konvergira bezuvjetno u X ako red Y 57, To(k) konvergira (obicno) u X za svaku permu-
taciju o skupa N.
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Uocimo da se u definiciji ne zahtijeva da suma permutiranog reda » p-, Ts(k) bude
neovisna o permutaciji 0. Pokazat ¢e se kasnije da je to ipak tako. Prvo éemo razmotriti
bezuvjetnu konvergenciju u polju. O¢cito je bezuvjetna konvergencija - barem gledajudci
sam definicioni uvjet - jac¢a od obi¢ne. Koliko jaca, pokazuje sljedeéi teorem.

Teorem 3.2.2 Neka je (cp)n niz u polju F. Tada red Y3 ¢ konvergira apsolutno ako i
samo ako konvergira bezuvjetno.

Dokaz: Pretpostavimo prvo apsolutnu konvergenciju. Uzmimo proizvoljnu permutaciju
o skupa N. Jer je niz parcijalnih suma reda Y 2, |ck| Cauchyjev, za ¢ > 0 postoji ng
takav da

m

m>n>ny= Z lex| < e (4)
k=n+1
Neka je ny = max{o~!(1),071(2),...,07(ng)}. Uzmimo m > n > ny i promotrimo

proizvoljan indeks k sa svojstvom n + 1 < k < m. Kako je &k > ni, zaklju¢ujemo da
k& {o7Y1),071(2),...,07(ng)}. Drugim rije¢ima, o(k) & {1,2,...,nm9}. Dakle je

o(k) > ng. Odavde zaklju¢ujemo da su brojevi r = min{o(n + 1),...,0(m)} i s =
max {o(n+1),...,0(m)} veé od od ng. Zato za m > n > n; imamo
m n m m S
1D oy = Dol =1 D coml < D ool <D lesl < e
k=1 k=1 k=n+1 k=n+1 j=r

Obrat dokazujemo najprije u polju realnih brojeva i to kontrapozicijom. Uzmimo
realan niz (ry,), 1 pretpostavimo da red > 72, |r;| ne konvergira. Treba dokazati da red
> pey 7% ne konvergira niti bezuvjetno. Uocimo da je tvrdnja trivijalna ako je r,, > 0, Vn €
N ili ako je r, < 0, Vn € N. Naime, u oba ta slucaja se apsolutna konvergencija podudara
s obi¢nom pa ako red ne konvergira apsolutno, onda ne konvergira niti obi¢no, pa dakle
ne konvergira veé¢ ni u identi¢noj permutaciji. Uzmimo zato da niz (ry,), ima i pozitivnih
i negativnih ¢lanova. Trebamo konstruirati permutaciju o za koju red > 72, To(k) nece
konvergirati.

Pogledajmo podnizove (7,(n))n 1 (T4(n))n koji se sastoje od svih ¢lanova niza (1, ), koji
su vedi ili jednaki nuli, odnosno manji od nule. Ozna¢imo jednostavnosti radi te nizove
s (ag)g 1 (by);. Dakle, aj,ag,...1 by, be,... su svi nenegativni i svi negativni clanovi niza
(rn)n poredani u svom prirodnom redoslijedu pojavljivanja. Smijemo uzeti da su oba ta
niza beskonaé¢na, jer u protivnom bismo opet mogli primijeniti argument s pocetka ovog
dijela dokaza.

Neka je 1, prvi negativni ¢lan niza (r,),. To znaci da se by = ry, pojavljuje u nizu
(rn)n na mjestu ng.

Pretpostavimo sada da redovi Y 72 | a1 Y ;= by oba konvergiraju. Konvergirat ¢e i ako
ih dopunimo s nulama do zajednickog ”formata” niza (ry,),. Medutim, tada je r,, = a,+by,
|rn] = an — by 1 kad uocimo da je razlika konvergentnih redova opet konvergentan red,
slijedilo bi, suprotno pretpostavci, da red Y | |r,| konvergira.

Dakle, bar jedan od redova > ;2 ap i Y o, b divergira. Pretpostavimo, opet radi
konkretnosti, da Y p- ; ai divergira. Jer mu je niz parcijalnih suma uzlazan, zbog pret-
postavljene divergencije mora taj niz parcijalnih suma biti neogranicen. Dakle,
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dk1 > ng tako da ay + a2 +...ax, > 1.

Dalje,

dko > ky takoda a1 + ... +ag, +ag, 41+ ... +ag, >2—by.

Sliéno,

dks > ko tako daal—l—...—i—akl +ap 41+ .. Oy + Qpor1 - Gy >3 — by — bs.

Analogno nastavimo dalje. Rezultat prva tri koraka provedene konstrukcije mozemo
zapisati i ovako:

Jk1 >mng takoda a1 +az+...ax >1,
Jko >k takoda a1 +...+ag, +b1+ag, 1+ .. Fag, > 2,
Jk3 > ko takoda a1 +...+ap, +b1+ag, 41+ .. Fap, b+ gy .o ag, > 3.

Induktivnim postupkom dobivamo jednu permutaciju skupa N. Permutirani niz (r4(,))n
izgleda ovako: ai,...,ak,,b1, QK +1,. -, Qky, 02, Qpyt1, - ., Gy, b3, ... Sada je jasno da red
Yoy To(n) divergira jer pripadajuci niz parcijalnih suma ima neogranicen podniz.

Uocimo jos da je konstruirana permutacija o razli¢ita od identi¢ne. Naime, u original-
nom poretku b; se pojavljuje na mjestu ng, dok se u permutiranom nizu b; pojavljuje na
mjestu k1 + 1 > k1 > nyg.

Uzmimo sada kompleksan niz (¢;,), i pretpostavimo da red .-, ¢ konvergira bez-
uvjetno. Neka je ¢, = a, + iby,, Vn € N. Uzmimo proizvoljnu permutaciju o i stavimo
ey Co(k) = € = a + ib. (Primijetimo da ¢ mozda ovisi o o, no to neée utjecati na nas-
tavak dokaza.) Za proizvoljan n € N imamo |a — 7, aor)| = [Re(c — > 70_; com))| <
lc = > h—1 Co@iy|- Analogno vidimo da je i [b— > 1 bor)| < |c = 35— copy|. Dakle, re-
dovi Y 32 ax 1 Y pe; br konvergiraju bezuvjetno. Prema prethodnom dijelu dokaza onda
konvergiraju i apsolutno. No tada, zbog > }_; |ar + ibg| < Y0 lar] + D op_y |bk| 1 red
> req lex| konvergira. O

Korolar 3.2.3 Ako u Banachovom prostoru red konvergira apsolutno, onda konvergira i
bezuvjetno.

Dokaz: Uzmimo da je > oo ||zx]| < oo, pogledajmo proizvoljnu permutaciju o skupa
N i provjerimo je li niz parcijalnih suma reda ) -, T ) Cauchyjev. Za m > n imamo
IS Tty — St Tyl = |0t oyl S S ooyl Kako je 52 i <
00, taj red prema prethodnom teoremu konvergira i bezuvjetno. Dakle, red > 72 | [z, |l
konvergira te mu je zato niz parcijalnih suma Cauchyjev. Zato za zadani € > 0 postoji ng
takav da za sve m > n > ng vrijedi Y " ) [omll < e O

Napomena 3.2.4 Prema dokazanom, za svaki niz (x, ), u Banachovom prostoru X vri-
jedi:
>z, kvg. apsolutno = > > x, kvg. bezuvjetno = > >, xz, kvg. obitno

Pritom, naravno, druga implikacija vrijedi i u svakom normiranom prostoru. Sto se tice
prve impliacije, za nju je nuzno pretpostaviti potpunost prostora.
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Promotrimo sada kakva je situacija s eventualnim obratima navedenih implikacija.
Obrat druge implikacije ne vrijedi ¢ak niti u polju. Naime, uo¢imo da je red Zle(—l)”%
konvergentan. Kad bi bio i bezuvjetno konvergentan, prema prethodnom teoremu konver-
girao bi i apsolutno, a znamo da nije tako.

Kako smo vidjeli, obrat prve implikacije istinit je za redove realnih i kompleksnih
brojeva. Moze se pokazati da je ista tvrdnja (tj. da bezuvjetna konvergencija povlaci
apsolutnu) to¢na i u svakom kona¢nodimenzionalnom prostoru.

Medutim, ¢im je prostor beskona¢nodimenzionalan, neki red u njemu moze konvergirati
bezuvjetno, a da pritom ne konvergira apsolutno, ¢ak i ako je prostor potpun. Da se u to
uvjerimo uzmimo ortonormiran niz (e, ), u Hilbertovom prostoru H. Sjetimo se tvrdnje
propozicije ako je (o), niz skalara, tada red ) ,-, ager konvergira u H ako i
samo ako vrijedi (o), € £2. Sad, ako je (ay,), niz u £2, onda red > 5o ; o |? konvergira,
pa konvergira i bezuvjetno. Dakle, za svaku permutaciju o i red Y - |a, k) |2 konvergira.
S druge strane, i (€4(,))n je ortonormiran niz, pa opet iz propozicije slijedi da i red
POt Qg (k)€o(k) konvergira. Tako zakljucujemo: Y rey aer, konvergira ako i samo ako
konvergira bezuvjetno ako i samo ako je (), € £2.

U drugu ruku, oéito je: Y 3o, ayey konvergira apsolutno ako i samo ako je (ay,), € £1.
Kako je ¢! striktno sadrzan u £2, mozemo naéi nizove (), € £2\ 1. Za svaki takav niz
red > 77 | aper, konvergira bezuvjetno, ali ne i apsolutno. Takav je npr. red Y 7, %ek.

Tvrdnja sljedeéeg korolara za Hilbertove prostore slijedi iz prethodnih razmatranja.
Medutim, korisno je uociti da je tvrdnja tocna i kad prostor nije potpun.

Korolar 3.2.5 Neka je (e,)n, ONB separabilnog unitarnog prostora H. Tada za svaki
xz € H vrijedi x =77, (x, en)en pri cemu ovaj red konvergira bezuvjetno.

Dokaz: Ako je prostor Hilbertov, primjenjuje se prethodna diskusija. Medutim, ako
prostor i nije potpun, zakljucak slijedi iz ekvivalencije (a) < (b) u Teoremu jer je i
iz (€y(n))n fundamentalan za svaku permutaciju o. O

Na kraju ovih razmatranja preostaje jo§ ustanoviti u kojem je odnosu eventualna
konvergencija reda Y 7 | x,, prema moguc¢oj sumabilnosti prebrojive familije {z,, : n € N}.

Pretpostavimo da je (2,,), niz u normiranom prostoru X. Sa ), . 2} ¢emo oznacavati
sumu familije {z,, : n € N}, ako je ta familija sumabilna u smislu razmatranja iz pret-
hodne tocke. Dakle, i ovdje formiramo hiperniz (sr)per gdje je F familija svih kona¢nih
podskupova od N, a sp konacna suma sp = ) ;. 5. U tim oznakama imamo ), . Zx =
limFe FSF.

Odmah uo¢imo da sumabilnost povlaé¢i obi¢nu konvergenciju. Da to pokazemo, stavimo
Zkeka = x. Za proizvoljni ¢ > 0 tada postoji Fy € F takav da Fy C F € F =
|z — > reroill < €. Oznacimo ng = max Fy. Sad za proizvoljan n > ng i skup F,, =
{1,2,...,n} vrijedi Fy C F,, i zato je ||z — > pcp arll <€ tj. [z =D 2]l <e

U stvari, sumabilnost je puno ja¢i uvjet od obi¢ne konvergencije reda. Koliko to¢no
jaci, govori nam sljedeéi teorem.
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Teorem 3.2.6 Neka je (xy,), niz u normiranom prostoru X. Tada je familija {x, : n €
N} sumabilna ako i samo ako red Y2 | xy, konvergira bezuvjetno. Stovise, ako red > ;2 | xy,
konvergira bezuvjetno onda za svaku permutaciju o skupa N vrijedi

[o.¢] [o.¢]
St = > an = iy
k=1 k=1 keF

Dokaz: Neka red > ;2 zj konvergira bezuvjetno, stavimo z = > 72, z3. Pokazat ¢emo
da vrijedi i # = limpersp, tj. © = limper Y 1cp Tk-
Pretpostavimo suprotno. To znaéi da postoji € > 0 sa sljede¢im svojstvom:

VFye FAF € Ftakoda Fp CFiflz =Y ) > e (5)
keF

S druge strane, za isti € postoji ny € N takav da n > ny povlaci ||z — Y 5 x| < 5.

Sad ¢emo pokazati da ovo vodi na kontradikciju tako $to éemo konstruirati permutaciju
u kojoj polazni red neée konvergirati.

Stavimo F} = {1,2,...,n1} € F. Koristeéi nadimo G € F za koji vrijedi F; C G}
iz — > req, Tkl = € Neka je sad ng = maxGy i Fo = {1,2,...,n2}. Sad opet prema
postoji G2 € F tako da vrijedi F» C G2 i ||z — Y 1cq, k|l = €. Nastavimo induktivno.
Na taj nacin dobivamo niz skupova u F za koji vrijedi F1 C G1 C Fo C Gy C ..., te
|z = > her, el < 5 il =X keq, Tkl = €. Odavde je

€ €
[ e e e = e N el i S| 2e—5 =35
keGp\Fn keGn kEFy keGn keFy,

Uoc¢imo sada permutaciju o skupa N koju dobijemo tako da, slijede¢i niz inkluzija
Fy C Gy C F», CGe C..., redom ispisemo skupove F1,Gy \ F1, Fo \ G1,G2 \ Fa,.... Ako
s |Fy| 1 |Gy| oznacimo kardinalne brojeve skupova F, i Gy, onda imamo

|Gl
€
Y wewl=1 > =S
k=|Fp|+1 kE€Gn\Fn

Ovo pokazuje da niz parcijalnih suma reda -, To (k) nije Cauchyjev.

Pretpostavimo sada da je familija {z, : n € N} sumabilna i stavimo z = ), .y2r =
limper ) pep @k Uzmimo proizvoljnu permutaciju o skupa N i fiksirajmo ¢ > 0. Po
definiciji sumabilnosti mozemo naéi Fy € F sa svojstvom

FeF, RCF=|z-> mll <e (6)
keF

Odaberimo ng dovoljno velik da bude Fy C {o(1),0(2),...0(ng)}. Sada za svaki n > ng i
skup F = {o(1),5(2),...0(ng) ...o(n)} imamo Fy C F pa (6] povlaci

n
lz =Y wll <e ti llo =) zoml <e
k=1

keF
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Napomena 3.2.7 Sada mozemo izvesti i alternativni dokaz teorema [3.1.13f"

Pretpostavimo, dakle, da je za prebrojivi indeksni skup J familija skalara {z; : j € J}
sumabilna.

Uocimo najprije da je za proizvoljnu bijekciju ¢ : J — N familija {z; : j € J}
sumabilna ako i samo ako je familija {z,, : n = ¢(j), j € J} sumabilna. To se lako vidi: ako
je Fy kritican skup za zadani € u ocjeni prve sume, onda je Fy» = {z,, : n = ¢(j), j € F1}
dobar za isti € u ocjeni duge sume. Argument za obrat je isti uz primjenu funkcije 1.

Preslikavanje ¢ inducira niz (z,),. Kako je familija {z,, : n = ¢(j), j € J} sumabilna,
prethodni teorem nam kaze da red > 7 ; x, konvergira bezuvjetno. Kako se ovdje radi o
redu skalara, teorem povlaci da taj red konvergira i apsolutno. Isti teorem sada daje
i bezuvjetnu konvergenciju reda )7, |z,|. Koriste¢i ponovno teorem zakljucujemo
da je familija {|z,| : n = ¢(j), j € J} sumabilna, pa argument iz prethodnog odlomka
daje zeljeni zakljucak.

Napomena 3.2.8 Moze se pokazati da su za niz (z,), u Banachovom prostoru sljedeée
tvrdnje medusobno ekvivalentne:
(
(

a) Red > >° | x, konvergira bezuvjetno.

b) Familija {z, : n € N} je sumabilna.

(¢) Za svaki podniz (zp(n))n niza (zn), red Y07 | 2),) konvergira.
(d) Red Y07, enxy konvergira za svaki izbor predznaka e, = £1.

Primijetimo da je ekvivalencija (a) < (b) istinita i za normirane prostore - to je sadrzaj
teorema [3.2.6| Dokaz preostalih ekvivalencija potrazite unutar dokaza Teorema 2.8 u
http://people.math.gatech.edu/~heil/papers/bases.pdf.

Napomena 3.2.9 (a) U Hilbertovim prostorima vrijedi sljedeéi Orliczev teorem: ako
3¢ |z, konvergira bezuvjetno, onda je (|| ||)n iz, tj. vrijedi >°°°, [|z]|? < oo.

(b) Specijalan slu¢aj tvrdnje Orliczevog teorema veé¢ smo konstatirali u napomeni
ako je (ey)n ortonormiran niz u Hilbertovom prostoru H i ako za niz skalara (ay, )y
red > 7 | ane, konvergira onda je ta konvergencija bezuvjetna, a veé iz Propozicije
znamo da je tada (ay)n € 2 paje 300, [lanen]? = 0% |an|? < co. Stovige,
vidjeli smo da u ovom primjeru vrijedi i obrat: uvjet Y o, |a,|* < oo povlaci
bezuvjetnu konvergenciju reda Y 7 | apen.

(c) Ipak, obrat Orliczevog teorema opéenito ne vrijedi, tj. uvijet > oo, |25 < oo nije
dovoljan za bezuvjetnu konvergenciju reda y o | @p,.
Da to pokazemo, uzmimo jedini¢ni vektor z € H i niz skalara (ay),. Tada je
122k el = 1225 g anlllzll = | 224541 ekl Odavde je jasno da 3252, agz
konvergira ako i samo ako Y7, ay, konvergira, kao i da > - | oy konvergira bez-
uvjetno ako i samo ako »_p- | oy konvergira bezuvjetno.

1Ovaj argument je predlozio student Miran Jankovié.

© db 2021./2022.


http://people.math.gatech.edu/~heil/papers/bases.pdf

3. Sumabilnost i konvergencija redova 59

())

Red >~ >2 I)n konvergira obicno, ali ne i bezuvjetno.
1)

Sad pogledajmo niz (

Zato prema prethodnoj opservaciji red Zoo

x konvergira samo obi¢no i ne

konvergira bezuvjetno, premda vrijedi > > ; H a:H2 < 0.

U stvari, uvjet Yo ||, | < oo nije dovoljan cak niti za obi¢nu konvergenciju reda
>0’ | Zn. Naime, ako ponovo odaberemo x € H takav da je ||z|| = 1, vidimo da
je 2 |1£]|? < oo, a pritom red >20°; 12 ne samo da ne konvergira bezuvjetno,
nego ne konvergira nikako.

Napomena 3.2.10 Prethodna razmatranja o konvergenciji redova u Hilbertovim prosto-
rima mozemo rekapitulirati na sljedeéi nac¢in. Neka je (z,,), niz u Hilbertovom prostoru.
Uz do sada formulirane nacine konvergencije reda > | x,, reéi ¢emo da taj red konvergira
kvadratno ako je Yo, [|2,]|? < co. Tada vrijedi

n=1

Yool xy kvg. apsolutno = > ° x, kvg. bezuvjetno = > >, xz, kvg. obitno

(2
ZZ‘; Tn  kvg. kvadratno

Ve¢ smo konstatirali u napomeni da obrati horizontalnih implikacija u gornjem dija-
gramu ne vrijede. U prethodnoj napomeni smo vidjeli da ne vrijedi niti obrat vertikalne
implikacije. Ta ¢injenica takoder pokazuje da kvadratna konvergencija ne povlaci apso-
lutnu. (Da apsolutna konvergencija povlaci kvadratnu vidljivo je iz dijagrama, no to se
sasvim lako vidi i direktnim argumentom, bez pozivanja na meduodnose s bezuvjetnom
konvergencijom). Konaé¢no, jos primijetimo da su kvadratna i obiéna konvergencija logicki
nezavisne. U prethodnoj napomeni smo naveli primjer divergentnog reda koji konvergira
kvadratno. S druge strane, ako je x jedini¢ni vektor, i ako stavimo x,, = (—1)”%33, n €N,

jasno je da red > °° | x,, konvergira, a pritom je > oo ||z, ||* = occ.

Napomena 3.2.11 Neka je S proizvoljan prebrojiv skup, te neka je {ey : k € S} funda-
mentalan ortonormiran skup u separabilnom Hilbertovom prostoru H. Neka je f : N — §
proizvoljna bijekcija. Promotrimo niz (ef(n))n. Prema teoremu taj je niz ONB za
H. Dakle, svaki x € H dopusta prikaz u obliku x = Y77 | (2, e(n))€f(n)- Prema korolaru
3.2.9] ova je konvergencija bezuvjetna, pa ¢emo isti rezultat dobiti i za bilo koju permu-
taciju niza (ef(n))n. Dakle, ako je g : N — S bilo koja druga bijekcija, takoder vrijedi
xr = Zzo:1<$, eg(n)>eg(n), Ve e H.

Posebno, pretpostavimo da u Hilbertovom prostoru H imamo fundamentalan (ili, §to
je ekvivalentno, maksimalan) ortonormiran skup {e, : z € Z}. Tada je ovaj sistem ONB
za H i zato svaki x € H mozemo prikazati u obliku z = "7 (x,ex)e; u smislu z =
limy, o0 Y pe (@, ex)eg. Naime, ovdje smo skup Z poredali u niz 0, 1,1, -2,2,-3,3...1
pritom umjesto limesa niza pripadajuéih parcijalnih suma uzimamo limes (konvergentnog)
podniza neparnih parcijalnih suma. Usporedite primjer [2.1.14]

Domaca zadaéa 9

Zadatak 3.2.12 Dokazite ekvivalenciju (¢) < (d) iz napomene
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3.3 Ortonormirana baza i ortogonalna dimenzija Hilbertovog prostora

Propozicija 3.3.1 Neka je (e;);cg proizvoljna familija ortonormiranih vektora u unitar-
nom prostoru H. Tada je, za svaki x w H, familija {|(z,e;)|?: j € J} sumabilna i vrijedi
> et Iz, ej)|? <|lz||?. Posebno, za svaki x postoji najvise prebrojivo mnogo indeksa j za
koje vrijedi (x,e;) # 0.

Dokaz: Za svaku prebrojivu familiju ortonormiranih vektora (e;); imamo prema Besse-
lovoj nejednakosti Y, [(z,¢e;)|? < ||z||%. Pogotovo je to toéno za svaku konaénu familiju
ortonormiranih vektora. Sad prve dvije tvrdnje slijede iz tvrdnje zadatka [3.1.15] Posljed-
nja tvrdnja propozicije dobiva se iz napomene [3.1.9|i propozicije |3.1.10 O

Definicija 3.3.2 Ortonormirana familija (e;);c je ortonormirana baza (ONB) unitarnog
prostora X ako je za svaki x uw H familija {(x,ej)e; : j € J} sumabilna i ima sumu x.
Ieraz x =}, ;(w,ej)e; se zove Fourierov razvoj vektora x.

Napomena 3.3.3 Na netrivijalan nac¢in gornja definicija uklju¢uje u sebi (tj. prosiruje)
definiciju ONB za separabilne prostore. Prisjetimo se da je, po definiciji, ortonormiran
niz (en)n u separabilnom prostoru H ONB za H ako vrijedi = Y 7 | (z,en)e,, Vo € H.
Korolar [3.2.5] nam kaze da je za svaki x ovaj red bezuvjetno konvergentan. Kona¢no, sad
teorem pokazuje da je za svaki x familija {(z,e,)e, : n € N} sumabilna i da ovdje

zapravo imamo x = Y (x,en)en, =y, -N(T,en)en, Vo € H.

U ovoj tocki nasa paznja je usmjerena na neseparabilne prostore. Uo¢imo da postojanje
prebrojive ONB za unitaran prostor X automatski povlaci da je prostor X separabilan
(sve konacne linearne kombinacije vektora iz ONB s racionalnim koeficijentima o¢ito ¢ine
prebrojiv gust skup u X).

Teorem 3.3.4 Za svaku ortonormiranu familiju (e;)je.; u Hilbertovom prostoru H sljedecle
tvrdnje su medusobno ekvivalentne:

(a) (ej)jes je ONB za H;

(b) (ej)jes je fundamentalna familijo u H;

(c) (ej)jes je maksimalna familija v H;

(d) Vz € H familija {|{(z,e;)|> : j € J} je sumabilna i dies (x,e)]? = ||=|%;

(e) Vz,y € H familija {(z,e;)(e;,y) : j € J} je sumabilna i 3, (. ej)(ej,y) = (z,y).

Dokaz: (a) = (c): Ako vrijedi x L e;, Vj € J i ako pretpostavimo (a), o¢ito je x = 0.
(c) = (a) : Prema propoziciji died |(x, e;)|? postoji. Dakle, ispunjen je uvjet

iz propozicije Ve > 03G(e) € F tako da vrijedi Zj€F|<x,ej>\2 < €, za sve

FeF, FCJ\G(e). Sad uotimo da je || ZjeF(x,ej)ejHQ =D jer |(x,e)|?. To odmah
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pokazuje da imamo uvjet i za familiju {(x,e;)e; : j € J}, te je zato i ta familija suma-
bilna. Neka je xg =}, ;(z,€;j)e;. Zbog ortonormiranosti familije (e;);e. 1 neprekidnosti
skalarnog produkta slijedi (g, e;) = (x,€;), Vj € J. Zbog maksimalnosti familije (e;);cs
sad mora biti zg = z; drugim rijec¢ima vrijedi x = 3, ;(z, €j)e€;.

Implikacije (a) = (b), (b) = (¢), (a) = (d), (a) = (e) i (e) = (d) su ocite.

(d) = (a) : Kao i u dokazu implikacije (¢) = (a) vidimo da je {(z,ej)e; : j € J}
sumabilna familija. Da suma iznosi upravo z, slijedi iz ||z — Zj€F<x,ej>ejH2 = [|z]|® —
jer (@ )2, VF € F.

Inspekcija dokaza pokazuje da je samo u dokazu implikacije (¢) = (a) koristena pot-
punost prostora. Sve ostale implikacije, kao §to smo veé vidjeli u separabilnom sluc¢aju,
vrijede i kad je prostor samo unitaran i tu separabilnost ne igra nikakvu ulogu. O

Prethodni teorem zapravo prosiruje teoreme i na sve Hilbertove prostore,
bez ogranicenja na njihovu ”velicinu”. Ovdje je prikladno primijetiti da smo u tocki
2.2 dokazali jos dva vazna teorema za Hilbertove prostore; naime, teoreme [2.2.7] i [2.2.4]
pri ¢emu njihovi dokazi nisu podrazumijevali pretpostavku o separabilnosti. Sad smo u
moguénosti pokazati da svi navedeni rezultati zapravo karakteriziraju Hilbertove prostore
unutar klase unitarnih prostora.

Teorem 3.3.5 Neka je X unitaran prostor. Sljedece turdnje su medusobno ekvivalentne:
(a) X je Hilbertov prostor.

(b) Za svaki f € X' postoji jedinstven a € X takav da vrijedi f(x) = (x,a), Vo € X.

(c) Za svaki zatvoren potprostor M < X wrijedi X = M & M.

d) Svaka maksimalna ortonormirana familija (e;);e; u X je ONB za X.
3)j

Dokaz: Tvrdnje (a) = (b) i (a) = (c) su dokazane u teoremima i Da vrijedi
(a) = (d) dokazano je u teoremu za separabilne Hilbertove prostore, te u teoremu
bez pretpostavke o separabilnosti.

(b) = (a) : Kad imamo svojstvo (b), imamo i korolar 2.2.9] Kako je dual bilo kojeg
normiranog prostora potpun, vidimo da je onda potpun i X (primijetimo da antilinearnost
izometrickog izomorfizma ovdje nije problem; kad su prostori izometri¢ki izomorfni - line-
arno ili antilinearno - oba su potpuna, ili nije ni jedan).

(c) = (a) : Na temelju svojstva (c) smo dokazali teorem tj. svojstvo (b) (niti
jednu drugu prethodnu tvrdnju nismo pritom koristili), a u prethodnom dijelu dokaza smo
upravo dokazali da (b) = (a).

(d) = (a) : I ovdje ¢emo zapravo pokazati da iz (d) slijedi (b). Neka je f € X',
f # 0. Uzmimo prvo da je prostor separabilan. Neka je (ej), ONB za Ker f. Uoc¢imo
da (en)n nije maksimalan niz u X. Naime, u suprotnom bi zbog pretpostavke (d) niz
(én)n bio ONB za X i sada bi zbog x = > ;2 (z, ex)er, Vo € X, neprekidnosti od f i
¢injenice da je f(ep) = 0, Vk € N, imali f = 0. Zato mozemo naéi v € X takav da je
lv]| =11 (v,ex) =0, Vk € N. Primijetimo da v & Ker f jer, kad ne bilo tako, imali bismo
v =" po (v,ex)er = 0. Dakle, f(v) # 0. Ostatak argumenta je tocno isti kao u dokazu
teoremal[2.2.7] Ako prostor nije separabilan, argument je zapravo identi¢an, a jedina razlika
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je u tome sto treba uzeti ONB (e;);cs za Ker f indeksiranu po prikladnom indeksnom
skupu J. Medutim, vazno je uociti da ovdje prejudiciramo prvu tvrdnju sljedeéeg teorema:
svaki Hilbertov prostor ima ONB. Nije problem samo u poretku, nego i u ¢injenici da
prostor koji nije potpun i ne mora imati ONB (vidite Napomenu . Zbog toga je u
neseparabilnom slucaju potrebno malo modificirati argument.

Uzmimo maksimalnu ortonormiranu familiju (e;) ;e u Ker f (postojanje takve familije
je dokazano u prvom dijelu dokaza iduéeg teorema; uoc¢imo da samo po sebi postojanje
takve familije proizlazi bez pozivanja na ovaj teorem pa, dakle, argument nije cirkularan).
Ova familija nije maksimalna u X. Naime, kad bi bila maksimalna u X, zbog pretpostavke
(d) bila bi ujedno i ONB za X i onda bi, totno kao u prethodnom odjeljku slijedilo da je
f = 0. Zato mozemo naéi v € X takav da je ||v|]| =11 (v,e;) =0, Vj € J. Primijetimo
da v € Ker f jer je familija (ej);cs maksimalna u Ker f. Ostatak argumenta je opet isti
kao u dokazu teorema Da bismo i ovdje mogli primijeniti isti argument nuzno nam
je jos znati da je v L Ker f, a za to je dovoljno pokazati da je (e;);cs zapravo ONB za
Ker f.

To se vidi ovako. Prvo, uo¢imo da vrijedi X = Ker f + span{v} (direktna suma).

Naime, suma jest direktna zbog toga sto v &€ Ker f, a za svaki x iz X imamo x — ;Eigv €

Ker f. Sad lako slijedi da je familija (e;)jesU{v} maksimalna u X. Zaista: pretpostavimo
da jey L v,e; za sve j i pisimo y = z 4+ Av gdje je z € Ker f. Sad zbog (y,v) = 0 slijedi
A = 0 §to onda znaci da je y = z, a kako je (ej)cs maksimalna familija u Ker f, to povlaci
z = 0.

Zato je prema pretpostavljenom svojstvu (d) ta familija i ONB za X. Posebno, to

znati da za svaki z € Ker f imamo x =} (z, ej)e; + (x,v)v iz Cega slijedi (z, v)v € Ker f.

Kraj dokaza je ve¢ viden: za proizvoljan x € X sada imamo (z — ;Ei;) = 0, to jest,

f(@) = (z, f(x)v). =

Teorem 3.3.6 (a) Svaki Hilbertov prostor H # {0} ima ONB. Svaki ortonormiran skup
u H je podskup neke ONB za H.

(b) Sve ONB Hilbertovog prostora H su ekvipotentne. Taj zajednicki kardinalitet svih
ONB za H se naziva ortogonalna dimenzija prostora H.

(c) Dwa Hilbertova prostora nad istim poljem su izometricki izomorfna ako i samo ako
imaju istu ortogonalnu dimenziju.

Dokaz: (a) Neka je dim H = oco. Uzmimo ortonormiran skup E; u H i promotrimo
mnozinu M svih ortonormiranih podskupova od H koji sadrze F7. Tu mnozinu uredimo
inkluzijom. Ako je £ lanac u toj mnozini, onda je Ugcs E gornja meda tog lanca. Dakle,
po Zornovoj lemi imamo maksimalan element F,, u M. Pretpostavimo da je e € H,
e L E,,. Kad bi bilo e # 0 onda bi skup E,, U {@} bio ortonormiran, sadrzao bi Ep i bio
bi veéi od E,, - to je nemoguce. Dakle, e = 0, §to znaci da je E,, maksimalna familija u
H. Sad prethodni teorem osigurava da je E,, ONB za H.

(b) Neka su (ej)jes 1 (fi)ier dvije ONB za H. Ako su obje baze konacne, tvrdnju ve¢
poznajemo iz linearne algebre. Takoder, jednostavan argument pokazuje da je nemoguée
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da jedna baza bude kona¢na, a druga beskonac¢na. Pretpostavimo zato da su obje baze
beskonacne. Za j € J definiramo I; = {i € I : (e;, fi) # 0}. Uocimo da je zbog
sumabilnosti familije {(e;, f;) : ¢ € I} skup I; najviSe prebrojiv. Primijetimo da je za
svaki pojedini ig € I nemoguce da vrijedi (e;, fi,) = 0, Vj € J jer bi to povlacilo fi, =0
zato §to je (ej)jes ONB. Dakle, I C Ujel;, a ovo povlaci card I < Rg - card J = card J.
Po simetriji imamo i card J < card I.

(c¢) Uzmimo da prostori H i K imaju istu ortogonalnu dimenziju i odaberimo ONB
(ej)jesi(fj)jes za H1K, respektivno. LakosevididajesU : H — K, U(D_;c{(z,€j)€e;) =
>_jes{®,€;) f; definiran jedan unitaran operator izmedu prostora H i K.

Obratno, ako imamo unitaran operator U : H — K i ONB (ej);cs za H, jasno je da
je (Uej)jej ONB za K. O

Napomena 3.3.7 Do sada smo pokazali da svaki separabilan unitaran prostor i svaki
Hilbertov prostor ima ONB. Opéenito, neseparabilan unitaran prostor ne mora imati ONB.
Primgjer se moze naci ovdje:

https: //math. stackexchange. com/ questions/ 875465

http: //math. gmu. edu/ ~tlim/NoOrthonormalBasis. pdf

FEvo skice konstrukcije jednog unitarnog prostora bez ONB. Pogledajmo Hilbertove pros-
tore % i L2%,[0,1] pri éemu na [0,1] promatramo mjeru prebrojavanja. Elementi od
L2.,[0,1] su funkcije f : [0,1] — C za koje postoji niz (tn)n u [0,1], ovisan o f takav
da je f(t) =0 za sve t # tp, n €N, i 2% |f(tn)|* < .

Neka je E standardna ONB za (2, te neka je C standardna ONB za L2,[0,1]. Uocimo
da je C = {e; = xq : t € [0,1]}. Neka je B linearno nezavisan skup u 0? takav da je
E U B algebarska (Hamelova) baza za (2. Primijetimo da su kardinaliteti skupova C i B
jednaki i iznose c.

Neka je T : B — C proizvoljna bijekcija. Stavimo jos Te, = 0 za sve clanove e, baze
E. Sad prosirimo T po linearnosti do linearnog operatora T : £?> — L2 [0,1]. Neka je
I(T) = {(v,Tv) :v €}y C o L?[0,1].

Uoc¢imo da je T'(T') unitaran prostor u kojem je skup {(en,0) : n € N} ortonormiran
i maksimalan. Svaka dva maksimalna ortonormirana skupa u bilo kojem unitarnom pros-
toru imaju isti kardinalitet (dokaz je identi¢an onom kojeg smo proveli u drugom dijelu
prethodnog teorema) i zato je svaki maksimalan ortonormiran skup u I'(T') prebrojiv.

S druge strane, T(T) je gust u Hilbertovom prostoru ¢*> @ L?,,[0,1]. Da bismo se u to
wvjerili, uzmimo (y, f) € €2 @ L?,[0,1]. Neka je e > 0. Nadimo Z]Ail Ajer; € L2,,[0,1]
tako da je || f — ij\/il Ajes || < e. Neka je v = SN ane, € 2 pri éemu su N i oy,
privremeno nespecificirani. Uocimo one by; € B za koje vrijedi Ty, = ey, 1 promotrimo
ureden par (v + E]Ai1 Ajbe;, T'(v + Z]]Vil Ajbi;)) € T(T'). Primijetimo da je

M M N M M
W+ b, T+ Xib)) = O amen + Y Ajbr,, Y Ajer,)-
j=1 j=1 n=1 j=1 j=1

Sada je jasno da preostaje naci takve N i o, da vrijedi
M N
H(y - Z)\]bt]) - Zanenu < g,
j=1 n=1
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a to je ocito moguce.

Sad, ako bi skup D bio ONB za T'(T) bio bi i maksimalan u I'(T') i zato prebrojiv.
Medutim, span D bi tada morao biti gust u £2® L?,,[0,1] jer je T'(T) gust u £2® L2,,[0,1].
Dakle, slijedilo bi da je D fundamentalan u ¢*> ® L?,[0,1] i zato bi morao i ONB prostora
2@ L2,]0,1]. No, to je nemoguée jer je D prebrojiv, a £> @ L2, [0, 1] neseparabilan.

Napomena 3.3.8 Neka je H;, j € J, familija Hilbertovih prostora. S ®je;H; oznacava
se skup svih funkcija f : J — UjcsH; takvih da vrijedi f(j) € H;,Vj € J, te da
> e 1£(5)]1? postoji (tj. da je familija {|| £(j)||* : 7 € J} sumabilna). To je ocito vektorski
prostor, a u njemu je dobro definiran skalarni produkt formulom (f, g) = Zj€J<f(j), 9(7))-
Pokazuje se da je @;csH; Hilbertov prostor uz taj skalarni produkt. Vrijedi H; L Hj
za sve j # j', pri ¢emu smo prostor H; identificirali s njegovom prirodnom kopijom u
DjesH;.

Napomena 3.3.9 Neka je sada dana familija (W}), j € J, medusobno ortogonalnih
zatvorenih potprostora Hilbertovog prostora H. Promotrimo Hilbertov prostor @;e;W;
uveden u prethodnoj napomeni i definirajmo preslikavanje U : ©;c;W; — H formulom
Uf =23 jc;f(j). S obzirom da su vektori f(j) medusobno okomiti, znamo da . ; f(j)
postoji ako i samo ako .. ; l£(5)? postoji. Dakle, U je dobro definirano preslikavanje.
Sad se lako vidi da je U linearna izometrija. Zbog izometri¢nosti operatora U, njegova
slika Im U je zatvoren potprostor od H i taj potprostor se identificira s @©;csW;. Nadalje,
jednako lako se pokazuje da je Im U najmanji zatvoren potprostor od H koji sadrzi sve

potprostore Wj.
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Zadatak 3.3.10 Upotpunite detalje iz napomenem Posebno, dokazite da jes (f,g) =
> ies(f(7),9(j)) dobro definiran skalarni produkt u &;eHj, te da je tako dobiven unita-
ran prostor potpun. Uputa: kopirajte argumente iz dokaza teorema koristeéi uvjet

iz, propozicije

Zadatak 3.3.11 Dokazite tvrdnju navedenu u napomeni ako je (fj)jes familija
medusobno ortogonalnih vektora u Hilbertovom prostoru, onda Zje 7 [j postoji ako i

samo ako > . ; | f;]I? postoji.
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4 Hahn - Banachov teorem

4.1 Hahn - Banachov teorem za polunorme

Definicija 4.1.1 Neka je X wvektorski prostor nad poljem F. Preslikavanje p: X — R se
zove polunorma na X ako vrijedi p(x) > 0, p(ax) = |alp(x), p(z+y) < p(x)+p(y), Yo,y €
X, Va eF.

Uo¢imo da iz drugog svojstva imamo i p(0) = 0. Jedino §to jos nedostaje od svojstava
norme je uvjet p(x) =0=x =0.

Ako je Y normiran prostor, svaki linearan operator A : X — Y inducira polunormu
pa na X definiranu s py(x) = || Az, z € X.

Teorem 4.1.2 Neka je p polunorma na vektorskom prostoru X, neka je Y potprostor od
X, te neka je f linearan funkcional na'Y takav da vrijedi |f(y)| < p(y), Vy € Y. Tada
postoji linearan funkcional F' na X takav da je Fly = f i |F(z)| < p(z), Vo € X.

Teorem ¢emo prvo dokazati za realne prostore, ali u nesto jac¢oj verziji - sa subaditivnim
pozitivno homogenim funkcionalima u ulozi polunormi. Subaditivan pozitivno homogen
funkcional na realnom vektorskom prostoru X je preslikavanje p : X — R koje ima svojstva
p(x +vy) <px) +p(y), Yo,y € X i plaz) = ap(z), Va > 0, Vz € X.

Teorem 4.1.3 Neka je p subaditivan pozitivno homogen funkcional na realnom vektor-
skom prostoru X, neka je Y potprostor od X, te neka je f linearan funkcional na'Y takav
da vrigedi f(y) < p(y), Yy € Y. Tada postoji linearan funkcional F na X takav da je
Fly =fiF(x) <p(x),Vr e X.

Ovaj teorem najprije dokazujemo u specijalnoj situaciji u kojoj dani linearni funkcional
prosirujemo samo u jednoj dimenziji.

Lema 4.1.4 Neka je p subaditivan pozitivno homogen funkcional na realnom vektorskom
prostoru X, neka je My potprostor od X, My # {0}, X, te neka je go linearan funkcional
na My takav da vrijedi go(y) < p(y),Vy € My. Tada za svaki vektor 1 € X \ My
postoji linearan funkcional g1 na potprostoru My = span{My,z1} takav da je g1\, = go
ig1(z) < p(z), Yo € M.

Dokaz: Svaki vektor x € M7 ima jedinstven prikaz u obliku z = ax1 + vy, a € R,y € Mp.
Zato mozemo definirati g1 (ax1+y) = ay1+go(y) i dobit éemo, za bilo koji v, € R, linearan
funkcional na M koji prosiruje go. Pritom zelimo da vrijedi g1 (az1 +y) < p(azi +y), tj.

ay1 + go(y) < plax; +y), Ya € R, Yy € M. (1)

Ideja je najprije nademo v; tako da nejednakost bude zadovoljena za a =11 a = —1
i sve y € My. Uocimo da po pretpostavci vrijedi za o = 0 i sve y € M.
Ako ovdje uvrstimo o = 1 izlazi 71 < p(x1 + y) — go(y), Yy € My, pa vidimo da je
nuzan uvjet
Y1 < pr = inf{p(z1 +y) — go(y) : y € Mo}. (2)
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Ako pak u (1)) uvrstimo o = —1 izlazi —y; + go(y) < p(—x1 + y); dakle, —p(—z1 + y) +
90(y) <71, Yy € My. Pisuéi —y umjesto y, dobivamo jos jedan nuzan uvjet:

Y1 2> p—1 :==sup{—p(—z1 —y) — go(y) : y € Mo}. (3)

Usporedbom i zaklju¢ujemo da nam je nuzno potrebno da vrijedi p—1 < py. Na
srecu, to je zaista istina. Naime, za y,v € My imamo

90(y) — 90(v) = go(y —v) < p(y —v) = p((y + 21) + (—v — 21)) < p(y + 1) + p(—v — 1)

Sto povlaci
_p(_v — xl) — go(v) < p(y + «Tl) - gO(y)

Ako sad u posljednjoj nejednakosti s lijeve strane uzmemo supremum po svim v € M, a
s desne infimum po svim y € My, upravo dobivamo potrebnu nejednakost g1 < pg.
Time smo dokazali da mozemo odabrati neki ~; takav da vrijedi pu—1 < v1 < py. S
tako odabranim brojem 7, definirajmo g; (a1 4+ y) = avy1 + go(y). Sad trebamo dokazati
da vrijedi za sve a € R. Primijetimo da trenutno znamo da vrijedi samo za a = 0
(po pretpostavci na gg), te za « =11 a = —1 (po izboru broja 7).
Medutim, za o > 01y € My imamo

11 < pr < p(x1 + %) - 90(%) = é(p(axl +y) = 90(¥))

Sto je upravo Zeljena nejednakost .
Slicno, za o < 01y € My imamo

Y

12 i 2w = L) = oY) = —p((-2)(am + 1)) — —ao(y) =

~(= 2l ) — ~0ly) = ~(plas +14) — 90(y))

MnozZenjem s « (ne zaboravimo da je a < 0) i u ovom slucaju slijedi (|1)). O

Dokaz teorema Neka je S skup svih linearnih funkcionala h : D(h) — R koji
prosiruju f i za koje vrijedi h(z) < p(z), Vo € D(h) (uo¢imo da smo zahtjevom da h
prosiruje f implicitno i zahtijevali da bude Y bude sadrzan u potprostoru D(h) koji je
domena od h). S je neprazan zbog f € S.

Za hi,ho € S definiramo hy; < hy ako je ho proSirenje od hi. OCcito, to je parcijalni
uredaj na S. Uzmimo lanac £ u S. Prvo primijetimo da je M := Upec,D(h) potprostor
od X. Naime, za x1,x9 € M imamo hq, he € L za koje vrijedi x1 € D(hy) i x2 € D(h2).
Jer je £ lanac, imamo D(h1) < D(hg) (ili obratno) i sada je jasno da za sve skalare aq, o
vrijedi cjx1 + oy € D(hg) < M.

Na M definiramo preslikavanje H tako da za x € M nademo h € L za koji vrijedi
x € D(h) i onda stavimo H(x) = h(z). O¢ito, H je dobro definiran linearan funkcional
na M. Takoder je jasno da je H € S, te da vrijedi h < H, Vh € L.

Dakle, prema Zornovoj lemi S ima maksimalan element F'. Tvrdimo da je D(F') = X.
Uoc¢imo: onog trenutka kad to pokazemo, dokaz teorema Ce biti zavrsen.
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Pretpostavimo da je D(F) # X. Tada mozemo naé¢i x; € X \ D(F) i primijeniti
prethodnu lemu na funkcional F' s domenom D(F) i na vektor z;. Tako dobivamo novi
funkcional G s domenom D(G) = span {D(F'), x1} koji prosiruje f, za koji vrijedi G(x) <
p(z), Vo € D(G), te F < G i F # G. To je kontradikcija s maksimalnoséu funkcionala F’
u skupu S. O

Dokaz teorema[4.1.2} Uzmimo najprije da je prostor realan. Kako je | f(z)| < p(z), Va €
Y, posebno vrijedi i f(z) < p(x),Vz € Y. Jer je p polunorma, posebno je i subaditi-
van pozitivno homogen funkcional. Dakle, prema teoremu [£.1.3] postoji linearan funk-
cional F na X koji prosiruje f i za koji vrijedi F(z) < p(x),Vz € X. Specijalno, za
svaki z imamo i —F(z) = F(—z) < p(—z) = | — 1|p(x) = p(x). Dakle, zapravo vrijedi
|F(x)| < p(zx), Vo € X.

Pretpostavimo sad da je prostor X kompleksan. Oznac¢imo s Y, i X, prostore Y i X
shvacene kao realne vektorske prostore. Jasno je da je Y, < X,.. Takoder, uoc¢imo da su s
fily) =Re f(y) i f2(y) = Im f(y) definirani realno linearni funkcionali na prostoru Y;.

Sad primijetimo kljuénu ¢injenicu: iz f(iy) = if(y) slijedi f1(iy) + if2(iy) = if1(y) —
fa(y). Izjednacavanjem realnih dijelova u ovoj jednakosti dobivamo fa(y) = —f1(iy);
drugim rijec¢ima, f; je odreden s fi. Dakle, mozemo pisati f(y) = f1(y) —ifi(iy), Vy € Y.

Nadalje, uocimo da je fi(y) < |fi(y)| < |f(y)| < p(y), Vy € Y,. Prema teoremu [4.1.3]
sad postoji realno linearan funkcional F; na X, koji prosiruje f; i zadovoljava Fj(z) <
p(z), Vo € X,.

Definirajmo F : X — C formulom F(x) = Fi(z) — iFy(iz). Ocito je F' aditivno
preslikavanje. Pokazimo da je kompleksno homogeno:

F((o+im)x) = Fi(ox+itz) —iF(—Tx+iox) = Fi(ox)+ Fi(ite) +iFi(Tx) —iF (iox) =

oF1(z) + TF(ix) +iTFi(x) —ioFy(iz) = (0 +i1)Fy(x) — (0 + i7)iFy (ix) = (0 +i7) F(z).

Dakle, F' je linearan funkcional na originalnom prostoru X. Jasno je iz konstrukcije
da F prosiruje f. Na kraju, uzmimo proizvoljan z € X i pisimo F(z) = e™*|F(z)|. Tada
je |F(z)] = e ®F(z) = F(e'®z) = (jer je to realan broj, jednak je svom realnom dijelu!)
= Fi(e"z) < p(e*x) = |e"|p(x) = p(=). =

Teorem 4.1.5 (Hahn - Banachov teorem za normirane prostore) Neka je X normiran
prostor i1 Y < X pravi potprostor od X. Za svaki ograni¢en linearan funkcional fo € Y’
postoji ogranicen linearan funkcional f € X' takav da je fly = fo i [|f]] = || foll-

Dokaz: Uzmimo fy € Y’ i stavimo p(z) = || foll/|z||, x € X. To je ¢ak norma na X za
koju vrijedi |fo(y)| < |follllyll = p(y), Yy € Y. Prema teoremu postoji linearan
funkcional f na X koji prosiruje fp i takav da vrijedi |f(z)| < p(z) = ||folll|z]], Yz € X.
Odavde zaklju¢ujemo da je f takoder ogranicen i da vrijedi ||f]| < ||fol|. S druge strane,
jer f prosiruje fy, obratna nejednakost || fo|| < || f]| je trivijalna. O
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Napomena 4.1.6 Prethodni teorem je najceSée citirana verzija Hahn - Banchovog te-
orema. Verbalna formulacija glasi: svaki ograni¢en funkcional definiran na potprostoru
normiranog prostora moze se prosiriti do ograni¢enog funkcionala definiranog na cijelom
prostoru, i to bez pove¢anja norme. Uoc¢imo da je i ova druga Cinjenica netrivijalna i ne
slijedi a priori iz prve.

Korolar 4.1.7 Dualni prostor svakog normiranog prostora X # {0} je netrivijalan.

Dokaz: Uzmimo proizvoljan potprostor M od X takav da je dim M < oo. Definirajmo
proizvoljan linearan funkcional fy # 0 na M (npr. koristeéi tehniku zadavanja na bazi i
prosirenja po linearnosti). Prema propoziciji fo je ogranicen. Prema prethodnom
teoremu postoji f € X’ takav da je || f]| = || fol|. Jasno je da f # 0 jer fo # 0. O

Netrivijalnost dualnog prostora, iako moze izgledati kao neduzna ¢injenica, zaista se
ne da argumentirati direktnije, odnosno jednostavnije. Naravno, drugacije je ako prostor
ima neka dodatna svojstva. Npr. na unitarnim prostorima imamo mnostvo ogranicenih
funkcionala koje dobivamo izravno iz skalarnog produkta (kao skalarno mnozenje s nekim
fiksnim vektorom).

Domaca zadaca 11

Zadatak 4.1.8 Neka je f linearan funkcional na normiranom prostoru X. Dokazite da
je f ogranic¢en ako i samo ako je Ker f zatvoren potprostor od X.

4.2 Posljedice Hahn - Banachovog teorema

Kao prvu posljedicu navodimo jednostavan korolar koji ¢e se pokazati neobi¢no korisnim.

Korolar 4.2.1 Neka je X normiran prostor i xg € X, xg # 0. Tada postoji f € X' takav
da je ||f]| =1 i f(z) = [|lzol-

Dokaz: Neka je M potprostor razapet s xg. Definirajmo fy na M formulom fo(axzg) =

allzoll. Ocito je fo(zo) = ||zoll i |fo(axo)| = |e|l|zol| = ||axo|| odakle zakljucujemo da je
|l foll = 1. Sad se primijeni teorem O

Korolar 4.2.2 Neka je X normiran prostor i zg € X. Tada je ||xo|| = sup{|f(x0)|: f €
XL =13
Dokaz: Za z¢p = 0 tvrdnja je trivijalna. Neka je z¢ # 0. Jasno je da za svaki ograni¢en

funkcional f norme 1 vrijedi |f(zo)| < || fllllzoll = ||zol|- Preostaje primijeniti prethodni
korolar. O

© db 2021./2022.



4. Hahn - Banachov teorem 69

Prethodni korolar nam omoguéuje da normu bilo kojeg vektora izrazimo djelovanjem
nekog funkcionala iz jedini¢ne sfere dualnog prostora. Iduéi rezultat nam govori da funk-
cionalima iz jedini¢ne sfere dualnog prostora mozemo i separirati tocke bilo kojeg potpros-
tora od tocaka koje ne pripadaju zatvaracu tog potprostora. Posebno, kad je potprostor
zatvoren, to daje separaciju tog potprostora od svih ostalih tocaka prostora.

Teorem 4.2.3 Neka je Xy potprostor normiranog prostora X i neka je 1 € X takav da
je d =d(xz1,Xo) = inf{||Jx1 — x| : @ € Xo} > 0. Tada postoji f € X' takav da je ||f| =1
i da vrigedi f(x1) =d i f(x) =0, Vx € Xj.

Dokaz: Najprije uoc¢imo da pretpostavka d > 0 povlaci z1 ¢ Xo.

Neka je M = span{xi, Xo}. Svaki vektor v € M ima jedinstven prikaz oblika v =
ary + x gdje je a € F iz € Xy. Naime, kad bi vrijedilo i v = o/x1 + 2’ za neke o/ € F i
2’ € X slijedilo bi o/z1 + 2’ = azq + 2 §to bi za o/ # a povlatilo 21 = —+—(z —2') € X.

Sad definirajmo linearan funkcional fo na M formulom fy(ax; + ) = ad. Dokazimo
da je [ fol| = 1.

Neka je a # 0. Tada je |lazi+2| = |a|||z1+ 22| > |o|d. Dakle je | fo(azr+z)| = |ad| =
lald < ||ax1+z|]. Ovo pokazuje da je || fol| < 1. Da dobijemo obratnu nejednakost uzmimo
€ > 0. Prvo nadimo vektor z¢ € Xy takav da je ||x1 — zo|| < d + €. Promotrimo jedini¢ni

vektor v = IIEIQH € M; jasno je da je v dobro definiran jer x1 € Xg pa je nemogucée da
_ ol _ @) f@)l _ 4 d
bude x; = xg. Za ovako odabran vektor v vrijedi |fo(v)| = isnl . = Teezol > dte
Dakle, [fofl = 1.
Preostaje primijeniti Hahn - Banachov teorem za normirane prostore. O

Napomena 4.2.4 Pomoc¢u prethodnog teorema mozemo elegantno dokazati Rieszovu
lemu. Naime, ako je Y pravi zatvoren potprostor normiranog prostora X onda prema

prethodnom teoremu postoji ograni¢en funkcional f na X takav daje |[f|| =11 f(y) =0
zasve y € Y. Po definiciji operatorske norme to znaci da je 1 = sup{|f(z)| : ||z]| = 1}. Sad
za dani € > 0 po definiciji supremuma postoji z € X sa svojstvima |[z|| =1i1—e < |f(x)].

Odavde je 1 —e < |f(x —y)| zasve y € Y izbog toga 1 —e < d(z,Y).

Korolar 4.2.5 Podskup E normiranog prostora X je fundamentalan v X ako i samo ako

Dokaz: Neka jespan E = X inekaza f € X' vrijedi f|p = 0. Zbog linearnosti funkcionala
fimamo i f|span g = 0, a onda zbog neprekidnosti i f|span z = 0. Dakle, f = 0.

Ako je span ' # X onda primjenom prethodnog teorema mozemo naéi netrivijalan
f € X’ koji iS¢ezava ¢ak na span E. O

Teorem 4.2.6 Neka je X normiran prostor ¢iji dual X' je separabilan. Tada je i X
separabilan prostor.
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Dokaz: Neka je {f, : n € N} prebrojiv gust gust skup u X’. Za svaki n € N nadimo
T, € X takav da je ||z,|| = 11 |fo(2s)| > 3| fall. Neka je M = span{z, : n € N}.
Dovoljno je pokazati da je M = X. Naime, ako je tako, skup svih konac¢nih linearnih
kombinacija vektora x,, s racionalnim koeficijentima je prebrojiv i gust u X.

Pretpostavimo da je M # X. Tada prema prethodnom korolaru mozemo naéi f € X’
takav da je ||f|]] = 11 flm = 0. Posebno, tada je i f(z,) = 0, Vn € N. Kako skup
{fn : n € N} sijece svaku kuglu u X*, to za svaki n € N postoji p(n) takav da je
If = fom)ll < L. No, tada je

1 1

Ovo pokazuje da je limg ool fym)ll = 0. Medutim, po konstrukciji imamo fp,) — f za
n — oo. Dakle, || f|| = 0. Kontradikcija. O

Napomena 4.2.7 Primijetimo da su prostori koji su izometri¢ki izomorfni identi¢ni u
pogledu separabilnosti: ili su oba separabilna, ili nije niti jedan.

Sad prethodni teorem objasnjava zasto £' ne moze biti izometricki izomorfan dualu
prostora . Naime, znamo da je ¢! separabilan. Kad bi ¢! bio izometri¢ki izomorfan s
(£2°), prema prethodnom teoremu slijedilo bi da je i £°° separabilan, §to nije.

Inace, uo¢imo da obrat prethodnog teorema ne vrijedi. Eksplicitno, to znac¢i da dual
separabilnog prostora ne mora biti separabilan. Primjer koji pokazuje da je to zaista tako
je ¢injenica koju smo veé¢ dokazali: (¢)’ je izometricki izomorfan s £>°.

Sljedeci rezultat predstavlja obrat druge tvrdnje teorema

Korolar 4.2.8 Neka su X 1Y normirani prostori takvi da je X # {0} i da je prostor
B(X,Y) potpun. Tada je i Y Banachov prostor.

Dokaz: Pretpostavimo da je B(X,Y) potpun i uzmimo Cauchyjev niz (y,), u Y. Za
jedini¢ni vektor e € X prema korolaruMpostoji funkcional f € X' takav da je || f| =1
i f(e) =1. Zan € N operator A,, : X — Y definiran s A,z = f(x)y, je oc¢ito linearan i
neprekidan. Osim toga, imamo

HAn - Am” < HfHHyn - ym” = Hyn - ym” 1 H(An - Am)eu = Hyn - ym”'

Dakle, ||An, — Amll = |[yn — ym|| pa je i niz (A4,), Cauchyjev. Neka je A = lim,_004y.
Jer niz (Ay), konvergira prema A u normi, konvergira i po totkama. Zato je Ae =
limy, o0 Ane = yn. i

Na kraju ovih razmatranja uzmimo normiran prostor X, pogledajmo njegov dual X’
i dual duala, tzv. bidual (ili drugi dual), X”. Prostor X” je potpun jer je dual svakog
normiranog prostora potpun. Prema propoziciji (b) svaki zatvoren potprostor od
X" je takoder potpun.

Za x € X definirajmo preslikavanje & : X’ — F formulom z(f) = f(z). Ocito je
# linearan funkcional na X' i vrijedi |2(f)| = |f(2)| < || f||||z]. Odavde vidimo da je
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|Z]] < [|z]]. Time smo dokazali da je & € X”. Korolar pokazuje da je zapravo

Definirajmo preslikavanje ¢ : X — X" formulom ¢(z) = Z. Nije tesko vidjeti da je ¢
linearno preslikavanje (provjerite!), a prethodni ra¢un pokazuje da je ¢ izometrija. Dakle,
prostori X i Im ¢ su izometricki izomorfni. Kako je prostor Im ¢ potpun (kao zatvoren
potprostor potpunog prostora) i kako je Im ¢ gust u Im ¢, slijedi da je, po definiciji, Im ¢
upotpunjenje prostora X.

Time smo pokazali da postoji upotpunjenje svakog normiranog prostora, ¢ime je kom-
pletiran dokaz teorema [1.4.2

Definicija 4.2.9 Kaze se da je normiran prostor X refleksivan ako je Imp = X".

Ocito, svaki refleksivan prostor je potpun.
Iz razmatranja u tocki 1.3. znamo da su prostori ¢ refleksivni za sve p strogo vecée od
1 i manje od oo. I svaki Hilbertov prostor je refleksivan.

Na kraju ovih razmatranja navodimo jednu zanimljivu posljedicu Hahn-Banachovog
teorema: konstrukciju Banachovog generaliziranog limesa. Radi se o konstrukciji jednog
ogranicenog linearnog funkcionala na realnom prostoru ¢°° ¢ija restrikcija na prostor c je
funkcional koji svakom konvergetnom nizu pridruzuje njegov limes.

Prije iskaza teorema uvedimo operator lijevog pomaka na prostoru ¢*°. To je ope-
rator S* definiran formulom S*(z1,z9,x3,...) = (22,23,24,...). OCito je S* linearan i
ogranicen, te vrijedi ||S*| = 1.

Teorem 4.2.10 Promotrimo realan Banachov prostor £°°. Postoji preslikavangje ¢ : £° —
R sa sljedeéim svojstvimas:

(a) b () i gl = 1.
(b) Zae=(1,1,1,...) vrijedi ¢(e) = 1.
(c) (S*z) = ¢(x), Y € L.
(d) Ako x = (xy)n € £>° konvergira, onda je ¢(x) = limy_ooTn.
(e) Ako za x = (xp)pn € €°° vrijedi x,, > 0, Vn € N, onda je ¢p(x) > 0.
(f) lim inf,x, < ¢(x) < lim sup,x,, za sve x = (x,), € L.
Dokaz: Neka je Y = Im(S* — I). Najprije tvrdimo da vrijedi
ly + Xelloo > |Al, Yy €Y, VA €R. (4)

Da to dokazemo, uzmimo proizvoljan = (z,,)n € [*°1 A € Ridefinirajmo z = S*x—z+Xe.
Tada je zp, = Tnt1 — xn + A, Vn € N. Zato vrijedi

n
Dz
k=1

1
= ‘n(wnﬂ —x1) F nA| = |A]

1 — 1
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(Uotimo da smo pri grani¢nom prijelazu iskoristili ¢injenicu |zp41 — 1] < 2||2/c0-)

Posebno, za A = 1, (4) pokazuje da je d(Y,e) > 1 pa e ¢ Y. Definirajmo linearan
funkcional ¢ na Y +span {e} formulom ¢(y + Ae) = \. Sad pokazuje da je ¢ ogranicen
te da vrijedi [|¢|| < 1. Kad jos uvazimo da je [le]loc = 11 p(e) = 1, slijedi o] = 1.
Prema Hahn-Banachovom teoremu sada postoji ¢ € (£*°)" koji prosiruje ¢ i pritom je
lloll = ll¢|| = 1. Time smo dobili (a), (b) i (¢). Naime, (c) znac¢i da se ¢ poniStava na
Im(S* — I), a to je to¢no zato §to je ¢ prosirenje od ¢ koji se po definiciji poniStava na
Im(S* —1I).

Uzmimo sad x = (z,,), € ¢ takav da je x, > 0, ¥n € N. Stavimo |z|e =t > 01
uvedimo niz y = (yp), formulom y = %x Tada za sve y, vrijedi y, € [0,1]. Odavde je
le—yll <1lizato1l—¢(y) = dle —y) < |ple —y)| < |le — ylloo < 1. Time smo dokazali
da je ¢(y) > 0 odakle nalazimo ¢(z) = t¢p(y) > 0.

Na kraju, dokazimo (f) (5to onda kao direktnu posljedicu ima i (d)).

Neka je a < lim inf,x, i lim sup,x, < B. Tada postoji ng takav da je a < x,, <
B, ¥n > ng. Uvedimo nizove y = (S*)™z — ae i z = fBe — (5*)™x. Po izboru broja
ng to su nizovi s nenegativnim ¢lanovima. Prema veé¢ dokazanom svojstvu (e) imamo
0 < o((S*)™0x —ae) = ¢((S*)™z) —ai0 < ¢(Be — (S*)0x) = B — ¢((S*)™x). Koristedi
(c) ovo mozemo pisatiikao 0 < ¢p(z)—ai0 < f—¢(x). Dakle, vrijedi o < ¢(x) < 5. Kako
su « i B bili proizvoljno odabrani brojevi sa svojstvom « < lim inf,z, i lim sup,,z, < £,
slijedi lim inf,z, < ¢(z) < lim sup,z,. O

Napomena 4.2.11 Primijetimo da Banachov limes nije jedinstven jer prosirenje ograni-
¢enog funkcionala s potprostora na Citav prostor opcéenito nije jedinstveno.

Banachov limes je, inace, primjer ograni¢enog funkcionala na ¢°° koji nije reprezentiran
vektorom iz ¢'. Sjetimo se da za svaki a = (a,), € ¢' mozemo definirati funkcional
fa € (£°) formulom fo(xz) = > "7, apxy; medutim, konstatirali smo da tim putem ne
mozemo dobiti sve funkcionale iz (¢°°)'; tj. da pridruzivanje a — f, nije surjekcija.

Pokazimo da Banachov limes ¢ nije oblika, f, niti za jedan a € ¢!. Zaista; u suprotnom
bismo imali ¢(x) = > 2 arxy, Yo € £°°, §to bi za jedini¢ne vektore e, n € N, povlacilo
0=¢(en) =an, Vn € N, tj. a =01 onda ¢ = 0.

Napomena 4.2.12 Banachov limes, iako nejedinstven, predstavlja izvjesno prosirenje
koncepta konvergencije i na nizove koji nisu konvergentni u standardnom smislu. Ako
je ¢ (neki) Banachov limes i * = (zy,), € > neki niz koji ne konvergira u klasicnom
smislu, vrijednost ¢(z) mozemo smatrati njegovim poopéenim limesom. Pritom samo
moramo imati na umu da ¢emo za neki drugi Banachov limes ¢’ dobiti opéenito neku
drugu vrijednost ¢'(z).

Ipak, ima nizova z € £* koji nisu konvergentni, a za koje svi Banachovi limesi po-
primaju istu vrijednost ¢(z). Pogledajmo niz z = (0,1,0,1,0,1,...). Uoc¢imo da je
S*x = (1,0,1,0,1,0,...) i x + S*x = e. Neka je ¢ bilo koji Banachov limes. Tada,
zbog ¢(x) = ¢(S*x), imamo 2¢(x) = ¢(x) + ¢(S*x) = ¢(x + S*z) = ¢(e) = 1 pa je, dakle,
$(x) = 3.

Nizovi s ovim svojstvom nazivaju se skoro-konvergetnim nizovima.
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Domacéa zadaca 12

Zadatak 4.2.13 Neka je X normiran prostor, te neka je Y kona¢nodimenzionalan pot-
prostor od X. Dokazite da postoji zatvoren potprostor Z od X takav da je Y+Z = X.

Zadatak 4.2.14 Neka je X normiran prostor. Dokazite da je X konac¢nodimenzionalan
ako i samo ako je X’ kona¢nodimenzionalan.

Zadatak 4.2.15 Pokazite da za sve normirane prostore X i Y vrijedi (X X5 Y) ~ X' x;
Y’. Pritom smo znakom X, i X1 naznacili da u odgovarajuéim produktnim prostorima
promatramo norme [|(z,y)||oc = max{||z|, ||y} i |(f,9)ll1 = |If]| + |lg|l. Primijetite da
tvrdnja posebno vrijedi i ako su X i Y potprostori od [*° s trivijalnim presjekom.

Zadatak 4.2.16 Odredite dual ¢’ prostora ¢ < ¢*° svih konvergentnih nizova. Uputa:
Uocite da je ¢ = cop+C, pa iskoristite tvrdnju prethodnog zadatka i zadatka [1.5.15

Zadatak 4.2.17 Neka su fi,..., fn, f linearni funkcionali na vektorskom prostoru X.
Dokazite da je tada f linearna kombinacija funkcionala fi,..., f, ako i samo ako vrijedi
" Ker f; C Ker f.

4.3 Slaba konvergencija nizova

Definicija 4.3.1 Neka je X normiran prostor. Kazemo da niz (xy), u X slabo konvergira
k vektoru x € X ako vrijedi f(x) = limp—oof(xn), Vf € X'. Ovu konvergenciju éemo
biljeziti kao x = w — limy,_00Tn i Xy, X .

Uobicajenu konvergenciju u normi prostora X u ovom kontekstu nazivamo jakom.
Druga tvrdnje sljedeé¢e propozicije opravdava taj atribut.

Propozicija 4.3.2 Slabi limes niza je, ako postoji, jedinstven. Jaka konvergencija povlaci
slabu.

Dokaz: Pretpostavimo da za niz (z,), u X i x,y € X vrijedi z = w — limy,00®y, 1
y = w — limy,_,0oxy,. Po definiciji je tada f(x) = f(y) za svaki ogranicen funkcional na X.
Dakle, f(z —y) =0, Vf € X’. Korolar sad povlaci z = .

Za dokaz druge tvrdnje pretpostavimo da je x = lim;,—co®y S Obzirom na normu u X.
Kako je svaki f € X’ neprekidan s obzirom na normu, slijedi f(z) = lim, 0 f(2y), to jest
Tz =w — lim,_oon. O

Ocekivano, u kona¢nodimenzionalnim prostorima ovi se koncepti konvergencije podu-
daraju.

Propozicija 4.3.3 Neka je X konacnodimenzionalan normiran prostor. Tada niz (xn)n
u X konvergira jako k x € X ako i samo ako konvergira slabo k x.
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Dokaz:

Pretpostavimo da vrijedi z = w — limg_,~oxi. Neka je b = {b1,...,b,} baza u X.
Promotrimo normu || - ||, u X koja je na proizvoljnom vektoru v = Y, 8;b; dana s
lvllp = max {|B1],...,|Bn|}. Kako su sve norme na X ekvivalentne, dovoljno je dokazati

da ||z — xgllp = 0 za k — oc.
Pisimo x, = > 1, )\Z(-k)bi iz =73, A\b. Promotrimo bazu {fi,..., f,} prostora X’
dualnu bazi b. Za 1 < j < n imamo f;j(z) = limp_ofj(zx), Sto zapravo znaci da je

)

Aj = limk_wo)\gk . S obzirom da ovdje imamo kona¢no mnogo konvergentnih nizova, jasno
je da za € > 0 postoji ko takav da kg < k povlaci |A; — Agk)| <e Vji=1,...,n. Odavde je

il —zk|p < e ¢im je k > ko. O

Dakle, primjere nizova koji konvergiraju slabo, ali ne i jako, treba potraziti u besko-
na¢nodimenzionalnim prostorima. Uoc¢imo da se u svakom Hilbertovom prostoru zbog
teorema o reprezentaciji ograni¢enih linearnih funkcionala definicioni uvjet slabe konver-
gencije parafrazira na sljedeéi ekvivalentan nacin: =z = w — lim,, %, ako i samo ako je
(x,a) = limy o0 (Tn,a), Ya € H.

Primjer 4.3.4 Neka je (ey), ortonormiran niz u Hilbertovom prostoru H. Za svaki vektor
z € X Besselova nejednakost > 00 [(z,e,)|? < ||z]|* pokazuje da vrijedi (z,e,) — 0 za
n — oo. Dakle, e, — 0 zan — oo. S druge strane, znamo da niz (e,), ne konvergira u
normi jer je |le, — en||? = 2, Vn # m.

I u mnogim drugim prostorima relativno lako se mogu naéi sli¢ni primjeri.

Primjer 4.3.5 Pogledajmo standardne jedini¢ne vektore e,, n € N, u £*°. Tvrdimo da
je w — lim, e, = 0.

Prije same provjere uo¢imo da je tvrdnja na izvjestan nacin netrivijalna: tvrdi se nesto
o svim ograni¢enim funkcionalima na £°°, a mi nemamo eksplicitan uvid u ¢itav prostor
(£>°) (za razliku od, na primjer, prostora (¢1)").

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji f € (£°)" takav da f(e,) # 0. Posebno, to
znadi da postoji € > 0 takav da vrijedi |f(e,)| > € za beskona¢no mnogo indeksa n € N.
Zato mozemo konstruirati podniz (ep(,))n takav da vrijedi [f(epm))| > €, ¥n € N. Nadimo
unimodularne brojeve A, za koje vrijedi Ay f(€pn)) = | f(€pm))l-

Pogledajmo sada, za svaki n € N, vektor x, = > ;) Agep)- OCito je [[znloo = 11
[f(@n)l = |2k Mef (ep))| = ke 1 (ep@iy)| = me. Kako je n proizvoljan, ovo proturjeci
ogranicenosti funkcionala f.

S druge strane, nije tesko naéi ni primjere nizova koji ne konvergiraju slabo.

Primjer 4.3.6 Uzmimo ponovo vektore e,,, n € N;ie = (1,1,1,...) u prostoru £*°. Neka
je,zan € N, vektor z, € (*° dans z, = e—) ,_, e (dakle, z,, ima nule na prvih n mjesta,
a svi daljnji ¢lanovi iznose 1). Tvrdimo da niz (z,,), ne konvergira slabo u prostoru ¢°°.
Da to dokazemo, pretpostavimo suprotno: neka za x € £*° vrijedi x = w — limg_, oo Tk.
Za svaki n € N pogledajmo funkcional f,, koji svakom nizu iz £*° izdvaja n-ti ¢lan. O¢cito
je fn ogranicen. Sad iz f,(x) = limy oo fn(zr) = 0, Vn € N, zakljuéujemo da je x =
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0. Uzmimo sada Banachov limes ¢ € (¢*°)" iz teorema [4.2.10f Iz 0 = w — limg_, o2k
imamo i 0 = ¢(0) = limg_,0oP(zx). Medutim, to je kontradikcija jer je za svaki k niz xy
konvergentan, limes mu je 1 i zato je ¢(zx) = 1.

Navedeni primjeri motiviraju detaljnije razmatranje svojstava slabo konvergentnih ni-
zova vektora. Za pocetak, prisjetimo se da je svaki jako konvergentan niz ograni¢en. Zato
ima smisla pitati mora li i slabo konvergentan niz biti ograni¢en. Taj odgovor nije sasvim
jednostavan; u najmanju ruku bit ¢e nam potrebni jos neki alati da ga doznamo. Za sada
na ovo pitanje mozemo odgovoriti afirmativno u Hilbertovim prostorima. Bit argumenta
sadrzana je u sljedeé¢em teoremu koji nam kaze da iz lokalne ogranic¢enosti nekog skupa
vektora u Hilbertovom prostoru mozemo zakljuc¢iti da je on ogranicen u standardnom
smislu (u normi).

Teorem 4.3.7 Neka je T podskup Hilbertovog prostora H koji ima sljedece svojstvo:
Va € H 3C(a) > 0 tako da vrijedi |(z,a)| < C(a), Vx € T.
Tada je T ogranicen; tj. postoji C > 0 takav da je |z|| < C, Vx € T.

Dokaz: Ako je dim H = n < oo, pa ako je {ej,...,e,} ONB za H, onda za sve z € T' i
svaki a € H imamo |(z, a)| = | 0, (. ;) (e, a)| < (X0 [z, e)[2)2 (X0, [{a, €))% <
|la]| - v/n - max {C(e1),...,C(en)}. Posebno, ako za proizvoljan z € T uzmemo a = z,
alijedi lijedi ||z]] < /n-max{C(e1),...,C(en)}, Vx € T.

Uzmimo sad da je dim H = oo i pretpostavimo suprotno, da skup 7' nije ogranicen.
Sad postoji x; € T i postoji e; € H takav da je |lei|| = 11 [(x1,e1)] > 1. Ovo zahtijeva
malo objasnjenje. Pretpostavivsi suprotno, uzeli smo, posebno, da postoji vektor z; € T

takav da je ||z1|| > 1. Tada smo iskoristili jednakost ||z1| = || fay | gdje je fz, linearan
funkcional na H induciran vektorom z1. Sad gornji zakljuc¢ak proizlazi iz ¢injenice da je
[forll = 1.

Sliéno nastavljamo dalje. Pogledajmo sve funkcionale f,, x € T'. Jesu li njihove norme
na zatvorenom potprostoru (span {x1,e1})* ograni¢ene nekom konstantom neovisnom o
x? Ako da, s obzirom na to da je prostor span{zi,e;} konaénodimenzionalan, slijedilo
bi da imamo zajedni¢ku ogradu za sve || fz||, * € T, suprotno pretpostavci. Zato mozemo
naéi ro € T takav da je norma funkcionala f,, na potprostoru (span{zi,e;})" veéa od
unaprijed zadanog broja. Dakle, postoji zo € T i postoji ea € H tako da je |jea] = 1,
ez L span{zy,e1} i|(z2,e2)| >2(C(e1) +2).

Induktivno nalazimo z,4+1 i e,41 takve daje ||ent1]] = 1, enq1 L span{zy,...zy,€1,... €5}
i
1
omisensn)| = (14 1) | 3 S0 +n+ 1) )
j=1

Uvedimo vektor e = ) 7, %en. Ova definicija je dobra jer koeficijenti % ¢ine ?11%-niz.

Sada zbog e; L x,41, Vj > n+ 1, imamo

1 1
[(Zn+1,€)] = Z ;<33n+1,6j> + m<xn+la@n+1> : (6)
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Osim toga, vrijedi

n
1 1
n—l—l Z:; )+n+1 S’n+1<$n+1a€n+1> =
"1 "1
jz=:1 3<3«“n+1,€j> + m<xn+1a€n+1 ;; f’«"n+17€g <
n n
1 1 1
Z:: 5 (Tny1,e5) m(mn—&-la ent1)| + ; ; (Tny1,e5)] <
> h (enanenn)| + 3 0(e)
G e; T e -
= ] n+1, ] TL +1 n+1, En+41 p j
Odavde dobivamo
’ Tn+1,€ Z -Tn-i-la 6] m<xn+la en+1> >

)+n+1

Z

- ZlC(ej) =n+1
=7

Dobiveni rezultat pokazuje da skup {|(z,e)| : € T'} nije ogranicen, $to je kontradikcija s
pretpostavkom teorema. O

n—+

Korolar 4.3.8 Svaki slabo konvergentan niz uw Hilbertovom prostoru je ogranicen.

Dokaz: Neka u Hilbertovom prostoru H vrijedi z,, — x. Za svaki a € H tada je niz
({(xn,a)), konvergentan, pa zato i ogranicen. Prema prethodnom teoremu sada znamo da
je skup {z,, : n € N} ogranicen. O

U nastavku ¢emo dokazati da je slabo konvergentan niz nuzno ogranicen u svakom
normiranom prostoru. To ¢e biti posljedica jednog od klasi¢nih rezultata funkcionalne
analize - teorema uniformne ograni¢enosti. Pritom ¢emo dokazati i mnoge druge opée
rezultate vezane uz slabu konvergenciju i slabe topologije. S druge strane, na konkretnoj
razini slabo konvergentni nizovi u velikoj mjeri odrazavaju specificnost svakog pojedinog
prostora. Na primjer, pokazuje se da je u svakom Hilbertovom prostoru klasa slabo konver-
gentnih nizova znatno Sira od klase jako konvergentnih nizova. Potpuno suprotan primjer
u tom pogledu predstavlja prostor £': niz vektora u ¢! konvergira slabo ako i samo ako
konvergira jako (vidite zadatak .

Ovo uvodno proucavanje slabe konvergencije zavrsit éemo jednom opéom opaskom
koja ¢e motivirati po¢etna razmatranja u sljede¢em poglavlju. Slabu konvergenciju nizova
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uveli smo direktno, bez prethodnog uvodenja neke norme, odnosno metrike ili topologije.
Postavlja se pitanje je li i ova konvergencija, poput jake, zapravo konvergencija u odnosu
na neku novu (drugu) normu.

Primijetimo da je odgovor potvrdan u kona¢no dimenzionalnim prostorima: tamo je
slaba konvergencija podudarna s jakom pa se, dakle, radi o konvergenciji u normiranom
prostoru. Sto je u tom pogledu s beskona¢nodimenzionalnim prostorima?

Ovdje ¢emo odgovoriti na ovo pitanje za Hilbertove prostore.

Pretpostavimo da je H Hilbertov prostor na kojem, osim norme || - || inducirane ska-
larnim produktom postoji i norma || - ||, u kojoj je konvergencija nizova vektora iz H
ekvivalentna slaboj konvergenciji. Drugim rije¢ima, pretpostavljamo da za nizove (z,,), u
H vrijedi

|2n — Z|lw = 0 <= z, > .

Tvrdimo da je tada nuzno dim H < oc.
Da to dokazemo, najprije ¢emo pokazati:

M > 0 tako da ||z|l, =1 = ||z|| < M. (7)
Pretpostavimo suprotno, to jest da takav M > 0 ne postoji. Tada za svaki n € N
mozemo naéi vektor z, € H takav da je |znllw = 11 ||za]| > n? Pogledajmo niz
(L2,)n. Kako je |2z, w = 2, Vn € N, taj niz tezi u 0 u normiranom prostoru (H, || - [|w)-
Prema pretpostavci, %xn 2 0. Korolar nam sad kaze da je niz (%xn)n ogranic¢en u
originalnoj normi | - || prostora H. Medutim, to je nemoguce zbog ||12,| > n, Vn € N,

po konstrukciji vektora x,,.

Dakle, vrijedi @ Uzmimo proizvoljan x € H, x # 0. Tada je ||mx|]w =1, pa
prema vrijedi ||m:c|| < M, to jest ||z|| < M||x|w. Uocimo da ovaj zadnji zakljucak
vrijedi na trivijalan nacin i za nul-vektor.

Dobivena nejednakost odmah pokazuje: ako niz (), konvergira u odnosu na normu
|| - |lw, onda taj niz konvergira k istom limesu i s obzirom na normu || - [|. Drugim rije¢ima,
slaba konvergencija povlaci jaku. Uvazavajuéi proposziciju zakljuéujemo da se u H
jaka i slaba konvergencija nizova zapravo podudaraju. Sad iz primjera[4.3.4 odmah vidimo
da je nuzno dim H < oo.

U idu¢em poglavlju ¢emo vidjeti da je u pozadini slabe konvergencije nizova tzv. slaba
topologija, a pokazat ¢e se da slaba topologija ni u jednom beskona¢nodimenzionalnom
prostoru X nije metrizabilna (to jest, ne da se izvesti iz neke norme, ¢ak niti metrike na

X).

Domacéa zadaca 13

Zadatak 4.3.9 Neka u Hilbertovom prostoru H za niz (x,), i vektor x vrijedi x =
w — limp ooy 1 ||2]| = limy oo ||| Dokazite da je tada i @ = limy, ooy,
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5 Slabe topologije

5.1 Baza topologije i aksiomi prebrojivosti

U ovoj tocki opisujemo neke osnovne topoloske pojmove. Cilj nam je izloziti rjeSenja dvaju
problema koji se ¢esto javljaju u praksi:

e na zadanom skupu X naéi najmanju topologiju koja sadrzi zadanu familiju £ C

P(X)7

e na zadanom skupu X nadéi najmanju topologiju s obzirom na koju su zadana presli-
kavanja f; : X — X, j € J, neprekidna, pri ¢emu su svi X; topoloski prostori.

Opcenito, ako su 71 i 7 topologije na skupu X kazemo da je 7 slabija ili manja od
(odnosno, da je 7o jaca ili veéa od 71) ako je 71 C 7». Dakle, jaca topologija je finija; u
njoj je vise otvorenih, pa onda i viSe zatvorenih skupova. O¢ito, ako neki niz ili hiperniz
konvergira u jacoj topologiji, onda konvergira k istom limesu i u svakoj slabijoj topologiji.

Definicija 5.1.1 Neka je 7 topologija na X. Baza okolina u tocki x € X je familija
O(x) C 7 takva da vrijedi:

(a) z €V, VYV € O(x);
(b) za svaki U € 7 takav da je x € U postoji V € O(z) takav da je V C U.

Na primjer, u normiranom prostoru bazu okolina u tocki x ¢ine sve kugle K(x,r) s
centrom u z. Odmah uvidamo da baza okolina u tocki nije jedinstveno odreden pojam, jer
u ovom primjeru mogli bismo uzeti i sve kugle s centrom u z i s racionalnim radijusima.

Definicija 5.1.2 Baza topologije T na X je bilo koja familija B C 1 koja za svaku tocku
x € X sadrzi kao podfamiliju bazu okolina u x.

U normiranom prostoru jednu mogucéu bazu topologije ¢ini familija svih otvorenih
kugala. Iduc¢a propozicija odgovara na pitanje kako prepoznati je li neka familija baza
zadane topologije na skupu X.

Propozicija 5.1.3 Neka je T topologija na X i B C 7. Tada je B baza za T ako i samo
ako je svaki neprazan otvoren skup (dakle, U € 7, U # () unija elemenata iz B.

Dokaz: Pretpostavimo da je B baza za 7 i uzmimo U € 7, U # 0. Za x € U postoji
Ve € B takav da je x € V, C U. Ocito, U = Uy V.

Obratno, neka je svaki neprazan otvoren skup unija elemenata iz 3. Neka je x € X.
Stavimo O(z) = {V € B: x € V}. Sada je dovoljno pokazati da je O(x) baza okolina u
tocki . Svojstvo (a) iz definicije [5.1.1] je jasno. Uzmimo U € 7 takav da je z € U. Jer je
U nekakva unija skupova iz B, postoji V' € B takav da je x € V C U. Po definiciji familije
O(z) imamo V € O(z). O

Za razliku od prethodne, idué¢a propozicija odgovara na pitanje kako prepoznati je li
neka familija baza ikoje topologije na skupu X.
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Propozicija 5.1.4 Neka je X # 0 i B C P(X). Tada je B baza neke topologije T na X
ako i samo ako vrijedi

(a) za svaki x € X postoji V,, € B takav da je x € Vy;
(b) za sve U,V € B i svex € UNV postoji W € B takav da jex € W CUNV.
U tom slucaju, topologija ¢ija baza je B je familija svih mogucéih unija elemenata iz B.

Dokaz: Neka je B baza za 7. Uzmimo proizvoljan x € X. Po definiciji, B sadrzi neku
bazu okolina O(x) tocke x. Svaki od skupova V, € O(x) sadrzi tocku x i lezi u familiji B,
pa je time svojstvo (a) provjereno. Uzmimo sad U,V € B. Jer je B baza za 7, prije svega
je BC T, pajezato UNV € 7. Zaxz € UNV prema svojstvu (b) iz definicije [5.1.1] postoji
W e O(x) CBtakavdaje W CUNV.

Da dokazemo obrat, pretpostavimo da imamo svojstva (a) i (b) i definirajmo 7 = {U C
X :Vz e U, 3V € Btakodaz € V C U}. Trivijalno vrijedi () € 7, a zbog (a) imamo
i X € 7. Evidentno je familija 7 zatvorena na proizvoljne unije. Odaberimo Uy,Us € T
i pogledajmo proizvoljan z € Uy N Us. Zbog Uy, Us € 7 imamo Vi, Vs € B takve da je
x €VH CU iz € Vo C Uy Sad prema pretpostavci (b) postoji W € B takav da je
zeW CViNVy CUpNUs. Dakle, familija 7 je zatvorena na dvoclane, pa onda i na sve
konacne presjeke svojih elemenata.

Jasno je da je B C 7 i jasno je da je B baza za 7; za tocku x € X odaberemo O(z) kao
familiju svih skupova iz B koji sadrze x. Zadnja tvrdnja sad slijedi direktnom primjenom
prethodne propozicije. O

Neka je X # 0 i & C P(X). Ozna¢imo s 7(£) najmanju topologiju na X koja sadrzi
familiju £. Uoc¢imo prije svega da na X postoji bar jedna topologija koja sadrzi & -
to je svakako diskretna topologija P(X). Sada je jasno da je 7(&) zapravo presjek svih
topologija na X koje sadrze zadanu familiju £. Iduéa propozicija opisuje 7(&) eksplicitno.

Propozicija 5.1.5 Neka je X #0 i E C P(X). Tada se 7(E) sastoji od skupa X, te svih
unija svih konacénih presjeka elemenata familije £.

Dokaz: Oznacimo s 19 familiju koja se sastoji od X i svih unija kona¢nih presjeka ele-
menata od €. Po definiciji, svaka topologija na X koja sadrzi &, sadrzi i 79. Zato i 7(€)
sadrzi 7g.

Da dokazemo obrat, oznac¢imo s B familiju koja se sastoji od X i svih kona¢nih presjeka
elemenata od €. Ocito, B zadovoljava (a) i (b) iz prethodne propozicije, pa je B baza neke
topologije na X koju mozemo oznaciti s 7. Prema propoziciji 7 je familija svih
mogudéih unija elemenata od B; dakle, 7 = 79. Kako 7 sadrzi &, to jei 7 2 7(&). Kako je
T = Tp, to zapravo znaci o O 7(E). O

Definicija 5.1.6 Familija £ se naziva podbaza topologije 7(E).

Definicija 5.1.7 Kazemo da topoloski prostor X (odnosno topologija na X ) zadovoljava
prvi aksiom prebrojivosti ako za svaku tocku x € X postoji prebrojiva baza okolina u x.
Kaze se da topoloski prostor X zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti ako topologija na
X ima prebrojivu bazu.
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Napomena 5.1.8 (a) Ako 7 zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti onda za svaku tocku
x € X mozemo naéi bazu okolina (U,), u x za koju vrijedi U1 DUy D Us D .. ..

Zaista, ako niz (V},), ¢ini bazu okolina u z, stavimo Uy = Vi, Uy = ViNV4a i, opéenito,
U,=Vin...nV,,neN.

(b) Svaki metricki prostor, pa posebno i svaki normiran prostor zadovoljava prvi aksiom
prebrojivosti. Prebrojivu bazu okolina u svakoj tocki ¢ine kugle s centrom u toj
tocki i radijusima %, n € N.

(c) Metricki prostor zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti ako i samo ako je separabilan.
I opéenito, drugi aksiom prebrojivosti povlaci separabilnost.

Podsjetimo se definicije konvergentnog (hiper)niza u topoloskom prostoru.

Definicija 5.1.9 KaZe se da hiperniz (x))xen u topoloskom prostoru X konvergira k x €
X ako za svaki otvoren skup U C X koji sadrzi x postoji A\g € A sa svojstvom Mg < \ =
z) €U.

Napomena koja slijedi poopcuje tvrdnju leme [1.1.21

Napomena 5.1.10 Neka je X topoloski prostor i A C X. Tada za svaku tocku x € A i
svaki otvoren skup U koji sadrzi z vrijedi U N A # ().

Zaista, uzmimo x € A i otvoren skup U koji sadrzi  takav da je U N A = ). Tada je
A C X\ U i zato, jer je skup X \ U zatvoren,i A C X \ U. Dakle, ANU = {) - no, to je
kontradikcija jer je z € ANU. O

Sljedeée dvije propozicije nadopunjuju, odnosno poopc¢uju tvrdnju propozicije [1.1.22

Propozicija 5.1.11 Neka je X topoloski prostor i A C X.

Ako je x = limy— 00Ty 2a neki niz (x,)n tocaka iz A onda je x € A.

Ako X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti i ako je x € A onda postoji niz (Tn)n u
A takav da je x = limp—oon-

Dokaz: Pretpostavimo suprotno: neka je z € X'\ A. Jer je taj skup otvoren i sadrzi tocku
x, po definiciji konvergencije postoji ng takav da n > ng = x, € X \ 4 $to je kontradikcija
sxp, €A, VYneN.

Uzmimo z € A i, u skladu s napomenom (a), padajuéi niz (Uy,), koji tvori bazu
okolina u z. Jer su svi skupovi U, otvoreni i sadrze tocku z € A, prema prethodnoj
napomeni svaki od tih skupova ima neprazan presjek s A. Odaberimo z,, € U,NA, n € N.
Da dokazemo x = lim, oz, odaberimo proizvoljan otvoren skup U koji sadrzi z. Jer
niz (Uy)y €ini bazu okolina u x, postoji ng takav da je U,, C U. Sad za n > ng imamo
€U, NACU,, NACU,, CU. O

Propozicija 5.1.12 Neka je X topoloski prostor, A C X ix € X. Tada je x € A ako i
samo ako postoji hiperniz (x))xepn elemenata iz A za koji vrijedi x = limyepxy.
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Dokaz: Neka je x = limyepwy za neki hiperniz (x))aepa u A. Da vrijedi z € A, pokazuje
se tocno kao u prvom dijelu dokaza prethodne propozicije.

Obratno, neka je z € A. Pogledajmo familiju O(x) svih otvorenih skupova koji sadrze
2 1 usmjerimo je obratnom inkluzijom: U <V < U D V. Zasvaki U € O(z) znamo prema
napomeni da je UN A # 0, pa za svaki U € O(z) mozemo odabrati xzy € U N A.
Tako smo dobili hiperniz (vv)yeo) 1 A. Da dokazemo da vrijedi z = limyco()7u,
odaberimo proizvoljan otvoren skup V' koji sadrzi . Primijetimo da je V € O(z); taj V'
ovdje sam za sebe igra ulogu kriti¢nog indeksa iz definicije konvergencije hiperniza. Zaista,
za svaki U € O(zx) takav da je V < U imamo U C V i stoga je zy € V. O

Iz prethodnih dviju propozicija vidimo da nizovi nisu dovoljni za karakterizaciju za-
tvarac¢a u proizvoljnom topoloskom prostoru. Ako niz tocaka nekog skupa konvergira,
limes je svakako u zatvaracu toga skupa (i u tom dijelu nema razlike u odnosu na situ-
aciju u normiranim i metrickim prostorima). Medutim, obrat ne vrijedi: tocka koja lezi u
zatvaracu skupa nije nuzno limes nekog niza elemenata tog skupa. Prethodna propozicija
tek jaméi da postoji hiperniz koji k njoj konvergira. Ubrzo ¢emo vidjeti primjere konkret-
nih topologkih prostora gdje nizovi zaista nisu dovoljni za opis tocaka zatvaraca. Prema
drugoj tvrdnja propozicije ti prostori nece zadovoljavati prvi aksiom prebrojivosti.

Sli¢na situacija je i s opisom neprekidnih funkcija.

Definicija 5.1.13 Neka su X 1Y topoloski prostori i f : X — Y. KaZe se da je funkcija
f neprekidna u tocki x € X ako za svaki otvoren skup V- C'Y koji sadrzi tocku f(z) postoji
otvoren skup U C X koji sadrzi x i za koji vrijedi f(U) C V.

Kaze se da je f neprekidna na X ako je f neprekidna u svakoj tocki x € X.

Propozicija 5.1.14 Neka su X 1Y topoloski prostori, f: X — Y ix € X.
Ako je f meprekidna u x i ako za neki niz (), u X vrijedi x = limy o0y, onda je i
Ako X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti i ako za svaki niz (xy)n u X takav da je
T = limp—o00Xy vrijedi f(x) = limy o0 f(xn) onda je f neprekidna u x.

Dokaz: Neka je f neprekidna i neka je z = lim,_oz,. Odaberimo proizvoljan otvoren
skup V' C Y koji sadrzi f(x). Jer je f neprekidna u x, postoji otvoren U C X takav da
jex e Ui f(U) C V. Jer je U otvoren, po definiciji konvergencije postoji ng takav da
n>mng = x, € U. Jer je f(U) C V, za sve takve indekse n vrijedi f(z,) € V; dakle,
f(@) = limp o0 f (n).

Obratno, pretpostavimo da X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti i da da f ¢uva
konvergenciju nizova u tocki . Pretpostavimo suprotno tvrdnji; neka f ima prekid u
xz. To zna&i da postoji otvoren skup V' C Y koji sadrzi tocku f(z) sa svojstvom: za
svaki otvoren skup U C X koji sadrzi tocku = vrijedi f(U) € V. Uzmimo bazu okolina
Uy DUy DUz D...u tocki z kao u napomeni (a) i za svaki n € N nadimo tocku
xn € Uy takvu da f(z,) € V. Jasno je da vrijedi = = lim, oo, (to se vidi identi¢nom
argumentacijom kao na kraju dokaza propozicije . Sad bi zbog pretpostavke niz
(f(zpn))n morao konvergirati k f(x); medutim, to je nemoguce jer svi ¢lanovi toga niza su
izvan skupa V. i
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Propozicija 5.1.15 Neka su X 1 Y topoloski prostori, f : X — Y i1 x € X. Funkcija f
je neprekidna u x ako i samo ako za svaki hiperniz (zx)xep v X takav da je © = limyepxy

vrigedi f(x) = limyep f(x)).

Dokaz: U jednom smjeru tvrdnja se dokazuje toéno kao prva tvrdnja prethodne propozi-
cije.

Da dokazemo obrat, pretpostavimo da za svaki hiperniz (x))xep u X takav da je
x = limyepzy vrijedi f(x) = limyep f(zy). Pretpostavimo suprotno tvrdnji; neka f ima
prekid u . Tada postoji otvoren skup V u Y koji sadrzi tocku f(x) i ima svojstvo: za
svaki otvoren skup U u X koji sadrzi tocku tocku z vrijedi f(U) € V. Oznac¢imo opet
s O(zx) familiju svih otvorenih skupova u X koji sadrze tocku = i ponovo je usmjerimo
obratnom inkluzijom. Za svaki U € O(z) nadimo xy € U takav da f(zy) ¢ V. Tako
smo dobili hiperniz (z7)yeo(r) koji konvergira k x. Zaista; neka je Uy proizvoljan otvoren
skup u X koji sadrzi 2. Uocimo da je Uy € O(x). Sad za Uy < U imamo U C Uy pa je
zy € Up. S druge strane, hiperniz (f(zv))yeo() o¢ito ne moze konvergirati prema f(x)
jer su svi njegovi ¢lanovi izvan skupa V. O

Prethodne dvije propozicije pokazuju: dobro ponasanje prema konvergentnim nizovima
je nuzno, ali ne i dovoljno za neprekidnost. Ubrzo ¢emo vidjeti i konkretne primjere
diskontinuiranih funkcija definiranih na topoloskim prostorima koje ¢e konvergentne nizove
prevoditi u konvergentne nizove.

Napomena 5.1.16 Ako su X i Y topoloski prostori, lako se pokazuje: funkcija f: X —
Y je neprekidna na X ako i samo ako je za svaki otvoreni skup V' C Y njegova praslika
f~1(V) otvoren skup u X.

Kako je Ujerf~H(V;) = f~1(UierVi), vidimo da je ekvivalentan i sljedeéi zahtjev: za
svaki V € B, gdje je B neka baza topologije na Y i skup f~(V) je otvoren u X.

Definicija 5.1.17 Neka je X neprazan skup i (fj);cs familija preslikavanja f; : X =Y,
pri cemu su Yj, j € J, topoloski prostori. Slaba topologija na X inducirana familijom
(fj)jes je najmanga topologija na X w odnosu na koju su sva preslikavanja fj, j € J,
neprekidna. Tu topologiju oznacavamo sa (X, (fj)jc).

Napomena 5.1.18 Ocito, ako zZelimo da je svako od preslikavanja f; neprekidno na X,
svaki skup oblika f;l(V), gdje je V otvoren u Y; i j € J, mora biti otvoren u X. Dakle,
ako s 7; oznacimo topologiju na Yj, o(X, (f;)jes) je najmanja topologija na X koja sadrzi
familiju & = {f;'(V) : V € 7;,j € J}. Prema propoziciji o (X, (fj)jers) je familija
svih unija konaénih presjeka elemenata iz &.

Ako uvazimo napomenu [5.1.16] isti zakljucak slijedi ako £ zamijenimo familijom &z =
{f;l(V) :V e Bj,j € J}, gdje je Bj baza topologije 7; na Y.

Propozicija 5.1.19 Neka je dana slaba topologija o(X, (f;)jes) na skupu X. Hiperniz
(a)renr v X konvergira s obzirom na o(X,(fj)jes) k x € X ako i samo ako vrijedi

[i(x) = limyen fj(zr), Vi € J.

Dokaz: Jer su sva preslikavanja f; neprekidna s obzirom na o(X, (f;)jer), jedan smjer
slijedi direktno iz propozicije [5.1.15
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Obratno, pretpostavimo da za hiperniz (z))xea vrijedi fj(z) = limyex fj(zn), V7 € J.
Odaberimo proizvoljan otvoren skup U C X koji sadrzi tocku z. Prema prethodnoj
napomeni, postoje ji,...,Jn € J, n € N, i skupovi V;,,..., V], otvoreni uYj,...,Yj,
respektivno, takvi da je x € ﬁ?zlfjjl(‘/ji) C U. Odavde zakljucujemo da je f;,(x) € Vj, za
svei=1,2,...,n. Zbog pretpostavke, za svaki indeks i = 1,2,...,n, mozemo naéi \; € A
sa svojstvom A\; < A = fj,(xy) € Vj,. Odaberimo \g € A sa svojstvom \; < Ao, Vi =
1,2,...,n. Sada za A\g < X imamo f;j;(xy) € Vj,, Vi = 1,2,...,n, odakle zaklju¢ujemo da
za Ao < \ vrijedi z) € ﬂ?zlfﬁl(Vji) cUu. O

Definicija 5.1.20 KaZe se da je topoloski prostor X Hausdorffov (ili da je topologija na
X Hausdorffova) ako za svake dvije razli¢ite tocke x1, 9 € X postoje disjunktni otvoreni
skupovi Uy, Uy C X takvi da je x1 € Uy 1 x9 € Us.

Definicija 5.1.21 Neka je (f;);cs familija preslikavanja definiranih na skupu X . KaZemo
da familija (f;)es razlikuje tocke od X ako za svake dvije razlicite tocke x1, 29 € X postoji
Jo € J takav da vrijedi fj,(x1) # fj,(22)-

Propozicija 5.1.22 Slaba topologija o(X, (f;)jer) na X je Hausdorffova ako su svi pros-
tori Yj, j € J, Hausdorffovi i ako familija (f;)jer razlikuje tocke od X.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno. Prema tvrdnji zadatka postoji hiperniz (zx)xea
koji u topologiji o(X, (fj)jes) ima dva razlicita limesa: 1 i xo. Jer familija (f;);jecs
razlikuje tocke od X, postoji jo € J za koji vrijedi fj,(z1) # fj,(z2). S druge strane,
prema prethodnoj propoziciji, za sve indekse j vrijedi fj(x1) = limyea fj(zn) 1 fj(22) =
limyea fj(xy). Kako je prostor Y; Hausdorffov, to je nemoguce. O

Domaca zadaéa 14

Zadatak 5.1.23 Pokazite da je niz (U,), konstruiran u napomeni [5.1.8{(a) zaista baza
okolina u tocki x.

Zadatak 5.1.24 Pokazite da je definicija[s.1.13|u slu¢aju kad su X i Y normirani prostori
ekvivalentna s definicijom [1.1.12

Zadatak 5.1.25 Dokazite: topoloski prostor X je Hausdorffov ako i samo ako je limes
svakog konvergentnog hiperniza u X jedinstven.

Uputa. Neka X nije Hausdorffov; neka tocke x1, 29 € X, 1 # x2, nemaju disjunktne
otvorene okoline. Oznac¢imo s O(z;) familiju svih otvorenih skupova u X koji sadrze
tocku z;, i = 1,2. Familiju O(x1) x O(x2) usmjerimo relacijom (U, Us) < (Vi,V2) =

Uy D2 Vi &Uy D Vo, Sad za (U, Us) € O(x1) x O(x2) uzmimo tocku T, vy € U1 N U,
Pokazite se da tako konstruiran hiperniz konvergira i prema x; i prema xs.
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5.2 Slabe topologije na normiranim prostorima

Definicija 5.2.1 Slaba topologija na normiranom prostoru X je slaba topologija na X

inducirana svim ogranicenim funkcionalima f € X'. Owu topologiju oznacavamo sa
o(X, X").

Dometnimo odmah da oznake topoloskih pojmova vezanih uz slabu topologiju na nor-
miranom prostoru obi¢no dopunjujemo simbolom w. Tako npr. piSemo z = w — limyz,
. /W -~ . . . e -~ . .o
i S kad oznacavamo limes hiperniza ili zatvara¢ skupa s obzirom na slabu topologiju
o(X,X").

Inace u ovom kontekstu se topologija norme ponekad zove jakom topologijom na X.
Posebno, ¢esto se kaze, kad neki (hiper)niz konvergira u normi, da konvergira jako, i tu
konvergenciju onda ponekad naznac¢avamo simbolom s uz oznaku limesa.

Napomena 5.2.2 Dakle, o(X, X') je najmanja (najslabija) topologija na X u kojoj su svi
funkcionali f € X’ neprekidni. Kako je ograni¢enost operatora ekvivalentna neprekidnosti
s obzirom na normu, znamo da su svi f € X’ neprekidni u topologiji norme. Zato je slaba
topologija o(X, X’) slabija od topologije norme.

Posebno, slijedi da svaki hiperniz koji konvergira u normi, konvergira i slabo i to k
istom limesu. To je opca ¢injenica; medutim, u ovoj situaciji to mozemo lagano vidjeti i
direktno. Naime, svaki funkcional f € X’ je neprekidan u odnosu na normu. Stoga, ako
je = limye 47, u normi, onda imamo i f(x) = limyeaf(z4) za sve f € X’ §to je, prema
propoziciji 5.1.19| ekvivalentno s z = w — limgecazq.

Napomena 5.2.3 Istaknimo eksplicitno i smisao konvergencije nizova u slaboj topologiji:
prema propoziciji niz (x,), u normiranom prostoru X konvergira k x € X u slaboj
topologiji o(X, X’) ako i samo ako vrijedi f(x) = lim, f(z,) za sve f € X’. Dakle, slaba
konvergencija nizova koju smo uveli u definiciji zapravo je konvergencija u smislu
upravo uvedene topologije o (X, X').

Napomena 5.2.4 Slaba topologija o(X, X’) na normiranom prostoru X je Hausdorffova;
to slijedi direktnom primjenom propozicije Naime, F je Hausdorffov prostor, a
korolar nam pokazuje da dualni prostor X’ razlikuje tocke od X. Posebno, limes
slabo konvergentnog hiperniza je (ako uopcée postoji) jedinstven.

Napomena 5.2.5 Bazu slabe topologije na normiranom prostoru X ¢ine skupovi oblika
on,fl,...,fn,e = {JZ e X: ]f,(a: — 1’0)‘ < €, 1< < n}, xo € X, fl, .. ,fn S X',n S N,G > 0.

Jednakost By f,... fu.e = ﬂ?zlfi_l(K(fi(:vg), €)) pokazuje da su skupovi By 7, ., . slabo
otvoreni. Da utvrdimo da oni ¢ine bazu za o(X, X’), dovoljno je vidjeti da je svaki w-
otvoren skup unija skupova oblika By, f, . f.. Medutim, od prije znamo da je svaki
w-otvoren skup unija skupova oblika N, f;l(‘/;), gdje su V; otvoreni u IF, i sad, u osnovi,
tvrdnja slijedi iz ¢injenice da je u polju svaki otvoreni skup unija neke familije otvorenih

kugli (v. napomenu [5.1.18)).
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Napomena 5.2.6 S obzirom na oblik ogranic¢enih funkcionala na Hilbertovom prostoru,
iz prethodne napomene slijedi da bazu slabe topologije Hilbertovog prostora H ¢ine sku-
povi oblika

Bagarane =12 € H: |[(x—x0,a;)| <€, 1 <i<n},x0 € Hyay,...,an, € Hyn € N,e>0.

Iz istog razloga ovdje je x = w — limye 44 ako i samo ako vrijedi (x,a) = limye4(xq,a),
Va € H.

U napomeni [5.2.2] smo konstatirali da je slaba topologija na normiranom prostoru
opcéenito slabija od topologije norme. Ipak, razlike nema ako je ambijentni prostor kona¢no-
dimenzionalan.

Propozicija 5.2.7 Na konacnodimenzionalnom normiranom prostoru slaba topologija se
podudara s jakom.

Dokaz: Neka je dimX = n < oo. Pretpostavimo da u X vrijedi z, — x. Neka je
{b1,...,bn} baza za X. Promotrimo normu na X definiranu s [| 327, Aibi|| = max{[A;] :
1 <i < n}. Sad se lagano pokaze da ||z —x,|| — 0. Dakle, hiperniz (z4)q i jako konvergira
k z s obzirom na svaku normu na X (jer sve norme na X su ekvivalentne).

Da pokazemo jednakost topologija, dovoljno je utvrditi da je svaki jako otvoren skup i
slabo otvoren. Ekvivalentno, analognu tvrdnju mozemo provjeriti i za zatvorene skupove.
Uzmimo jako zatvoren skup S u X i pretpostavimo suprotno zeljenom zakljucku: neka
S nije slabo zatvoren. Tada je S strogo sadrzan u svom slabom zatvaracu 5", Neka je
z € S\ S. Prema propoziciji 5.1.12L postoji hiperniz (z4), u S koji slabo konvergira
k z. Prema prvom dijelu dokaza, sada imamo i z, —» z, a zbog toga je, opet prema
propoziciji [5.1.12], « sadrzan u zatvara¢u s obzirom na jaku topologiju skupa S. Kako je
po pretpostavci S zatvoren u jakoj topologiji, slijedi z € S. Kontradikcija. |

Veé¢ znamo da u beskonac¢nodimenzionalnom slucaju tvrdnja prethodne propozicije
opéenito ne vrijedi. Za primjer, promotrimo separabilan Hilbertov prostor H i njegovu
ortonormiranu bazu (ey),. Sad Parsevalova jednakost ||z[* = 0% [(z,e,)|?, Vo € H,
odmah pokazuje da vrijedi (e,,,x) — 0, Vx € H; dakle e, % 0. S druge strane, jasno je da
niz (e, ), uopée ne konvergira jako. Uocimo da isti zakljuéak dobivamo uz pomo¢ Besse-
love nejednakosti za svaki ortonormiran niz u proizvoljnom beskona¢nodimenzionalnom
Hilbertovom prostoru.

U stvari, imamo sljedeéi teorem:

Teorem 5.2.8 Neka je X normiran prostor. Slaba topologija na X se podudara s jakom
ako i samo ako je dim X < oo.

Dokaz: S obzirom na prethodnu propoziciju treba samo dokazati da je u slucaju dim X =
oo jaka topologija strogo jaca od slabe topologije. Pretpostavimo zato da je dim X = oco.

Najprije tvrdimo da 0 pripada slabom zatvaracu jedini¢ne sfere S = {z € X : ||z|| = 1}.
Da to pokazemo, uzmimo proizvoljan slabo otvoren skup W koji sadrzi 0. Prema napomeni
[5.2.5| postoje € > 01 fi1,... fn € X', n € N, takvi da je

Bof,..fne={veX |filx)]<e1<i<n} CW.
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Sad promotrimo preslikavanje ® : X — F" definirano s ®(z) = (fi(z),..., fu(x)). Ocito
je @ linearan operator i vrijedi Ker ® = N?_;Ker f;. Kako je dim X = oo, ne moze ® biti
injekcija. Zato postoji netrivijalan vektor x € Ker ®. Dakle, z € Ker f;, Vi = 1,...,n,
tj. filx) = 0,Vi = 1,...,n. Odavde je i fi(Ax) = 0,VA € F,Vi = 1,...,n, iz Cega
zakljuCujemo da je Az € By, .. f,.e, VA € F. Posebno, uzmemo li A = ﬁ, vidimo da
jedini¢ni vektor ﬁ lezi u skupu By f, . f... To pokazuje da je W NS # 0, te je zato
0eS”.

Kako je jedini¢na sfera S ocito jako zatvoren skup, a 0 € S, ovime smo pokazali da
se jaki i slabi zatvara¢ skupa S razlikuju. To je dovoljno da se zakljuc¢i kako ove dvije
topologije nisu iste. O

Napomena 5.2.9 Uocite kako su u slucaju dim X = oo bazi¢ne okoline nule ¢udesno
velike: pokazali smo u prethodnom dokazu kako skup By f,.... 1, sadrzi cijeli jedan pot-
prostor, naime span{z} C By ¢, . f, .-

Napomena 5.2.10 Ve¢ smo u diskusiji nakon korolara spomenuli da u prostoru
¢* niz (z,), konvergira jako prema x € ¢! ako i samo ako (z,), konvergira k = i slabo
(v. zadatak. Zajedno s prethodnim teoremom to pokazuje da slaba topologija u ¢!
ne zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti. Naime, u suprotnom bi ta topologija bila opisiva
pomoéu nizova, a kako jaka i slaba topologija na ¢! proizvode iste konvergentne nizove, to
bi znagcilo da se podudaraju. Medutim, prema teoremu to je nemoguce.

Uocimo takoder: jedini¢na sfera S C ¢! sadrzi limese svih slabo konvergentnih nizova
¢iji su clanovi elementi iz S. Naime, ti nizovi su prema tvrdnji zadatka [5.2.21] i jako
konvergentni i, kako je S zatvoren skup u topologiji norme, limesi tih nizova leze u S. S
druge strane, dokaz teorema [5.2.8|je pokazao da 0 pripada slabom zatvara¢u skupa S. Jer
0 ¢ S, nema niti jednog niza iz S koji bi slabo konvergirao u 0. Ovo je, dakle, konkretan
primjer tocke iz zatvaraca nekog skupa koja nije limes niti jednog niza tocaka tog skupa.

Napomena 5.2.11 Tako neprekidnost linearnog operatora (kao, uostalom i bilo koje
druge funkcije) u slaboj topologiji ne mozemo utvrditi samo pomoc¢u konvergentnih ni-
zova, zanimljivo je ipak vidjeti $to mozemo zakljuéiti o operatoru iz ”dobrog” ponasanja
prema konvergentnim nizovima. Ovdje éemo to uciniti za operatore na Hilbertovom pros-
toru. Neka je, dakle, H Hilbertov prostor, dim H = oo, i A : H — H linearan operator.
Promotrimo sljedece uvjete:

Tp)p niz u H, z, > & = Az, > Agz;
. w w
Tn)p niz w H, x, = v = Az, — Ax;
Tp)p niz u H, z, > © = Az, — Agz;
. w S
ZTp)p niz u H, x, = © = Az, > Ax.

Tada vrijedi (a) <= (b) <= (¢) <= (d). (Jasno, ako je dim H < oo, navedeni uvjeti su
na trivijalan naé¢in ekvivalentni.)
Prije svega treba uociti da uvjet (a) znaci da je operator A ogranicen, tj. A € B(H).
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Nadalje, uvjet (d) je zaista jac¢i od preostala tri; na primjer, o¢ito je da jedini¢ni opera-
tor zadovoljava prvi tri, ali ne i éetvrti uvjet (najjednostavniji protuprimjer dobivamo ako
uzmemo ortonormiran niz (z,), i * = 0). Pokazat ¢emo kasnije da uvjet (d) zadovoljava
uza klasa ogranicenih operatora koju ¢ine tzv. kompaktni operatori.

Dokazimo sada navedene implikacije.

(a) = (b): Ako vrijedi (a), operator A je zapravo ogranic¢en, pa postoji A* € B(H).
Sad lagano slijedi da A zadovoljava uvjet (b) cak i za hipernizove. Zaista: z, Bz =
(Azq,y) = (xa, A*Y) — (2, A*y) = (Az,y), Vy € H = Az, — Ax.

(b) = (c) je trivijalno.

(¢) = (a): Pretpostavimo (c) i uzmimo da (a) ne vrijedi. To znaci da A nije ogranicen
operator pa za svaki n € N postoji x, € H takav da vrijedi ||z, = 11 ||Az,| > n?. Sad
ocito < 2 0 pa bi zbog pretpostavke trebalo vrijediti i A(T2) 20, no to je nemoguce jer
niz (A(**)), nije ogranicen, a prema korolaru morao bi biti.

(d) = (a) je trivijalno.

Na kraju, primijetimo da su svi navedeni dokazi osim dokaza tvrdnje (a) = (b) prim-
jenjivi bez izmjena i za operatore na normiranim prostorima (s tim da ¢emo tek u iduéoj
tocki dokazati da je svaki slabo konvergentan niz u normiranom prostoru ogranicen - a to
je bio zavrsni argument u dokazu implikacije (¢) = (a)).

Za kraj ovih razmatranja promotrit ¢emo slabu topologiju i na dualnom prostoru X’
normiranog prostora X. Medutim, pokazuje se da je u praksi puno vaznija slaba topologija
na X’ generirana ne svim ograni¢enim funkcionalima na X', nego samo onima oblika %,
z € X. Sjetimo se da je za svaki x € X preslikavanje 2 : X’ — F definirano formulom
#(f) = f(x), f € X', neprekidan linearan funkcional na X'; dakle, & € X".

Definicija 5.2.12 Neka je X normiran prostor. Slaba-zvjezdica (w*) topologija na X'
je slaba topologija na X' generirana svim funkcionalima & € X", x € X. Owvu topologiju
oznacéavamo sa o(X', X), a oznaka fo = f ée znaciti pripadajucu konvergenciju hiperniza

(fa)a k funkcionalu f.

Napomena 5.2.13 Funkcionali #, x € X, razlikuju tocke od X’ (provjerite!) pa je zato
i w*-topologija Hausdorffova.

Ako je prostor X refleksivan (X = X ), w*-topologija na X’ se podudara (po definiciji)
sa slabom topologijom na normiranom prostoru X’.

Ako je prostor X kona¢nodimenzionalan, w*-topologija na X’ se podudara s topologi-
jom norme.

Napomena 5.2.14 Prema propoziciji |5.1.19, f, v f ako i samo ako vrijedi Z(fy) —
Z(f), Vx € X, to jest, ako i samo ako je fqo(x) = f(x), Va € X.
Primijetimo takoder: ako hiperniz f, u X’ konvergira k f € X’ u normi prostora

f € X', onda vrijedi i f, = f jer svi funkcionali &, x € X, su neprekidni s obzirom na
topologiju norme u X’.

Primjer 5.2.15 Neka je X normiran prostor, dim X = oo. Kao u napomeni vidi se
da bazu okolina u 0 u w*-topologiji prostora X’ ¢ine skupovi oblika

Bozyane={f€X @i(f)| <ei=1,....n}={fe X :|f(z)| <ei=1,...,n}
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pri ¢emu su z1,...,z, € X, n € N1ie > 0 proizvoljno odabrani. Za danu baznu okolinu
Bo a,....ane 0znacimo M = span{zi,...,z,}. Jer je dim X = oo, imamo M # X. Prema
tvrdnji zadatka postoji zatvoren potprostor L od X takav da vrijedi X = M + L.
Jasno je da svaki f € L' mozemo trivijalno pro$iriti do ogranicenog funkcionala f € X’
tako da stavimo f|y; = 0. Na ovaj nacin mozemo dualni prostor L’ shvaéati ulozenim u
X'. Sad, uz takvu identifkaciju prostora L', mozemo uo¢iti da vrijedi L' C By y,. . .-
(Dakle, i ovdje su bazi¢ne okoline neobi¢no ”prostrane”. Jos je neobi¢nije to Sto je dim L =
dim L' = c0.)

Iz prethodnog razmatranja mozemo zakljuciti: ako U oznacava familiju svih otvorenih
skupova oko 0 u w*-topologiji prostora X', onda za svaki U € U postoji fy € U sa
svojstvom Nfy = {nf, :n e N} CU.

Promotrimo sada U x Niza (U,n), (V,m) € U x N definirajmo (U,n) < (V,m) <V C
U; lako se vidi da na ovaj nacin U x N postaje usmjeren skup.

Definirajmo sada hiperniz (f(y,n))@,n) 1 prostoru X " tako da stavimo fwn = nfu.
Lako je ustanoviti da taj hiperniz konvergira u 0 w*-topologiji; naime, ako je V proizvoljan
otvoren skup oko 0 onda imamo (V,1) < (U,n) = fiy, =nfv €U C V.

Podsjetimo se da smo u napomeni (g) vidjeli da je svaki konvergentan hiperniz u
normiranom prostoru eventualno ograni¢en. Na upravo demonstriranom primjeru mozemo
uociti da hiperniz koji konvergira u nekoj topologiji slabijoj od topologije norme ne mora
biti eventualno ograni¢en. Naime, kad za proizvoljan (V,m) € U x N gledamo skup
Fovmy = {fwn : (Vim) < (U,n)}, on evidentno sadrzi sve fyx) = kfy, k € N, i zato je
F(v,m) neogranicen skup.

Ako je prostor X beskonac¢nodimenzionalan onda je i X’ beskona¢nodimenzionalan
(vidite zadatak . Tada, prema teoremu (vidite i zadatak , zatvorena
jedini¢na kugla u X’ nije kompaktan skup. U tom svjetlu tvrdnja sljedeéeg teorema
je narocito zanimljiva. Teorem navodimo bez dokaza, a ovdje spomenimo samo da se
standardni dokaz temelji na Aleksandrovljevom teoremu po kojemu je produktni prostor
kompaktnih topoloskih prostora takoder kompaktan.

Teorem 5.2.16 (Banach - Alaoglu) Neka je X normiran prostor. Zatvorena jedinicna
kugla {f € X" : ||f]| <1} je kompaktan skup u w*-topologiji prostora X'.

Korolar 5.2.17 Zatvorena jedinicna kugla {z € X : ||z| < 1} refleksivnog normiranog
prostora X je slabo kompaktan skup.

Dokaz: Prema pretpostavci mozemo identificirati prostore X i X”. Dakle, slaba topo-
logija na X se podudara sa slabom topologijom na X”. Ova potonja je, medutim, slaba
topologija na X" inducirana prostorom X'; dakle, nista drugo nego w*-topologija na X".
Prema prethodnom teoremu zatvorena jedini¢na kugla prostora X” je kompaktan skup u
w*-topologiji. O

Napomena 5.2.18 Prethodni korolar je laksi dio sljedeéeg teorema kojeg je dokazao
S. Kakutani: Banachov prostor X je refleksivan ako i samo ako je zatvorena jedini¢na
kugla {z € X : ||z]| <1} u X slabo kompaktan skup.
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Domacéa zadaca 15

Zadatak 5.2.19 Dokazite da norma na beskona¢nodimenzionalnom Hilbertovom pros-
toru H nije slabo neprekidna funkcija. (Tvrdnja zapravo znaci: || - | : X — R nije
neprekidna funkcija ako na H promatramo slabu topologiju.) Uputa: promotrite bilo koji
ortonormiran niz.

Zadatak 5.2.20 Upotpunite detalje iz prvog dijela dokaza propozmue [6.2.7 tj. precizno
argumentirajte da uz pretpostavku dim X < 0o iz 24 — @ slijedi zo = .

Zadatak 5.2.21 Neka je (x,), niz u £!. Dokazite: x, 2 2= 2, > z. Uputa: uzmite
niz (), koji slabo konvergira u 0 i pretpostavite da ne konvergira u 0 jako. To znadi da
postoji € > 0 1 podniz (zp(,))n za koji vrijedi ||z, || > €. Sad koristeci taj podniz nadite
ogranicen funkcional f na ¢! za koji neée vrijediti f (Tp(ny) — 0. Pritom imajte na umu
da su ograni¢eni funkcionali na ¢! reprezentirani nizovima iz £>°.

5.3 Princip uniformne ogranic¢enosti

Teorem predstavlja vazan kriterij ograni¢enosti skupova u Hilbertovom prostoru: da
bi skup bio ogranicen, dovoljno je da je slabo ograni¢en u smislu da je njegova slika pri
svakom neprekidnom linearnom funkcionalu ograni¢en skup u polju skalara. U ovoj tocki
pokazujemo da isti rezultat vrijedi i za sve normirane prostore. Pokazat ¢e se da je to
jednostavna posljedica ¢uvenog principa uniformne ogranic¢enosti za linearne operatore.
Dokazimo najprije sljede¢u jednostavnu lemu.

Lema 5.3.1 Neka su X 1Y normirani prostor i T € B(X). Tada za svaki x € X i svaki
r > 0 vrijedi sup{||Ty| : y € K(x,r)} > r||T].

Dokaz: Fiksirajmo x i r. Za svaki v € X vrijedi
1
max {||T(z + o)l [T(z = v)ll} 2 ST ( + )| + |1 T(z = v)[) 2 [|Tv]]

pri ¢emu je druga nejednakost dobivena iz ||a|| +||b]| > ||a—b||. Sad u gornjoj nejednakosti
uzmimo supremum po v € K (0,7). Na lijevoj strani éemo dobiti sup {||Ty| : y € K(x,7)}.

S desne strane dobivamo
v —
T (f)H v € K(O,T‘)} =
r

sup {r||Tw| : w € K(0,1)} = r|T].

sup {||Tv|| : v € K(0,7)} = sup {r
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Teorem 5.3.2 (Banach - Steinhaus, princip uniformne ograni¢enosti) Neka je X Banac-
hov, a 'Y normiran prostor, te neka je F C B(X,Y) proizvoljna familija operatora s X
uw Y. Pretpostavimo da za svaki v € X wvrijedi sup{||Tz|| : T € F} < oo. Tada je i
sup{||T|: T € F} < .

Dokaz: Pretpostavimo suprotno: neka je sup {||T|| : T € F} = co. Odaberimo niz (7,),
u F za koji vrijedi ||T,| > 4", ¥n € N.

Uzmimo xg = 0. Pomoé¢u prethodne leme induktivno nadimo niz (z,), u X takav da
je lzn — zn-1ll < 55 i [|Thanll = 252 Thll (u koraku indukcije gledamo kuglu oko 2,1
radijusa 3% i operator T},)).

Kao Cauchyjev niz u X, (z,), konvergira prema nekom = € X. Za svaki k£ € N sad
vrijedi

1 1

[#n4k = Tnll < Tntk — Tnpp—1ll + -+ (|04 — 2] < gk Tt g T

(i) 6))

Kad pustimo k¥ — oo dobivamo

1 1 11
o —anll < oo (=1 —1) = 5
3" 1-3 23n

Zato je
[Thz| = [ Than + Thr — Tazpl| 2 (Tl — [[Th(z — zn)[| 2
21 11 11 1 /4\"
T = 2Tl = 2 Tl > = (=) .
2 el = 3Tl = 5Tl = £ ()
To pokazuje da je sup {||Tz|| : T € F} = oo, suprotno pretpostavci teorema. O

Sljedeca tri teorema podjednako su vazna, spadaju u istu grupu s prethodnim (svi se
u Sirem smislu nazivaju teoremima uniformne ogranicenosti), a sva tri sad lagano slijede
iz upravo dokazanog Banach - Steinhausovog teorema.

Teorem 5.3.3 Neka je X Banachov prostor i S C X'. Tada je sup{||f|| : f € S} < o0
ako i samo ako za svaki x € X wvrijedi sup{|f(x)|: f € S} < o0

Dokaz: U jednom smjeru tvrdnja je trivijalna, a obrat dobivamo kao specijalni slucaj
tvrdnje prethodnog teorema ako odaberemo F =S5iY =F. |

Sljededi rezultat je direktno poopéenje teorema [4.3.7]

Teorem 5.3.4 Neka je X normiran prostor i S C X. Tada je sup{||z] : x € S} < o0
ako i samo ako za svaki f € X' vrijedi sup{|f(z)|: z € S} < o0.
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Dokaz: Jedan smjer je i ovdje trivijalan.

Obratno, ako za svaki f € X' vrijedi sup{|f(x)| : = € S} < 00, to mozemo izredi
tako da kazemo da za svaki f € X' vrijedi sup {|Z(f)| : z € S} < o0. No, sad mozemo
primijeniti teorem na skup § C X” - uocimo da je domena ovdje prostor X’ koji
jest Banachov. Dakle, prema prethodnom teoremu imamo sup {||Z| : & € S} < oo,
tj. sup {||z|| : z € S} < o0. O

Teorem 5.3.5 Neka je X Banachov, a Y normiran prostor, te neka je F C B(X,Y)
proizvoljna familija operatora s X u'Y . Sljedeée tvrdnje su medusobno ekvivalentne:

(a) F je uniformno ogranicena (sup{||T||: T € F} < o0);
(b) F je jako ogranicena (sup{||Tz|:T € F} < oo, Vx € X);

(c) F je slabo ogranicena (sup{|f(Txz)|:T € F} < oo, Vx € X,Vf e Y’).

Dokaz: (c) = (b) slijedi direktno iz prethodnog teorema kao specijalan slucaj (za svaki
pojedini x € X gledamo skup S = {Tz : T € F} CY), (b) = (a) je tvrdnja teorema
a (a) = (c) je trivijalno. O

Na kraju, istaknimo i rezultat koji je oCita posljedica teorema [5.3.4] a koji poopcuje

korolar £.3.8
Korolar 5.3.6 Svaki slabo konvergentan niz uw normiranom prostoru je ogranicen.

Vazno je naglasiti da analogna tvrdnja za hipernizove nije to¢na. Razlog je u tome §to
konvergentan hiperniz skalara ne mora biti ogranicen.

U nastavku navodimo jos nekoliko specificnih ¢injenica o slaboj topologiji i slaboj ko-
nvergenciji u Hilbertovim prostorima. Zapocet ¢emo s primjerom koji ¢e nam posredno
pokazati da slaba topologija u beskona¢nodimenzionalnom Hilbertovom prostoru ne za-
dovoljava prvi aksiom prebrojivosti. Primijetimo da veé¢ znamo da u ovom sluc¢aju slaba
topologija ne potjece niti od jedne norme (Sto je jedna vrlo specificna situacija u kojoj
izvedena topologija zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti).

Primjer 5.3.7 Pogledajmo beskona¢nodimenzionalan Hilbertov prostor H, ortonormiran
niz (en)n u H i skup E = {\/ne, : n € N}. Tvrdimo daje 0 € E.
Da to pokazemo, treba vidjeti da svaki w-otvoreni skup oko 0 sije¢e E. Dovoljno je

vidjeti da svaka bazi¢na okolina By, . apc = {2 € H : |(z,a;)| < €, =1,...,k}, sijece
E.
Kako za sve j = 1,...,k, vrijedi >_°°; |{aj,en)|? < oo (Besselova nejednakost), to je

i 220:1(2;?:1 l(aj,en)|?) < co. Odavde zakljuéujemo da postoji n € N za koji vrijedi
Z§=1 l(aj, en)|? < % - naime, u protivnom bi red 22021(2?:1 |(aj, en)|?) bio veéi (do
na konstantu) od harmonijskog pa bi divergirao. Za taj n imamo |(a;,en,)| < ﬁ, Vi =
1,...,k, odnosno |[(y/nen,a;j)| < € Vj = 1,..., k. Dakle, pokazali smo da je v/ne, €
BO,al,...,ak,e-
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Sad mozemo zakljuéiti da slaba topologija na H ne zadovoljava prvi aksiom prebroji-
vosti. Naime, u suprotnom bismo prema propoziciji mogli naéi niz (z,), u E koji
slabo konvergira u 0. Prema korolaru odnosno korolaru niz (x,), bi morao
biti ograni¢en. Medutim, ako za niz (z,), u F vrijedi z,, — 0, skup {zn : n € N} je nuzno
beskonacan, a svaki beskonacan podskup od E je neogranicen.

Tako slaba topologija opéenito ne potjece od norme, na prirodan nac¢in mozemo uvesti
pojam slabo Cauchyjevog niza. U tom duhu mozemo razmatrati pitanje slabe potpunosti
normiranog prostora. Ako je prostor Hilbertov, odgovor je pozitivan: Hilbertov prostor je
slabo potpun.

Propozicija 5.3.8 Svaki slabo Cauchyjev niz v Hilbertovom prostoru je slabo konvergen-
tan.

Dokaz: Neka je (), slabo Cauchyjev niz u Hilbertovom prostoru H. To znaéi da vrijedi:
Va € H niz ({xn,a))y je Cauchyjev niz skalara. Kako je svaki Cauchyjev niz u bilo kojem
normiranom prostoru (pa tako i u polju) ograniéen, vidimo da opet mozemo primijeniti
teorem postoji konstanta C' za koju vrijedi ||z,| < C, Vn € N.

Osim toga, Va € H niz ((z,,a)), je i konvergentan. Zato mozemo definirati funkcional
f+ H — F formulom f(a) = lim,_,(a,z,). O¢ito je f linearan. Nadalje, Cauchyjeva
nejednakost pokazuje da vrijedi |f(a)| < Clla||, Ya € H. Dakle, f je ograni¢en, pa po
teoremu o reprezentaciji ogranicenih linearnih funkcionala na Hilbertovom prostoru postoji
vektor xg € H za koji vrijedi f(a) = (a,xo), Ya € H. Drugim rije¢ima, za sve a u H vrijedi
lim,, o0 {(a, z,) = {(a,xo), a to upravo znaci da niz (z, ), slabo konvergira prema xy. O

Sljededi korolar je koristan rezultat. Zanimljivo je tvrdnju korolara usporediti s pri-
mjerom u napomeni [[.5.22]

Korolar 5.3.9 Neka za linearne operatore A, B na Hilbertovom prostoru H vrijedi (Ax, y)
= (z, By), Vz,y € H. Tada su oba operatora ograni¢ena i vrijedi B = A*.

Dokaz: Pretpostavimo da A nije ogranic¢en: to znaci da postoji niz (xy)r u H takav da
je llzx|l = 11 ||Azg|| > k, Yk € N. Pogledajmo skup {Azy : k € N}. Za svaki pojedini
y € H imamo |[(Azg,y)| = [(zx, By)| < ||zx||||By| = ||By||, Vk € N. Prema teoremu [1.3.7]
sad zaklju¢ujemo da je skup {Azy : k € N} ogranicen sto je kontradikcija. Dakle, A je
ogranic¢en operator. No tada A* postoji, a iz pretpostavke vidimo da je A* = B te je, a
posteriori, i B ogranicen. O

Na kraju, vratimo se jos jednom pitanju kompaktnosti jedini¢ne kugle u Hilbertovom
prostoru. Neka je H beskona¢nodimenzionalan Hilbertov prostor. Veé¢ znamo da zatvorena
jedini¢na kugla {z € H : ||z|| < 1} nije kompaktan skup u topologiji norme. S druge
strane, jer je H refleksivan prostor, iz korolara [5.2.17]slijedi da je {x € H : ||z < 1} slabo
kompaktan skup. Medutim, ovdje je potrebno uociti da smo u topologiji norme koristili
sljedeéi kriterij kompaktnosti: skup S je kompaktan ako i samo ako svaki niz elemenata
iz S ima konvergentan podniz ¢iji limes je u S. Ponekad se ovo svojstvo zove nizovna
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kompaktnost. Ta karakterizacija kompaktnosti (tj. ekvivalencija kompaktnosti i nizovne
kompaktnosti) vrijedi u metrickim prostorima, ali ne i opéenito u topoloskim prostorima.
U tom svjetlu je posebno zanimljiv tzv. Eberlein-Smulianov teorem prema kojem je u
Banachovom prostoru X zatvorena jedini¢na kugla {z € X : ||z|| < 1} slabo kompaktna
ako i samo ako je slabo nizovno kompaktna. Iz navedenih teorema sad mozemo zakljuciti
da svaki niz u zatvorenoj jedini¢noj kugli u H ima slabo konvergentan podniz. Medutim,
tu ¢injenicu mozemo dokazati i direktno.

Teorem 5.3.10 Svaki ogranicen niz u Hilbertovom prostoru ima slabo konvergentan pod-
niz.

Dokaz: Neka je (zy), niz u Hilbertovom prostoru H za koji postoji konstanta C' > 0
takva da je ||z,| < C, ¥n € N. Ozna¢imo M = span {x,, : n € N}.

Niz skalara ((zy, 1)), je ograni¢en pa ima konvergentan podniz. Odaberimo podniz
Z11, %12, 13, . .. polaznog niza (z,), za koji je niz ((x1n, 1)), konvergentan. Sad pogle-
dajmo niz skalara ((z1p,x2)),. I taj je ogranicen, pa ima konvergentan podniz. To znaéi
da postoji podniz x21, 22, 23, . . . niza (x1y,), takav da ((zaey,, z2)), konvergira. Nastavimo
induktivno pa dobivamo niz nizova

T11 T12 T13 T14
T21 T22 T23 X24
T31 T332 X33 T34
T41 T42 T43 T44

gdje je svaki niz podniz onoga iznad sebe (tj. prethodnog). Pogledajmo niz (zyy),. Ocito,
za svaki k € N postoji limy, o0 (Tpn, k). Naravno, tada postoji i limy, oo (Tnn, ), Yo € M,
a trivijalno je da postoji i limy, seo(Znn, y), Yy € M+, Dakle, za svaki v € H mozemo de-
finirati f(v) = limy,— 00 (v, Zpyp). Jasno je da smo ovime definirali ogranic¢en linearan funk-
cional na H pa zato postoji z¢g € H takav da vrijedi f(v) = (v, z0), tj. limy oo (v, Tpp) =
(v, x0). To upravo znaci da je xog = w — limy, 00 Tpp. O

Domacéa zadacéa 16

Zadatak 5.3.11 Neka je H separabilan Hilbertov prostor i x € H, ||z|| < 1. Pokazite
da postoji niz (), u H takav da je ||z,| = 1, Vn € N, i 2, = x. Uputa: uzmite ONB
(én)n za H i ograniCen niz skalara (), pa promotrite niz (z + A\pen)n. (Primijetite da
tvrdnja zadatka pokazuje kako je jedini¢na sfera u H slabo gusta u zatvorenoj jedini¢noj
kugli prostora H.)

Zadatak 5.3.12 Dokazite da je svaki jako zatvoren potprostor Hilbertovog prostora i
slabo zatvoren. Uputa: pokazite da za potprostor M vrijedi z € M = z € (ML,

(Tvrdnja ovog zadatka je vrlo poseban slu¢aj mnogo opéenitijeg teorema. Uz pomoé
tzv. geometrijske forme Hahn-Banachovog teorema moze se pokazati: konveksan skup u
normiranom prostoru je slabo zatvoren ako i samo ako je jako zatvoren.)
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Zadatak 5.3.13 Obrazlozite zavrsni argument u primjeru m ako za niz (x,), u E
vrijedi x, = 0, skup {2, : n € N} je nuzno beskonacan.

Zadatak 5.3.14 Obrazlozite sljede¢i navod iz dokaza teorema [5.3.10f ”Ocito, za svaki
k € N postoji limy, o0 (Tnn, k). Naravno, tada postoji i lim, oo (pn, ), Vo € M...”

5.4 Slabe operatorske topologije

Definicija 5.4.1 Neka su X ¢ Y normirani prostori. Jaka operatorska topologija na
B(X,Y) je slaba topologija inducirana preslikavanjima B(X,Y) — Y, A — Az, za sve
e X.

Slaba operatorska topologija na B(X,Y) je slaba topologija inducirana preslikavanjima
B(X,Y) > F, A— f(Ax), za sve feY iz € X.

Napomena 5.4.2 Bazu okolina u toc¢ki Ay € B(X,Y") ¢ine skupovi
Bayzi,.ane ={A€B(X,Y) : ||Az; — Aozi|| < €,i=1,...,n},
odnosno
Bagar,zn,frosfne = LA E€B(X,Y) ¢ | fi(Ax; — Agxy)| < e,i=1,...,n},

(pri ¢emu se, u ovom drugom sluc¢aju neki z; ili f; mogu i ponoviti; zapravo se radi o
kona¢nim presjecima skupova oblika {A € B(X,Y) : | f(Ax — Aox)| < €}).

U ovom kontekstu topologija norme u prostoru B(X, Y’) se naziva uniformna topologija.
Jasno je da je ta topologija jaca od jake operatorske topologije, te da je jaka operatorska
topologija jaca od slabe operatorske topologije. To se vidi i iz sljede¢ih opisa konvergencije
hipernizova:

Ay 5 A= Ayz — Az, Vz € X,

Ay B A= f(Aux) — f(Az),Vf €Y' Vz € X,

Napomena 5.4.3 Najcesée ¢emo ove topologije promatrati na algebri B(X). Posebno,
ako je H Hilbertov prostor, bazu okolina u to¢ki Ay € B(H) u slaboj operatorskoj topolo-

z,y € Hie>0.Uovom slu¢aju vrijedi

A, B A — (Aqz,y) — (Ax,y).

Propozicija 5.4.4 Neka je X Banachov, a Y normiran prostor i (Ay)n niz u B(X,Y)
koji konvergira jako ili slabo. Tada je niz ogranicen.
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Dokaz: Tvrdnja je direktna posljedica teorema [5.3.5 a

U sljede¢em primjeru pokazujemo da se tri topologije na prostoru operatora zaista
razlikuju.

Primjer 5.4.5 Pogledajmo standardnu ONB (e,),, u prostoru £2 i definirajmo operator
S € B(¢?) formulom S(>0 (z,en)en) = Y o0 1(z, en)ent1. OCito je operator S linearan
i izometrican. Zbog Se, = ent1, Vn € N, operator S se naziva operator jednostranog
pomaka ili unilateralan $ift. Uoc¢imo da za operator S* vrijedi S*e; =01 S*e, = e,_1 za
sve n > 1.

Tvrdimo da niz (S™),, konvergira u 0 slabo, ali ne i jako, te da ((S*)"),, konvergira u
0 jako, ali ne i uniformno.

Naime, ako jex = > 7o | (z, ex)er, ondaje (S*)"x = > 72, (x, entk)er paje ||(S*) z|* =
S or it {er)|?, a ovo ofito tezi u 0 za n — oo. S druge strane, ||(S*)"| =1, Vn € N,
pa niz ((S*)"), ne moze teziti u 0 po normi.

Da vrijedi S® % 0, vidljivo je iz [(S™x,y)| = |(z, (S*)"y)| < ||z ||||(S*)"y|| — 0, Yz, y €
I2. S druge strane, niz (S™),, uopée ne konvergira jako sto je vidljivo veé iz S"e; = e, 11, Vn.

Napomena 5.4.6 Norma je neprekidna s obzirom na uniformnu topologiju, a nije nepre-
kidna s obzirom na jaku i s obzirom na slabu topologiju u Hilbertovom prostoru.

Prva tvrdnja je trivijalna jer norma je neprekidna u svakom normiranom prostoru (tj. s
obzirom na topologiju koju sama inducira).

Za drugu tvrdnju dovoljno je naéi primjer niza operatora koji svi imaju normu jednaku
1, a koji (niz) jako konvergira u 0. To ée povlaciti da norma nije neprekidna s obzirom
na jaku operatorsku topologiju, a onda, a posteriori, ni s obzirom na slabu operatorsku
topologiju. Jedan takav niz je niz ((S*)"),, iz prethodnog primjera.

Ovdje ¢emo konstruirati jo§ jedan takav niz. Uzmimo ONB (e,), u Hilbertovom
prostoru H i pogledajmo zatvorene potprostore M, = span {e; : k > n}, n € N. Ocito je
My D My D ...iNg% M, ={0}. Ako s P, ozna¢imo ortogonalan projektor na M, onda
je [|Pall=11 P, > 0.

Napomena 5.4.7 Hermitsko adjungiranje kao preslikavanje s B(H) u B(H), gdje je H
Hilbertov prostor, je neprekidno u normi i u slaboj operatorskoj topologiji, a nije nepre-
kidno u jakoj operatorskoj topologiji. (U sve tri tvrdnje podrazumijevamo istu topologiju
u domeni i kodomeni.)

Zaista, jednakost |A* — B*|| = |A — B|| dokazuje uniformnu neprekidnost. Dalje,
jednakost |[(A*x,y) — (B*z,y)| = [(z, Ay) — (z, By)| = [(Ay, z) — (By, x)| pokazuje slabu
neprekidnost adjungiranja; naime, o¢ito imamo A, — A = A* 5 A*.

Konaé¢no, iz veé¢ poznatih tvrdnji (S*)” 2% 018" % 0 vidimo da adjungiranje nije
neprekidno preslikavanje u jakoj operatorskoj topologiji. O

Sljedeca propozicija govori o odnosu mnozenja operatora i konvergenciji nizova u ope-
ratorskim topologijama.
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Propozicija 5.4.8 Neka je H Hilbertov prostor te neka su A, B, A,, B, € B(H). Tada
vrijedi:

A,—~A1B,—~B— A,B, — AB,

A, 5 AiB,> B= A,B, > AB,

A, B AiB, 3 B#= A,B, = AB,

Dokaz: || 4, By~ AB| < | AnBu— AuB|+ | AuB— AB| < || Aull|1Ba— Bl + | Au— All|B].

Kako su nizovi (Ay), 1 (By)n ograniceni, ovo je dovoljno za dokaz prve tvrdnje.
Prakti¢no isti racun dokazuje i drugu tvrdnju; i ovdje je bitno da je svaki jako konver-

gentan niz ogranicen: ||(A4,B, — AB)z| < ||A,||||Bnx — Bz|| + ||An(Bz) — A(Bz)||.

Za dokaz treée tvrdnje dovoljno se sjetiti primjera ﬁ st 50, ()™ 5 0, ali

(S*)n8n = 1. 0

Napomena 5.4.9 Prva tvrdnja prethodne propozicije kaze da je mnozenje operatora
neprekidno u normi (tj. u uniformnoj topologiji). Treéa tvrdnja kaze da mnozenje nije
neprekidno u slaboj operatorskoj topologiji. Pitanje neprekidnosti mnozenja u jakoj ope-
ratorskoj topologiji jos uvijek je otvoreno; naime, ¢uvanje konvergencije nizova je nuzan, ali
opc¢enito ne i dovoljan uvjet neprekidnosti. Kad bismo znali da jaka operatorska topologija
zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti, to bi bilo dovoljno.

Sad ¢emo pokazati da je mnozenje operatora zaista diskontinuirano u ovoj topologiji.
Time ¢emo implicitno dokazati da jaka operatorska topologija ne zadovoljava prvi aksiom
prebrojivosti. Osim toga, imat ¢emo konkretan primjer funkcije koja postuje konvergenciju
nizova i unato¢ tome je diskontinuirana.

Najprije dokazimo sljedeéu pomoénu tvrdnju: skup No = {A € B(H) : A?> = 0} svih
nilpotentnih operatora indeksa 2 na Hilbertovom prostoru H takvom da je dim H = oo je
gust u jakoj operatorskoj topologiji. Pogledajmo bazi¢nu okolinu proizvoljno odabranog
operatora Ag: Bagay,..zc = {A € B(H) : || Aoz — Azl < €,4 = 1,...,k}. Smijemo
pretpostaviti da su vektori x1,x2, ...,z nezavisni, ¢ak ortonormirani. Naime, mozemo
izbaciti zavisne, preostale ortonormirati, smanjiti € i u danu bazi¢nu okolinu upisati manju
bazi¢nu okolinu s tim novim parametrima.

Oznagimo M = span {x1,...,z;} i pi§imo Agz; = a;j + b;, gdje je a; € M ib; € M+,
za sve j = 1,...,k. Sad za svaki j nadimo ¢; € M=+ takav da ¢; # 01 ||b; — ¢} < e
Stavimo y; = a; + ¢, j = 1,...,k. Sada je ocito ||Agz; — y;|| <€, j=1,...,k i pritom
je span{y1,...,yx} N M = {0} (sve ovo je bilo moguée zbog dim H = o0). Zbog ovog
zadnjeg podatka sada je dobro definiran operator A na H relacijama Az; = y;, Ay; =
0,7=1,...,k,i Az=0zasve z L x1,...,%k,¥y1,...,Yk. Jasno je da je A ogranicen i da
pripada danoj baziénoj okolini operatora Ay. Osim toga, o¢ito je i A% = 0.

Oznaéimo sada s ¢ : B(H) — B(H) kvadriranje: q(A) = A2. Ogito vrijedi Ny =
¢ 1({0}). Kad bi ovo preslikavanje bilo neprekidno u jakoj operatorskoj topologiji, onda
bi original ¢~ !(F) svakog zatvorenog skupa F bio zatvoren u jakoj operatorskoj topologiji.
Uocimo da je jaka operatorska topologija Hausdorffova pa su jednoc¢lani skupovi zatvoreni.
Kad bi, dakle, kvadriranje bilo jako neprekidno bio bi onda i skup Ny jako zatvoren.
Buduéi znamo da je skup Ny gust u jakoj operatorskoj topologiji, slijedilo bi Ny = B(H).
Kontradikcija.

© db 2021./2022.



5. Slabe topologije 97

Na kraju ovih razmatranja dokazujemo dva vazna rezultata o jakoj konvergenciji nizova
ogranic¢enih operatora na Banachovim prostorima.

Propozicija 5.4.10 Neka je X Banachov, a 'Y normiran prostor i (Ap), niz u B(X,Y)
takav da za svaki x € X postofi limp_ooAnx. Tada je s Ax := lim,_ o Anx definiran
ogranic¢en linearan operator A € B(X,Y) takav da je || A|| < liminf,_, || Axn]l-

Dokaz: Ocito, A je linearan operator. Iz teorema znamo da je niz (A, ), ogranicen.
Sada je [|Az| = limp—oo||Anz| < liminf, o0 || Anlllz|- O

Teorem 5.4.11 Neka su X i Y Banachovi prostori i (Ay)n niz u B(X,Y). Niz (Ay)n je
jako konvergentan ako i samo ako su zadovoljent sljedeci uvjeti:

(i) M = sup{||An| : n € N} < oco;
(i1) niz (Apx)y je Cauchyjev za sve x iz nekog fundamentalnog skupa E C X.

Dokaz: Uvjeti su o¢tio nuzni. Dokazimo dovoljnost.

Jer je prostor Y Banachov, postoji lim,, . A,z, Vr € E. Odavde odmah slijedi da
postoji i lim, yocAnz, Vr € spanFE. Sad za v € X i e > 0 nadimo x € spanFE sa
svojstvom ||v — z|| < e. Kako je niz (4,x), Cauchyjev, postoji ng takav da n,m > ng =
|Anz — Apz|| < €. Sada za sve n, m > ng imamo

|Apv—Apo| < [[Apv—Anz| +||Anz — Apz||+ || Amr — Apz|| < Me+e+Me = (2M +1)e.

To pokazuje da je i niz (A,v), Cauchyjev i zato i konvergentan jer je prostor Y potpun.
Preostaje primijeniti prethodnu propoziciju. O

Domaca zadaca 17
Zadatak 5.4.12 Pokazite da su jaka i slaba operatorska topologija Hausdorffove.
Zadatak 5.4.13 Pokazite da za niz (P,), iz napomene zaista vrijedi P, = 0.

Zadatak 5.4.14 Pokazite da svaka bazi¢na okolina ograni¢enog operatora Ag na Hilber-
tovom prostoru Bagz,..ane = {A € B(H) : ||Aozi — Azi|| < €,i = 1,...,n} u jakoj
operatorskoj topologiji sadrzi bazi¢nu okolinu Ba, e, . ¢, takva da su vektori eq,..., ¢
ortonormirani.

Zadatak 5.4.15 Neka je niz (e,), ONB Hilbertovog prostora H, te neka je, za n €
N, P, € B(H) ortogonalan projektor na jednodimenzionalan potprostor razapet s e,.

Dokazite da niz (2221 P,)i jako konvergira k jedini¢nom operatoru.

Zadatak 5.4.16 Neka je (M), niz medusobno ortogonalnih zatvorenih potprostora Hil-
bertovog prostora H takav da je H = @0, M,,. Neka je P,, € B(H) ortogonalan projektor
na M,, n € N. Dokazite da niz (22:1 P,)i jako konvergira k jediniénom operatoru.
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Zadatak 5.4.17 Neka je X separabilan Banachov prostor i (f,,), ograni¢en niz u X'.
Dokazite da postoje podniz (fpm))n i f € X' takvi da fp,) N f.

Zadatak 5.4.18 Neka je (z,), niz u separabilnom Banachovom prostoru X za koji pos-

toji € X sa sljedeéim svojstvom: za svaki niz funkcionala (fy,), iz X’ takav da f, wy I
vrijedi f(z,) — f(x). Dokazite da je tada z = lim,,_,o0 Tp,.

5.5 Drugi korijen i polarna forma

U ovoj tocki ogranicit ¢emo se na razmatranje operatora na Hilbertovom prostoru. Naj-
prije ¢emo primjenom rezultata prethodne tocke dokazati egzistenciju drugog korijena iz
pozitivno demidefinitnog operatora.

Definicija 5.5.1 Neka je H Hilbertov prostor. Za operator A € B(H) kaZemo da je
pozitivno semidefinitan i piSemo A > 0 ako je A hermitski i ako vrijedi (Az,x) > 0, Va €
H. Za A,B € B(H) definiramo uredaj s A< B< B—A>0.

Tipic¢an primjer pozitivno semidefinitnog operatora je operator A*A gdje je A € B(H)
proizvoljan. Dalje, uo¢imo da se u prethodnoj definiciji radi o parcijalnom uredaju. No
i ovdje mozemo govoriti o monotonim (tj. rastué¢im ili padajué¢im) nizovima operatora;
npr. reéi ¢éemo da niz (4,), raste ako vrijedi 4, < A,+1, Vn € N.

Teorem 5.5.2 Neka je (A,), monoton i ograniéen niz hermitskih operatora na Hilberto-
vom prostoru H. Tada niz (Ay,), jako konvergira prema hermitskom operatoru A € B(H)
i pritom vrijedi A, < A (odnosno A, > A) za sve n € N. Osim toga, ako oznacimo
M := sup{||An|| : n € N}, vrijedi i |A]| < M.

Dokaz: Pretpostavimo da je A, < A,11,Vn € N. Uocimo da za sve x € H vrijedi
(Apz,x) = (v, Apz) = (Apz, x), Sto pokazuje da je za sve x niz ((Apz,)), realan. Osim
toga, pretpostavka A, < A,11 povlaci da taj niz raste. Konacno, iz Cauchy - Schwarzove
nejednakosti slijedi |(A,z,z)| < M||z||?. Zato za sve x € H postoji lim, oo (Ap, ).

Uzmimo sad m > n i uo¢imo da je formulom [z,y] = ((A,, — Ap)x,y) zadan jedan
pozitivno semidefinitan hermitski funkcional na H. Prema tvrdnji zadatka iza
takve funkcionale vrijedi Cauchy - Schwarzova nejednakost. Zato imamo

(A = An)z, 9)[* < (A = An)z, 2){(Am = An)y, ) < 2M |ly|> (A, 2) — (Apz, ).
Sad u dobivenu nejednakost uvrstimo y = (4,, — 4, )z. Slijedi
|Apmz — Apz||* < 2M|| Az — Anz|?((Amz, z) — (Apz, ),

a odavde imamo

|Amz — Anaz:”2 <2M ((Apx, ) — (Apz, x)).
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Dakle, niz (A,x), je Cauchyjev niz, za sve x iz H. Sad mozemo primijeniti teorem
postoji A € B(H) takav da vrijedi Az = lim,,,oc Anx, Vo € H. Taj je operator hermitski
jer za sve vektore x i y vrijedi: (Az,y) = lim, oo (Anx,y) = lim, ooz, Apy) = (x, Ay).
Konaéno ako u nejednakosti (A, z, x) < (Apx,z), Vn < m,Vz € H pustimo m — oo dobit
¢emo (Anpz,z) < (Ax,z), Vo € H.

Posljednja tvrdnja slijedi iz propozicije [5.4.10 O

Sad smo u moguénosti dokazati da svaki pozitivno semidefinitan ograni¢en operator na
Hilbertovom prostoru posjeduje pozitivno semidefinitan drugi korijen. Prije toga uo¢imo
da je zbroj dva pozitivno semidefinitna operatora takoder pozitivno semidefinitan operator
te da za A € B(H) vrijedi A > 0 = A" > 0, Vn € N. Zaista, (A%z,z) = (AFz, AFz) >0
i (A%Hlg 2y = (A(AFz), A¥z) > 0. Posebno, mozemo zakljuéiti: ako je A pozitivno
semidefinitan operator, a p polinom s nenegativnim koeficijentima, onda je i p(A) pozitivno
semidefinitan operator.

Teorem 5.5.3 Neka je H Hilbertov prostor i A € B(H), A > 0. Tada postoji jedinstven
operator B € B(H) takav da je B > 0 i B> = A. Ako za operator C € B(H) vrijedi
AC = CA onda je i BC =CB.

Dokaz: Smijemo uzeti da je [|[A|| < 110 < A < I. Naime, ako tako nije, mozemo
promatrati operator ﬁ. Taj oCito ima normu 1 i zadovoljava ﬁ < I zbog (H/A‘%”x, x) <
||ﬁ||||x”\|x|| = (z, x), najprije za svaki = takav da je ||z|| = 1, a onda i za svaki z.

Stavimo D = I — A > 0 i definiramo niz hermitskih operatora (4,), s 41 = 0 i
Ani1 = %(D + A2%), n € N. O¢ito je A, = pn(D) pri ¢emu su p,, polinomi s nenegativnim
koeficijentima: pp4+1(t) = %(t + pu(t)?). Stavimo ¢, = ppi1 — pn. Tada je Apiq — A, =
gn(D). Uotimo da je q1(D) = Ay — Ay = 3D, dok za n > 2 imamo

. (t+pa_i1(t)?) =

%®=mﬂw—m®=%WHmmyi

S om0 = -1 (7) = 5 (alt) + a1 () (on0) = a1 (1) =

L on®) 4 P (D) (1),

Odavde indukcijom slijedi da su i koeficijenti polinoma ¢,, n € N, nenegativni. Prema
opasci prije iskaza teorema sad zaklju¢ujemo da je A, > 01 Apy1 — An >0, tj. Apyr >
Ay, Vn € N.

Zbog 0 < A < I imamo 0 < D < I, a prema propoziciji [2.2.14 odavde je || D|| < 1. Sad
indukcijom lako zakljuéujemo da je i |A,|| < 1, Vn € N. Naime, ||A,41]| = 3[|D + A2|| <
LD + | Aa]2) < 1.

Prema prethodnom teoremu sad postoji hermitski operator 7' € B(H) takav da je Tax =
limy, oo Anz, Vo € H, A, <T,Vn € N1 ||T]| < 1. Jo§ uotimo: jer je ||A,|| <1, Vn € N,
imamo (A,x,z) < [|An|l|z||lz]] < (x,z) odakle slijedi i (T'z,z) = limp,oo(Apz,z) <
(x,z), Ve e H, tj. T < I.

Uzmimo da operator C' € B(H) komutira s A. Tada je i CD = DC, zato je i CA,, =
A, C,Vn € N, a onda za svaki ¢ € H imamo CTxz = lim,,_,.ocCApx = lim,,_scA,Cz =
TCx. Dakle, vrijedi CT = TC. Posebno, odavde je AT =TAi A, T =TA,, Vn €N.
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Nadalje, iz propozicije slijedi i 7?2 = lim, ,ooA%z, Vo € H. Zato za svaki
x € H imamo Tx = lim, oo Api12 = %(Dw + lim,, 00 A27) = %(Dw + T?z). Odavde je
T? - 2T = —D = A — I, odnosno (I — T)? = A. Dakle, ako stavimo B = I — T, onda je
BQ:A,azbongfimamoBZ().

Preostaje pokazati da je B jedinstveni operator s tim svojstvima. Uzmimo da vrijedi
C > 0iC? = A. Sad najprije CA = AC povlaci BC = CB. Za proizvoljno odabran z € H
stavimo y = Cz — Bz. Tada je (Cy,y)+(By,y) = (C+B)y,y) = (C+B)(C—B)z,y) =
((C? = B?)a,y) = 0.

Odavde je (Cy,y) = 01 (By,y) = 0. Neka je K € B(H) takav da je K > 0 i
K? = C. Tada je 0 = (K?y,y) = ||K?yl|, odnosno Ky = 0. To odmah povlaci Cy = 0.
Sasvim analogno dobivamo i By = 0. Konaé¢no, odavde imamo (y,y) = (y,Cx — Bx) =
(Cy,z) — (By,x) = 0. Dakle, vrijedi y = 0, tj. Cz = Buz. O

Korolar 5.5.4 Neka je H Hilbertov prostor i neka za operatore A, B € B(H) wvrijedi
A>0,B>01iA?>= B2 Tada je A= B.

Korolar 5.5.5 Neka je H Hilbertov prostor i neka za operatore A,B € B(H) wvrijedi
A>0,B>0iAB = BA. Tada je AB > 0.

Dokaz: Operator AB je hermitski zbog (AB)* = B*A* = BA = AB. Neka je C € B(H)
takav da je C > 01 C? = B. Posebno je i CA = AC, a odatle je AB = AC? = CAC §to
povla¢i (ABz,z) = (ACxz,Cxz) > 0, za sve x € H. O

Korolar 5.5.6 Neka je H Hilbertov prostor i neka su A, B,C € B(H) hermitski operatori
koji medusobno komutiraju. Ako je C >0 i A < B onda je i AC < BC.

Dokaz: Zbog B — A > 0 i prethodnog korolara vrijedi C(B — A) > 0. O

Primjer 5.5.7 Prirodno je operator B iz prethodnog teorema oznacavatis v A. Medutim,
primijetimo da drugi korijen ne mozemo naci za svaki ograni¢en operator, ¢ak i ako odus-
tanemo od zahtjeva da taj operator bude pozitivno semidefinitan. Na primjer, ako je
S € B(¢?) operator jednostranog pomaka, ne postoji operator A € B(¢?) za koji bi vrije-
dilo A2 = S.

Zaista; dokazat ¢emo, $to je ekvivalentno, da ne postoji operator A € B(H) takav da
je A2 = S*. Pretpostavimo suprotno: neka za A € B(H) vrijedi A2 = S*. Oznacimo
M = Ker S*. Iz M = (Im S)* slijedi M = span {e;}. Kako je Ker A C Ker A? = Ker S*,
imamo dim Ker A < 1. Kad bi bilo Ker A = {0}, operator A bi bio injektivan, no tada bi
i A?2 = S* bio injektivan. Zato je Ker A = M.

Dalje, jer je S* surjektivan i A2 = S*, zakljuc¢ujemo da je i A surjektivan. Posebno,
M C Im A, pa postoji vektor x € H takav da je Ax € M i Ax # 0. Sad je A(Ax) =0
jer je M = Ker A; dakle, S*z = 0. Odavde slijedi x € M. Madutim, onda je i Ax = 0.
Kontradikcija.
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Ako je A € B(H) hermitski operator na Hilbertovom prostoru H, ocito je A% > 0,
pa prema prethodnom teoremu mozemo naci VA2, Takoder je oCito da za operatore
Ay = 4(VA2 4 A) i AL = (VA2 - A) vrijedi A = Ay — A_. Moze se pokazati da vrijedi
iA; >01iA_ >0, no taj dokaz izostavljamo. Dodatno, za svaki T' € B(H) mogu se naéi
hermitski operatori A i B takvi da je T = A + iB pa iz toga zakljucujemo da se svaki
ograni¢en operaptor moze zapisati kao linearna kombinacija 4 pozitivno semidefinitna
operatora.

tenciji drugog korijena iz pozitivno semidefinitnog operatora: polarnoj formi.

Definicija 5.5.8 Neka su H i K Hilbertovi prostori. KaZemo da je operator V € B(H, K)
parcijalna izometrija ako je V|(Kerv)L 1zometrija.

Lako se vidi da je adjungirani operator S* operatora jednostranog pomaka S € B(£2)
parcijalna izometrija. I svaki ortogonalan projektor je parcijalna izometrija. Jasno, i svaka
izometrija, pa onda i svaki unitaran operator su parcijalne izometrije.

Teorem 5.5.9 (Polarna forma) Neka su H i K Hilbertovi prostori i A € B(H, K). Tada
postoje parcijalna izometrija V- € B(H, K) i pozitivno semidefinitan operator T € B(H)
takvi da je A = VT. Posebno, ako je H = K i ako je operator A normalan, onda se V
moZze izabrati kao unitaran operator.

Dokaz: Uoc¢imo da je A*A > 0 i stavimo T = v A*A. Tada imamo
|Az|)? = (Az, Az) = (A* Az, 2) = (T°z,z) = (Tx,Tx) = | Tz|?

odakle slijedi Ker A = KerT.

Definirajmo sad preslikavanje Vi : Im7T — Im A formulom V;(Tz) = Az. Ako je
Tx =Ty ondajex —y € KerT = Ker A pa je i Ax = Ay. Dakle, V; je dobro definirano.
Ocito, V; je i linearno preslikavanje i vrijedi Im V; = Im A.

Dalje, za Tz € Im T imamo

(Vi(Tx),Vi(Tz)) = (Azx, Az) = (A* Az, z) = (T?z,z) = (Tz,Tx)

sto pokazuje da je Vi izometrija. Zato se V; moze prosiriti do izometrije Vo : Im T — Im A.

Konaéno, uo¢imo da je H = Ker T@Im T i oznacimo s P € B(H) ortogonalni projektor
na Im7. Stavimo V = Vo P. Tada je operator V parcijalna izometrija i vrijedi A = VT jer
se operatori A i VT oc¢ito podudaraju i na KerT i na Im 7T, pa onda, zbog neprekidnosti
inaImT.

Ako je A € B(H) normalan operator onda A*A = AA* povladi ||Az|| = ||A*z||, Vo € H.
Zato je Ker A* = Ker A = KerT i ImA = (Ker A*)+ = (Ker A)* = (KerT)+ = ImT.
Dakle, u ovom slucaju je Vo unitaran operator na prostoru Im 7.

Ako sad definiramo U kao operator koji na Im T djeluje kao V5, a na Ker T kao identitet,
onda je U ocito unitaran operator i vrijedi A = UT. O
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Napomena 5.5.10 Uoc¢imo da je u drugom dijelu dokaza bilo mogucée uzeti da V' djeluje
kao identitet na KerT upravo zato sto je Ker A* = Ker A = KerT'. U stvari, mogao bi
se uzeti proizvoljan unitaran operator na KerT. U prvom dijelu dokaza, kad je A bio
proizvoljan operator (ne nuzno normalan) korespodentni prostori su Ker 7" i Ker A*, a oni
nisu nuzno jednakih dimenzija, te medu njima ne mora postojati unitaran operator.

Napomena 5.5.11 Uoc¢imo da svaki ograni¢en operator A € B(H, K) dopusta i prikaz
oblika A = T1V; gdje je Vi parcijalna izometrija i 77 > 0. To je jednostavna posljedica
prethodnog teorema primijenjenog na oparator A*; potrebno je samo hermitski adjungirati
jednakost A* = VT, tj.uzetiTy =T 1V; =V*.

Domaca zadaca 18

Zadatak 5.5.12 Neka su H i K Hilbertovi prostori. Dokazite da je slika parcijalne izo-
metrije V € B(H, K) zatvoren potprostor od K.

Zadatak 5.5.13 Neka su H i K Hilbertovi prostori. Dokazite: V' € B(H, K) je parcijalna
izometrija ako i samo ako je V* parcijalna izometrija.

Zadatak 5.5.14 Neka su H i K Hilbertovi prostori. Dokazite: V' € B(H, K) je parcijalna
izometrija ako i samo ako je operator P = V*V ortogonalni projektor. Tada je KerV =
KerPiImV* =1ImP.

Zadatak 5.5.15 Neka je H Hilbertov prostor, te neka su P; i P, ortogonalni projektori
na zatvorene potprostore M; i M, prostora H. Dokazite da su tada sljedete tvrdnje
medusobno ekvivalentne:

(a) Ml 1 MQ;
) P1P2 = 0;

d) Pi(Ma) = {0};
(e) Po(My) = {0}.

Zadatak 5.5.16 Neka je H Hilbertov prostor, te neka su P, i P» ortogonalni projektori
na zatvorene potprostore M; i Mo prostora H. Dokazite da su tada sljedete tvrdnje
medusobno ekvivalentne:

(a) P < Py;
(b

(b
(C) P2P1 = 0;
(

[Prz| < ||[Pox]], Vo € H;

(c) My C My;
(d

)
)
) PPy = Py;
)

(e P1P2 = Pl.
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6 Ograniceni operatori na Banachovim prostorima

6.1 Teoremi o otvorenom preslikavanju i zatvorenom grafu

Ako je A linearan, bijektivan i ogranicen operator izmedu normiranih prostora, inverzni
operator A~! je takoder linearan i bijektivan. Medutim, opéenito se ne moze zakljuciti da
je itaj operator ogranicen. To Ce ipak biti slu¢aj uz dodatne pretpostavke na prostore i ta
je tvrdnja poznata pod imenom Teorem o inverznom preslikavanju. Zajedno s dva teorema
iz naslova ove tocke taj teorem ¢ini tercet klasi¢nih rezultata o ograni¢enim operatorima
na Banachovim prostorima koji se najceS¢e navode i dokazuju u paketu.

Mi ¢emo najprije posebno razmotriti operatore na Hilbertovim prostorima. Zapoéinje-
mo s lemom koja nema direktne veze s navedenim rezultatima (i koja je zapravo posljedica
teorema uniformne ogranicenosti).

Lema 6.1.1 Neka su H i K Hilbertovi prostori i A € B(H, K) surjekcija. Tada je A*
odozdo ogranicen.

Dokaz: Promotrimo skup S = {y € K : ||A*y|]| = 1}. Uoc¢imo da je skup S slabo
ograniCen. Zaista, za proizovljan z € K najprije nadimo x € H za koji je Ax = z, a tada
za svaki y € S imamo

[y, 2)| = [y, Az)| = [(A"y, 2)| < |Ay[] - llz]| = ||=[].

Prema teoremu [4.3.7] (odnosno, teoremu [5.3.4)), skup S je ogranicen i jako, to jest i u
normi. Dakle, postoji konstanta C' > 0 za koju vrijedi

[A%yll =1 = [lyl] < C.

Sad uo¢imo da je zbog K = Im A @ Ker A* i surjektivnosti operatora A operator A*
injektivan. Zato je A*v #£ 0 za sve v # 0. Odavde za svaki v # 0 imamo HA*(W)‘ =1

a pokazali smo da to povlaci

AT ‘ < C, odnosno [|A*v| > &|lv]. m]

Teorem 6.1.2 Neka su H i K Hilbertovi prostori i neka je A € B(H, K) bijekcija. Tada
je i A~ ogranicen operator.

Dokaz: Pogledajmo operator A*; iz bijektivnosti operatora A i jednakosti H = Ker A ®
ImA* i K = Ker A* @ Im A vidimo da je A* injekcija s gustom slikom. Prema lemi
A* je odozdo ogranicen. Iz tvrdnje zadatka sada slijedi da A* ima zatvorenu sliku;
dakle, da je A* zapravo bijekcija. Osim toga, ako s B ozna¢imo inverz od A*, imamo
|A*(By)|| > m||Byl, Vy € K; tj. | Byl < L|ly|, Vy € K. Dakle, imamo ograni¢en opera-
tor B za koji vrijedi A*B = BA* = I. Jer je B ogranicen, postoji B*. Kad adjungiramo
prethodnu jednakost, dobivamo B*A = AB* = [. Jer je inverzno preslikavanje jedins-
tveno, slijedi A=! = B*. To znaéi da je A~! ograni¢en operator. O

Pokazuje se da je prethodni teorem istinit i za Banachove prostore:
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Teorem 6.1.3 (Teorem o inverznom preslikavanju) Neka su X Y Banachovi prostori i
neka je A € B(X,Y) bijekcija. Tada je i A~! ogranicen operator.

Teorem dokazat ¢emo kao direktnu posljedicu jednako poznatog rezultata - te-
orema o otvorenom preslikavanju.

Podsjetimo se da se preslikavanje topoloskih prostora f : X — Y naziva otvoreno ako
je za svaki otvoren skup U C X i skup f(U) otvoren u Y.

Odmah uo¢imo: ako je f bijekcija onda je f otvoreno ako i samo ako je inverzno
preslikavanje f~! neprekidno. Naime, za svaki otvoren skup U vrijedi (f~1)~Y(U) = f(U).

Sljedeéa propozicija daje jednostavan kriterij otvorenosti za linearne operatore.

Propozicija 6.1.4 Neka su X i Y normirani prostori 1 A : X — Y linearan operator.
Neka za svaki r > 0 postoji § > 0 takav da je K(0,0) C A(K(0,r)). Tada je A otvoreno
preslikavange.

Dokaz: Uzmimo V C X otvoren i y € A(V). Tada je y = Az za neki z € V. Jer je
V' otvoren, postoji r > 0 takav da je K(xz,r) C V. Uoc¢imo da je K(x,r) =z + K(0,r).
Sad prema pretpostavci postoji § > 0 takav da je K(0,0) C A(K(0,7)). Odavde imamo
K(y,0) =y+ K(0,0) = Az + K(0,0) C Az + A(K(0,7r)) = A(K(x,r)) C A(V). O

Primjer 6.1.5 Pokazimo primjenom prethodne propozicije da je kvocijentno preslikava-
nje m : X — X/M otvoreno (gdje je X normiran prostor, a M njegov zatvoreni pot-
prostor). Tvrdimo da ovdje vrijedi K(m(0),7) C (K (0,7)). Da to provjerimo, uzmimo
m(xz) € K(m(0),r). Dakle, ||7(z)|| < r. Prvo nadimo € > 0 takav da vrijedi |7 (z)||+€ < .
S druge strane, po definiciji infimuma postoji a € M takav da je ||z —al| < ||7(z)||+€ < r.
Jasno je da vrijedi  —a € K(0,7) i m(z — a) = w(x). Dakle, w(x) € w(K(0,7)).

Teorem 6.1.6 (Teorem o otvorenom preslikavanju) Neka su X i Y Banachovi prostori i
neka je A € B(X, K) surjekcija. Tada je i A otvoreno preslikavanje.

Jasno je da teorem trivijalno slijedi iz prethodnog teorema o otvorenom preslika-
vanju: naime, ako je A € B(X,Y) ogranicena bijekcija Banachovih prostora, onda je prema
prethodnom teoremu A otvoreno preslikavanje, §to upravo znaéi da je A~! neprekidno.

Teorem o otvorenom preslikavanju ekvivalentan je jos jednom klasi¢cnom teoremu fun-
kcionalne analize - teoremu o zatvorenom grafu. Za svaki linearan operator medu normi-
ranim prostorima A : X — Y mozemo promatrati njegov graf I'(A) = {(z, Az) : x € X} C
X x Y. Pritom X x Y promatramo kao normiran prostor s normom ||(z,y)| = ||z| + [|y]|-
Sjetimo se da prema tvrdnji zadatka vrijedi: (z,y) = limy—o0(Zn, yn) ako i samo

ako je £ = lim, ooy 1 ¥ = limy,_0o¥n.

Teorem 6.1.7 (Teorem o zatvorenom grafu) Neka su X i Y Banachovi prostori i A :
X — Y linearan operator sa zatvorenim grafom. Tada je A ogranicen.

Prije dokaza da su sva tri navedena teorema medusobno ekvivalentna, korisno je zabi-
ljeziti sljede¢u opasku.
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Napomena 6.1.8 Neka su X i Y normirani prostori i A € B(X,Y). Tada postoji jedin-
stven operator A € B(X/Ker A,Y) takav da vrijedi A = A. Operator A je injekcija i
vrijedi Im A = Im A.

Zaista: A se definira formulom A([z]) = Az. Jasno je da je A dobro definiran jer
[z] = [2'] povlaci & — 2’ € Ker A pa je Az = Az’. Operator A je ocito linearan. Pokazimo
da je neprekidan u tocki 0. Uzmimo otvoren skup V C Y koji sadrzi 0. Tada, jer A je
neprekidan, postoji otvoren skup U C X takav daje 0 € Ui A(U) C V. Jer je m otvoreno
preslikavanje, i skup 7(U) je otvoren. Pritom vrijedi A(w(U)) = A(U) C V.

Druga tvrdnja je trivijalna. O

Teorem 6.1.9 Teoremi|6.1.5,16.1.64|6.1.7 su medusobno ekvivalentns.

Dokaz: Pretpostavimo prvo da vrijedi teorem [6.1.7] i dokazimo teorem [6.1.6] Uzmimo
surjektivan linearan operator A € B(X,Y"), pri ¢emu su X i Y Banachovi prostori. Najprije
primijetimo da je operator A iz prethodne napomene bijektivan.

Promotrimo operator G : Y — X/Ker A definiran s G(Az) = [z]. Operator G je
dobro definiran; ako je Az = Az’ onda je x — 2’ € Ker A pa je [z] = [2/]. Jasno je da
je G linearan, te da je G zapravo inverz operatora A. Pokazimo da je graf operatora G
zatvoren.

Neka je ((Yn, [xn]))n niz u I'(G) koji konvergira k (y, [z]). Prije svega, jer je (yn, [zn]) €
I'(G), imamo G(y,) = [z,], odakle je Az, = y,, za sve n € N. Nadalje, pretpostavljena
konvergencija znaci da y, — y i [z,] — [z]. Ovo drugo povlaéi ||[z, — z]|| — 0, odnosno
inf{||z, —x —v|| : v € Ker A} — 0. Zbog toga mozemo naéi niz (vy), u Ker A takav da
|xn —x — vy,]| = 0. Odavde zaklju¢ujemo da x,, — v, — x. Kako je A neprekidan, slijedi
A(xy — vn) — Az, a jer je vy, € Ker A, to znacéi Az,, — Az. Jer je Az, = ypn, ¥n € N, ovo
mozemo pisati kao y, — Az. Buduéi da otprije znamo y, — y, mozemo zakljuciti da je
Az = y. Zato je (y, [z]) = (Az, [z]) € T'(G).

Time je pokazano da je graf operatora G zaista zatvoren. Jer su prostori X/Ker AiY
Banachovi, teorem [6.1.7| povlaci da je operator G neprekidan. Zato je njegov inverz, a to
je upravo A, otvoreno preslikavanje. Jer je A = A, i operator A je, kao kompozicija dva
otvorena preslikavanja, otvoreno preslikavanje.

Veé smo konstatirali da teorem povlagi[6.1.3

Preostaje pokazati da teorem povlaéi teorem Neka su prostori X i Y
Banachovi, te neka operator A € B(X,Y) ima zatvoren graf. Najprije uo¢imo da je I'(A4)
kao zatvoren potprostor Banachovog prostora X x Y i sam Banachov. Promotrimo sada
projekcije px : X XY — X, px(x,y) =z ipy : X XY =Y, py(x,y) = y. Jasno je da
su py i py ograniGeni i surjektivni linearni operatori. Stovise, p := px|r(4) : T'(4) — X
je ogranicena bijekcija. Prema teoremu ip7!: X — I'(A) je ograni¢en operator.
Sad uoc¢imo da je py(p~(z)) = Az, Vo € X. Dakle, i operator A kao kompozicija dva
ograniCena operatora je ogranicen. O

Slijedi dokaz teorema Za dokaz nam treba sljedec¢a lema.

Lema 6.1.10 Neka je X Banachov prostor i p polunorma na X. Ako za svaki konvergen-
tan red Y o0 xy u X wvrigedi p(d>_o07 xn) < Yo7 plan) € [0,00], onda postoji konstanta
C > 0 takva da vrijedi p(x) < Cllz||, Vo € X.
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Lemu ¢emo dokazati u sljedecoj tocki koriste¢i Baireov teorem.

Dokaz teorema Pretpostavimo da A nije ograni¢en. Uvedimo polunormu na
X formulom p(x) = ||Az|. Uo¢imo da ne moze postojati C' > 0 sa svojstvom p(z) <
C||z||, Yz € X jer to bi znacilo ||Az| < C||z||, Vo € X. Zato, prema prethodnoj lemi,
postoji konvergentan red > o2 x, u X za koji vrijedi p(3> 07 xn) > D oo p(xy). Sad
odavde zaklju¢ujemo da postoji € > 0 takav da je

p(Y ) =Y plan) +e (1)
n=1 n=1

Uoc¢imo da su obje strane u kona¢ne. Posebno, i red Y °7  p(xn) = Yooy [[Azy]|
konvergira pa, jer je prostor potpun, konvergira i S oo, Az,
) ) n=1
. . n . . _ n R .
Stavimo s, = > 7 x; i vy = Y304 Az; = As, zan € N. Oba ova niza su konver-
gentna, pa im limese oznacimo sa s i v, respektivno. Uoc¢imo da je

n n 00 00
lonll = 1 Azl < > Nl Azsl| < D l1Azsl| < p(Y ) —e=p(s) —e = || As| — <.
j=1 j=1 j=1 j=1

Odavde je
JAs = vl = | As] — fluall = <.

Dakle, v, ¢ K(As,¢e) odakle slijedi i v ¢ K(As,e). Posebno, v # As, §to znadi da
(s,v) ¢ T'(A). Kako imamo (sp, As,) — (s,v), zaklju¢ujemo da graf operatora A nije
zatvoren. Kontradikcija. O

Domaca zadaéa 19
Zadatak 6.1.11 Uz oznake iz napomene pokazite da je ||A| = || A]|.

Zadatak 6.1.12 Neka su || - || 1 || - |lp dvije norme na prostoru X, te neka je X potpun
s obzirom na obje. Ako postoji konstanta C' > za koju vrijedi ||z||, < C||z|p, Yz € X,
dokazite da su norme || - || 1 || - ||» ekvivalentne. Uputa: primijenite teorem

6.2 Baireov teorem i posljedice

Standardni dokazi teorema uniformne ograni¢enosti i teorema o otvorenom preslikavanju
baziraju se na Baireovom teoremu. To je rezultat iz teorije metrickih prostora i sam za
sebe je zanimljiv. U ovoj tocki dokazujemo Baireov teorem i pokazujemo na njemu gradene
dokaze spomenutih klasi¢nih rezultata funkcionalne analize.

Osnovni pojam u Baireovoj teoriji je pojam nigdje gustog skupa. Da ga uvedemo,
potrebno je najprije definirati nutrinu, odnosno interior skupa u topoloskom prostoru - to
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je pojam dualan pojmu zatvaraca. Za skup A u topoloskom prostoru X nutrina ili interior
Int A se definira kao najveéi otvoren skup koji je sadrzan u A. Odmah je jasno da je Int A
zapravo unija svih otvorenih podskupova od A. Uoc¢imo takoder da je A otvoren ako i
samo ako je A = Int A.

Definicija 6.2.1 Skup A C X u topoloskom prostoru X se zove nigdje gust ako je

Int(A) = (0. Skup S C X se zove skup prve kategorije ako je unija prebrojivo mnogo
nigdje gustih skupova. U protivnom se kaZe da je S druge kategorije.

Uotimo da je definicioni uvjet Int (4) = () ekvivalentan sa zahtjevom da je skup X \ A
gust u X. Zaista, uzmimo z € X ir > 0. Ako je kugla K (x,r) disjunktna s X \ A, onda je
K(z,7) C A, pa je interior skupa A o¢ito neprazan. Jednako se argumentira u obratnom
smjeru.

U svakom slucaju, intuitivno je jasno da je nigdje gust skup, Stovise, ¢ak njegov za-
tvarac, skup koji je vrlo razrijedeno smjeSten u prostoru.

Lema 6.2.2 Neka je X potpun metricki prostor, te neka je (Ay)n niz zatvorenih nigdje
gustih podskupova od X. Tada je U2 Ay, # X.

Oznac¢imo A = U2 1 A, 1V, = X\ A, n € N. Prema pretpostavci, skupovi V;, su otvoreni.
Jasno je da je V7 # () jer bi u protivnom bilo A; = X, §to nije, jer je A; nigdje gust. Jer je
V4 neprazan i otvoren, postoje z1 € X ir; > 0,71 < 1, takvi da je K(z1,71) C V1 (naime,
V1 sadrzi neku otvorenu kuglu, pa ako toj kugli smanjimo radijus, ta manja koncentri¢na
kugla ¢e zajedno s pripadaju¢om sferom biti sadrzana u V7).

Jer je Ay = A, nigdje gust, on ne moze sadrzavati ni jednu otvorenu kuglu, posebno,
ni K(x1,71). Dakle, vrijedi Vo N K (x1,71) # 0. Kako je taj skup otvoren, postoje xo € X
irg >0,19 < %, takvi da je K (z2,72) C Vo N K(x1,71).

Induktivno sad konstruiramo niz kugli K(x1,71) 2 K(x2,72) 2 ... K(zp,r0) 2 ... 8
radijusima r, < % takvih da vrijedi K (z,,7,) C Vy, ¥n € N.

Uotimo da za m,n > ng imamo Z,, Ty € K(Tng,Tn) Pa je d(zn, Tm) < % Dakle,
(xy,) je Cauchyjev niz u X. Neka je x = lim, oom,. Kako je x, € K(zn,rn), Vb > n,
zakljuéujemo da je x € K (z,,7,) C Vj, i taj je zakljucak tocan za svaki n € N. Dakle,
x & Ap, Vn € N, sto znaci da z &€ A. O

Na redu je Baireov teorem. Najcesce se citira u formulaciji ” potpun metricki prostor
je skup druge kategorije”, ali teorem zapravo daje viSe.

Teorem 6.2.3 (Baire) Neka je X potpun metricki prostor. Svaki neprazan otvoren pod-
skup U od X je skup druge kategorije.

Dokazimo tvrdnju najprije za U = X. Pretpostavimo suprotno tvrdnji teorema: neka je
X =UX A, int(A,) =0, Vn € N. Primijetimo da su i skupovi 4,, nigdje gusti i da je
pogotovo X = U A,. No, to je u izravnoj kontradikciji s prethodnom lemom.

Uzmimo sada proizvoljan neprazan otvoren skup U C X i pretpostavimo da je U =
U A, i Int(4,) = 0, Vn € N. Neka je K bilo koja zatvorena kugla u U. Tada je
K =U2(KNA,)iht(KNnA,) C Int(4,) = 0,Vn € N. Ovo je kontradikcija s

tvrdnjom dokazanom u prvom dijelu dokaza jer je i K potpun metricki prostor. O
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Korolar 6.2.4 Neka je X potpun metricki prostor i neka je (Uy)y niz otvorenih skupova
od kojih je svaki gust w X. Tada je i1 A =Ny, U, gust u X.

Pretpostavimo suprotno: neka postoje z € X i r > 0 takvi da je AN K(z,r) = 0. Opet
mozemo smanjiti radijus pa dobiti i jaci zakljucak; naime, A N K(z,r) = 0. Sada je
K(z,r) = K(z,r)\ A= K(z,r) \ (N2 U,) = U, (K(x,r)\ Uy,). Uotimo da je K(x,r)
potpun metricki prostor, te da su skupovi K(x,7) \ U, zatvoreni. Prema prethodnom
teoremu, bar jedan od tih skupova ima neprazan interior. Dakle, za neki m € N postoji
y € K(x,r)\ Uy, i postoji € > 0 takvi da je K(y,e) C K(x,7) \ Up. Drugim rije¢ima,
K(y,e) N Uy, = 0. No, to je nemoguée, jer Uy, je gust u X. O

Sad smo u moguénosti dokazati lemu [6.1.10

Dokaz leme Neka je, zan € N, A, = {z € X : p(x) <n} i F, = A,. Jer
je p polunorma, skupovi A4, i F,, su simetri¢ni (zbog p(—x) = p(x)) i konveksni (zbog
p(tz + (1 —t)y) < tp(z) + (1 — t)p(y)).

Kako je X potpun prostor i vrijedi X = U2 A, postoji n za koji je Int F, # ). Zato
postoje g € X ir > 0 takvi da je K(zo,7) C F,. Kako je K(—zo,7) = —K(xo,7), slijedi
i K(—xzg,7) C F,.

Sad, ako je ||z|| < r imamo xo+x € K(xo,7)iz—20 € K(—20,r); dakle, x+xo, z—x0 €
F,. Zbog konveksnosti je onda i z = 3(z — 29) + 3(z + 20) € F,. Ovime smo pokazali da
vrijedi K (0,7) C F,.

Sad zelimo dokazati da vrijedii K (0,r) C A,,. Uzmimo x takav da je |z| < r. Nadimo
p > 0 za koji je ||z|| < p < r i fiksirajmo neki g za koji vrijedi 0 < ¢ < 1 — 2. Primijetimo

da za tako odabran broj ¢ vrijedi 1 — ¢ > £, a odavde i ﬁg < 1.

Stavimo y = %aj. Tada je y € K(0,7) C F, = A, pa postoji yo € A, takav da je
Y — Yo|| < qr, odnosno —(y — Yg) € ,T). Dad mozemo nacl y; € A, takav da vrijedli
d ; K(0 Sad moz Ci A, takav d ijedi

H%(y —90) — w1]| < gr, odnosno ||y — yo — qui1|| < ¢*r. Induktivno konstruiramo niz
(k)2 u Ap za koji vrijedi |ly — > 0%, "yill < ¢™r. Dakle, vrijedi y = >, .

Prema pretpostavci sad vrijedi p(y) < > 72, Fplyr) < 1—iqn. Kako je z = 2y, imamo
p(z) < l%qfn < n; dakle, x € A,, §to smo i zeljeli dokazati.

Uzmimo sad proizvoljan z € X, x # 0 i stavimo A = 7—+

Tl 8die je € > 0 proizvoljno

odabran. Jasno je da vrijedi Az € K(0,7) C A,. Dakle, p(Hx”(”HE)x) < n, odnosno

pla) < L9 |q . 0

T

Primijetimo da smo ovime kompletirali razmatranja iz prethodne tocke u smislu da
su sada svi rezultati dokazani. U nastavku dajemo alternativne dokaze koji se direktnije
zasnivaju na Baireovom teoremu. Poc¢injemo s Banach - Steinhausovovim teoremom. U
stvari, ovdje éemo dokazati ¢ak nesto jacu tvrdnju od one navedene u teoremu [5.3.2

Teorem 6.2.5 Neka su X i Y normirani prostori, te neka je F C B(X,Y) proizvoljna
familija operatora s X uw Y. Pretpostavimo da postoji skup druge kategorije Xg C X sa
svojstvom da za svaki x € Xo vrijedi sup {||Tx| : T € F} < oco. Tada je i sup{||T|| : T €
F} < 0.
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Dokaz: Za T € F in € N stavimo G(T,n) = {x € X : ||Tz|| < n}. To su zatvoreni
skupovi pa je za svakin € N zatvoreni F,, = NperG(T,n) = {x € X : | Tz| < n,VT € F}.

Jasno je da vrijedi U2 F,, = {x € X :sup{||Tz|| : T € F} < oco}. Zato je, prema
pretpostavci, Xo C U2 | F,,. Kako je X skup druge kategorije, bar jedan F), (= F,) ima
neprazan interior. Dakle, postoje m € N, zp € X i r > 0 takvi da je K(xg,7) C Fy,.
Drugim rije¢ima, za sve x € K (zo,r) vrijedi | Tz| < m, VT € F.

Ako je ||z]| < r onda je x9 — z € K(xo,7) pa je, prema prethodnom, ||T(zo — )| <
m, VI € F. Odavde je ||Tz| < [|T(z — zo)|| + [|Tzo| < 2m, VT € F.

Naposljetku, ako je x € X, x # 0, onda prema prethodnom imamo HT(ﬁm)H <

2m, VT € F. Odavde je ||Tz|| < 22||z|, Vo € X,VT € F, tj. |T|| < 22, VT € F. O

Pokazimo sada kako se na temelju Baireovog teorema moze dokazati Teorem o otvore-
nom preslikavanju. Najprije trebamo sljede¢i tehnicki rezultat.

Lema 6.2.6 Neka su X i Y normirani prostori i neka je A € B(X,Y) operator takav
da je Im A skup druge kategorije w Y. Tada za svaki r > 0 postoji p > 0 takav da je
K(0,p) € A(K(0,7)).

Dokaz: Uzmimo proizvoljan r > 0. Iz (ocite) jednakosti X = Uy nK (0, 5) slijedi Im A =
Up2 1 nA(K(0,5)). Jer je Im A skup druge kategorije, bar jedan od skupova nA(K (0, 5))
ima neprazan interior. Dijeljenjem s n isti zakljucak dobivamo za skup A(K (0, 5)). Zato

A(K(0,5)) sadrzi otvorenu kuglu K(y,p) za neke y € Y i p > 0. Sada je K(0,p) =
K(y,p) —y S A(K(0,5)) —y S A(K(0,3)) — A(K(0,3)) € A(K(0,5) — K(0,5)) C
A(K (z,7)) O

Napomena 6.2.7 Dokaz teorema Prema prethodnoj lemi, za svaki ¢y > 0 postoji
do > 0 takav da je K(0,dp) sadrzana u A(K(0,¢)). Sad tvrdimo da mozemo ispustiti
znak zatvaraca ako udvostrucimo radijus, tj. da vrijedi K(0,d9) C A(K (0, 2¢p)).

Da to pokazemo, uzmimo niz (e,) pozitivnih brojeva takvih da vrijedi Y 7 €, < €o.
Primjenom prethodne leme mozemo naéi §; > 0 takav da je K(0,d1) C A(K(0,¢€1)). Dalje,
za broj €; mozemo naéi d2 > 0 takav da je d2 < 91 1 K(0,02) C A(K(0,€2)). Induktiv-
nim postupkom dolazimo do niza pozitivnih brojeva (d,) takvog da je lim, .6, = 0 i
K(0,6,) C A(K(0,€,)), Vn € N.

Uzmimo sad proizvoljni y € K(0,00). Zbog K(0,69) C A(K(0,¢)) postoji xg €
K (0, €p) za koji vrijedi ||y — Azo|| < §1. Odavde je y — Az € K(0,d1) C A(K(0,¢€1)). Zato
postoji 1 € K(0,¢;1) takav da vrijedi ||(y — Axo) — Az1|| < d2. Sad induktivno nastavimo
dalje. Tako dolazimo do niza (x,) u X takvog da je z, € K(0,¢,) i ||ly — Avp|| < dnt1,
gdje smo oznacili v, = > p_jxk. Jer je ||zn] < €, ¥n € N i jer je prostor X potpun,
red > >, x, konvergira k nekom vektoru z € X. Zbog neprekidnosti norme vrijedi
2| = limpsoo|lvn|| < limpoo D opoq €r = €0+ 2 poq €k < 2¢p. Dakle je z € K (0, 2¢).
Neprekidnost operatora A i & = lim,,_oov, povlace Az = lim, oo Av,. Sad iz ||y — Av,|| <
Op+1 1 limy, 006, = 0 slijedi y = Az. Time je dokazano K(0,d0) € A(K(0,2¢p)).

Preostaje pozvati se na propoziciju[6.1.4 O
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Na kraju, vratimo se jo$ jednom pitanju metrizabilnosti slabe topologije na normira-
nom prostoru. Pitanje glasi: postoji li metrika d na normiranom prostoru X za koju se
izvedena topologija podudara sa slabom topologijom na X? Drugacije re¢eno, postoji li
metrika d na X takva da kugle K(x,r) = {y € X : d(z,y) <r}, x € X,r > 0, ¢ine bazu
slabe topologije na X? Uoc¢imo da bi afirmativan odgovor implicirao da slaba topologija
na takvom prostoru X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti. Prisjetimo se da smo u
primjeru [5.3.7| pokazali da to nije slucaj na Hilbertovim prostorima beskonac¢ne dimenzije.
U stvari, takva je situacija i na svakom beskona¢no dimenzionalnom prostoru.

Lema 6.2.8 Neka su f, fi,..., fn linearni funkcionali na vektorskom prostoru X. Tada
je [ linearna kombinacija funkcionala f1,..., fn ako i samo ako je NI, Ker f; C Ker f.

Dokaz: Ako je f =", \ifi, tada je o¢ito N}, Ker f; C Ker f.

Pretpostavimo sada da je N_;Ker f; C Ker f. Bez smanjenja opcenitosti smijemo
pretpostaviti da je skup {f, fi,..., fn} linearno nezavisan. Definirajmo ® : X — F*+!
formulom ®(x) = (f(z), fi(z),..., fu(x)). Zbog NI ;Ker f; C Ker f vektor (1,0,...,0) ne
moze biti u slici od ®. Dakle, Im ® je pravi potprostor od F**1, te stoga postoji netrivi-

linearnih funkcionala mozemo zakljuciti:

I AL ) € FPPI {0} tako da je Av + Z)\lvi =0, V(v,v1,...,v,) € ImP.
i=1

Odavde je
M@+ Mifilx) = (Af + Z)\ifi> () =0, Vz € X,
=1 i=1

Sto zapravo znaci
n
A +D Nifi=0.
i=1

Kako je skup {f, f1,..., fn} linearno nezavisan, ne moze biti A = 0, pa slijedi

f=- Z %fz
i=1

Teorem 6.2.9 Slaba topologija na normiranom prostoru X je metrizabilna ako i samo
ako je dim X < oo.

Dokaz: Ako je dim X < oo teorem nam kaze da se slaba topologija na X podudara
s jakom, te stoga potjeCe ne samo od metrike, ve¢ od norme na X.

Pretpostavimo sada da na X postoji metrika d za koju se inducirana topologija podu-
dara sa slabom topologijom na X. Posebno, za sve k € N, kugle By, = {x € X : d(0,2) <
%} su bazi¢ni otvoreni skupovi u slaboj topologiji na X. S obzirom na izgled definicione
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baze okolina u 0 u slaboj topologiji na X, mozemo zakljuciti da za svaki k£ € N postoji
konacan skup funkcionala Fj, C X’ i pozitivan broj € tako da vrijedi

Up={xe X :|f(z)| < e, Vf € Fi.} C By.

Stavimo F' = UR2,. Pokazat ¢emo da ovaj prebrojivi skup algebarski generira X’. Tada
¢e prema tvrdnji zadatka slijediti da je prostor X’ kona¢nodimenzionalan, a onda
je zbog tvrdnje zadatka [£.2.14]i dim X < oo.

Preostaje, dakle, dokazati da skup F algebarski generira X’. Uzmimo g € X' i stavimo
U={ze€ X :|g(x) > 1}. Po definiciji, taj skup je otvorena okolina nul-vektora u slaboj
topologiji na X. Zato postoji k € N za koji vrijedi By C U, a tada jei Uy C U.
Neka je v € Ngcp Ker f. Tada je i f(Az) = 0,VA € F,Vf € F,. Posebno, vrijedi i
Az € U, CU, VA € F. To konkretno znaci da je |A||g(z)| < 1, VA € F. Slijedi g(z) =0, a
time smo pokazali da vrijedi Nyep, Ker f C Ker g. Prethodna lema nam sad kaze da je g
linearna kombinacija funkcionala koji pripadaju skupu Fj. O

Domacéa zadacéa 20

Zadatak 6.2.10 Neka je X Banachov prostor u kojem postoji niz (z,,), takav da se svaki
vektor = moze prikazati kao kona¢na linearna kombinacija vektora x,, n € N. dokazite
da je tada dim X < oo. Uputa: uocite da za potprostore M, = span{zi,...,x,}, n € N,
vrijedi X = U2, M, pa primijenite Baireov teorem. Napomena: ovo pokazuje da je
algebarska dimenzija beskonacnodimenzionalnog Banachovog prostora veéa od Ng.

Zadatak 6.2.11 Upotpunite dokaz leme tako da pokazete kako pretpostavka da je
skup {f1,..., fn} linearno nezavisan zaista nije smanjenje opéenitosti.

6.3 Dodatak: JoS o ekvivalenciji klasiénih teorema

Pokazali smo u tocki 6.1 (v. teorem da su teoremi o otvorenom preslikavanju, o
inverznom preslikavanju i o zatvorenom grafu medusobno ekvivalentni. Zanimljivo je
pitanje jesu li ta tri teorem ekvivalentna i s Banach - Steinhausovim teoremom uniformne
ogranicenosti (teorem [5.3.2]).

Pokazat ¢emo najprije da princip uniformne ogranic¢enosti povlaci teorem o otvorenom
preslikavanju (pa onda, a posteriori, i teorem o inverznom preslikavanju i o zatvorenom
grafu. Dokaz koji slijedi iznosimo prema biljesci N. Eldredgea iz diskusije na web stranici
Mathoverflow (http://mathoverflow.net/). Kljuéni korak se sastoji u dokazu leme [6.2.6]
na temelju principa uniformne ogranicenosti. Tada se, u nastavku, direktno primjenjuje
dokaz koji je izlozen u napomeni
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Zadatak 6.3.1 Neka su X iY normirani prostorii A € B(X,Y). Tada je za svaki m > 0
formulom
|yllm = inf{m|z|]| + ||z]| : z € Y,z € X, y = 2 + Az} (2)

definirana norma na Y.

Propozicija 6.3.2 Neka su X i Y Banachovi prostori i neka je A € B(X,Y) surjekcija.
Tada postoji 6 > 0 takav da je K(0,0) C A(K(0,1)).

Dokaz: Za svaki n € N ozna¢imo s Y;, prostor Y ekipiran s normom || - ||,, definiranom
formulom . Nadalje, promotrimo prostor kona¢nih nizova vektora iz Y

coo(Y) = {(¥n)n : Yn € Y, yn = 0,Vn > ng}

(pri ¢emu ng ovisi o nizu (yp)yn) s normom ||(yn)nl| = sup {||yn|l» : n € N}. Na ovaj nacin
coo(Y') postaje normiran prostor.
Nadalje, za svaki n € N promotrimo linearan operator S, : Y — coo(Y") definiran s

Sn(y) =(0,...,0,9,0,...)

(y na n-toj poziciji). Jasno je da za svaki y € Y vrijedi ||y|l» < n|ly|| pa je S, ogranicen
operator. S druge strane, A je surjektivan pa za svaki y € Y postoji x € X za koji je
Az = y; sada definicija norme || - ||, pokazuje da vrijedi i ||y||, < ||z||. To pokazuje da
je skup {||Sypy|| : n € N} ogranicen s ||z||, za svaki pojedini y € Y. Prema teoremu [5.3.2]
sada postoji C' > 0 takav da je [|S,| < C, Vn € N. (Ovdje je dobro primijetiti da prostor
coo(Y') nije potpun, ali u pretpostavkama teorema se niti ne trazi da je kodomena
Banachov prostor.)

Neka je § < &. Pokazat ¢emo da je K(0,6) € A(K(0,1)). Uzmimo y € Y takav da je
llyll < 6. Sada je

1yl = 1S3l < 1Sull Iyl < C8 < 1, ¥ € N,

Po definiciji norme || - ||,, to znaci da za svaki n € N postoje z, € Y i x,, € X takvi da je
Y = zn + Ay i nf|za]| 4 ||lzn|| < 1. Posebno, imamo i ||z,|| < % $to pokazuje da z, — 0.
To zajedno s y = z, + Az, povlaci Az, — y. Kako je ||z] < 1, slijedi y € A(K(0,1)). O

Primijetimo da smo ovime pokazali kako princip uniformne ogranic¢enosti povlaci te-
oreme o otvorenom preslikavanju, o inverznom preslikavanju i o zatvorenom grafu, Sto
znaci da se sva Cetiri teorema (u navedenim verzijama) mogu dokazati bez pozivanja na
Baireov teorem. Ipak, to ne trebalo sugerirati bilo kakvu intenciju ili potrebu da se Baireov
teorem zaobide. Naprotiv, taj teorem ima ¢itav niz korisnih i zanimljivih primjena i izvan
ovog okvira diskusije o klasi¢nim teoremima funkcionalne analize. Neke od tih zanim-
ljivih primjena Baireovog teorema mogu se naé¢i na http://math.stackexchange.com/
questions/165696/your-favourite-application-of-the-baire-category-theorem.

Pokazimo na kraju da su sva Cetiri spomenuta teorema zapravo medusobno ekviva-
lentni. Konkretno, pokazat ¢emo da se princip uniformne ograni¢enosti moze izvesti iz
teorema o zatvorenom grafu, te ¢e time, zajedno s prethodnom propozicijom i teoremom

krug biti zatvoren.
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Napomena 6.3.3 Neka je X Banachov, Y normiran prostor i (7}),c; C B(X,Y) familija
operatora s X u Y takva da za svaki x € X vrijedi sup {||Tjz|| : j € J} < oo. Tada iz
teorema o zatvorenom grafu slijedi da je i sup {||T}| : j € J} < oo.
Dokaz: Pretpostavimo najprije da je prostor Y potpun. Definirajmo prostor @;c;Y
kao skup svih preslikavanja s J u Y, j — y;, takvih da je sup{|ly;|| : 7 € J} < oo.
Definirajmo normu na @je;Y s [[(y;)jes]| = sup{||y;]l : 7 € J}. Lako se pokazuje da je
ovo zaista norma te da je u toj normi i ®;¢ ;Y Banachov prostor. Sad definirajmo operator
T:X — ®jcsY formulom Tz = (Tjx)je;s. Prema pretpostavci, T' je dobro definiran, to
jest T zaista poprima vrijednosti u prostoru @;e ;Y. Operator T je ocito i linearan.

Pokazimo da T ima zatvoren graf. U tu svrhu pretpostavimo da z, — = i Tz, —
(yj)jes. To povlacéi Tjx, — Tz, Vj € J, aiTjx, — y;, Vj € J. Zato je y; = Tjx, Vj € J.
Prema teoremu o zatvorenom grafu 7" je ograni¢en operator; dakle, postoji C' > 0 tako da
vrijedi

2] <1 = |[Tz]| < C,
to jest,
ol < 1= [Tyl < €, Vj € J;

dakle,
|75l < €, Vj € J.

Preostaje ukloniti pretpostavku o potpunosti prostora Y. Neka je sada Y samo normiran
prostor, Uzmimo originalnu familiju operatora (7}),c; € B(X,Y), pogledajmo upotpunje-
nje Y prostora Y i za svaki j € J uvedimo operator TJ : X — Y definiran s T]x = Tx (pri
¢emu interpretiramo da je Y C }7) Ocito i familija (Tj) jes zadovoljava istu pretpostavku
kao i familija (7});e;. Prema veé provedenom dijelu dokaza imamo ||Tj|| < C, Vj € J.
Preostaje primijetiti da je || T;|| = || T}, za sve j € J.
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7 Banachove algebre

7.1 Spektar i spektralni radijus

Definicija 7.1.1 Algebra (preciznije, asocijativna algebra) je vektorski prostor A nad po-
ljem F snabdjeven operacijom mnoZenja - : A x A — A koje ima sljedeéa svojstva:

1. a(bc) = (ab)c, Ya,b,c € A;
2. (Aa)b = a(Ab) = A(ab), Va,b € A,V € F;
3. a(b+c) =ab+ac, (a+b)c = ac+ be, Va,b,c € A.

Algebra je komutativna ako jos vrijedi i ab = ba, Ya,b € A.

Kaze se da je A algebra s jedinicom ako postoji e € A sa svojstvom ae = ea = a, Va € A.
Neprazan podskup B C A se naziva podalgebra od A ako je i B algebra s operacijama

naslijedenima iz A.

Tipi¢ni primjeri algebri su M, L(V), za vektorski prostor V', te B(X), za normiran
prostor X. Sve ove algebre imaju jedinicu. Opcenito, jedinica u algebri - ako uopée postoji
- je jedinstvena.

Podalgebra algebre s jedinicom ne mora sadrzavati jedinicu iz ambijentne algebre.
Medutim, podalgebra moze sadrzavati svoju vlastitu jedinicu. Kao primjer takve situacije

a1 aiz 0
mozemo uociti B = agy aze 0 | ra;; €Fp C Ms.
0 0 0

Definicija 7.1.2 KazZe se da je algebra A normirana algebra ako je A normiran vektorski
prostor, te ako norma na A jos zadovoljava

1. [|abll < llall[[bll, Va,b € A;
2. |le]| = 1 ukoliko je e jedinica u A.
Kaze se da je normirana algebra A Banachova algebra ako je A Banachov prostor.

Uoc¢imo da gornja definicija svojstvom (2) implicira da je svaka normirana algebra s
jedinicom netrivijalna. Ni u kojem drugom smislu uvjet (2) nije restriktivan. Naime, ako
A ima jedinicu, ¢im A # {0}, nuzno je e # 0. Tada, ako je || - || neka submultiplikativna
norma na A, imamo ||e]| # 0 i onda tu originalnu normu na A mozemo reskalirati tako da
u novodobivenoj normi (o¢ito ekvivalentnoj polaznoj) vrijedi i ||e]| = 1.

Primjer komutativne Banachove algebre je algebra neprekidnih kompleksnih funkcija
(C(K),|| - o) definiranih na kompaktnom prostoru K. Ako je X normiran prostor,
uobicajeno je algebru B(X) promatrati s operatorskom normom. Posebno, ako je X
Banachov, onda je B(X) primjer nekomutativne Banachove algebre s jedinicom. Primije-
timo usput: ako je H Hilbertov prostor, norma na B(H) zadovoljava i tzv. C*-jednakost

|A* Al = ||A||?, VA € B(H) (usp. zadatak [7.1.18).
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Propozicija 7.1.3 MnoZenje na normiranoj algebri je neprekidno preslikavanje.

Dokaz: Pokazat ¢éemo da je mnozenje i uniformno neprekidno na ograni¢enim skupovima.

Promotrimo A x A s normom ||(a,b)|| = max{|a|, ||b]|}. Neka je max{||al,||b]|} < M
i€ > 0. Odaberimo § = min{l, 5377}. Ako susada z,y € A takvi da je ||z —af < 4§ i
lly — b|| < ¢ onda imamo

lzy — abl| = [|(z — a)(y — b) + ay + xb — ab — ab|| <

|z —all ly — bl + llal| ||y — bl| + ||z — al| |b]] < 6% +2M§ < § +2M6 = (2M +1)5 < e.

|

Ako je A algebra s jedinicom, s G(A) ozna¢avamo grupu regularnih elemenata u A.
Pritom element a zovemo regularnim ako postoji b € A takav da vrijedi ab = ba = e. Lako
se pokaze da je takav element najvise jedan i on se onda zove inverz od a i oznacava s a~!.

Sjetimo se da za operator jednostranog pomaka S na Hilbertovom prostoru £? vrijedi
S*S = 11855 # 1. To pokazuje da za regularnost elementa a opéenito nije dovoljno
postojanje elementa b takvog da vrijedi samo jedna od jednakosti ab = e,ba = e. Ove

dvije jednakosti su medusobno ekvivalentne samo u konac¢nodimenzionalnim algebrama.

Propozicija 7.1.4 Neka je A normirana algebra s jedinicom. Tada je preslikavanje a —
a~! neprekidna bijekcija na G(A).

Dokaz: Najprije primijetimo da u ovoj tvrdnji G(A) shva¢amo kao metricki prostor s
metrikom d(a,b) = ||a — b||.

Neka je a € G(A). Uzmimo x € G(A) takav da vrijedi ||z — al| < ﬁ Tada je
_ _ _ _ _ _ _ _ 1. -
2= = lla™H I < lle™! = oMl = flo™ (= — @)™ < ll2™ [ |2 = all o™ < S [l=7 "]

Dakle, imamo ||z~ || < 2|la™!||. Ako se s ovim podatkom vratimo u prethodni ra¢un dobit

¢emo |27 —a™ || < 2[|a” |||z — all. 0

U svakoj algebri A su zbog asocijativnosti mnozenja dobro definirane potencije a™ za
a € Ain € N. Dodatno, ako A ima jedinicu, definira se a’ = e. Potencije a* s negativnim
cjelobrojnim eksponentima k definirane su (ocito) samo za regularne a. Posebno, ako je
A algebra s jedinicom, p(t) = >}, ait* polinom i a € A, dobro je definiran element
algebre p(a) = Y }_, axa®. Pridruzivanje p — p(a) je homomorfizam algebre polinoma i
A. Pritom mozemo uociti da se za svaki polinom p element p(a) nalazi u komutativnoj
podalgebri od A generiranoj s a i e.

Tvrdnja iduée propozicije poopcuje formulu za sumu geometrijskog reda u Banachovim
algebrama.

Propozicija 7.1.5 Neka je A Banachova algebra s jedinicom, te neka je a € A takav da
je |la|| < 1. Tada je element e — a regularan i vrijedi (e — a)™t =% ja™.
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Dokaz: Zbog |[a"| < |a||*, Vn € N, vrijedi limy,,o0a™ = 0, a red Y .2, a™ apsolutno
konvergira. Jer je A potpun prostor, postoji s = > > ja" € A.

Dalje, oéito vrijedi (e — a)(3p_ya®) = (X 1_ga¥)(e — a) = e — a™"!. Prelaskom na
limes kad n — oo dobivamo (e — a)s = s(e —a) = e. O

Propozicija 7.1.6 Neka je A Banachova algebra s jedinicom. Tada je grupa reqularnih
elemenata G(A) otvoren skup u A.

Dokaz: Uzmimo a € G(A) i z € K(Q,WLH). Tada je |le — a 'z|| = |la ! (a — 2)| <
la=||[la—=2]|| < 1. Prema prethodnoj propoziciji je e—(e—a~"'z) € G(A), tj. a tx € G(A).
Jer je G(A) grupa, mnozenjem s a dobivamo z € G(A). O

Napomena 7.1.7 U dokazu propozicije nije bilo nuzno da vrijedi ||a|| < 1; dovoljno
bi bilo znati da red > ||a"|| konvergira. Drugim rije¢ima, treba nam da red potencija
Yoo lla™|A™ konvergira za A = 1. Dakle, dovoljno je da radijus konvergencije toga reda

bude vedi od 1, tj. da vrijedi limsuana”H% <1

Definicija 7.1.8 Neka je A norminlma algebra i x € A. Spektralni radijus elementa x
definira se kao broj v(zx) = inf{||z"||= : n € N}.

Teorem 7.1.9 Neka je A normirana algebra. Tada vrijedi:
(a) Niz (Hx””%)n je konvergentan i v(z) = limn_mon”H%, Vo € A.
(b) 0 <v(z)<|z|, Vz € A.
(c) viaz) = |alv(z), Ya € F,Vx € A.
(d) v(zy) =v(yz), Yo,y € A.
(e) v(z¥) = v(x)*, Vo € A, Vk € N.
(f) Ekvivalentne norme daju iste spektralne radijuse.

Dokaz: Neka je x € A i€ > 0. Po definiciji spektralnog radijusa, postoji m € N takav da
vrijedi meH% < v(z)+ ¢, odnosno ||z™| < (v(z) + €)™.

Fiksirajmo taj m i pisimo sve n € N u obliku n = p,m + ¢, pri ¢emu je p, € NU {0}
ig, €{0,1,...,m —1}. Sad iz jednakosti 1 = p,"* + qm% odmah zaklju¢ujemo da je
lim,p, 7 = 1.

Sad primijetimo da je

7| = [laPm | < 2™ P )™ < (v(x) + €l

odakle odmah slijedi
1 m 1
"= < (v(2) + )P [Jf| .
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Odavde zakljuc¢ujemo da je

m

limsup, ||z"||» < limsup, (v(z) + €)P* 7 ||z]|%n = lim, (v(z) + €)P" 7 ||z]|" " = v(z) +e.
Jer je € bio proizvoljan, ovo povlaéci
limsup, [|z"||* < v(z) = inf{||z"||" : n € N} < liminf,, ||| .

Ovo je dovoljno za dokaz tvrdnje (a). Tvrdnje (b) i (c) su ocite.
Dokazimo (d). Za sve z,y iz A i svaki prirodan broj n imamo (xy)"*! = z(yx)"y §to
povlaci ||(zy)" || < [|z[| [|(y=)"|| [lyll, a odavde je

1 1 1._.n_
1Gy)™ FHI= < (]| 1y l]) = (| (ya)™ || =) =

Prelaskom na limes kad n — oo slijedi v(zy) < v(yx). Po simetriji zakljuéujemo da vrijedi
i obratna nejednakost.
Za dokaz tvrdnje (e) imamo sljedeéi niz jednakosti:
. FR 1
p(a®) = limy oo |2 |7 = Lm0 (2" ||7F)* = v(2)".
Konaé¢no, da dokazemo (f) uzmimo da vrijedi m||z||o < ||z]|s < M||z||q za sve z € A
i neke m, M > 0. Tada za svaki prirodan broj n imamo mljz"||, < ||z"|p < M||2"||a, a

1 1 1
onda i m%Hw”H&L < ™y < M%Hx”Hg Preostaje pustiti n — oo. O

Korolar 7.1.10 Neka je A Banachova algebra s jedinicom te neka za a € A vrijedi v(a) <

1. Tada je e — a regularan i vrijedi (e — a)™t = Yo% a".

Dokaz: Tvrdnja slijedi direktno iz napomene i tvrdnje (a) prethodnog teorema. O

Definicija 7.1.11 Neka je A algebra s jedinicom i a € A. Spektar elementa a se definira
kao skup o(a) = {\ € F : a — Ae nije reqularan }.

Sljededi teorem je fundamentalan za teoriju Banachovih algebri. Ujedno, tvrdnja mu
opravdava i ime spektralni radijus za broj v(a). Primijetimo da se u pretpostavkama
teorema ogranicavamo na polje C.

Teorem 7.1.12 Neka je A kompleksna Banachova algebra s jedinicom i a € A. Tada je
o(a) neprazan i kompaktan skup i pritom vrijedi v(a) = maz{|\| : A € o(a)}.

Dokaz: Uzmimo A € C takav da je [A| > v(a). Tada je v(3a) < 1 pa je prema korolaru
element e— %a regularan. Tada jei e —a = A\e(e— %a), kao produkt dva regularna
elementa, regularan.

Dakle, o(a) € K(0,v(a)). Posebno, o(a) je ograni¢en skup. Dokazimo da je i zatvoren.
Uzmimo p € C\ o(a). Nadimo najprije € > 0 za koji vrijedi implikacija ||z — (ue — a)|| <
e = x € G(A); takav € postoji jer je pe —a € G(A), a skup G(A) je otvoren. Jasno je da
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za A € C takav da je |A — p| < e vrijedi [|[(Ae — a) — (ue — a)|| < € pa je element Ae — a
regularan. Drugim rije¢ima, K (u,e) C C\ o(a).

Preostaje pokazati da je o(a) N{\ € C: |A\| =v(a)} # 0.

Promotrimo prvo sluc¢aj v(a) = 0. Ovdje trebamo pokazati da je 0 € o(a), tj. da a nije
regularan. Pretpostavimo suprotno: a € G(A). Tada za sve n imamo e = a™(a™!)" §to
povlaci 1 < [[a”||||(a=)"||, pa onda i 1 < [|a®|| [|(a=1)"||=. Odavde je 1 < v(a)v(a~l), a
to je u kontradikciji s v(a) = 0.

Uzmimo sada da je v(a) > 0 i ozna¢imo v(a) = v. Pretpostavimo ponovo da je
og(a)N{\ € C: |\ =v} = 0. Tada otvoren skup C \ o(a) sadrzi zatvoren kruzni vijenac
K={\AeC:v <X<v+1} Na K mozemo promatrati funkciju f : K — G(A)
definiranu s f(\) = (e — %a)_l. Kako je f neprekidna a K kompaktan, f je i uniformno
neprekidna na K. Dakle:

Ve > 045 > 0 tako da A\, A\s € K, ’)\1 — )\2‘ <= Hf(>\1) — f()\Q)H < €. (1)
Uocimo sada, za n € N, sve n-te korijene iz 1: w; = e%, wo = w%, owy, =wl =10 Za
svaki j = 1,2,...,n imamo

1 1 1 1
1-A"=1——XA"=(1-—N1+—A+ 5\ +...

AP 1)
. . n—
wj Wy Wy wj U}]

1

Ako sada u ovoj jednakosti zamijenimo A s %a dobivamo

1 11 L L 99 —(n—1) _n—1
e——a"=(e———a)le+ —Aa+—5A"“a"+... A~ (=D gn=1y,
AT = wj A Je+ (0 + w? e wh ! )
J J
Uzmimo sada A € K i uo¢imo da je tada i w;jA € K. Zato je element e — i/\a regularan
i(e— wi% )"t = f(wj)). Osim toga, izrazi u zagradama na desnoj strani prethodne

jednakosti o¢ito komutiraju. Zato tu jednakost mozemo pisati u obliku

1 1 1 1
+—X"ta+ 7)\72@24—. AT = (e——a")f(w;A) = f(w;\)(e—
w

n
a).
. 2 n—1 n
W F w; A

An
Sad uotimo da za 1 < j < n — 1 vrijedi w% = wy—j, da je win = w, = 1, te da vrijedi

Z? 1 w =0,k=1,2,...,n— 1. Zato, ako zbrojimo svih n prethodnih jednakosti (koje
su doblvene za j =1, 2, e n), dobivamo

ne = (e — —a Zf wiA Zf(wj)\))(e - %a").
7=1

To pokazuje da je element e — /\ina” regularan, te da vrijedi
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Neka je € > 0 proizvoljan. Odaberimo 0 < ¢ < 1 takav da vrijedi (|1). Za 0 < ¢t < § imamo
(v+t)wj, vw; € K i |(v+t)w; —vw;| = tjw;| =t < d paslijedi || f((v+t)w;) — f(rvw;)| < e
za sve 7 = 1,2,...,n. Zato je, prema ,

—na) T - (6—*a 1H—*HZ (wj(v +1)) = flwv))| <

S g+ 1) F)] < Sne=c
7j=1

Uoc¢imo da izbor broja ¢ nije ovisio o n i prethodnom ra¢unu s n-tim korijenima iz 1. Zato
mozemo zakljuciti:

1 1
O<t<5:> |’(6—Wan)_l—(e—7an)_l‘| Se, VTLGN (3)
v v
Odavde je
1 _ 1 _ 1 _ 1 _
o= (e = sa") 7 = le = (e = mgrra) 4 (e = ) = (o= ppa) ] <
1 _ 1 _ 1 _
le = (e = ———a™) " + (e = M= (e— —aM)7
(v+1t) (v +1)
iz ¢ega prema slijedi
_ 1 _
le = (e — —a") 1||<||€—(€—(V+t) )7 +e (4)
Sad jo$ primijetimo da je v 4+ ¢ > v §to povlaéi limn%ﬂﬂa”H% = ;45 < 1. Zato je
. . v - 1
hmnﬁooﬂmanu = hmnﬁoo(m)” =0, tj. hmnﬁooma" =0.

Zbog neprekidnosti invertiranja onda je i lim, (e — (e — V%rta )1 =e—e=0. Odavde i

iz (4) dobivamo limsup,,[le — (e — a™)~!|| < ¢, za svaki € > 0. To implicira lim, (e —
Vina”)_l = e. Zato je limy, (e — Vina") = ¢ 1 konac¢no limnﬁool%na" = 0. No, ova
posljednja relacija je nemoguéa jer znamo da vrijedi v" = v(a)” = v(a™) < ||a™]|, te zbog
toga i || a”| = & fla”] > 1. 0

Definicija 7.1.13 Neka su A ¢ B algebre nad istim poljem. Linearan operator ¢ : A — B
se naziva homomorfizam algebri ako jos vrijedi i p(zy) = @(x)e(y), Va,y € A. KaZemo
da je homomorfizam algebri ¢ izomorfizam ako je ¢ i bijekcija. Ako postoji izomorfizam
izmedu algebri A i B kaZemo da su one izomorfne i piSemo A ~ B.

Korolar 7.1.14 (Geljfand-Mazur) Neka je A kompleksna Banachova algebra s jedinicom
u kojoj je svaki ne-nul element reqularan. Tada je A ~ C.
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Dokaz: Uzmimo a € A. Jer je o(a) # 0, postoji A € C takav da je a — Ae & G(A). Kako
je A\ G(A) = {0}, slijedi a — Ae = 0. Zato je a = Ae. Formalno, mozemo za taj A\ pisati
A = g i definirati ¢ : A — C formulom ¢(a) = A,. O

Slijede dva teorema o preslikavanju spektra.

Teorem 7.1.15 Neka je A kompleksna Banachova algebra s jedinicom, te neka je a € A
i p polinom s kompleksnim koeficijentima. Tada je o(p(a)) = p(o(a)) = {p(A) : X € o(a)}.

Dokaz: Prvo pokazimo da za a # 0 vrijedi o(aa) = ao(a). To ée nam omoguditi da se u
daljnjem tijeku dokaza ograni¢imo na polinome s vodeéim koeficijentom jednakim 1.
Zaista: A\ € o(aa) <= aa — Ae nije regularan <= a — %e nije regularan <=
o(a) <= X € ao(a).
Uzmimo sada proizvoljan normiran polinom p s kompleksnim koeficijentima, st. p = n.
Za proizvoljan A € C postoje kompleksni brojevi S, Bs, ..., Bn za koje vrijedi

p(t) =A=(t=Bu)(t = f2) ... (t = fn) ()

Zato je p(a) — Ae = (a — pre)(a — Pae) - ... (a — Bpe).

Ako je A € o(p(a)) onda element s lijeve strane ove jednakosti nije regularan pa
mora postojati bar jedan od faktora s desne strane koji nije regularan: dakle, postoji
indeks j takav da a — ;e nije regularan, tj. §; € o(a). Jednakost sad pokazuje da je
p(Bj) — A =0, odnosno p(5;) = A. Time smo pokazali da vrijedi o(p(a)) C p(c(a)).

Sada uzmimo A € p(o(a)). To znaci da postoji v; € o(a) takav da vrijedi A = p(v;).
Zato se y; nalazi medu brojevima v1,7v2,...,7, koji zadovoljavaju jednakost p(t) — X =
(t—=y1)(t—"~2)...-(t—"n). Odavde dobivamo i p(a) —Aa = (a—y1e)(a—"2€)-...-(a—pe).
Ako bi sad p(a) — Aa bio regularan, imali bismo

A
a

€

e = (p(a) — )\a)_l(a —me)-...-(a—vyj_1e)(a —yjy1€) - ... (@ — me)(a — vje)

Sto bi znacilo da element a—y;e ima lijevi inverz. Sasvim analogno slijedilo bi da a—-;e ima
i desni inverz. Prema zadatku[7.1.19] taj bi element onda bio regularan, Sto je nemoguce.
O

Propozicija 7.1.16 Neka je A Banachova algebra s jedinicom i a € A reqularan element.
Tada je o(a™') = o(a) ™t = {3 : A € o(a)}.

Dokaz: Kako je a regularan, regularan je i Aa za svaki skalar A\ # 0. Uzmimo A\ € o(a);
uo¢imo da je A # 0 te da vrijedi a — Aa = )\a(% —a~1). Odavde je jasno da ni % —a~! nije
regularan. Time smo pokazali da je 1 € o(a™!), tj. o(a)™' C o(a™!). Obratnu inkluziju

dobivamo iz ove dokazane kad je primijenimo na element a~!. O

Domaca zadacéa 21

Zadatak 7.1.17 Neka je A normirana algebra, te neka je A. upotpunjenje normiranog
prostora A. Pokazite da je tada A. Banachova algebra.
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Zadatak 7.1.18 Dokazite da za svaki ograni¢en operator A na Hilbertovom prostoru
vrijedi ||A*A| = ||A|%.

Zadatak 7.1.19 Pokazite: ako u algebri s jedinicom za element a postoje b i ¢ takvi da
vrijedi ba = e i ac = e, onda je b = ¢ (pa je, dakle, a regularan i a=! = b = ¢).

7.2 Spektar ogranic¢enog operatora

U ovom odjeljku nasa razmatranja ogranicavamo na Banachovu algebru s jedinicom B(X)
gdje je X kompleksan Banachov prostor. Iz Teorema o inverznom preslikavanju je ocito
da su regularni elementi u ovoj algebri bijektivni ogranic¢eni operatori na X. Zato za svaki
A € B(X) imamo o(A) = {A € C : A — A nije bijekcija}. Kako je B(X) kompleksna
Banachova algebra s jedinicom, spektar svakog ograni¢enog operatora na X je neprazan
skup.

Definicija 7.2.1 Neka je X kompleksan Banachov prostor i A € B(X).
Tockovni spektar operatora A je skup

op(A) ={A € C: Ker(A— XI) # {0}}.
Rezidualni spektar operatora A je skup
or(A) ={NeC: Ker(A—\) = {0}, Im(A—\) # X}.
Kontinuirani spektar operatora A je skup
0(A) = {N e C: Ker(A— ) = {0}, Im(A = \) = X, Im(A — \I) # X}.

Napomena 7.2.2 (a) Ocito su skupovi uvedeni u prethodnoj definiciji disjunktni. Jasno
je da za svaki A € B(X) vrijedi 0,(A) U 0,(A) Uoe(A) C o(A). S druge strane, ako
A & op(A) Uor(A) Uoc(A) onda je A — Al bijekcija pa je A — AI regularan operator,
tj. A€ 0(A). Zato je 0(A) = 0p(A) U, (A) Ua(A).

(b) op(A) je skup svih svojstvenih vrijednosti operatora A.

(c) Promotrimo poblize kontinuirani spektar operatora A. Ako je Ker(A—AI) = {0} i
Im(A — AI) = X onda je zahtjev Im(A — AI) = X ekvivalentan zahtjevu da A — AI bude
odozdo ogranic¢en. Zaista, ako je A — A\l odozdo ograni¢en, onda mu je slika zatvorena.
Obratno ako uz uvjete Ker(A — A\I) = {0} i Im(A — M) = X znamo da vrijedi i Im(A —
M) = X, onda je A — A\l prema Teoremu o inverznom preslikavanju regularan operator;
dakle, njegov inverz je ogranicen, a to onda povlaci da je A — Al ogranic¢en odozdo. Zato
mozemo pisati

0c(A) ={A e C: Ker(A— ) ={0},Im(A — A\]) = X, A — A nije odozdo ogranicen}.
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Primjer 7.2.3 Neka je S operator jednostranog pomaka na H s obzirom na ONB (e,),
Hilbertovog prostora H. Tada je 0,(S) =0, 0,(S) = K(0,1), 0.(S) ={A € C: |A\| =1} i
a(S) = K(0,1).

Znamo da je S definiran formulom S(>"7 (z, en)en) = > 00 (@, en)ent1, te da vrijedi
Sen =eéent1, Vn € NJi S*e1 =0, S*ept1 = €n, Vn > 1.

Prije svega, S je injekcija jer je izometrija. Pretpostavimo da je A # 0 svojstvena
vrijednost od S. Tada postoji vektor x € H,x # 0, takav da je Sx = Ax. Zbog = = %Saz
i zato Sto je vektor e; okomit na sliku operatora S, tada je (x,e;) = 0. Pretpostavimo
sada da vrijedi i (z,€,) = 0 za neki n. Tada je (z,en41) = (+52,en41) = 3(z, S*ent1) =
%(m, en) = 0. Dakle, z = 0, §to je nemoguée. Time smo pokazali da je 0,(S) = 0.

Vet znamo da Im S nije gust u H jer mu je ortogonalni komplement razapet vektorom
e1. Pokazimo sada da za 0 < [A| < 1 potprostor Im(S — \I) nije gust u H. Jer je (\") £2-
niz, dobro je definiran vektor xy =Y 7 )\ en € H. Zbog X # 0 vektor x je netrivijalan.
Sad za proizvoljan n € N imamo ((S — /\I)en,az)\> = (ent1 — Aen,wy) = AL — A" = 0.
Kako vektori (S — Al)ey,, n € N, generiraju sliku operatora S — I, dokazali smo da je
xy L Im(S — AI). Dakle, K(0,1) C 0,(S) C o(95).

Sada je jasno da je K(0,1) C o(S) jer spektar je zatvoren skup. S druge strane, jer
je S izometrija, i svaka potencija S™ je izometrija. Zato je ||S"|| = 1, Vn € N, pa o¢ito
vrijedi v(S) = 1. Zbog toga je o(S) C K(0,1). Dakle, o(S) = K(0,1).

Na kraju, dokazat ¢emo da za sve A, |\ = 1, vrijedi Im(S — AI) = H. Uzmimo

proizvoljan A modula 1 i pretpostavimo da je z L Im(S—AI). Sadaje 0 = ((S—AI)ep, x) =
(ent1,2) — Men,x), Vn € N. Zakljuéujemo da je |(z,e,)| = [(z,e1)|, ¥n € N. Kako je
2] = Y00, [{@, en)]?, to je moguée samo ako je x = 0.
Primjer 7.2.4 Neka je (e, ), ONB Hilbertovog prostora H, neka je (\,), niz kompleksnih
brojeva takav da je sup{|\,| : n € N} = M < oco. Definirajmo A(D> .2 (z,en)en) =
>0 (@, en)Anen. Posebno, vrijedi Ae, = A,e,, ¥n € N. Kaze se da je A dijagonalan
operator s dijagonalom ().

Tvrdimo da je 0(4) = {\, :n € N}, 0,(A) = {\,:n €N} io,.(A) =0.

Prije svega, treba uociti da je A dobro definiran ograni¢en operator na H, te da je
Al = M B

Nadalje, A*x = Y 7 [ (A*x,ep)en = > 00 (x, Aen)en, = Y o0 (T, en)Anen. Ovo poka-
zuje da je A* iste grade, a onda jednakosti AA*e, = A*Ae,, = |\n|?en, ¥n € N, pokazuju
da je AA* = A*A, tj. da je A normalan operator.

Ocito je A, € op(A). Drugih svojstvenih vrijednosti A nema. Naime, ako je A #
An, ¥n € N, onda iz (A — M)z = 0 slijedi >0, (z, en)(An — N)e, = 0 pa zbog Ay — A # 0
slijedi (z, e,) =0, Vn € N, §to povlaci x = 0.

Sada je odmah jasno da je {\, :n € N} C o(A).

Uzmimo A & {\,, : n € N}. Jer je udaljenost dva disjunktna kompaktna skupa u kom-
pleksnoj ravnini strogo pozitivna, postoji m > 0 za koji vrijedi |[A\— A, | > m, Vn € N. Zato
je pex /\ < L te je dobro definiran i ograni¢en operator B zadan s B(3.° (x,e,)e,) =
Yool ({x, e@ﬁen. Ocito, (A—XI)B = B(A— \I) = I §to znadi da je A — \I regularan.
Time smo pokazali da je {\, : n € N} = o(A4).

Na kraju, uzmimo A € o(A4), A # \,, Vn € N. Tada za svaki n € Nimamo (A—\l)e, =
(A — Aey, 8to pokazuje da je e, € Im(A — AI). Dakle, Im(A — M) je gust u H i zato
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svaki takav A pripada kontinuiranom spektru od A.

Propozicija 7.2.5 Za svaki neprazan kompaktan skup K C C postoji Hilbertov prostor
H i operator A € B(H) takav da je 0(A) = K.

Dokaz: Uzme se gust niz (\,), u K i operator A iz prethodnog primjera. O

Primjer 7.2.6 Neka je (e,), ONB Hilbertovog prostora H. Definirajmo operator A na
Hs AQ ) (z,en)en) = D00, ﬁ(w,en)enﬂ. Jer je (n%rl@v,en))n (?-niz, A je dobro
definiran ogranic¢en linearan operator.

Za sve k,n € N imamo A¥e, = m

je |[A%|| < 4. Odavde je v(A) = limkHAkH% < limk% =0.
To znaci da je o(A) = {0}. Ocito je Ker A = {0} ie; L ImA. Zato je 0 € 0,(A).

entr odakle je || AFe, | = ol pa

Razmatranja u ovoj tocki zavrSavamo s nekoliko jednostavnih rezultata o spektru o-
peratora na kompleksnim Hilbertovim prostorima.

Propozicija 7.2.7 Neka je H kompleksan Hilbertov prostor i A € B(H). Tada je o(A*) =
{AAeo(A)}.

Dokaz: Ako je A ¢ 0(A) onda postoji B € B(H) takav da je (A—A)B = B(A—-\I) = I.
Adjungiranjem dobivamo B*(A* — A\[) = (A* — A\[)B* = I. Time smo pokazali A ¢
o(A) = X € o(A*). Obratna implikacija slijedi primjenom iste tvrdnje na operator A*. O

Propozicija 7.2.8 Neka je U unitaran operator na kompleksnom Hilbertovom prostoru

H. Tada je o(U) C{A € C: |\ =1}.

Dokaz: Kako su U i U* unitarni operatori imamo ||U|| = ||[U*|| = 1izatoje o(U),o(U*) C
K(0,1).

Jer je U regularan, jasno je da 0 ¢ o(U). Ako je 0 < |A\] < 1 onda je ﬁ > 1 pa
% ¢ o(U*). Sada jednakost U — AI = )\U(%I — U*) pokazuje da je U — A\ regularan,
tji. A g o(U). O

Za teorem o spektru normalnog operatora trebamo sljede¢u vrlo korisnu lemu.

Lema 7.2.9 Neka je H kompleksan Hilbertov prostor. Operator A € B(H) je normalan
ako i samo ako vrijedi | Azx| = ||A*z||, Vo € H.

Dokaz: Jedan smjer je oc¢it. Pretpostavimo da vrijedi ||Az| = ||A*z||, Vo € H. Uoc¢imo
da je operator B = AA* — A*A hermitski, te da vrijedi (Bz,z) = 0, Vo € H. Prema

propoziciji 2.2.14) B = 0.
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Propozicija 7.2.10 Neka je A normalan operator na kompleksnom Hilbertovom prostoru
H. Ako je A € op(A), onda je X € op(A*) i pripadajuéi svojstveni potprostori se poduda-
raju. Svojstveni potprostori koji pripadaju razlicitim svojstvenim vrijednostima operatora
A su medusobno okomiti. Jo§ vrijedi o.(A) =0 i v(A) = ||A].

Dokaz: Uoc¢imo prvo da je za svaki A € C i operator A—AI normalan, pa je ||[(A—A)zx| =
|(A* — X)z||, Vo € H. To odmah povlaéi prvu tvrdnju.
Uzmimo sada A, 1t € op(A), A # p, i odaberimo proizvoljne svojstvene vektore z,y € H
za A1 p, respektivno. Tada je M(z,y) = (Az,y) = (z, A*y) = p(z,y). Zato je (z,y) = 0.
Neka je sada A € C takav da je A— Al injekcija. Mi trebamo pokazati da je Im(A — A\I)
gust potprostor od H. Medutim, prema primjedbi s pocetka dokaza i operator A* — \I je
injekcija. Zato je Im(A — AI) = (Ker(A* — X))+ = {0}.

Konaéno, uo¢imo da je prema prethodnoj propoziciji ||A%z|| = ||A(Ax)| = ||A*(Ax)]|,
zasve x € H. Zato je ||A%|| = ||A*Al|. Prema tvrdnji zadatka[7.1.18|zato je ||A%|| = || A||.
Indukcijom slijedi (jer i svaka potencija od A je normalan operator) [|AZ"|| = ||A||%", V& €
N. Sada je v(A) = lim, | A™|[+ = limg [ A2°[|7F = ||A]. =

Propozicija 7.2.11 Neka je A hermitski operator na kompleksnom Hilbertovom prostoru
H. Tada je 0(A) C R. Nadalje, ako ozna¢imo m = inf{(Az,x) : ||z|| = 1} i M =
sup{(Azx,z) : ||z|| = 1}, onda je 0(A) C [m,M] i m,M € o(A). (Brojevi m i M se
nazivaju granice operatora A.)

Dokaz: Ako je A € o,(A) i ako za vektor x vrijedi ||z|]| = 11 Az = Az, onda je A =
Mz, x) = (Az, ) = (2, Ax) = X(z,2) = \. Dakle, A € R.

Uzmimo sad A € C\R. Prema prvom dijelu dokaza znamo da X ¢ 0, (A), a iz prethodne
propozicije slijedi i A € 0,.(A). Osim toga je (Azx — Az, z) — (x, Az — \z) = (A — \)||z|]°.
Odavde je |A — \|||z]|? < 2||z||||[Az — Az|| §to pokazuje da je A — A odozdo ograni¢en
operator. Zato A nije niti u o.(A4).

Uzmimo sad € > 0i A= M + €. Za z € H imamo

(A= ADz,2) = (Az,x) — Mz, @) < (M - N)|je|2 = —el|e]>

Zato je
elz? < —((A =MDz, z) < [(A = Az, z)| < [l (A= AD)z].

Dakle, A — A\ je odozdo ogranicen i zato prema prethodnom dijelu dokaza A & o(A).

Uzmimo opet € > 0 i stavimo A\ = m —e. Za z € H tada je ((A — MN)x,z) =
(Az,z) — Mz, z) > (m — N)||z]|* = €]|z||? $to povlaci €]|z||? < ||[(A — XI)x]||||z|. Dakle,
A — A je odozdo ogranicen i zato A & o(A).

Preostaje pokazati da brojevi M i m leze u o(A). Pretpostavit ¢emo da je m > 0. To
nije smanjenje opéenitosti jer ako nije tako mozemo A zamijeniti operatorom A’ = A—ml
i tvrdnju nastaviti dokazivati za operator A’. Imamo, dakle, M = sup {|(Az, z)| : ||z| =
1} = (prema Propoziciji 2.2.14) = ||A||. Neka je M = lim, (Azy, z,) za niz (2,), takav
da je ||zy| = 1, Yn. Tada je

| Az, — My |* = || Az, ||> + M? — 2M (Azy,, x,) < 2M? — 2M (Azy,, ).
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Dakle, vrijedi lim,, || Az, — Mz, || = 0, $to znaci da A — M I nije odozdo ogranicen operator.
Zato ne moze biti regularan, pa je M € o(A).

Promotrimo sad operator —A. Njegove granice su —M i —m, pa prema upravo doka-
zanome imamo —m € o(—A) = —o(A). Zato je m € o(A). O

Napomena 7.2.12 Vidjeli smo da je rezidualni spektar normalnog operatora prazan
skup. To odmah povlaci: ako je A normalan onda je A € o(A) ako i samo ako ope-
rator A — Al nije odozdo ograni¢en. Uocite da smo tu ¢injenicu nekoliko puta koristili u
prethodnom dokazu.

Opcenito se za operator A na kompleksnom Hilbertovom prostoru H definira aproksi-
mativan tockovni spektar kao skup

II(A) = {\ € C: A— M nije odozdo ogranicen}.
U ovakvom pristupu definira se i tzv. kompresijski spektar od A kao skup
T(A) ={\eC:Im(A - \) # H}.
Jasno, 0(A) = II(A) UT'(A); medutim, vazno je uociti da ova unija vise nije disjunktna.

Zadatak 7.2.13 Neka je (e,)nez ONB Hilbertovog prostora ¢2(Z), te neka je na (?(Z)
definiran operator U formulom U(}_, (%, en)en) = >, cz(x, en)ens1. Pokazuje se da
je U unitaran operator (tzv. operator dvostranog pomaka) i da za U* vrijedi analogna

formula: U*(3,cz (@, en)en) = D, czl{®, en)en—1.

Pokazite da je o(U) = 0.(U) = K(0,1).

Zadatak 7.2.14 Neka je A ograni¢en operator na kompleksnom Hilbertovom prostoru.
Dokazite da je skup II(A) zatvoren. (Uputa: pokazite da je C\ II(A) otvoren.)

Zadatak 7.2.15 Neka je A ograni¢en operator na kompleksnom Hilbertovom prostoru.
Pokazite da je rub skupa o(A) sadrzan u II(A). (Uputa. Lako je pokazati da se tvrdnja
svodi na sljedeéu: ako A nije regularan operator i ako za niz regularnih operatora (4,,)
vrijedi A = lim, A,, onda je 0 € TI(A).)

Napomena. Pojam aproksimativnog tockovnog spektra jednako se definira i za opera-
tore na Banachovim prostorima. Pokazuje se da tvrdnja ovog zadatka vrijedi i za operatore
na Banachovim prostorima; vidite [SK], §4, propozicija 12 i propozicija 21.
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8 Kompaktni operatori

8.1 Kompaktni operatori na normiranim prostorima

Kompaktni operatori (ponekad se kaze i potpuno ograniceni operatori) ¢ine vaznu klasu
ogranic¢enih operatora.

Prije formalne defincije, prisjetimo se da se skup S u topoloskom prostoru X naziva
relativno kompaktnim ako je zatvara¢ S kompaktan. U svakom normiranom prostoru X
za S C X je ekvivalentno:

(a) S je relativno kompaktan.
(b) Svaki niz elemenata iz S ima podniz koji konvergira u X.

Ako je X potpun, s prethodim svojstvima je ekvivalentan i svaki od sljedeca dva uvjeta:
(c) Svaki niz elemenata iz S ima Cauchyjev podniz.

(d) Za svaki € > 0 postoje x1,22,...,2;m € S, m € N, takvi da je § C U K(z;,¢€)
(kazemo da za svaki € > 0 skup S ima kona¢nu e-mrezu).

Veé¢ smo u propoziciji [1.1.26| vidjeli da je u normiranom prostoru svaki kompaktan
skup ogranicen i zatvoren; posebno, svaki relativno kompaktan skup je ogranicen. Obrat,
naravno, ne vrijedi, kako znamo ve¢ iz teorema [1.2.13

Definicija 8.1.1 Neka su X i Y normirani prostori, te neka je A : X — Y linearan
operator. Kazemo da je A kompaktan operator ako je skup A(K(0,1)) relativno kompaktan
skup. Skup svih kompaktnih operatora s X u'Y oznacavamo s K(X,Y). Ako je X =Y,

pisemo K(X).

Napomena 8.1.2 (a) Jer relativna kompaktnost povlaé¢i ograni¢enost, jasno je da je svaki
kompaktan operator ograni¢en. Zato je K(X,Y) C B(X,Y). Inkluzija je striktna ¢im
prostor X nije kona¢nodimenzionalan jer o¢ito je da tada I ¢ K(X).

(b) Linearan operator A : X — Y je kompaktan ako i samo ako za svaki ogranicen niz
(zn)n u X niz (Azy), ima konvergentan podniz.

(c) Neka je A € B(X,Y) operator takav da je dim(Im A) < oo - za takav operator se
kaze da je kona¢nog ranga, a skup takvih operatora oznacavamo s F(X,Y"). Tada je A kom-
paktan, tj. F(X,Y) C K(X,Y). Uocimo da je tvrdnja trivijalno slijedi iz ¢injenice da je u
kona¢nodimenzionalnom prostoru skup kompaktan ako i samo ako je zatvoren i ogranicen.
Medutim, ovdje je zaista nuzno osim konac¢nosti ranga pretpostaviti i ograni¢enost opera-
tora - prisjetimo se da ¢ak i linearni funkcionali mogu biti neograniceni.

Napomena 8.1.3 Prema tvrdnji zadatka(8.1.13|komapaktni operatori slabo konvergentne
nizove prevode u jako konvergentne nizove. Lako je vidjeti da za operatore na Hilbertovim
prostorima vrijedi i obrat: ukoliko su H i K Hilbertovi prostori i ako operator A € (H, K)
. . w S, . .
ima svojstvo x, — = = Az, — Ax za sve slabo konvergentne nizove u H, onda je A
kompaktan. To je zapravo neposredna posljedica teorema [5.3.10
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Kako veé¢ znamo, dobro ponasanje prema nizovima nije op¢enito dovoljno da se zakljuci
neprekidnost u odgovaraju¢im topologijama. Zanimljivo je da vrijedi: ako je H Hilbertov
prostor i A linearan operator na H koji je w — s neprekidan, onda je A kona¢nog ranga.

Zaista; zbog w — s neprekidnosti skup A~1(K (0, 1)) je slabo otvoren, pa sadrzi i neku
baziénu otvorenu okolinu nul-vektora. To znaci da postoje ¢ > 0 i vektori x1,...,x, € H
takvi da je A(Bog,,..zne) C K(0,1). Dakle, vrijedi [(z,x;)| <€, Vi=1,...,k = ||Az| <
1. Neka je M = span{1,...2,}. O¢ito je iz prethodnog da za svaki € M+ imamo
|Az| < 1. Medutim, tada i za svaki x € M~* i svaki n € N imamo ||A(nz)|| < 1, a to
povlaéi Az = 0. Dakle, ImA = A(H) = A(M © M+) = A(M) sto pokazuje da je A
konac¢nog ranga.

Propozicija 8.1.4 Neka su X i Y normirani prostori. Tada je K(X,Y') potprostor od
B(X,Y), a K(X) je ¢ak i obostrani ideal u B(X).

Dokaz: Prva tvrdnja slijedi direktno upotrebom karakterizacije iz napomene (b).
Druga tvrdnja zapravo znac¢i da je produkt (kompozicija) kompaktnog i ograni¢enog

operatora opet kompaktan operator. Medutim, i to izlazi direktno upotrebom istog ni-

zovnog kriterija. O

Propozicija 8.1.5 Neka su X i Y normirant prostori.
1. Ako je dimX < oo ili dimY < oo, onda je K(X,Y) =B(X,Y).
2. I € K(X) ako i samo ako je dimX < oco.

3. Ako je dim X = oo, onda je svaki operator A € K(X) singularan.

Dokaz: Ako je dimY < oo onda je svaki ogranicen skup relativno kompaktan, a to odmah
povlaci da je svaki ograni¢en operator s vrijednostima u Y kompaktan. Ako je dim X < oo
i (zn)n ogranicen niz u X, onda on ima konvergentan podniz (xp,))n, a tada je za svaki
operator A € B(X,Y’) zbog neprekidnosti i niz (Ax,))» konvergentan.

Druga tvrdnja je direktna posljedica teorema [1.2.13

Konacno, ako bi A € K(X) bio regularan, onda bi zbog druge tvrdnje prethodne
propozicije i operator I = A7 A bio kompaktan, a to je moguée samo za dim X < co. O

Propozicija 8.1.6 Neka je X normiran, a Y Banachov prostor. Tada je K(X,Y) zatvo-
ren u B(X,Y).

Dokaz: Neka je (A,), niz u K(X,Y) inekaza A € B(X,Y) vrijedi A = lim,, 4,,. Uzmimo
€ > 0inadimo n € N za koji vrijedi ||A— A, | < §. Kako je operator A, kompaktan, skup
An(K(0,1)) je relativno kompaktan. Neka je {Anx1,..., An2m} neka njegova §-mreza.
Tvrdimo da je tada {Az1, ..., Az, } jedna e-mreza skupa A(K(0,1)). No, to je zapravo
ocito: za proizvoljan z € X, ||z| < 1, najprije mozemo nadi j za koji je [|Apx — Apzj|| < 5,
a tada je |[Az — Az;|| < ||Ax — Apz|| + ||Anz — Apzj|| + [[Anz; — Azj]| <e. O
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Primjer 8.1.7 Neka je (e,), ONB separabilnog kompleksnog Hilbertovog prostora H,
neka je (A, )n ogranicen niz kompleksnih brojeva, te neka je A € B(H ) dijagonalan operator
s dijagonalom (\y), (vidite primjer .

Operator A je definiran s Ae,, = A\pen, ¥n € N, 1 vrijedi [|A|| = M, gdje je M =
sup {|\n| : n € N}.

Tvrdimo da je ovako definiran operator kompaktan ako i samo ako vrijedi lim,A,, = 0.

Naime, ako je A kompaktan, s obzirom da niz (e, ), slabo konvergira k 0, prema tvrdnji
zadatka [8.1.13| niz (Ae,,),, mora u normi konvergirati k 0. Medutim, ||Ae,|| = [A,|.

Obratno, pretpostavimo da vrijedi lim,A, = 0. Odaberimo € > 0 i nadimo ng € N
takav da m > ng = |A\,] < e. Pogledajmo dijagonalan operator A,, s dijagonalom
(M, vyAng, 0,0,...). Jasno je da je operator A,, kona¢nog ranga, a onda zbog napo-
mene (c) i kompaktan. S druge strane, i operator A — A, je dijagonalan, a njegova
dijagonala je (0,...,0, Apg+1, Ang+2,--.)- Zato je ||[A — A, || < e. Kako je € bio odabran
proizvoljno, prethodna propozicija povlac¢i da je i A kompaktan.

U prethodnom primjeru smo ustanovili da je izvjestan operator na Hilbertovom pros-
toru kompaktan tako Sto smo pokazali da je limes niza operatora kona¢nog ranga. U stvari
je to tipictno, ¢im je kodomena Hilbertov prostor.

Propozicija 8.1.8 Neka je X normiran, a H Hilbertov prostor. Tada je K(X,H) =

F(X, H).

Dokaz: Napomena (c) i propozicija povlace F(X, H) C K(X, H).

Da dokazemo obrat uzmimo A € K(X,H) i ¢ > 0. Jer je H potpun prostor, a
skup A(K (0, 1)) relativno kompaktan, postoji konaéna e-mreza {y1, . .., yn} za A(K(0,1)).
Neka je M = span {yi1,...,yn}, te neka je P € B(H) ortogonalni projektor na M. Stavimo
B = PA. Tada je operator B kona¢nog ranga, a Bx je najbolja aproksimacija vektora Az
vektorima iz M. Za dani x € K(0,1) izaberimo indeks j za koji vrijedi ||Az — y;|| < e.
Tada je |[Az — Bz|| < ||[Az — y;|| < e. Zato je |A— Bl <e. O

Teorem 8.1.9 Neka je X normiran prostor, A € K(X) i A € F, A # 0.

(a) Za svakin € N je dim Ker((A — M\)™) < co. Nadalje, postoji n € N za koji vrijedi
Ker((A— X" = Ker((A— \I)"H1).

(b) Za svakin € N je Im((A — X)™) zatvoren potprostor od X. Postoji m € N za koji
vrijedi Im ((A — XI)™) = Im ((A — XI)™H1).

(c) Ako sun im najmangi prirodni brojevi za koje je Ker ((A—XI)") = Ker ((A—XI)"*1)
i Im (A= XD)™) = Im ((A—XI)™*Y) onda je n = m i vrijedi X = Ker((A—\)") -

Im((A = AD)™).

(d) Neka je n = m kao u (c). Tada je A|Im((A—>\I)") regularan operator na Im ((A —
A)™).

Dokaz ovog teorema je mukotrpan pa ga izostavljamo. Vidite [SK], §5, propozicije
18-21. Inace, teorem (ili ponekad samo (c) dio) se naziva Fittingova dekompozicija kom-
paktnog operatora.
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Teorem 8.1.10 Neka je X kompleksan normiran prostor, dimX = oo, i A € K(X).

(a) Ako A € C\ {0} nije u 0,(A), onda je A — X regularan operator. Dakle, o(A) =
{0} Uo,(A). Za svaki X € 0,,(A), A # 0, pripadajuci svojstveni potprostor je konac-
nodimenzionalan.

(b) 0,(A) (pa onda i o(A)) je konacan ili prebrojiv skup, a 0 mu je jedino moguce
gomiliste.

Dokaz: Uzmimo A # 0 takav da je A — A\I injekcija. Tada je prema teoremu (c)
operator A — A\ i surjektivan, a prema tvrdnji (d) istog teorema A — AI je i regularan
operator na Im(A—XJ) = X. Uzmimo A € 0,,(A), A # 0, i ozna¢imo pripadajuéi svojstveni
potprostor s Y. Tada je i Aly = A kompaktan operator, a to je moguée samo ako je
dimY < oo.

Da je 0 € 0(A), znamo ve¢ iz propozicije Time je dokazana tvrdnja (a).

Da dokazemo (b), uzmimo proizvoljan € > 0. Tvrdimo da je skup {\ € o,(A) : [A| >
€} konacan. Pretpostavimo na trenutak suprotno, tj. da postoji niz (\,), medusobno
razli¢itih svojstvenih vrijednosti operatora A takav da je |A,| > €, za sve n. Odaberimo
za svaku od njih svojstveni vektor x, i pogledajmo potprostore X,, = span{x1,...z,}.
Stavimo jos Xo = {0}. O¢cito je dim X,, = n, Vn € N. Prema Rieszovoj lemi za svakin € N
mozemo naéi vektor e, € X, za koji vrijedi |le,|| = 11 d(en, Xn—1) > 1, Vn € N. Sad
za proizvoljan x € X, i n > 2 imamo = = > ;| a;x; odakle vidimo da je (A — A\, 1)z =
Z?;ll ai(Ni — Ap)zi. Posebno, vrijedi i (A — N\, D)e, € X,—1. Jer je e, € X, slijedi
Ae,, € X,,. Odavde za svaki m < n — 1 nalazimo e, 5, := ﬁ()\n% — Aep, + Aep,) € X .

Sada za sve n > m imamo |Ae, — Aen| = [[An(en — emn)ll = [Aulllllen — emnll >
[Anld(en, Xn—1) > |An] > €. To pokazuje da niz (Ae,,), nema konvergentan podniz, sto je
kontradikcija. O

Napomena 8.1.11 Cesto se u literaturi susreée sljedeéa reformulacija prve tvrdnje pret-
hodnog teorema:
Teorem (Fredholmova alternativa). Neka je A kompaktan operator na normiranom pros-
toru X. Jednadzba Ax — x = y ima jedinstveno rjeSenje za svakiy € X ako i samo ako
jednadzba Ax — x = 0 ima samo trivijalno rjesenje.

Alternativa se ovdje sastoji u ve¢ dokazanome: ili je A = 1 u toCkovnom spektru
operatora A, ili je operator A — I regularan.

Zadatak 8.1.12 Dokazite tvrdnju (b) iz napomene

Zadatak 8.1.13 Neka su X i Y normirani prostori, A € K(X,Y) i neka za niz (z,), u
X vrijedi z,, — z. Dokazite da tada Az, — Az.
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8.2 Kompaktni operatori na Hilbertovim prostorima

U ovoj tocki detaljnije ¢emo prouciti kompaktne operatore na beskona¢nodimenzionalnom
kompleksnom Hilbertovom prostoru H. Podsjetimo se da prema propoziciji [8.1.8| vrijedi
K(H) = W U tom svjetlu je korisno uociti da je svaki operator kona¢nog ranga A €
B(H) oblika Az = > | (x,z;)y; za neke x1,...,%n,Y1,...,Yyn € H i n € N (usp. zadatak
3.2.9)).

Napomena 8.2.1 Ako je H Hilbertov prostor i A € B(H) hermitski operator konaénog
ranga, onda postoje realni brojevi Ay, ..., A\, n € N, i ortonormirani vektori ey, ...,e, u H
takvida je Az =1 Ni(x, e;)e;, Vo € H. Zaista, jer je H = Ker A@Im A, tvrdnja slijedi
iz odgovarajucéeg rezultata za konacnodimenzionalne prostore primijenjenog na operator

Al 4 Im A — Im A.

Propozicija 8.2.2 Neka je H Hilbertov prostor i A € B(H). Tada je A € K(H) ako i
samo ako je A*A € K(H). Osim toga je A € K(H) ako i samo ako vrijedi A* € K(H).

Dokaz: Ako je A kompaktan, onda je i A*A kompaktan jer je prema propoziciji [8.1.4
K(H) ideal u B(H). Da dokazemo obrat, pretpostavimo da je operator A* A kompaktan.
Neka je (#n)n proizvoljan niz u K(0,1). Odaberimo podniz (2,(,))n niza (z,), takav da
(A% Azpyn) )n konvergira. Zbog

1Ay (ny — AZpm) |* = (A*A(@p(n) = Tpim))s Tp(n) — Tp(m)) <

i niz (Azp(,))n je Cauchyjev.

Za dokaz druge tvrdnje uzmimo da je A € K(H). Jer je K(H) ideal u B(H), slijedi
AA* € K(H). Prema prvoj, ve¢ dokazanoj tvrdnji, to povlaci da je A* € K(H). Obrat
slijedi iz upravo dokazane implikacije primijenjene na operator A*. O

U nastavku ¢emo opisati kompaktne normalne operatore. Prisjetimo se da smo u
primjeru [8.1.7] ve¢ opisali kompaktne dijagonalne operatore. Pokazat ¢e se da je takav
oblik tipic¢an, tj. da se svaki kompaktan normalan operator moze dijagonalizirati u nekoj
ortonormiranoj bazi. Uo¢imo da taj rezultat ve¢ poznajemo za normalne operatore na
kona¢nodimenzionalnim unitarnim prostorima.

Ako je H Hilbertov prostor i A € B(H) normalan operator onda zbog |Az| =
|A*x||, Vo € H, vrijedi Ker A = Ker A*, a to dalje povla¢i Im A* = Im A. Primijetimo:
ako ovaj posljednji potprostor ozna¢imo s M onda su A|p; 1 A*|pr injektivni normalni
operatori na Hilbertovom prsotoru M. S obzirom da je H = Ker A ® M, o¢ito je dovoljno
opisati injektivne kompaktne normalne operatore.

Teorem 8.2.3 Neka je A injektivan kompaktan normalan operator na Hilbertovom pros-
toru H. Tada je H = ®)\€UP(A) Ker(A — XI) i, posebno, H je separabilan.
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Dokaz: Iz propozicije [7.2.10| znamo da su svojstveni potprostori koji pripadaju razli¢itim

svojstvenim vrijednostima normalnog operatora operatora A medusobno okomiti.
1L

Ozna¢imo M = (GBAEUP(A) Ker (A — /\I)> i pretpostavimo da je M # {0}. Jer je
svaki od potprostora Ker (A — AI) svojstven i za A i za A* (za svojstvene vrijednosti A
i A, respektivno), potprostor @)\G%(A) Ker (A — AI) je invarijantan i za A i za A*, pa je
zato i njegov ortogonalni komplement M invarijantan i za A i za A*. Osim toga, operator
Al je takoder normalan i kompaktan operator na prostoru M i vrijedi (A|y)* = A*|as.
Pritom, i Ay je injekcija pa je zato A|py # 0. Posebno, v(A|y) = ||Alm] > 0 pa u
spektru operatora A|ys postoji bar jedan skalar Ao razli¢it od 0. Jer je A|p kompaktan
operator, nuzno je, prema teoremu (a), Ao € op(A|nm), tj. Ao € 0p(A). Medutim, to
je kontradikcija jer je onda pripadajuéi svojstveni potprostor sadrzan u M; dakle, okomit
na ¢, (a) Ker (A — AI).

Prema teoremu (b) kompaktan operator ima najvise prebrojivo mnogo svoj-
stvenih vrijednosti ( i, opéenito, tocaka spektra), a prema (a) dijelu istog teorema svaki
svojstveni potprostor (osim ev. jezgre) kompaktnog operatora je kona¢ne dimenzije. To
dokazuje posljednju tvrdnju teorema. O

Teorem 8.2.4 Neka je A injektivan kompaktan normalan operator na Hilbertovom pros-
toru H i neka je 0,(A) = {\, : n € N}. Oznacimo s M, pripadajuce svojstvene potpros-
tore, i s P, € B(H) ortogonalne projektore na M,, n € N. Tada je

[e.¢]
A= Z APy (u smislu konvergencije u normi), (1)
n=1
;
o0
I=(s) Z P, (u smislu jake konvergencije). (2)
n=1

Dokaz: Smijemo pretpostaviti da je |\,| > [A\n+1], Vn € N. Iz prethodnog teorema znamo
da postoji ONB (ey,),, za H takva da je {em, ,+1;---,€m,} ONBza M,, n € N. Pritom je
mgo = 0, a m,, su prirodni brojevi induktivno definirani s m,, — m,_1 = dim M,,, Vn € N.
Drugim rije¢ima, imamo m,, = Z?:l dim M;.

Sad uoc¢imo da za sve x vrijedi z = > ;2 (x,e;)e; 1 Pjz = ;ijmjiﬁﬁx, ei)e;. Zato je
[E Piz|? =322, 1 [z, €)|* = 02zan — oo. Time je druga jednakost dokazana.

Odavde je zbog neprekidnosti operatora A najprije Az = Zj’;l APjx = Zj’;l \jPjx,
a onda i

n S o0
IA=Y"NPxl> =11 D MPl*= > NPl <
7=1 j=n+1 j=n+1
9]
Mnpal® D 1Pz < P [Pl
j=n+1

Dakle je [|A = >7"_; APl < [Ant1], a znamo da niz (), konvergira u 0 jer e, %0 pa
[Aeml| = [Am| = 0. O
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Na kraju, evo jo$ nekoliko napomena i rezultata o kompaktnim operatorima na Hil-
bertovim prostorima.

Napomena 8.2.5 Neka je H separabilan kompleksan beskona¢nodimenzionalan Hilber-
tov prostor. Tada je K(H) jedini pravi obostran zatvoren ideal u B(H ).

Da to dokazemo uzmimo proizvoljan pravi zatvoren obostran ideal J u B(H) i pokazimo
najprije da J sadrzi sve ograni¢ene operatore ranga 1. Uzmimo vektore u,v € H i operator
Az = (z,u)v. Odaberimo bilo koji B € J, B # 0, i vektore ug, vy # 0 za koje je Bug = vo.
Definirajmo operator C' sa Cz = (z,u)up i nadimo D za koje vrijediDvy = v. Tada je
DBCx = Az, Vx, pa zbog B € J slijedi A € J.

Sad prema tvrdnji zadatka [8:2.9] slijedi da J sadrzi sve operatore konacnog ranga, a
onda zbog zatvorenosti imamo K(H) C J.

Da zavrsimo dokaz pretpostavimo da J sadrzi nekompaktan operator A € B(H). Po-
kazat ¢emo da je tada J = B(H).

Neka je A = VT polarna forma operatora A. Zbog T = V*A (vidite zadatak
aslijedi T' € J. S druge strane, niti T nije kompaktan zbog A = VT. Jer je T hermitski,
postoji beskona¢nodimenzionalan zatvoren potprostor M < H, invarijantan za T, na
kojem je T odozdo ogranic¢en s, recimo, €. Naime, u suprotnom bi 7" bio kompaktan.
(Obrazlozite.)

Neka je U € B(H) izometrija za koju je InU = M (ovdje koristimo separabilnost!).
Jer je T(M) = M, imamo U*TU(H) = U*T(M) = U*(M) = H. Osim toga, jer za
sve z vrijedi Uz € M, imamo i ||{U*TUz| = | TUx| > €||Ux|| = €||z||. Dakle, U*TU je
regularan operator. Kako je T € J, a J obostran ideal, slijedi I € J, tj. J = B(H).

Napomena 8.2.6 Neka je H kompleksan beskonac¢nodimenzionalan Hilbertov prostor,
te neka je A € K(H). Svaki zatvoren potprostor M < H u slici operatora A tada je
kona¢nodimenzionalan.

Da to pokazemo uzmimo zatvoren potprostor M C Im A. Tada je i A~!(M) zatvoren
potprostor od H. Pogledajmo operator B = Al -1 : A=Y (M) — M; ocito, i taj je

operator kompaktan i zato je skup B(K(0,1) relativno kompaktan. Medutim, jer je B

surjekcija, B je i otvoreno preslikavanje pa skup B(K (0, 1) sadrzi neku kuglu. Zato prema
teoremu mora biti dim M < oco.

Definicija 8.2.7 Neka je H kompleksan beskonacnodimenzionalan Hilbertov prostor. Ope-
rator A € B(H) se zove Fredholmov operator ako je Im A zatvoren potprostor od H te ako
vrijedi dim(Ker A) < oo i dim((Im A)*) < co.

Uocimo da je, na primjer, operator jednostranog pomaka Fredholmov. Sljedeé¢i teorem
karakterizira Fredholmove operatore.

Teorem 8.2.8 (Atkinson) Neka je H kompleksan beskonacnodimenzionalan Hilbertov pros-
tor i A € B(H). Sljedece tvrdnje su medusobno ekvivalentne:

(a) A je Fredholmov operator,
(b) postoji B € B(H) takav da je I — AB,I — BA € F(H),
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(¢) postoji C € B(H) takav da je I — AC,I — CA € K(H).

Dokaz izostavljamo (vidite, npr. [H], problem 142). Tek primijetimo da nam tvrdnja
(¢) pokazuje kako Fredholmovi operatori induciraju regularne elemente u kvocijentnoj
algebri B(H)/K(H). Naime, kvocijent algebre po idealu nije samo vektorski prostor, nego
i algebra uz prirodno mnozenje koje se uvede preko mnozenja predstavnika klasa. Zato
je B(H)/K(H) zaista algebra, Stovise, Banachova algebra s jedinicom (¢ak i C*-algebra).
Naziva se Calkinova algebra.

Zaista, ako s m : B(H) — B(H)/K(H) ozna¢imo kvocijentno preslikavanje, onda iz
gornje tvrdnje (c) slijedi 7(I) = 7(A)7(C) = w(C)mw(A).

Zadatak 8.2.9 Neka je H Hilbertov prostor. Operator A € B(H) je kona¢nog ranga ako
i samo ako postoje linearno nezavisni vektori yi,...,y, € H i linearno nezavisni vektori
r1,...,Tn € H,n € N, takvi da je

n

Az = Z(m,xi>yi, Vo € H. (3)

i=1
Posebno, tada je i operator A* kona¢nog ranga i vrijedi

n

Aty = (y,yi)xi, Vy € H (4)
i=1

pa je zato r(A) = r(A*). Dokazite!
Zadatak 8.2.10 Dopunite argument iz napomene [8.2.5

Zadatak 8.2.11 Neka je H Hilbertov prostor, A € B(H) i A = VT polarna forma.
Pokazite (oslanjajuéi se na konstrukciju iz dokaza teorema o polarnoj formi) da zaista
vrijedi T'= V*A.

Zadatak 8.2.12 Neka je (e,) ONB Hilbertovog prostora H, te neka je (o) ogranicen
niz kompleksnih brojeva. Promotrimo operator jednostranog pomaka s optere¢enjem (we-
ighted shift) na H definiran s W(> 02 (z,en)en) = > oo (2, en)anent1, © € H. (Uotite
da vrijedi We,, = apent1, Vn € N.) Dokazite: W je kompaktan ako i samo ako vrijedi
lim, o, = 0. Uputa: uocite da je W = SA gdje je S operator jednostranog pomaka, a A
prikladno odabran dijagonalan operator.
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9 Bazni okviri Hilbertovih prostora

9.1 Osnove

U ovom poglavlju H ¢e oznacavati kompleksan separabilan Hilbertov prostor, osim ako
izrijekom ne kazemo drugacije. Razmatranja koja slijede posvetena su reprodukcijskim
sistemima u Hilbertovim prostorima, opcenitijim od ortonormiranih baza.

Definicija 9.1.1 Niz (x,), v H se naziva bazni okvir (frame) prostora Hako postoje
konstante A, B > 0 takve da vrijedi

Alle]? < 3 e,z < Blle|%, va € A. (1)

n=1

Optimalne konstante A i B s ovim svojstvom nazivaju se granice baznog okvira.
Ako je A = B kazemo da je bazni okvir napet, a ako je A= B =1, tj. ako je

oo

Sl @) = o, Ve € A, (2)
n=1

kaZe se da je bazni okvir Parsevalov.
Konaéno, kazZemo da je bazni okvir egzaktan ako niz dobiven izostavijanjem bilo kojeg
njegovog ¢lana vise nije bazni okvir za H.

Napomena 9.1.2 Zbog apsolutne konvergencije reda u ta je konvergencija i bezu-
vjetna. Zato je svaka permutacija baznog okvira opet bazni okvir, a za indeksni skup
mozemo uzeti proizvoljan prebrojiv skup.

Napomena 9.1.3 Primijetimo da je bazni okvir niz, a ne skup. Posebno, elementi baznog
okvira mogu se ponavljati.

Primjer 9.1.4 Neka je (e,), ONB za H. Tada je niz

a) (e1,e9,€s,...) bazni okvir za H, Parsevalov i egzaktan;
e1,0,e2,0, e3,...) bazni okvir za H, Parsevalov, neegzaktan;
(c
d

(a)

(b) (
) (e1,e1,ea,ea,...) bazni okvir za H, napet (A = B = 2), neegzaktan;

(d) (2e1,e2,€3,€4,...) bazni okvir za H, nije napet (A =1, B = 2), egzaktan;

(e) (e, %62, %62, %63, %63, %63, ...) bazni okvir za H, Parsevalov, neegzaktan;

(f) (ex, %62, %63, ...) ortogonalan i fundamentalan, ali nije bazni okvir za H.

Propozicija 9.1.5 Svaki bazni okvir (x,), u H je fundamentalan niz u H.
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Dokaz: S obzirom da radimo u Hilbertovom prostoru, dovoljno nam je dokazati da je niz
(z5)n maksimalan. Uzmimo zato da je x € H, x L x,, VYn € N. Iz prve nejednakosti u
odmabh slijedi A||z||? < 0; dakle, x = 0. O

Uoc¢imo jednostavnu posljedicu prethodne propozicije: skup svih konaé¢nih linearnih
kombinacija elemenata baznog okvira (x,), s racionalnim koeficijentima je gust u H. To
je razlog zbog kojeg smo se u startu ogranicili na separabilne prostore.

Ako je dim H = oo, prethodna propozicija pokazuje da svaki bazni okvir za H mora
imati beskonatno mnogo razli¢itih elemenata. Posebno, niti jedan konac¢an niz ne moze
biti bazni okvir za H. Zato kona¢ne bazne okvire mozemo promatrati samo u konac¢no-
dimenzionalnim prostorima. Time se ovdje ne¢emo baviti (nas fokus je na beskonaénodi-
menzionalnim Hilbertovim prostorima), no vazno je uoéiti sljedeéu osnovnu ¢injenicu.

Napomena 9.1.6 Neka je (21,9, ...xy,,) uredena m-torka vektora iz F", m,n € N (pri
¢emu je F = CiliF = R). Tada je (z1,x2, ... %) bazni okvir za F™ ako i samo ako vektori
T1,X2,...~Lsy Cine sistem izvodnica za F™.
Dokaz: U jednom smjeru dokaz je toc¢no isti kao dokaz prethodne propozicije; vidi se da
je bazni okvir (21, ...2,,) maksimalan niz u F", pa je (span {x1,...z,})" = {0}.

Pretpostavimo da x1, 9, ...z, ¢ine sistem izvodnica za F". Uoc¢imo da zato vrijedi:
relF" ol x,i=1,...,m = x = 0. Definirajmo operator U : F"* — F™ formulom
Uz = ((z,z1),...,{x,zy)). OCto je U linearan, a zbog prethodne primjedbe i injektivan.
Zato je Uy : F" — Im U, Upx = Ux, bijekcija pa postoji inverzni operator V : ImU — F",
a taj je nuzno ogranicen.

Dakle, postoji konstanta M > 0 za koju vrijedi ||V (Upz)||?> < M||Upz|]?, Yz € F",
ti. 27 |1z1? < ||Uox||?, Vo € F*. Za A = §; zato imamo A|z|? < 31, (z,2;)|?, Vo € F™.

S druge strane, imamo Y it [(z, ;)| < Y0, 2|2 |1 fill? < Bllz|? Vo € F", ako
stavimo B = > || fill.

Vratimo se sada beskona¢nodimenzionalnim prostorima. Opéenito, ako je (zy,), proiz-
voljan niz u H, mozemo za x € H definirati Uz = ((x, 1), (x, z2), (x,x3),...). Jasno je
da je U linearno preslikavanje; medutim, opéenito, niz Uz ne mora pripadati prostoru ¢.
To motivira sljede¢u definiciju.

Definicija 9.1.7 KaZemo da je niz (z,), u H Besselov ako vrijedi > oo, [(z,2,)* <
oo, Vo € H.

Primijetimo da je svaki bazni okvir za H Besselov niz. Osim toga, ¢im je niz Besselov,
operator U iz prethodne diskusije je dobro definiran linearan operator s H u ¢?. Kaze se
da je U operator analize pridruzen nizu (z,,),. Zanimljivo je da je operator U automatski
ogranicen, ¢im je polazni niz Besselov.

Propozicija 9.1.8 Neka je (z,), Besselov niz u H. Tada je operator analize U : H — (?
ogranicen. Posebno, postoji konstanta B za koju vrijedi Y oo | |(x, x,)* < B||z||?, V. € H.

© db 2021./2022.



9. Bazni okviri Hilbertovih prostora 136

Dokaz: Dokazat ¢emo da U ima zatvoren graf. Neka je (y, (¢p)n) = limg—oo (Y, Uyg).
Fiksirajmo indeks m. Tada je

1
o] 2
|Cm - <yka$m>| < <Z |Cn - <yka$n>’2> = H(Cn)n - Uyk“ —0
n=1

za k — oo. Dakle, imamo ¢, = limg—,o0 (Y, Tm) = (¥, Tm). Kako ovo vrijedi za svaki m,
dokazali smo da je (¢)n = Uy. O

Broj B iz tvrdnje prethodne propozicije se zove Besselova ograda niza (x,,),. Kako je
pripadajuéi operator analize U ogranicen, definiran je i adjungirani operator U* koji se
naziva operatorom sinteze niza (x,),. Tvrdnja propozicije koja slijedi opravdava to ime.

Propozicija 9.1.9 Neka je (x,,), Besselov niz uw H, te neka je U pridruZeni operator
analize. Tada za svaki niz (cp)n iz 2 red 220:1 cny bezuvjetno konvergira i operator U*
djeluje po formuli U*(cp)n = > poy Cn@n. Posebno, ako je (en)n standardna ONB za 2,

onda vrijedi U*ey, = xy, i, posljedicno, |z,| < ||U||, Vn € N.

Dokaz: I u ovom dokazu koristit éemo veé videni trik: svaki vektor z € H ima istu normu
kao i funkcional induciran tim vektorom.
Uzmimo proizvoljan konacan skup F' C N. Neka je B Besselova ograda niza (z, ).

Tada je
3 | = s {‘<zy> =1} = {3t 1ot =1} <
neF neF neF

(sad ¢emo koristiti Cauchyjevu nejednakost u prostoru clF |)

sup { (Z !cn\Q) (Z \<wmy>!2> lyll = 1} < sup {BHyH2 D leal: llyll = 1} =B el

nel nekl neF neF

Jer je bezuvjetna konvergencija reda ekvivalentna sumabilnosti, dovoljno nam je pokazati
da je hiperniz (3}, c p cnn) p konvergentan, odnosno Cauchyjev. Medutim, red Y77, lcnl?
konvergira apsolutno, zato i bezuvjetno, odakle slijedi sumabilnost te je zbog toga hiperniz
(> oner lcn|?)F Cauchyjev. Preostaje se pozvati na nejednakost dobivenu u prethodnom
dijelu dokaza: || >, cpcntn| < BY, cp lcnl?

Sad je lako izvesti formulu za operator U*: za x € H i (¢,), € £? imamo

(@, U (cn)n) = (U, (cn)n) = Y _ (@, 2n)Cn = <:1: > cnmn> :
n=1

n=1
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Napomena 9.1.10 Zanimljivo je da je niz vektora u H je Besselov ¢im je pripadajuéi
operator sinteze dobro definiran. Preciznije, vrijedi sljede¢a tvrdnja:

Neka je (z,)n niz u H takav da je Y o2 | ¢pa,, dobro definiran vektor u H za svaki niz

(cn)n € £2. Tada je niz (z,), Besselov.
Dokaz: Definirajmo T : (> — H formulom T(cn)n = ZZOZI cnxyn. Po pretpostavci je
T dobro definirano i (o¢ito) linearno preslikavanje. Definirajmo za svaki k € N operator
Ty € B(¢?, H) formulom Ty(c,)n = Zszl Cnyn. Jasno je da vrijedi limg oo Ti(cn)n =
T(cy)n, V(cn)n € 2. Drugim rijecima, T, — T. Prema propoziciji operator T' je
ogranicen. Pigimo ||T|| = V/B.

Sada znamo da postoji i operator T*, te da je takoder ||T*| = v/B. O¢ito je da vrijedi
(T*z,en) = (x,Te,) = (x,x,), Vo € H,¥n € N. Odavde je Tz = ({(x,x,))n, pa sad
¢injenica da je T*z = ((z,2y)), € ¢* zapravo znaéi da je Y o0 [(z,z,)|> < oo, Vz €
H, tj. da je niz (z,), Besselov. Osim toga, jednakost ||T*|| = v/B pokazuje da vrijedi
S0 Kz, an)|? = || T*2||? < B||z||?, Vo € H. Dakle, B je ograda Besselovog niza (). O

U prethodnim opisima operatora analize i njemu adjungiranog operatora sinteze pret-
postavljali smo da je niz koji razmatramo samo Besselov. Ti operatori imaju jos bolja
svojstva kad se radi o baznim okvirima. Najprije dokazimo sljedeéi koristan rezultat o
operatorima na Hilbertovim prostorima:

Lema 9.1.11 Neka su H i K Hilbertovi prostori i T € B(H, K).
1. T ima zatvorenu sliku ako i samo ako T* ima zatvorenu sliku.

2. T je surjekcija ako i© samo ako je T™ ograni¢en odozdo.

Dokaz: Neka je ImT = Ky zatvoren potprostor prostora K. Oznac¢imo Ty : H —
Ko, Tox = Tx. Uotimo da je Ty surjektivan ogranicen operator Hilbertovih prostora.
Pretpostavimo za trenutak da za takve operatore znamo da im adjungirani operator ima
zatvorenu sliku. Tada imamo (Ker Tp)*+ = Im T} Preostaje uociti da je Im T = Im T°*.
Zaista; T*|r, = Ty odmah povlaci Im T C ImT*. S druge strane, ImT* C (Ker T)* =
(Ker Tp)*+ = Im T}

Zakljucak: da bismo dokazali ImT" zatvoren = ImT™ zatvoren, dovoljno je pokazati da
vrijedi T' surjektivan = ImT* zatvoren. Medutim, u lemi dokazali smo da surjektiv-
nost operatora 1" povlaci da je T* odozdo ogranicen. Zato je ImT™ zatvoren potprostor.

Ovime je kompletiran dokaz implikacije ImT" zatvoren = ImT™ zatvoren. Obrat slijedi
iz te, upravo dokazane implikacije primijenjene na operator 7*. Time je prva tvrdnja leme
dokazana.

Da dokazemo drugu tvrdnju pretpostavimo da je operator T odozdo ogranicen. Tada
je KerT* = {0}, a ImT™* je zatvoren potprostor. Prema prvoj tvrdnji leme zato je i Im T
zatvoren potprostor te vrijedi In7 = (Ker T*)* = K. Dakle, T je surjekcija. Obrat je
tvrdnja ve¢ dokazane leme [6.1.1 a
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Teorem 9.1.12 Neka je (xy)n bazni okvir za H. Tada je pridruZeni operator analize
U € B(H,(?) odozdo ogranicen, a adjungirani operator U* je surjekcija. Obratno, ako je
T € B(¢%, H) surjekcija i (e)n standardna ONB za (2, onda je niz (2n)n, Tn = Ten, n €
N, bazni okvir za H ¢iji operator analize se podudara s T*.

Dokaz: Prva nejednakost u definicionom uvjetu ([1) upravo znaci da je U odozdo ogranicen.
Sad prethodna lema daje surjektivnost operatora U*.

Za dokaz druge tvrdnje uzmimo surjektivan operator T € B(¢2, H). Operator T* je,
naravno, ogranicen, a prema prethodnoj lemi i odozdo ogranicen. Zato postoje konstante
A, B > 0 za koje vrijedi Aljz||?> < ||[T*z||*> < BJjz||?>, V2 € H. S druge strane, znamo
da je T*x = Y 00 (T*x,en)en = > oo (@, Ten)en = Yoo (T, 2n)en. Zato je ||T*z|? =
>0 {z, xn)|?. Dakle, (z,,)n je bazni okvir za H. Osim toga, rezultat prethodnog ratuna
mozemo zapisati i kao T*x = ({(x,z,)), € £?, a to pokazuje da je T* operator analize za
bazni okvir (zp,)n. O

Korolar 9.1.13 Niz (x,,), u H je bazni okvir za H ako i samo ako postoje separabilan
Hilbertov prostor K, ortonormirana baza (fn)n w K i surjektivan operator T' € B(K, H)
takvi da vrijedi T f,, = x,, Yn € N.

Dokaz: Ako je (xy,), bazni okvir onda veé¢ znamo da je x, = U*e,, Vn € N, gdje je (en)n
standardna ONB za [2, a U operator analize pridruzen nizu (z,,).

Obratno, neka je z, = T f,, n € N, gdje je K separabilan Hilbertov prostor, ( f,,), ONB
za K i T € B(K, H) surjektivan operator. Uo¢imo sada unitaran operator V € B(¢2 K)
definiran s Ve, = f,, n € N, i primijetimo da vrijedi x,, = TVe,, Vn € N, te da je i TV
surjekcija. Preostaje primijeniti drugu tvrdnju prethodnog teorema. O

Primjer 9.1.14 Neka je (e,), ONB u H. Definirajmo niz (z,,)n, u H s &, = ep+€p41, 1 €
N. Ako sa S oznacimo operator jednostranog pomaka na H s obzirom na ONB (e, ),, onda
je ocito x, = (S + ey, Vn € N. Kako je —1 € 0.(5), operator S + I nije surjekcija.

Sada je jasno da (x,), nije bazni okvir za H. Naime, ako bi (z,), bio bazni okvir
za H, prema prethodnom korolaru bi postojao surjektivan operator T' € B(H) takav da
je xn, = Tey, Vn € B(H). (Nije smanjenje opéenitosti uzeti ovdje upravo bazu (e,), jer
su sve ONB u separabilnim Hilbertovim prostorima unitarno ekvivalentne.) Imali bismo,
dakle, Te,, = (S + I)ey,, ¥n € N, odakle bi zbog linearnosti i ogranicenosti operatora T i
S + I slijedilo T'= S + I, no to je nemoguce jer S + I nije surjekcija.

Iz recenog je jasno da niti jedan niz (z,), u H oblika x,, = Re,, n € N, gdje je
R € B(H) neki nesurjektivan operator, ne moze biti bazni okvir za H.

Neposredna posljedica korolara [9.1.13] je i ovaj vazni korolar.
Korolar 9.1.15 Neka je (z,)n bazni okvir za H, neka je B € B(H, K) surjektivan ope-

rator s H na Hilbertov prostor K, te neka je y, = Bxy, n € N. Tada je (yn)n bazni okvir
za K.
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Korisno je zabiljeziti tvrdnje prethodnih rezultata i u specijalnom slu¢aju Parsevalovih
baznih okvira. Sjetimo se da se ogranic¢en operator U € B(H, K), gdje su H i K Hilbertovi
prostori, zove ko-izometrija ako je U* izometrija. Uoc¢imo da je U € B(H, K) ko-izometrija
ako i samo ako je surjektivna parcijalna izometrija.

Korolar 9.1.16 Niz (z,,), v H je Parsevalov bazni okvir za H ako i samo ako postoji
ko-izometrija T € B(¢2, H) sa svojstvom Te, = x,, Vn € N, pri cemu je (e,), standardna

ONB u (2.

Dokaz: Kako je (), Parsevalov bazni okvir za H, imamo ||z[|? = Y0, [(z,2,)|?, V& €

H. Medutim, to upravo znaci da je pridruzeni operator analize U izometrican, tj. da je

U* ko-izometrija, a jo$ iz propozicije znamo da vrijedi U*e,, = z,,, Vn € N.
Obratno, uzmimo ko-izometriju 7' € B(¢2, H) i stavimo z, = Te,, n € N. Jer je T*

izometrija, imamo | T*z|? = ||z||?, V2 € H. S druge strane je ||[T*z||* = >0, (T*z, en)|?

= >, [{x,zn)|?, Yz € H. Dakle, (z,,),, je Parsevalov bazni okvir za H. O

Zadatak 9.1.17 Nekasu H i K Hilbertovi prostorii A € B(H, K) operator sa zatvorenom
slikom. Pokazite da tada postoji B € B(K, H) za koji vrijedi BA = Prker 4yt 1AB = Pim 4,
pri cemu Py oznacava ortogonalni projektor na zatvoren potprostor M. (Operator B se
zove pseudoinverz operatora A.) Uputa: uocite da je Ag = Al ey ayr : (Ker At - ImA
ograni¢ena bijekcija Hilbertovih prostora.

Zadatak 9.1.18 Neka je H Hilbertov prostor i A € B(H). Dokazite: A ima zatvorenu
sliku ako i samo ako postoji B € B(H) sa svojstvom A = ABA. Uputa: ako je A= ABA
izlazi da je Im A = Ker (AB — I), a ako A ima zatvorenu sliku, promotrite pseudoinverz
B iz prethodnog zadatka.

Zadatak 9.1.19 Dokazite prvu tvrdnju leme [9.1.11) (A € B(H, K) ima zatvorenu sliku
ako i samo ako A* ima zatvorenu sliku) koristeéi tvrdnju prethodnog zadatka.

Zadatak 9.1.20 Neka su H i K Hilbertovi prostori, te neka za A € B(H, K) postoji
konstanta m > 0 takva da vrijedi || Az|| > m||z||, Vo € H. Pokazite da je i svaki operator iz
K (A, m) ograni¢en odozdo. Posebno, uocite da je skup svih odozdo ogranic¢enih operatora
otvoren u B(H, K).

Zadatak 9.1.21 Neka su H i K Hilbertovi prostori, te neka je A € B(H, K) surjekcija.
Pokazite da je i svaki operator iz K (A, m) surjekcija, gdje je m donja ograda za operator
A*. Posebno, uocite da je skup svih surjektivnih operatora otvoren u B(H, K).

Zadatak 9.1.22 Pokazite da je niz (z,), iz primjera Besselov, te da je mak-
simalan u H. (Napomena. Sjetimo se da smo u napomeni pokazali kako je u
kona¢nodimenzionalnom prostoru svaki maksimalan niz bazni okvir. U tom smislu niz
iz. ovog zadatka pokazuje kako takva tvrdnje ne vrijedi ako je dim H = o0.)
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9.2 Dualni bazni okviri i rekonstrukcijska formula

Vidjeli smo da su bazni okviri slike ortonormiranih baza pri surjektivnim ogranic¢enim ope-
ratorima. Primijetimo odmah da odavde direktno slijedi klju¢no svojstvo baznih okvira -
svojstvo rekonstrukcije. Uzmimo bazni okvir (z,,), za H i nadimo neki Hilbertov prostor
K s ONB (fn)n i surjektivan operator T' € B(K, H) takve da vrijedi T'f, = z,, Vn € N.
(Uotimo da uvijek mozemo uzeti K = €2, (fu)n = (en)n i T = U*, gdje je U operator
analize za (z,,), no to ovdje nije bitno.) Neka je z € H proizvoljno odabran. Nadimo y € K
takav da je Ty = x. Kako je y = > 77 | (y, fn) fn, odmah slijedi © = Ty = Y7, (y, fn)Tn.
Oznacimo li A\, (z) = (y, fn), n € N, mozemo pisati z = Y 7 | Ay (2)2n.

Treba uociti da je (A, (), ¢?-niz; medutim, jer T opéenito nije injekcija, rekonstruk-
cijski koeficijenti A, (x) vektora x nisu jedinstveno odredeni s . Uobicajen, a u teorijskom
pogledu najvazniji na¢in rekonstrukcije dobivamo pomoc¢u kanonskog dualnog baznog ok-
vira.

Neka je (), bazni okvir za H i neka je U € B(H, ¢?) pridruzeni operator analize.
Sjetimo se da je operator sinteze U* definiran s U*(c,)n = D poy Cn@n, (Cn)n € 7. Neka
je F:=U*U € B(H). Ponekad se F' naziva operatorom baznog okvira.

Kako je U* surjekcija, prema lemi i InU je zatvoren potprostor od £2. Zato
mozemo pisati £2 = Im U @ Ker U*, a odavde zaklju¢ujemo da vrijedi Im U* = U*(Im U &
KerU*) = U*(ImU) = ImU*U. Jer je U* surjekcija, to pokazuje da je i U*U surjekcija.

S druge strane, jednakosti KerU = {0} i KerU*U = KerU pokazuju da je U*U i
injekcija. Dakle, F = U*U je regularan operator.

Osim toga, iz

Um:an:enn iernn ixacn
n=1 n=1 n=1
slijedi
Fox=U"Uz = Z(x,xn>U*en = Z(x,xn>xn, Vo e H.
n=1 n=1

Jer je F regularan operator, za svaki y € H postoji jedinstven = € H za koji je y = Fx.
Sad prethodni racun daje y = Yo% (F~ 'y, z,)x,. Jer je F hermitski, hermitski je i F~!
pa odavde imamo y = >"°° (y, F~lz,)z,.

Stavimo y, = F~'x,, n € N. Prema korolaru i niz (yn)n je bazni okvir za H.
Taj se bazni okvir naziva kanonski dualni bazni okvir za (x,), i za njega vrijedi

[e.9]

x = Z(w, Yn )T, VYo € H. (3)

n=1

Rekonstrukcijsko svojstvo baznih okvira ve¢ smo ranije konstatirali. Sad vidimo da za
svaki vektor z jedan moguéi izbor rekonstrukcijskih koeficijenata predstavlja niz ((z, yn))n
gdje je (yn)n kanonski dualni bazni okvir polaznog baznog okvira. Jos je bolja situacija
s Parsevalovim baznim okvirima. Naime, ako je (z,), Parsevalov bazni okvir, onda je U
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izometrija pa je ' = U*U = I. Zato je ovdje y, = F~'x, = x,, Vn € N, i rekonstrukcijska
formula ovdje poprima oblik

oo

x = Z(x,xn>:zn, Ve € H. (4)

n=1

Zakljucke ovih razmatranja rezimirat ¢emo u sljede¢em teoremu.

Teorem 9.2.1 Neka je (), bazni okvir za H, te neka je F = U*U € B(H), gdje je U
pridruzeni operator analize. Tada je F reqularan, niz (yn)n definiran sy, = F~1x,, n € N,
je bazni okvir za H i za svaki x € H vrijedi x = 2 (@, Yn)Tp.

Ako je (zy)n Parsevalov bazni okvir za H onda je x = 7,

(x,xn) Ty, ¥n € N.

Napomena 9.2.2 Neka je (), bazni okvir za H. Svaki niz (z,), u H sa svojstvom
z =7 7 (x,z)xpn, Vo € H naziva se dual baznog okvira (zy),.

Navedena formulacija sugerira da bazni okvir moze imati vise razlicitih duala. Zaista,
pogledajmo ONB (e,,), u H i napeti bazni okvir (ej,ej, e, e2,...). OCcito je da ovdje
imamo A =B =2, F =U*U =21, paje F~! = %I i kanonski dualni bazni okvir je niz
(%61, %61, %62, %62, ...). Medutim, i nizovi (e1,0,e2,0,...)1(0,e1,0,e2,...) suduali za nas
bazni okvir (zp,)n.

I opéenito je tako: kanonski dualni bazni okvir danog baznog okvira samo je jedan od
njegovih duala. A da duala ima zaista razli¢itih, pokazuje sljedeéi primjer: niz koji je dual
nekog baznog okvira ne mora i sam biti bazni okvir.

Primjer 9.2.3 Pogledajmo Parsevalov bazni okvir (eq, %62, %62, %63, %63, %63, o)
za H, gdje je (en)n ONB za H. Niz (e1,v2e2,0,v/3e3,0,0,...) je ocito njegov dual, a
jasno je da taj niz nije ogranicen, te stoga ne moze biti bazni okvir.

Naime, prema propoziciji[0.1.9)svaki bazni okvir je nuzno ograni¢en niz. Uo¢imo usput
da upravo ovaj primjer pokazuje da bazni okvir ne mora biti i odozdo ograni¢en nekom
pozitivnom konstantom, ¢ak i ako su svi njegovi ¢lanovi netrivijalni vektori.

Naredna propozicija pokazuje po ¢emu je kanonski dualni bazni okvir poseban medu
svim dualima danog baznog okvira.

Propozicija 9.2.4 Neka je (xy,)n bazni okvir za H, neka je U pridruZeni operator analize
i F = U*U. Neka je (zn)n dual za (zy,)n. Ako postoji operator D € B(H), ne nuzno
reqularan, za koji vrijedi z, = Dz, ¥Yn € N, onda je D = F~'. Drugim rije¢ima, kanonski
dualni bazni okvir je jedini dual danog baznog okvira koji nastaje djelovanjem ogranicenog
operatora na taj zadani bazni okvir.

Dokaz: Neka je z, = Dz, Vn € N, za D € B(H). Dakle, imamo x = > >, (x, Dxy) 2y,
za sve x € H. Imamo takoder i z = > o0 (z, F~lz,)x,, Vo € H. Ako ovu jednakost
primijenimo na FD*z dobivamo FD*x = > °° (FD*z, F~'z,)x, = Y0 (z, Dz, )xy, =
x. Slijedi FD* = I i, jer je F regularan, D* = F~! a kad oba operatora hermitski

adjungiramo izlazi D = F~ 1. O

Kanonski dualni bazni okvir je na jos jedan na¢in poseban medu svim dualima zadanog
baznog okvira.
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Propozicija 9.2.5 Neka je (xy,)n bazni okvir za H, neka je U pridruZeni operator analize
i F = U*U, te neka je x € H. Ako za niz skalara (cp), vrijedi x = > 07 | ¢p®pn, onda
je S0 enl? = 3000 o, P an) 2 + 3000, (o, F~ta,) — en|?. Drugim rijecima, niz
((z, F~12,))n ima najmangu £2-normu od svih rekonstrukcijskih nizova vektora .

Dokaz: Kako je i (F~'z,), bazni okvir za H, znamo da je ({x, F~'z,)), € £2. Uzmimo
da je i (cp)n € £2 jer u protivnom tvrdnja je na trivijalan nagin istinita.
Oznaéimo (x, F~'x,) = a,. Sada je

(z,F~lz) = <Z An T, F_1x> = Z an(F Y20, ) = ((an)n, (an)n),
n=1 n=1

(x, F7lz) = <Z CnTy, F_1x> = Z el F 20, 2) = ((en)n, (an)n)-
n=1

n=1

Usporedbom zakljuéujemo da je (cn)n — (an)n L (an)n u prostoru €2 pa zato vrijedi
l(en)nll® = l(cn = an)n + (an)all* = [[(cn — an)nll® + [|(an)nll*. U

Vidjeli smo u prethodnim razmatranjima da bazni okvir opéenito ima vise dualnih
nizova koji sami nisu nuzno bazni okviri. Situacija je znatno povoljnija ako se u razmatra-
njima ograni¢imo na Besselove duale. Stovise, tada dualnost postaje simetri¢na relacija.

Propozicija 9.2.6 Neka je (zy,)n bazni okvir za H. Ako je niz (yn)n v H Besselov i
dualan za (xyp)n, tada je i (Yn)n bazni okvir za H i (xy,), je njegov dual.

Dokaz: Oznacimo s U i V operatore analize nizova (xy,), i (yn)n. Prema propoziciji
V je ogranicen operator s H u ¢2. Prema pretpostavci imamo z = Sood {x, yn)an, Vo € H,
§to sada mozemo zapisati kao U*V = I. Odavde je i V*U = I §to pokazuje da je V*
surjekcija. S obzirom da iz propozicije [9.1.9 znamo da vrijedi y, = V*e,, Vn € N, korolar
sad pokazuje da je i (yn)n bazni okvir za H. Konacno, jednakost V*U = [ znaéi
daje x =3 07 (@, Tpn)Yn, Vo € H, tj. da je i (xy), dual za (yn)n. |

Za kraj ovih razmatranja pokazimo da dani bazni okvir u stvari ima beskona¢no mnogo
dualnih baznih okvira (s jednim izuzetkom kojeg ¢emo komentirati malo kasnije).

Neka je (z,), bazni okvir za H s operatorom analize U. Kako je U odozdo ogranicen,
Im U je zatvoren potprostor od £2. Uzmimo bilo koji zatvoren direktan komplement X;
dakle, imamo ¢ = ImU + X. Neka je Q € B(¢?) pripadajuéi kosi projektor na Im U: ako
jev=w+z, welmlU, z € X, onda je Qu = w. Posebno, @ djeluje kao identitet na Im U
pa vrijedi QU = U.

Pogledajmo sad operator T = (U*U)"'U*Q. Prema tvrdnji zadatka T je
ogranicen operator s 2 u H. Osim toga, T je i surjekcija. Zaista:

T(?) = (U*U)"'U*Q(*) = (UU) 'U*Q(ImU + X) = (U*U)'U*Q(ImU) =

(U*U) Ut (ImU) = (U*U) 'U*(Im U @ Ker U*) = (U*U)'U*(¢*) = (U*U)"'(H) = H.
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Zato je prema korolaru niz (v, )y definiran s v, = T'e,,, n € N, bazni okvir za H ¢iji
operator analize je T (pa je pripadajuéi operator sinteze upravo T).
Sada je
TU = (U*U)"'U*QU = (U*U)'U*U =1,

a to upravo znaci
o0

x = Z(x,zn>vn, Vx € H.

n=1

Prema propoziciji (n)n 1 (Vn)n su medusobno dualni bazni okviri.

Moze se pokazati da potprostor Im U ima beskona¢no mnogo zatvorenih direktnih
komplemenata, ¢im je netrivijalan. Prethodna diskusija sad pokazuje da dani bazni okvir
ima u tom slucaju beskonaéno mnogo razli¢itih dualnih baznih okvira. (Usput napome-
nimo da se dualni bazni okviri mogu parametrizirati i ograni¢enim operatorima s H u
(ImU)*)

Izuzetak oéito ¢ini klasa baznih okvira kod kojih je Im U = ¢2.

Definicija 9.2.7 Niz (z,)n je Rieszova baza Hilbertovog prostora H ako je (xy)n bazni
okvir w H ciji operator analize je surjekcija.

Rieszove baze karakterizirane su sljede¢im teoremom kojeg navodimo bez dokaza.

Teorem 9.2.8 Za niz (x,)n, u H sljedeée su turdnje medusobno ekvivalentne:
(a) (zn)n je Rieszova baza prostora H.

(b) Postoje Hilbertov prostor K, ONB (by)n za K i reqularan operator T € B(K, H)
takvi da je x, = Tb,, Yn € N.

(¢) Niz (xy)n je fundamentalan i postoje konstante A i B takve da za svaki k € N i svaki
izbor skalara cy, ..., cp vrijedi

k k k
AZ|cn|2 < chxn §BZ|cn|2.
n=1 n=1 n=1

Na kraju ovih uvodnih razmatranja navedimo joS nekoliko jednostavnih rezultata o
Parsevalovim baznim okvirima.

Propozicija 9.2.9 Niz (z,), je Parsevalov bazni okvir za H ako i samo ako za svaki x
iz H vrijedi x =Y )7 (@, Tn) Tn.

Dokaz: U jednom smjeru tvrdnja je ve¢ ranije dokazana, te je navedena u teoremu (9.2.1
Obrat trivijalno slijedi iz neprekidnosti skalarnog mnozenja. O

Propozicija 9.2.10 Neka je (xy,), bazni okvir za H, neka je U pridruZeni operator ana-
lize i F =U*U. Tada je (F_%xn)n Parsevalov bazni okvir za H.
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Dokaz: Primijetimo najprije da je F~3 dobro definiran ogranicen, bijektivan i pozitivan
operator jer je F regularan i (o¢ito) F' > 0.

Za proizvoljan y € H imamoy =Y > (y, F ~12,)2, odakle zbog neprekidnosti opera-
tora F~2 slijedi F~2y = 3% (y, Fla, ) F2a, = 3% (F~ 2y, F22,)F 22,. Jer je
F3 bijekcija, svaki € H je oblika x = F 7%y za jedinstveno odredeni y. Zato mozemo
pisati z = > (x, F_%xn>F_%xn, Vx € H. Preostaje primijeniti prethodnu propoziciju.
O

Na kraju, uo¢imo sljede¢u jednostavnu posljedicu korolara ako je M zatvoren
potprostor od H, ako je (), ONB za H i P ortogonalni projektor na M onda je (Pey)n,
Parsevalov bazni okvir za M. Ovo mozemo vidjeti i direktno.

Naime, za svaki z € H vrijedi z = > > (z,ep)en, a onda i Pz = > > (x,e,)Pey,.
Uzmemo li sad proizvoljan z € M imamo Pz = z pa prethodnu jednakost mozemo pisati
u obliku . = Y7 | (Px,e,)Pe, = Y o2 (x, Pey) Pey,.

Zadatak 9.2.11 Neka je (), bazni okvir za H s operatorom analize U. Odredite ope-
rator analize kanonskog duala ((U*U)~ 'z, ),. Nadalje, pokazite da je (z,), kanonski dual
svog kanonskog duala.

Zadatak 9.2.12 Neka je H Hilbertov prostor, M < H zatvoren potprostor i X < H
potprostor takav da je H = M + X. Neka je @ kosi projektor na M u smjeru potprostora
X. Dokazite da je () ograni¢en operator ako i samo ako je X zatvoren.

Zadatak 9.2.13 Neka je (z,,), Parsevalov bazni okvir za H. Pokazite da je tada ||z,| <
1, ¥n € N. Nadalje, pokazite: ako za neki z,, vrijedi ||x,,|| = 1 onda je x,, L z,, Yn # m.
Posebno, ako su svi vektori Parsevalovog baznog okvira (z), normirani, onda je (x)n

ONB.
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