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Predgovor

Namjera mi je bila napisati praktičan udžbenik linearne algebre; sadržajno
zaokružen, ali ne predug; rigorozan, ali ne prestrog. Namijenjen je studen-
tima i nastavnicima kao udžbenik za standardni jednogodǐsnji kurs linearne
algebre uobičajen na studiju matematike i fizike na preddiplomskoj razini.

Linearna algebra je grana matematike koja proučava vektorske prostore,
linearne operatore i sustave linearnih jednadžbi. Konkretnu realizaciju line-
arne algebre nalazimo u analitičkoj geometriji, odnosno u prostorima klasa
orijentiranih dužina u dvije i tri dimenzije. Ti prostori predstavljaju is-
hodǐsnu točku u izgradnji opće teorije vektorskih prostora i linearnih ope-
ratora. Svoje poopćenje, pak, linearna algebra nalazi u teoriji operatora i
funkcionalnoj analizi.

Vektorski prostori igraju jednu od centralnih uloga u modernoj matema-
tici. Stoga linearna algebra nalazi široku primjenu u drugim matematičkim
disciplinama. Jednako ekstenzivno primjenjuje se linearna algebra i u dru-
gim prirodnima te u društvenim znanostima. U svim primjenama slijedi
se u osnovi isti obrazac: dani problem koji nije moguće direktno ili eks-
plicitno riješiti nastoji se ”linearizirati”, tj. aproksimirati nekim linearnim
problemom koji se zatim rješava metodama linearne algebre.

Svrha je ovog udžbenika prikazati glavne rezultate linearne algebre u op-
segu u kojem se ova teorija uobičajeno izlaže studentima prve godine studija
matematike. I po načinu izlaganja i po izboru materijala prepoznat će se
da je udžbenik ponajprije namijenjen matematičarima. Napokon, glavninu
materijala i čine bilješke s predavanja koja sam držao studentima prve go-
dine matematike i fizike na PMF-u Sveučilǐsta u Zagrebu tijekom posljednjih
dvadesetak godina.

Ipak, od čitatelja se ne zahtijeva nikakavo posebno predznanje; podrazu-
mijeva se tek poznavanje uobičajene matematičke notacije i vladanje osnov-
nim elementima naivne teorije skupova i matematičke logike. Stoga vjerujem
da će ovaj udžbenik biti pristupačan i koristan i studentima drugih, posebno
prirodoslovnih, tehničkih i ekonomskih fakulteta.

U sadržajnom smislu udžbenik se gotovo podudara s programom isto-
imenog kolegija za studente prve godine preddiplomskog studija matema-
tike na PMF-Matematičkom odjelu Sveučilǐsta u Zagrebu. Osnovna ideja
je i bila odabrani materijal organizirati kao praktičan i efikasan udžbenik.
Zato sam svjesno izostavio uvodno izlaganje skupovno-teorijskih činjenica
s jedne, i naprednijih tema s druge strane. Ti i drugi izostavljeni dijelovi
(poput matematičkih i izvanmatematičkih primjena, povijesnih napomena,
komentara vezanih za izgradnju teorije i individualne doprinose pojedinih
matematičara, ekstenzivnog popisa literature) detaljno su izloženi u klasič-
nim sveučilǐsnim udžbenicima profesora S. Kurepe i K. Horvatića. Uz to,
povijesne činjenice i opis različitih aspekata nastanka i izgradnje linearne
algebre kao moderne matematičke teorije danas su široko dostupni na mno-
gobrojnim internetskim stranicama
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Materijal je organiziran na sljedeći način. Uvodno poglavlje je u izvjes-
nom smislu prolog: u njemu se prikazuje prostor radijvektora s namjerom da
se prepozna i usvoji koncept vektorskog prostora. Naglasak zato nije na pot-
punosti izlaganja, već na strukturnim svojstvima prostora V 2(O) i V 3(O).
Upravo radi lakšeg uvida u strukturu odlučio sam za ogledni primjer vektor-
skog prostora uzeti prostor radijvektora, a ne mnogo sofisticiraniji i korisniji
(ali tehnički zamršeniji) prostor klasa orijentiranih dužina V 3. ”Dug” prema
prostoru V 3 vraćen je u Dodatku na kraju drugog poglavlja.

U drugom poglavlju uveden je pojam vektorskog prostora na apstraktnoj
razini te su obradene standardne teme poput baze, dimenzije, potprostora.

Treće poglavlje je posvećeno matricama. U njemu su navedeni i dokazani
klasični teoremi o matricama i determinantama.

Četvrto poglavlje se izravno nadovezuje na prethodno i sadrži cjelovitu
diskusiju o sustavima linearnih jednadžbi. Sustavi linearnih jednadžbi nisu
samo univerzalna zadaća koja se prirodno javlja unutar linearne algebre i
u njezinim primjenama; oni su u izvjesnom smislu i sadržajna jezgra te-
orije. Na primjer, tek u proučavanju sustava prirodno se nameće potreba za
uvodenjem i proučavanjem vǐsedimenzionalnih vektorskih prostora (Dok je
relativno lako akceptirati potrebu za proučavanjem vektorskog prostora di-
menzije 4, uvodenje prostora proizvoljne dimenzije je krajnje neintuitivno.)
Slično, tek pri proučavanju sustava linearnih jednadžbi prirodno se pojav-
ljuje pojam linearne mnogostrukosti i tek tu imamo priliku vidjeti teorem
o rangu i defektu na djelu. U tom smislu, pozicioniranje poglavlja o sus-
tavima linearnih jednadžbi (pa onda, posljedično, i poglavlja o matricama
i determinantama) u izlaganju linearne algebre uvijek je delikatno pitanje.
Ovdje smo izgradnju teorije započeli proučavanjem apstraktnih vektorskih
prostora te razvojem potrebnog tehničkog aparata. Tek tada su obradeni
sustavi linearnih jednadžbi, a u njihovom tretmanu su bitno korǐsteni rezul-
tati iz prethodnih dvaju poglavlja. Dosljedna provedba ovakvog pristupa
vjerojatno bi podrazumijevala da se prije sustava izlože i uvodna poglavlja
teorije operatora; time bi se svi rezultati o rješivosti i rješavanju sustava
linearnih jednadžbi dobili još elegantnije. Takav bi izbor, medutim, teoriji
dao još naglašeniju apstraktnu (moguće i preapstraktnu) notu. Zbog toga,
a i zato što je pogodno radi vježbi i rješavanja praktičnih problema sustave
linearnih jednadžbi obraditi čim prije, poglavlje o sustavima ipak prethodi
diskusiji o operatorima.

Peto poglavlje u cijelosti je posvećeno linearnim operatorima i predstavlja
centralni dio izloženog materijala. Poglavlje završava relativno opširnim
izlaganjem o spektru, svojstvenim i invarijantnim potprostorima te svoj-
stvenom polinomu.

Posljednje, šesto poglavlje sadržava pregled standardnog materijala o ko-
načnodimenzionalnim unitarnim prostorima. Osobito je naglašena uloga
Gram-Schmidtova postupka ortogonalizacije. Uvršteno je i nekoliko tipičnih
primjena, poput QR faktorizacije matrice, problema najbolje aproksimacije
te približnog rješavanja sustava linearnih jednadžbi.
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Svako poglavlje završava odgovarajućim skupom zadataka različite pri-
rode. Neki su od njih sasvim tehnički, drugi služe kao vježba apstraktnog
rezoniranja, u trećima se uvode novi pojmovi ili navode nove činjenice. Svi su
zadaci odabrani iz obilne neformalne arhive zadataka prikupljene na PMF-
Matematičkom odjelu Sveučilǐsta u Zagrebu. Ona se sastoji od mnoštva
primjera s auditornih vježbi te ispitnih i kolokvijskih zadataka, a nastala je
dugogodǐsnjim radom brojnih sadašnjih i bǐsih asistenata koji su proteklih
desetljeća vodili vježbe iz kolegija Linearna algebra.

Nemoguće je matematičku teoriju u potpunosti svladati bez testiranja
našeg razumijevanja kroz rješavanje zadataka. Zato savjetujem čitateljima
da pokušaju samostalno riješiti navedene zadatke. Uvrštene zadatke treba
shvatiti kao integralni dio teksta.

Ovaj je udžbenik nastao uz potporu mojih kolega i studenata i na iz-
ravan poticaj urednice u Školskoj knjizi, gde Štefice Dumančić Poljski. U
različitim fazama nastanka dijelove rukopisa čitali su i dali korisne opaske i
prijedloge moji kolege s PMF-Matemtičkog odjela Sveučilǐsta u Zagrebu na
čemu im srdačno zahvaljujem. Posebno zahvaljujem doc. dr. Ljiljani Aram-
bašić kao i recenzentima, prof. dr. Ivici Gusiću, prof. dr. Mirku Primcu i
prof. dr. Zoranu Vondračeku na brojnim korisnim primjedbama i sugesti-
jama. Unaprijed zahvaljujem i svima koji će me upozoriti na greške ili dati
primjedbe i komentare.

U Zagrebu, ožujak 2008.

Predgovor drugom izdanju

Novo izdanje dopunjuje originalni tekst ne šireći značajnije sadržajni ok-
vir. Dodani su brojni zadaci, uvršteni su, osobito u zadnjem poglavlju,
različiti primjeri koji ilustriraju neke primjene, neki su dokazi izmijenjeni i
ispravljene su uočene greške. Kao novi sadržaji uvršteni su na kraju četvrtog
poglavlja odjeljak o magičnim kvadratima, odjeljak na kraju petog poglav-
lja u kojem se opisuju neke primjene spektralne teorije i na kraju zadnjeg
poglavlja odjeljak posvećen dekompoziciji singularnih vrijednosti i pseudo-
inverzu.

U Zagrebu, siječanj 2020.
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1. Uvod

U ovom poglavlju uvodimo pojam vektorskog prostora na neformalnoj, in-
tuitivnoj razini. Željeli bismo ilustrirati osnovne ideje te pokazati pozadinu,
odnosno temelje nekih apstraktnih koncepata koji će kasnije biti uvedeni. To
ćemo učiniti proučavajući radijvektore u ravnini i prostoru. Nije nam pritom
namjera iznijeti kompletan pregled klasične algebre vektora. Primarni nam
je cilj uočiti i istaknuti strukturna svojstva prostora radijvektora u dvije,
odnosno tri dimenzije. Ti će nam prostori kasnije poslužiti kao prototip u
izgradnji opće teorije vektorskih prostora.

Naša razmatranja ovdje neće biti aksiomatski zasnovana. Osnovne poj-
move poput, primjerice, pravca i ravnine ćemo shvaćati intuitivno.

1.1. Radijvektori u ravnini.

Označimo s E2 ravninu koju shvaćamo kao skup točaka. Neka je u E2

dan pravokutni koordinatni sustav s ishodǐstem u točki O. Svakoj točki

A ∈ E2 možemo pridružiti radijvektor
−→
OA, tj. strelicu s početkom u točki

O i završetkom u točki A.

Skup svih radijvektora u ravnini označavamo s V 2(O), naglašavajući time
da je ishodǐste početna točka svih radijvektora koje promatramo. Kad god
nam ne bude važno specificirati završne točke, radijvektore ćemo označavati

simbolima −→a ,
−→
b ,−→v . . . Radijvektor

−−→
OO zovemo nulvektorom i označavamo

s
−→
0 .
Modul radijvektora

−→
OA definiramo kao duljinu dužine OA i označavamo

s |
−→
OA|. Uočimo da je

−→
0 jedini radijvektor čiji modul iznosi 0. Smjer ra-

dijvektora
−→
OA 6= −→0 definiramo kao pravac OA. Smjer nulvektora se ne

definira. Nadalje, kažemo da su radijvektori
−→
OA i

−−→
OB kolinearni ako točke

O,A,B leže na istom pravcu. Primijetimo da je, prema definiciji, nulvektor
kolinearan sa svakim radijvektorom.

Neka su
−→
OA i

−−→
OB kolinearni i netrivijalni (tj. različiti od

−→
0 ) radijvekto-

ri. Kažemo da su
−→
OA i

−−→
OB jednako orijentirani ako točke A i B leže s iste

strane točke O na pravcu OAB. Ako se točke A i B nalaze s različitih strana

točke O na pravcu OAB, kažemo da su
−→
OA i

−−→
OB suprotno orijentirani.
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Primijetimo da je orijentacija samo relativan pojam; niti jedan radijvektor
sam po sebi nema orijentaciju.

Jednaka orijentacija Suprotna orijentacija

Iz prethodnih je definicija očito da je svaki netrivijalan radijvektor jed-
noznačno odreden svojim modulom, smjerom i orijentacijom. Iskažimo ovaj
zaključak i formalnom napomenom:

Napomena 1.1.1. Neka su zadani realan broj m > 0 i radijvektor
−→
OT 6= −→0 .

Tada postoji jedinstven radijvektor
−→
OA čiji modul iznosi m, čiji je smjer

pravac OT i koji je orijentiran jednako kao
−→
OT .

Za radijvektor −→a 6= −→0 definiramo suprotan radijvektor −−→a kao radijvek-
tor koji ima jednak modul i smjer kao −→a , a orijentiran je suprotno u odnosu
na −→a . Uočimo da je pojam suprotnog radijvektora dobro (tj. jednoznačno)
definiran na temelju prethodne napomene.

Nakon što smo uveli osnovne pojmove, sada možemo definirati zbrajanje
radijvektora.

Nekolinearne radijvektore zbrajamo prema zakonu paralelograma:
−→
OA+−−→

OB definiramo kao radijvektor
−−→
OC pri čemu je C jedinstvena točka ravnine

E2 sa svojstvom da je četverokut OACB paralelogram.

Zakon paralelograma: zbrajanje nekolinearnih radijvektora

Da bismo definiciju kompletirali, potrebno je još definirati zbroj −→a +
−→
b i

kad su −→a i
−→
b kolinearni.

Najprije uzimamo da je −→a +
−→
0 =

−→
0 + −→a = −→a za sve −→a iz V 2(O), te

−→a + (−−→a ) = −−→a +−→a =
−→
0 za sve −→a 6= −→0 .

Ako su−→a i
−→
b kolinearni, netrivijalni, i nisu jedan drugome suprotni, zbroj

−→a +
−→
b definirat ćemo tako da mu propǐsemo modul, smjer i orijentaciju.
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Prema napomeni 1.1.1, time će radijvektor −→a +
−→
b biti jednoznačno odreden.

Ako su −→a i
−→
b jednako orijentirani, −→a +

−→
b definiramo kao radijvektor čiji

modul iznosi |−→a |+ |
−→
b |, koji je kolinearan s −→a i

−→
b , a orijentiran je jednako

kao −→a i
−→
b .

Ako su −→a i
−→
b suprotne orijentacije te ako je |−→a | > |

−→
b |, onda −→a +

−→
b

definiramo kao radijvektor čiji modul iznosi |−→a |−|
−→
b |, koji je kolinearan s −→a

i
−→
b , a orijentiran je jednako kao −→a . Konačno, ako je |−→a | < |

−→
b |, definicija

je analogna (pa je, posebno, −→a +
−→
b orijentiran kao

−→
b ).

Zbrajanje kolinearnih radijvektora

Sada je zbroj −→a +
−→
b definiran za svaka dva radijvektora i pritom je, za

zadane −→a i
−→
b , njihov zbroj −→a +

−→
b jednoznačno odreden radijvektor. Dobili

smo, dakle, preslikavanje + : V 2(O) × V 2(O) → V 2(O). U tom smislu
kažemo da je zbrajanje binarna operacija na skupu V 2(O).

Sad bismo željeli istražiti svojstva ovako uvedene operacije zbrajanja ra-
dijvektora. Uočimo prvo da pravokutni koordinatni sustav kojeg smo na
početku fiksirali nije igrao nikakvu ulogu ni u našem poimanju radijvektora,
ni u prethodnim definicijama. Važno je tek bilo fiksirati ishodǐsnu točku O.
Koordinatizacija će, medutim, biti vrlo koristan alat u našim razmatranjima.

Svakoj točki A ∈ E2 možemo pridružiti ureden par njezinih koordinata u

odabranom pravokutnom sustavu. Želimo li specificirati neki radijvektor
−→
OA

(što se zapravo svodi na specifikaciju završne točke A), dovoljno je poznavati
ureden par koordinata točke A.

Sada je prirodno zapitati se: ako su dani radijvektori
−→
OA i

−−→
OB, možemo li

iz koordinata točaka A i B ”ǐsčitati” koordinate završne točke radijvektora−→
OA+

−−→
OB?
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Propozicija 1.1.2. Neka je A = (a1, a2) i B = (b1, b2). Tada je
−→
OA+

−−→
OB =

−−→
OC, gdje je C = (a1 + b1, a2 + b2).

Dokaz. Uzmimo najprije da su vektori
−→
OA i

−−→
OB nekolinearni. Tada je, ako

smo označili
−→
OA +

−−→
OB =

−−→
OC, točka C sjecǐste pravaca p i q pri čemu je p

paralelan s OB i prolazi točkom A, dok je q paralelan s OA i prolazi točkom
B. Sada se dokaz naše tvrdnje da točka C ima koordinate (a1 + b1, a2 + b2)
svodi na rješavanje elementarne zadaće iz analitičke geometrije.

Kad su
−→
OA i

−−→
OB kolinearni, provjera je još jednostavnija pa detalje izo-

stavljamo. �

Uz pomoć prethodne propozicije lako je odrediti sva svojstva operacije
zbrajanja.

Propozicija 1.1.3. Binarna operacija zbrajanja + : V 2(O) × V 2(O) →
V 2(O) ima sljedeća svojstva:

(1) −→a + (
−→
b +−→c ) = (−→a +

−→
b ) +−→c , ∀−→a ,

−→
b ,−→c ∈ V 2(O);

(2) za nulvektor
−→
0 ∈ V 2(O) vrijedi −→a +

−→
0 =

−→
0 +−→a = −→a , ∀−→a ∈ V 2(O);

(3) za svaki −→a ∈ V 2(O) i njemu suprotan −−→a ∈ V 2(O) vrijedi −→a +

(−−→a ) = −−→a +−→a =
−→
0 ;

(4) −→a +
−→
b =

−→
b +−→a , ∀−→a ,

−→
b ∈ V 2(O).

Dokaz. (1) Odaberimo proizvoljne −→a =
−→
OA,

−→
b =

−−→
OB i −→c =

−−→
OC te

označimo −→a + (
−→
b + −→c ) =

−→
OT i (−→a +

−→
b ) + −→c =

−→
OS. Treba dokazati

da je T = S, a za to je dovoljno utvrditi da su koordinate točaka T i S
identične. Neka je A = (a1, a2), B = (b1, b2) i C = (c1, c2). Sada je, prema

propoziciji 1.1.2,
−−→
OB +

−−→
OC =

−−→
OD pri čemu je D = (b1 + c1, b2 + c2). Kako

je
−→
OT = −→a + (

−→
b +−→c ) =

−→
OA+

−−→
OD, ponovnom primjenom propozicije 1.1.2

dobivamo da je T = (a1 + (b1 + c1), a2 + (b2 + c2)). Potpuno analogno nala-
zimo da vrijedi i S = ((a1 + b1) + c1, (a2 + b2) + c2). Jer je zbrajanje realnih
brojeva asocijativno, koordinate točaka T i S su u parovima jednake, pa
slijedi T = S.

Tvrdnje (2) i (3) su zapravo dijelovi definicije zbrajanja radijvektora pa
se ovdje nema što dokazivati. Tvrdnja (4) je pak očita posljedica definicije
zbrajanja radijvektora. Alternativno, i ovu tvrdnju možemo dokazati kao i
tvrdnju (1) služeći se propozicijom 1.1.2. �

Svojstvo (1) iz prethodne propozicije se zove asocijativnost (zbrajanja

radijvektora). Svojstvo (2) opisno izričemo tako da kažemo da je
−→
0 ne-

utralni element za zbrajanje. Svojstvo (3) opisuje algebarsku narav suprot-
nog vektora: kad se bilo koji radijvektor zbroji sa sebi suprotnim, rezultat
je neutralni element za zbrajanje (tj. nulvektor). Striktno govoreći, pojam
suprotnog radijvektora definirali smo samo za netrivijalne radijvektore, no

jednakost
−→
0 +

−→
0 =

−→
0 (koja je dio naše definicije zbrajanja) pokazuje da
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−→
0 igra ulogu suprotnog radijvektora samome sebi. Konačno, svojstvo (4)
se naziva komutativnost (zbrajanja radijvektora).

Primijetimo da operacije zbrajanja realnih, odnosno kompleksnih brojeva
imaju identična svojstva.

Kao i pri računanju s brojevima, i ovdje je običaj izraz −→a + (−
−→
b ) zapi-

sivati u jednostavnijem obliku −→a −
−→
b . Kolokvijalno govorimo da se radi o

oduzimanju, no treba uočiti da oduzimanje radijvektora nije nova operacija,
nego tek naziv za zbroj radijvektora −→a i radijvektora suprotnog radijvektoru−→
b . Isti dogovor podrazumijevamo i kod oduzimanja brojeva.

Osim zbrajanja radijvektora važna će nam biti još jedna operacija: množe-
nje radijvektora realnim brojevima. Običaj je da se u ovom kontekstu realni
brojevi nazivaju skalarima i da se označavaju malim grčkim slovima. Prije
nego što definiciju navedemo, uočimo bitnu strukturnu razliku u odnosu na
zbrajanje: dok je zbrajanje + : V 2(O) × V 2(O) → V 2(O) binarna opera-
cija na skupu V 2(O) (što znači da se zbrajaju dva radijvektora, a rezultat
je opet radijvektor), množenje radijvektora skalarima je preslikavanje · :
R × V 2(O) → V 2(O); operandi su ovdje raznorodni (jedan skalar i jedan
radijvektor), a rezultat je opet radijvektor.

Neka je α ∈ R i−→a ∈ V 2(O). Umnožak α·−→a definira se kao radijvektor čiji:
(i) modul iznosi |α| · |−→a |; (ii) smjer je isti kao smjer od −→a ; (iii) orijentacija
je ista kao orijentacija od −→a ako je α > 0, odnosno suprotna orijentaciji od
−→a ako je α < 0.

Kao i kod množenja brojeva i ovdje je običaj pisati α−→a umjesto α · −→a .
Operacija množenja radijvektora skalarima iskazana je uz prešutnu pri-

mjenu napomene 1.1.1: α−→a je definiran tako što smo mu propisali mo-
dul, smjer i orijentaciju. Pritom, odrednice (ii) i (iii) nemaju smisla ako je
−→a =

−→
0 . No, već iz (i) neposredno vidimo da je α · −→0 =

−→
0 , ∀α ∈ R, kao i

0 · −→a =
−→
0 , ∀−→a ∈ V 2(O).

Očito je iz definicije da vrijedi sljedeće pravilo:

Propozicija 1.1.4. Neka je α ∈ R i −→a ∈ V 2(O). Ako je −→a =
−→
OA i

A = (a1, a2), te ako stavimo α−→a =
−→
OT , onda je T = (αa1, αa2).

Teorem 1.1.5. Operacije zbrajanja + : V 2(O) × V 2(O) → V 2(O) i mno-
ženja skalarima · : R × V 2(O) → V 2(O) na skupu V 2(O) imaju sljedeća
svojstva:

(1) −→a + (
−→
b +−→c ) = (−→a +

−→
b ) +−→c , ∀−→a ,

−→
b ,−→c ∈ V 2(O);

(2) za nulvektor
−→
0 ∈ V 2(O) vrijedi −→a +

−→
0 =

−→
0 +−→a = −→a , ∀−→a ∈ V 2(O);

(3) za svaki −→a ∈ V 2(O) i njemu suprotan −−→a ∈ V 2(O) vrijedi −→a +

(−−→a ) = −−→a +−→a =
−→
0 ;

(4) −→a +
−→
b =

−→
b +−→a , ∀−→a ,

−→
b ∈ V 2(O);

(5) α(β−→a ) = (αβ)−→a , ∀α, β ∈ R,∀−→a ∈ V 2(O);
(6) (α+ β)−→a = α−→a + β−→a , ∀α, β ∈ R,∀−→a ∈ V 2(O);
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(7) α(−→a +
−→
b ) = α−→a + α

−→
b , ∀α ∈ R,∀−→a ,

−→
b ∈ V 2(O);

(8) 1 · −→a = −→a , ∀−→a ∈ V 2(O).

Dokaz. Prve četiri tvrdnje već su izrečene i dokazane1 u propoziciji 1.1.3.

Dokažimo tvrdnju (5). Neka je −→a =
−→
OA i A = (a1, a2). Stavimo α(β−→a ) =

−−→
OB i (αβ)−→a =

−−→
OC. Uzastopnom primjenom prethodne propozicije dobiva-

mo B = (α(βa1), α(βa2)) i C = ((αβ)a1, (αβ)a2). Kako je množenje realnih
brojeva asocijativno, očito slijedi B = C.

Analogno se dokazuju i preostale tri tvrdnje. Uočimo da će u dokazima
tvrdnji (6) i (7) završni dio argumentacije biti pozivanje na distributivnost
množenja realnih brojeva prema zbrajanju. �

Prethodni teorem sadrži popis osnovnih svojstava zbrajanja i množenja
skalarima u skupu V 2(O). Svojstva (5), (6) i (7) nazivaju se, redom, kva-
ziasocijativnost, distributivnost množenja prema zbrajanju skalara i distri-
butivnost množenja prema zbrajanju radijvektora.

Ovih osam svojstava igra fundamentalnu ulogu u izgradnji pojma apstrak-
tnog vektorskog prostora. U tom smislu ćemo, prejudicirajući terminologiju
i pojmove koji će biti uvedeni u sljedećem poglavlju, od sada na dalje govoriti
da je V 2(O) vektorski prostor.

Iz navedenih svojstava (ili iz samih definicija) lako se izvode i druga pravi-
la za računanje s radijvektorima poput (−1)−→a = −−→a , (α−β)−→a = α−→a −β−→a
i α(−→a −

−→
b ) = α−→a − α

−→
b .

Dokazi ovih tvrdnji su posve jednostavni pa ih stoga izostavljamo. No
oprez je potreban kako bi se ispravno shvatila i interpretirala prva od nave-
denih jednakosti. Tu nije riječ o mehaničkom ispuštanju zagrade (na kakvo
smo navikli pri računanju s brojevima) jer izrazi na lijevoj i desnoj strani
jednakosti potječu iz različitih definicija: dok se na lijevoj strani jednakosti
radi o množenju radijvektora −→a skalarom −1, na desnoj se strani pojavljuje
suprotan radijvektor - pojam koji je definiran ranije. Nije stoga ničim a pri-
ori osigurano da su izrazi s različitih strana navedene jednakosti identični.
Nasreću, ti su radijvektori zaista jednaki, a provjera je jednostavna.

Teorem 1.1.5 predstavlja polaznu točku u proučavanju strukturnih svoj-
stava vektorskog prostora V 2(O). Veliku važnost ima okolnost da su defi-
nicije obiju operacija s radijvektorima geometrijske prirode. To nam omo-
gućuje da razne geometrijske činjenice (koje možemo vizualizirati, pa stoga
i intuitivno prihvaćati) prepoznamo ili iskažemo u terminima algebarskih
operacija.

Propozicija 1.1.6. Neka su −→a ,
−→
b ∈ V 2(O) kolinearni te neka je −→a 6= −→0 .

Tada postoji jedinstveni skalar α takav da je
−→
b = α−→a . Obratno, ako za

neke −→a ,
−→
b ∈ V 2(O) i α ∈ R vrijedi

−→
b = α−→a , onda su −→a i

−→
b kolinearni.

1Nije običaj u tvrdnju nekog teorema uključivati iskaze prethodno dokazanih propo-
zicija ili teorema. Ovdje smo učinili iznimku kako bismo objedinili sva svojstva i dobili
kompletnu sliku.
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Dokaz. Ako je
−→
b =

−→
0 , onda je očito

−→
b = 0 · −→a . Ako je

−→
b 6= −→0 , uzmimo

α = |
−→
b |
|−→a | , što je dobro definirano zbog −→a 6= −→0 . Sada je jasno da vrijedi ili

−→
b = α−→a ili

−→
b = (−α)−→a ovisno o tome jesu li −→a i

−→
b jednake ili suprotne

orijentacije.
Druga tvrdnja propozicije je izravna posljedica definicije množenja radij-

vektora skalarima. �

Dakle, jednakošću
−→
b = α−→a karakterizira se kolinearnost radijvektora

−→a i
−→
b . Primijetimo da smo u prvoj tvrdnji prethodne propozicije morali

izuzeti slučaj −→a =
−→
0 . Zaista, ako je −→a =

−→
0 , onda je, po definiciji, svaki

radijvektor
−→
b kolinearan s −→a , no jednakost

−→
b = α−→a je moguća jedino ako

je i
−→
b =

−→
0 .

Ovoj maloj tehničkoj smetnji možemo jednostavno doskočiti. Uzmimo

proizvoljne −→a ,
−→
b ∈ V 2(O) i potražimo skalare α i β za koje bi vrijedilo

α−→a + β
−→
b =

−→
0 . Neovisno o izboru radijvektora −→a i

−→
b , ova će jednakost

očito biti zadovoljena uzmemo li α = β = 0. Ima li i drugih, netrivijalnih

izbora α, β ∈ R koji zadovoljavaju α−→a +β
−→
b =

−→
0 ? Ako su −→a i

−→
b kolinearni,

takva mogućnost očito postoji. Zaista, ako je −→a =
−→
0 , onda vrijedi 1 · −→a +

0 ·
−→
b =

−→
0 . Ako je pak −→a 6= −→0 , onda, prema prethodnoj propoziciji, postoji

α ∈ R takav da je
−→
b = α−→a , a odatle odmah slijedi (−α) · −→a + 1 ·

−→
b =

−→
0 .

Vrijedi i obrat: Ako postoje skalari α, β ∈ R od kojih je bar jedan različit

od 0, a koji zadovoljavaju jednakost α−→a + β
−→
b =

−→
0 , radijvektori −→a i

−→
b

su kolinearni. Kako bismo to pokazali, pretpostavimo da je α 6= 0. Tada

jednakost α−→a + β
−→
b =

−→
0 odmah povlači −→a = −β

α

−→
b pa su, prema drugom

dijelu tvrdnje prethodne propozicije, −→a i
−→
b kolinearni. Ako je α = 0, onda

je prema pretpostavci β 6= 0 i potpuno analogno opet zaključujemo da su −→a
i
−→
b kolinearni.
Korisno je ovo zapažanje formulirati i na sljedeći, ekvivalentan način:

Korolar 1.1.7. Radijvektori −→a ,
−→
b ∈ V 2(O) su nekolinearni ako i samo ako

vrijedi

(1) α−→a + β
−→
b =

−→
0 ⇒ α = β = 0.

Korolar 1.1.7 je od fundamentalne važnosti za naša daljnja razmatranja.
Smisao je u tome da smo nekolinearnost (a time a posteriori i kolinearnost)
dvaju radijvektora uspjeli iskazati na algebarski način. Radijvektori −→a i−→
b su nekolinearni ako i samo ako jednakost α−→a + β

−→
b =

−→
0 može biti

zadovoljena samo za trivijalan izbor skalara: α = β = 0.

Spomenimo još da se izraz oblika α−→a + β
−→
b naziva linearna kombinacija

radijvektora −→a i
−→
b s koeficijentima α i β. Općenito, izraz α1

−→a1 + α2
−→a2 +

. . . + αn
−→an, n ∈ N, zovemo linearnom kombinacijom vektora −→a1, . . . ,

−→an s
koeficijentima α1, . . . , αn.



8 DAMIR BAKIĆ

Sljedeći teorem otkriva ulogu koju u prostoru V 2(O) imaju skupovi koji
se sastoje od (bilo koja) dva nekolinearna radijvektora.

Teorem 1.1.8. Neka su −→a ,
−→
b ∈ V 2(O) nekolinearni. Tada za svaki −→v ∈

V 2(O) postoje jedinstveni skalari α i β takvi da vrijedi −→v = α−→a + β
−→
b .

Dokaz. Uzmimo proizvoljan −→v i prvo dokažimo egzistenciju prikaza −→v =

α−→a +β
−→
b . Uočimo najprije da su i −→a i

−→
b netrivijalni zbog pretpostavljene

nekolinearnosti.
Ako je −→v kolinearan s −→a , onda prema propoziciji 1.1.6 imamo −→v = α−→a

za neki α ∈ R. Odavde odmah slijedi −→v = α−→a + 0 ·
−→
b . U slučaju kad bi −→v

bio kolinearan s
−→
b , zaključivali bismo analogno.

Pretpostavimo da −→v nije kolinearan niti s −→a , niti s
−→
b . Označimo −→a =−→

OA,
−→
b =

−−→
OB, −→v =

−→
OT . Neka je točka A′ paralelna projekcija točke T

na pravac OA u smjeru pravca OB. Analogno, neka je točka B′ paralelna
projekcija točke T na pravac OB u smjeru pravca OA.

Kako je četverokutOA′TB′ paralelogram, vrijedi
−→
OT =

−−→
OA′+

−−→
OB′. Nadalje,

dvostrukom primjenom propozicije 1.1.6 nalazimo skalare α i β, takve da

vrijedi
−−→
OA′ = α

−→
OA i

−−→
OB′ = β

−−→
OB. Uvrštavanjem ovih dviju jednakosti u

prethodnu dobivamo −→v = α−→a + β
−→
b .

Preostalo je pokazati jedinstvenost ovakvog zapisa svakog radijvektora
−→v . U tu svrhu pretpostavimo da za neki −→v vrijedi −→v = α1

−→a + β1
−→
b i

−→v = α2
−→a + β2

−→
b . Izjednačavanjem dobivamo α1

−→a + β1
−→
b = α2

−→a + β2
−→
b

što možemo zapisati u obliku (α1−α2)−→a +(β1−β2)
−→
b =

−→
0 . Kako su prema

pretpostavci −→a i
−→
b nekolinearni, korolar 1.1.7 pokazuje da je sada nužno

α1 − α2 = 0 i β1 − β2 = 0, tj. α1 = α2 i β1 = β2. �

Imamo li, dakle, bilo koja dva nekolinearna radijvektora −→a i
−→
b , svaki

se radijvektor −→v može prikazati kao njihova linearna kombinacija, i to na
jedinstven način. Istaknimo da je riječ o ekskluzivnom svojstvu dvočlanih
skupova radijvektora (a pritom je nužno i da su promatrani radijvektori
nekolinearni).

Jedan, ma kako odabran radijvektor nije dovoljan da se, množeći ga ska-
larima, preko njega izraze svi elementi prostora V 2(O). Uzmemo li pak tri
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ili vǐse radijvektora −→a1,
−→a2, . . . ,

−→an, n ≥ 3, od kojih su bar dva nekolinearna,
svaki će se −→v ∈ V 2(O) moći prikazati u obliku −→v = α1

−→a1 +α1
−→a1 + . . .+αn

−→an
(dakle, kao njihova linearna kombinacija), no ne vǐse na jedinstven način.

Da bismo to pokazali, pretpostavimo npr. da je dan skup {−→a1,
−→a2,
−→a3}, pri

čemu neka −→a1 i −→a2 nisu kolinearni. Prema prethodnom teoremu, −→a3 možemo
prikazati u obliku−→a3 = λ1

−→a1+λ2
−→a2 s jedinstveno odredenim skalarima λ1, λ2.

Uzmimo sada proizvoljan −→v ∈ V 2(O). Ponovnom primjenom teorema 1.1.8
dobivamo i jedinstveno odredene α, β ∈ R za koje vrijedi −→v = α−→a1 + β−→a2,
što možemo pisati i kao −→v = α−→a1 +β−→a2 +0 ·−→a3. S druge strane, očito vrijedi
i −→v = (α− λ1)−→a1 + (β − λ2)−→a2 + 1 · −→a3. Tako je −→v prikazan na dva različita
načina kao linearna kombinacija radijvektora −→a1,

−→a2,
−→a3. Štovǐse, jasno je da

takvih prikaza radijvektora −→v zapravo ima beskonačno mnogo.
Analogno bismo rezonirali i kad bismo, umjesto s tri, radili općenito s

n ≥ 3 radijvektora.

Definicija 1.1.9. Svaki dvočlani skup {−→a ,
−→
b } čiji su članovi nekolinearni

naziva se baza vektorskog prostora V 2(O).

Ako je {−→a ,
−→
b } proizvoljno odabrana baza prostora V 2(O), teorem 1.1.8

jamči da se svaki član prostora V 2(O) može na jedinstven način prikazati
kao linearna kombinacija elemenata baze.

U praksi, ako je −→a =
−→
OA,

−→
b =

−−→
OB, −→v =

−→
OT i A = (a1, a2), B = (b1, b2),

T = (t1, t2), koeficijente α i β za koje vrijedi −→v = α−→a +β
−→
b možemo odrediti

slijedeći dokaz teorema 1.1.8. Alternativno, primjenom propozicija 1.1.2 i
1.1.4, problem se svodi na rješavanje sustava od dvije linearne jednadžbe s
dvije nepoznanice. Očito je da će konkretan račun biti tim jednostavniji čim
je baza zgodnije odabrana.

U tom smislu posebno mjesto zauzima baza {−→i ,−→j } koja se sastoji od
jediničnih radijvektora (modula 1) u smjeru pozitivnih dijelova koordinatnih

osi našeg odabranog koordinatnog sustava. Tada, za proizvoljan −→v =
−→
OT ∈

V 2(O), pri čemu je T = (t1, t2), očito vrijedi −→v = t1
−→
i + t2

−→
j .

Baza {−→i ,−→j } zove se kanonska ili standardna baza prostora V 2(O) (no tre-
bamo biti svjesni da ta baza ovisi o našem prethodnom izboru koordinatnog
sustava u ravnini). Iako je u konkretnim zadaćama često najjednostavnije
operirati upravo s kanonskom bazom, bitno je imati na umu da bazu pros-
tora predstavlja svaki skup od dva nekolinearna radijvektora. U teoriji, tj. u
smislu tvrdnje teorema 1.1.8, sve su baze ravnopravne.
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Istaknimo na kraju još jednom da se sve baze prostora sastoje od točno
dva radijvektora. Točno dva nekolinearna radijvektora (i to bilo koja dva)
imaju moć da pomoću njih, i to na jedinstven način, izrazimo svaki drugi
element prostora V 2(O). Ova opaska je u skladu s našom intuicijom prema
kojoj prostor V 2(O) zamǐsljamo dvodimenzionalnim.

1.2. Vektorski prostor V 3(O).

Prethodna razmatranja možemo proširiti i na radijvektore u prostoru.
Označimo s E3 intuitivno shvaćen trodimenzionalni prostor koji takoder
shvaćamo kao skup točaka. I ovdje ćemo fiksirati pravokutni koordinatni
sustav s ishodǐstem u O. Neka V 3(O) označava skup svih radijvektora s
početnom točkom O. Modul, smjer i orijentacija, kao i pojam suprotnog
radijvektora definirani su identično kao u V 2(O). Jednako su definirane
i binarna operacija zbrajanja + : V 3(O) × V 3(O) → V 3(O) i operacija
množenja radijvektora skalarima · : R× V 3(O)→ V 3(O).

I ovdje je korisno najprije utvrditi kako se ove operacije realiziraju u
terminima koordinata završnih točaka radijvektora.

Propozicija 1.2.1. Neka je A = (a1, a2, a3), B = (b1, b2, b3) i
−→
OA+

−−→
OB =

−−→
OC. Tada je C = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3). Nadalje, označimo li za α ∈ R,

α
−→
OA =

−−→
OD, vrijedi D = (αa1, αa2, αa3).

Dokaz. Pretpostavimo da
−→
OA i

−−→
OB nisu kolinearni. Uočimo da se sada

zbroj
−→
OA +

−−→
OB =

−−→
OC dobiva pravilom paralelograma u ravnini OAB.

Pretpostavimo, konkretnosti radi, da se ravnina OAB ne podudara niti s
jednom od koordinatnih ravnina. Označimo C = (c1, c2, c3).

Neka su A′, B′, C ′, redom, ortogonalne projekcije točaka A, B, C na
xy-ravninu. Tada je A′ = (a1, a2, 0), B′ = (b1, b2, 0) i C ′ = (c1, c2, 0). Kako
je OACB paralelogram, i njegova ortogonalna projekcija na xy-ravninu

OA′C ′B′ je paralelogram. Zato je
−−→
OA′ +

−−→
OB′ =

−−→
OC ′. Iz propozicije 1.1.2

(primijenjene u xy-ravnini) sada dobivamo C ′ = (a1 +b1, a2 +b2, 0). Odavde
je c1 = a1 + b1 i c2 = a2 + b2.

Na sasvim analogan način, koristeći ortogonalnu projekciju paralelograma
OACB na yz-ravninu, dobivamo i c3 = a3 + b3.

Slično zaključujemo da vrijedi C = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3) i u svim
drugim situacijama. Druga tvrdnja propozicije se dokazuje analogno. �

Uz pomoć prethodne propozicije sada lako možemo proučiti svojstva ope-
racija u V 3(O). Sljedeći teorem navodimo bez dokaza jer se sve njegove
tvrdnje dobivaju izravnom primjenom propozicije 1.2.1.

Teorem 1.2.2. Operacije zbrajanja + : V 3(O) × V 3(O) → V 3(O) i mno-
ženja skalarima · : R × V 3(O) → V 3(O) na skupu V 3(O) imaju sljedeća
svojstva:
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(1) −→a + (
−→
b +−→c ) = (−→a +

−→
b ) +−→c , ∀−→a ,

−→
b ,−→c ∈ V 3(O);

(2) za nulvektor
−→
0 ∈ V 3(O) vrijedi −→a +

−→
0 =

−→
0 +−→a = −→a , ∀−→a ∈ V 3(O);

(3) za svaki −→a ∈ V 3(O) i njemu suprotan −−→a ∈ V 3(O) vrijedi −→a +

(−−→a ) = −−→a +−→a =
−→
0 ;

(4) −→a +
−→
b =

−→
b +−→a , ∀−→a ,

−→
b ∈ V 3(O);

(5) α(β−→a ) = (αβ)−→a , ∀α, β ∈ R,∀−→a ∈ V 3(O);
(6) (α+ β)−→a = α−→a + β−→a , ∀α, β ∈ R,∀−→a ∈ V 3(O);

(7) α(−→a +
−→
b ) = α−→a + α

−→
b , ∀α ∈ R,∀−→a ,

−→
b ∈ V 3(O);

(8) 1 · −→a = −→a , ∀−→a ∈ V 3(O).

Uočimo da je iskaz prethodnog teorema identičan iskazu teorema 1.1.5.
Prema tome, strukturna svojstva operacija zbrajanja i množenja skalarima
na skupovima V 2(O) i V 3(O) su ista. U tom smislu kažemo da je i V 3(O)
vektorski prostor. Imajući na umu ovu strukturnu sličnost prostora V 2(O)
i V 3(O), i ovdje bismo željeli provesti razmatranja analogna onima koja su
nas dovela do pojma baze u prostoru V 2(O).

Definicija 1.2.3. Neka je {−→v1 ,
−→v2 , . . . ,

−→vn}, n ≥ 2, konačan skup radijvek-

tora u V 3(O), te neka je−→vi =
−−→
OTi, i = 1, 2, . . . , n. Kažemo da su radijvektori

−→v1 ,
−→v2 , . . . ,

−→vn komplanarni ako točke O, T1, T2, . . . , Tn leže u istoj ravnini. U
suprotnom kažemo da su radijvektori −→v1 ,

−→v2 , . . . ,
−→vn nekomplanarni.

Primijetimo da su svaka dva radijvektora komplanarna. Uzmemo li tri
radijvektora, jasno je da oni mogu i ne moraju biti komplanarni. Na primjer,

ako s
−→
i ,
−→
j i
−→
k označimo jedinične radijvektore u smjeru pozitivnih dijelova

koordinatnih osi, jasno je da su oni nekomplanarni. Nasuprot tomu, radij-

vektori
−→
i ,
−→
i +
−→
j i
−→
i −−→j očito su komplanarni.

Sljedeća propozicija gotovo je identična teoremu 1.1.8 te je navodimo samo
radi potpunosti. I dokaz je identičan pa ga izostavljamo.

Propozicija 1.2.4. Neka su −→a ,
−→
b ∈ V 3(O) nekolinearni radijvektori. Za

svaki −→v ∈ V 3(O) komplanaran s −→a i
−→
b postoje jedinstveni skalari α i β

takvi da vrijedi −→v = α−→a + β
−→
b .

U odnosu na teorem 1.1.8 jedina je razlika što se ovdje zaključak ne odnosi
na sve radijvektore, nego tek na one koji su komplanarni s dvama zadanima.
Stvarni, puni analogon teorema 1.1.8 je sljedeći rezultat.

Teorem 1.2.5. Neka su −→a ,
−→
b ,−→c ∈ V 3(O) nekomplanarni. Za svaki radij-

vektor −→v ∈ V 3(O) postoje jedinstveni skalari α, β, γ takvi da vrijedi −→v =

α−→a + β
−→
b + γ−→c .

Dokaz. Uočimo najprije da zbog pretpostavljene nekomplanarnosti nikoja

dva od zadanih radijvektora −→a ,
−→
b ,−→c ne mogu biti kolinearna.

Stavimo −→a =
−→
OA,

−→
b =

−−→
OB, −→c =

−−→
OC te uzmimo proizvoljan −→v =

−→
OT .

Neka je T ′ paralelna projekcija točke T na ravninu OAB u smjeru pravca
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OC. Dalje, neka je T ′′ projekcija točke T na pravac OC paralelna s ravninom
OAB.

Očito je
−→
OT =

−−→
OT ′+

−−→
OT ′′. Kako je

−−→
OT ′′ kolinearan s

−−→
OC, imamo, prema

propoziciji 1.1.6,
−−→
OT ′′ = γ

−−→
OC za neki γ ∈ R. S druge strane, primjena

propozicije 1.2.4 daje
−−→
OT ′ = α

−→
OA+β

−−→
OB za neke α i β. Uvrštavanjem ovih

dviju jednakosti u prethodnu slijedi −→v =
−→
OT =

−−→
OT ′ +

−−→
OT ′′ = α−→a + β

−→
b +

γ−→c .
Za dokaz jedinstvenosti pretpostavimo da neki −→v dopušta dva takva pri-

kaza: −→v = α1
−→a + β1

−→
b + γ1

−→c i −→v = α2
−→a + β2

−→
b + γ2

−→c . Izjednačavanjem

dobivamo α1
−→a + β1

−→
b + γ1

−→c = α2
−→a + β2

−→
b + γ2

−→c , odnosno (α1−α2)−→a +

(β1 − β2)
−→
b + (γ1 − γ2)−→c =

−→
0 . Ako bi sada bilo α1 6= α2, slijedilo bi

−→a = − β1−β2
α1−α2

−→
b − γ1−γ2

α1−α2

−→c , a to bi, prema definiciji zbrajanja, značilo da je
−→a komplanaran s

−→
b i −→c , što je protivno pretpostavci.

Jednako se otklone mogućnosti β1 6= β2 i γ1 6= γ2. �

Definicija 1.2.6. Svaki skup {−→a ,
−→
b ,−→c } od tri nekomplanarna radijvektora

naziva se baza prostora V 3(O).

Primijetimo da je ova definicija baze formalno različita od definicije baze
prostora V 2(O) (definicija 1.1.9). No usporedba prethodnog teorema i te-
orema 1.1.8 pokazuje da smo u funkcionalnom smislu dobili identičan rezul-
tat: za proizvoljno odabranu bazu prostora V 3(O) svaki radijvektor iz V 3(O)
na jedinstven se način može prikazati kao linearna kombinacija elemenata
baze.

Slično kao i u V 2(O) i ovdje bismo lako vidjeli da takvo svojstvo ne može
imati ni jedan skup s manje od tri člana, kao i ni jedan skup koji sadrži vǐse
od tri člana. U ovom drugom slučaju, kad imamo skup S koji se sastoji od
n ≥ 4 radijvektora, još se svaki radijvektor iz V 3(O) možda i može prikazati
kao linearna kombinacija elemenata skupa S (uvjet je da nisu svi elementi
od S komplanarni), ali ne vǐse na jedinstven način.

Svojstvo iz teorema 1.2.5 mogu, dakle, imati samo tročlani skupovi radij-
vektora (koji moraju biti i nekomplanarni). Kao i u slučaju prostora V 2(O),
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ovo je potpora našem intuitivnom poimanju trodimenzionalnosti prostora
V 3(O).

Za kraj, korisno je formulirati kriterij nekomplanarnosti triju radijvek-
tora. Očekivano, sljedeći rezultat je potpuno analogan korolaru 1.1.7: tri su
radijvektora nekomplanarna ako i samo ako se nulvektor može prikazati kao
njihova linearna kombinacija samo na trivijalan način.

Korolar 1.2.7. Radijvektori −→a ,
−→
b ,−→c ∈ V 3(O) su nekomplanarni ako i

samo ako vrijedi

(2) α−→a + β
−→
b + γ−→c =

−→
0 ⇒ α = β = γ = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da su−→a ,
−→
b ,−→c nekomplanarni. Nulvektor očito možemo

zapisati u obliku
−→
0 = 0 ·−→a +0 ·

−→
b +0 ·−→c . Teorem 1.2.5 jamči jedinstvenost

ovakvog prikaza, čime upravo dobivamo implikaciju (2) iz iskaza korolara.

Obratno, pretpostavimo da vrijedi (2). Odmah se vidi da tada −→a i
−→
b

ne mogu biti kolinearni. Kad bi −→c bio komplanaran s −→a i
−→
b imali bismo,

prema propoziciji 1.2.4, −→c = α−→a + β
−→
b za neke α, β ∈ R. Posljednju

jednakost možemo pisati i kao α−→a + β
−→
b + (−1) · −→c =

−→
0 . Kako je koefi-

cijent uz −→c različit od 0, ova jednakost je u kontradikciji s pretpostavljenom

implikacijom (2). Stoga su −→a ,
−→
b ,−→c nekomplanarni. �.

1.3. Vektorska interpretacija sustava linearnih jednadžbi s dvije i
tri nepoznanice.

Na vǐse načina sustavi linearnih jednadžbi zauzimaju jedno od centralnih
mjesta u linearnoj algebri. Na tehničkoj razini, rješavanje sustava linearnih
jednadžbi nazaobilazan je dio rješavanja gotovo svake zadaće linearne alge-
bre. S druge strane, za razumijevanje i izgradnju teorije sustava linearnih
jednadžbi upravo je nužno razviti opću teoriju vektorskih prostora i njihovih
preslikavanja - linearnih operatora.

Da bismo to ilustrirali, pokazat ćemo kako se sustavi jednadžbi s dvije, od-
nosno tri nepoznanice mogu interpretirati i analizirati uz pomoć prethodnih
rezultata o radijvektorima.

Promotrimo najprije 3 sustava s po dvije linearne jednadžbe s dvije ne-
poznanice.

x1 + x2 = 4 x1 − 2x2 = 1 2x1 − x2 = 1
x1 − x2 = 2, 2x1 − 4x2 = 2, 4x1 − 2x2 = 0.

U prvom slučaju jedino rješenje je ureden par (3, 1), drugi sustav ima bes-
konačno mnogo rješenja; to su svi uredeni parovi oblika (2t + 1, t), t ∈ R,
a treći sustav nema rješenja. Dobro poznata analitičko-geometrijska inter-
pretacija sustava linearnih jednadžbi s dvije nepoznanice pokazuje da su to
upravo svi slučajevi koji mogu nastupiti. Smisao je te interpretacije svaku
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jednadžbu shvatiti kao jednadžbu pravca te time rješavanje sustava svesti
na geometrijski problem nalaženja sjecǐsta dvaju pravaca.

U ovom trenutku nas vǐse od konkretne metode nalaženja rješenja zani-
ma analiza danog sustava. Dok je riječ o jednadžbama s dvije nepoznanice,
spomenuta analitička interpretacija sustava je jasna i učinkovita. Ispravno
je pretpostaviti da se analogno mogu analizirati i sustavi linearnih jednadžbi
s tri nepoznanice nakon što razvijemo analitičku geometriju u prostoru. U
takvoj geometrijskoj interpretaciji svaka bi jednadžba zapravo predstavljala
jednadžbu neke ravnine. Stoga bi se analiza danog sustava svela na razma-
tranje medusobnog položaja ravnina u prostoru.

Očiti nedostatak ovakvog pristupa je u nemogućnosti daljnje generalizaci-
je, tj. analognog, geometrijskog tretmana općih sustava linearnih jednadžbi
s, općenito, n nepoznanica. Želimo li, dakle, razviti opću teoriju sustava
linearnih jednadžbi, bilo bi korisno iznaći i druge interpretacije.

Promotrimo sada vektorsku jednadžbu u skalarnim nepoznanicama x i y

(3) −→c = x−→a + y
−→
b

gdje su −→a ,
−→
b ,−→c proizvoljno odabrani radijvektori u V 2(O). (Ovdje, držeći

se tradicije da nepoznanice označavamo s x i y, privremeno odustajemo od

dogovora da skalare označavamo malim grčkim slovima.) Neka je −→a =
−→
OA,

−→
b =

−−→
OB i −→c =

−−→
OC, pri čemu je A = (a1, a2), B = (b1, b2) i C = (c1, c2).

Sad se možemo pozvati na propozicije 1.1.2 i 1.1.4 te prethodnu jednadžbu
pisati u obliku

(4) (c1, c2) = (a1x+ b1y, a2x+ b2y).

Napokon, kako je jednakost uredenih parova ekvivalentna jednakostima od-
govarajućih komponenti, (4) možemo zapisati kao sustav jednadžbi

(5)
a1x + b1y = c1

a2x + b2y = c2.

Početna jednadžba (3) je ekvivalentna sustavu linearnih jednadžbi (5) u
smislu: ureden par (x, y) zadovoljava (3) ako i samo ako zadovoljava i sustav
(5).

Štovǐse, identično rezoniranje možemo primijeniti i u obrnutom smjeru.
Ako je zadan sustav od dvije linearne jednadžbe s dvije nepoznanice oblika
(5), pri čemu su a1, a2, b1, b2, c1, c2 proizvoljni realni brojevi, on je ekviva-

lentan jednadžbi (3) gdje je −→a =
−→
OA,

−→
b =

−−→
OB, −→c =

−−→
OC, i A = (a1, a2),

B = (b1, b2), C = (c1, c2).
Na ovaj način analizu danog sustava linearnih jednadžbi s dvije nepoz-

nanice možemo provesti analizirajući vektorsku jednadžbu oblika (3). Iz
rezultata prve točke ovog poglavlja odmah je jasno:

jednadžba −→c = x−→a + y
−→
b za zadane radijvektore −→a ,

−→
b ,−→c ∈ V 2(O)
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• ima jedinstveno rješenje u slučaju kad su −→a i
−→
b nekolinearni (teorem

1.1.8);

• ima beskonačno mnogo rješenja ako su −→a i
−→
b kolinearni i ako je i

−→c kolinearan s −→a i
−→
b ;

• nema rješenja ako su −→a i
−→
b kolinearni i ako je pritom −→c nekoline-

aran s −→a i
−→
b .

Ovime smo dobili alternativnu mogućnost analize sustava jednadžbi s
dvije nepoznanice. Uočimo: dok se analitičko-geometrijska interpretacija
temeljila na tumačenju ”redaka” (svaka jednadžba je predstavljala pravac),
ova vektorska interpretacija se zasniva na tumačenju ”stupaca”: radijvektori
koje smo uveli su zadani koeficijentima uz nepoznanicu ”x”, nepoznanicu
”y” te slobodnim članovima sustava (5).

Potpuno analogno sada možemo tretirati sustave od tri jednadžbe s tri
nepoznanice oslanjajući se na prethodno dobivene rezultate o radijvektorima
u prostoru V 3(O). Uz pomoć propozicije 1.2.1 lako se zaključuje:

Sustav od tri linearne jednadžbe s tri nepoznanice x, y, z oblika

(6)
a1x + b1y + c1z = t1
a2x + b2y + c2z = t2
a3x + b3y + c3z = t3

pri čemu su a1, a2, a3, b1, b2, b3, c1, c2, c3, t1, t2, t3 proizvoljni realni brojevi,
ekvivalentan je jednadžbi

(7) −→v = x−→a + y
−→
b + z−→c

gdje je −→a =
−→
OA,

−→
b =

−−→
OB, −→c =

−−→
OC, −→v =

−→
OT i A = (a1, a2, a3), B =

(b1, b2, b3), C = (c1, c2, c3), T = (t1, t2, t3).
Sada možemo lako analizirati (u smislu egzistencije i broja rješenja) svaki

sustav od tri linearne jednadžbe s tri nepoznanice proučavajući rješivost
ekvivalentne vektorske jednadžbe (7). Na temelju rezultata iz prethodne
točke zaključujemo:

jednadžba −→v = x−→a + y
−→
b + z−→c za zadane radijvektore −→a ,

−→
b ,−→c ,−→v ∈

V 3(O)

• ima jedinstveno rješenje u slučaju kad su −→a ,
−→
b i −→c nekomplanarni;

• ima beskonačno mnogo rješenja i ona ovise o jednom slobodnom

parametru, ako su −→a ,
−→
b i −→c komplanarni i nekolinearni i ako je i

−→v komplanaran s −→a ,
−→
b i −→c ;

• nema rješenja, ako su −→a ,
−→
b i −→c komplanarni i nekolinearni i ako −→v

nije komplanaran s −→a ,
−→
b i −→c ;

• ima beskonačno mnogo rješenja i ona ovise o dva slobodna para-

metra, ako su −→a ,
−→
b i −→c kolinearni, pri čemu je bar jedan od njih

netrivijalan, i ako je i −→v kolinearan s −→a ,
−→
b i −→c ;
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• nema rješenja, ako su −→a ,
−→
b i −→c kolinearni i ako −→v nije kolinearan

s −→a ,
−→
b i −→c .

Ovo su svi slučajevi koji mogu nastupiti. Istaknimo da je prvi slučaj
pokriven teoremom 1.2.5. Drugi slučaj je opisan u diskusiji koja je pret-
hodila definiciji 1.1.9. Nadalje, zaključak u trećem slučaju slijedi direktno

iz definicije zbrajanja: ako su −→a ,
−→
b i −→c komplanarni, onda je i svaki

radijvektor oblika x−→a +y
−→
b +z−→c s njima komplanaran, pa stoga jednadžba

−→v = x−→a + y
−→
b + z−→c u ovom slučaju nije rješiva. Analogno se argumentira

i nepostojanje rješenja u posljednjem slučaju.

Pokažimo kako slijedi zaključak u preostalom slučaju kad su −→a ,
−→
b i −→c

kolinearni, bar jedan od njih netrivijalan, i kad je i −→v s njima kolinearan.

Pretpostavimo da je −→a 6= −→0 . Sada, prema propoziciji 1.1.6, postoje je-

dinstveno odredeni realni brojevi β, γ i τ takvi da vrijedi
−→
b = β−→a , −→c = γ−→a

i −→v = τ−→a . Kombinirajući ove tri jednakosti lako dobivamo, za proizvoljno

odabrane λ, µ ∈ R, −→v = (τ−λβ−µγ)−→a +λ
−→
b +µ−→c . Uočimo da su ovdje β,

γ i τ konstante (tj. u svakoj konkretnoj situaciji dobivamo za njih konkretne
vrijednosti), dok su λ i µ proizvoljni realni brojevi, medusobno neovisni i
neovisni o vrijednostima β, γ i τ . U tom smislu se ovdje kaže da rješenje
ovisi o dva slobodna parametra.

Slično bismo mogli analizirati i sustave linearnih jednadžbi s tri nepo-
znanice u kojima broj jednadžbi nije nužno jednak 3. No to nam ovdje
nije cilj. Nije nam ni namjera ovdje podrobno ulaziti u metode nalaženja
svih rješenja ovakvih sustava. Potpunu i detaljnu diskusija općih sustava
linearnih jednadžbi (m jednadžbi, n nepoznanica) provest ćemo u četvrtom
poglavlju, nakon što pripremimo odgovarajuću teorijsku podlogu.

Za sada tek uočimo da smo i ovdje, kao i kod jednadžbi s dvije nepoznani-
ce, analizu danog sustava proveli interpretiravši ”stupce” (tj. koeficijente uz
istu nepoznanicu) kao radijvektore u V 3(O). Strukturna svojstva prostora
V 3(O) posebno propozicija 1.2.4 i teorem 1.2.5, učinkovito su nas dovela do
zaključaka o egzistenciji i broju rješenja danog sustava.

Prirodno je sada očekivati da bi nam pri analizi i rješavanju općih sus-
tava linearnih jednadžbi na sličan način mogli poslužiti ”vǐsedimenzionalni
analogoni” prostora V 2(O) i V 3(O) koji bi s njima dijelili ista strukturna
svojstva. Izgradnja i razvoj teorije takvih, apstraktnih, vektorskih prostora
(i njihovih preslikavanja) osnovni je predmet proučavanja linearne algebre.

1.4. Zadaci.

1. Upotpunite dokaz propozicije 1.1.2.

2. Dokažite da vrijede relacije (−1)−→a = −−→a , (α − β)−→a = α−→a − β−→a i

α(−→a −
−→
b ) = α−→a − α

−→
b , za sve −→a ,

−→
b ∈ V 3(O) i sve α, β ∈ R.
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3. Neka je A = (1, 2, 1), B = (1, 1, 0), C = (0, 1, 1). Ispitajte čine li radij-

vektori
−→
OA,
−−→
OB,

−−→
OC bazu prostora V 3(O).

4. Neka je {−→a ,
−→
b } baza prostora V 2(O). Pokažite da je tada i {−→a −

−→
b ,−→a +

−→
b } jedna baza za V 2(O). Nadalje, odredite nužan i dovoljan uvjet

na skalare α, β, γ, δ ∈ R da bi i skup {α−→a − β
−→
b , γ−→a + δ

−→
b } bio baza za

V 2(O).

5. Riješite sustav
x + y − 2z = 12

2x − y − z = 6
x + z = 2.

6. Služeći se vektorskom interpretacijom pokažite da je sustav

x − y + 2z = 1
2x − y + 3z = 4
x + 2y − z = 7

rješiv te da je skup njegovih rješenja beskonačan jednoparametarski skup.
Nakon toga, riješite sustav služeći se nekom od uobičajenih metoda.
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2. Vektorski prostori

2.1. Pojam vektorskog prostora.

Grubo govoreći, vektorski prostor je skup na kojem su zadane binarna
operacija zbrajanja i operacija množenja skalarima koje poštuju uobičajena
računska pravila. Da bismo definiciju mogli iskazati precizno, podsjetimo se
prvo pravila računanja s brojevima.

Napomena 2.1.1. Binarne operacije zbrajanja + : R × R → R i množenja
· : R× R→ R na skupu realnih brojeva imaju sljedeća svojstva:

(1) α+ (β + γ) = (α+ β) + γ, ∀α, β, γ ∈ R;
(2) postoji 0 ∈ R sa svojstvom α+ 0 = 0 + α = α, ∀α ∈ R;
(3) za svaki α ∈ R postoji −α ∈ R tako da je α+ (−α) = −α+ α = 0;
(4) α+ β = β + α, ∀α, β,∈ R;
(5) α(βγ) = (αβ)γ, ∀α, β, γ ∈ R;
(6) postoji 1 ∈ R \ {0} sa svojstvom 1 · α = α · 1 = α, ∀α ∈ R;
(7) za svaki α ∈ R, α 6= 0, postoji α−1 ∈ R tako da je αα−1 = α−1α = 1;
(8) αβ = βα, ∀α, β,∈ R;
(9) α(β + γ) = αβ + αγ, ∀α, β, γ ∈ R.

Kad god imamo neki skup F na kojem su zadane binarne operacije zbra-
janja + : F × F → F i množenja · : F × F → F koje imaju navedenih devet
svojstava (pri čemu, naravno, u tom slučaju svuda umjesto R treba stajati
F), kažemo da je F polje. Preciznije bi bilo reći da je uredena trojka (F,+, ·)
polje jer je riječ o zajedničkim svojstvima skupa F i na njemu definiranih
binarnih operacija + i ·. U tom smislu, prethodna napomena se može jezgro-
vito reformulirati: skup realnih brojeva s uobičajenim operacijama zbrajanja
i množenja je polje.

Odmah vidimo da su i skup racionalnih brojeva Q, kao i skup kompleksnih
brojeva C daljnji primjeri polja. Postoje i brojni drugi primjeri. Nasuprot
tomu, skup cijelih brojeva Z s uobičajenim operacijama zbrajanja i množenja
nije polje jer u Z nije zadovoljen uvjet (7).

Kako smo već naznačili u uvodnom poglavlju, vektorski prostor je struk-
tura koja je izgradena ”nad poljem skalara”. Konkretno, u prostorima
V 2(O) i V 3(O) definirano je množenje radijvektora realnim brojevima. Pri-
tom su nam važnija od same prirode realnih brojeva bila svojstva algebarske
strukture koju čini skup R zajedno s operacijama zbrajanja i množenja. Pre-
ciznije, bitno nam je bilo da je skup R polje. U tom smislu, u formalnoj
definiciji vektorskog prostora dopustit ćemo da ulogu polja skalara umjesto
skupa R igra bilo koje odabrano polje F.

Definicija 2.1.2. Neka je V neprazan skup na kojem su zadane binarna
operacija zbrajanja + : V × V → V i operacija množenja skalarima iz polja
F, · : F × V → V . Kažemo da je uredena trojka (V,+, ·) vektorski prostor
nad poljem F ako vrijedi:
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(1) a+ (b+ c) = (a+ b) + c, ∀a, b, c ∈ V ;
(2) postoji 0 ∈ V sa svojstvom a+ 0 = 0 + a = a, ∀a ∈ V ;
(3) za svaki a ∈ V postoji −a ∈ V tako da je a+ (−a) = −a+ a = 0;
(4) a+ b = b+ a, ∀a, b,∈ V ;
(5) α(βa) = (αβ)a, ∀α, β ∈ F, ∀a ∈ V ;
(6) (α+ β)a = αa+ βa, ∀α, β ∈ F, ∀a ∈ V ;
(7) α(a+ b) = αa+ αb, ∀α ∈ F, ∀a, b ∈ V ;
(8) 1 · a = a, ∀a ∈ V .

Vektorski prostor je, dakle, struktura koja se sastoji od skupa snabdjeve-
nog dvjema operacijama koje trebaju zadovoljavati navedenih 8 svojstava.
Primijetimo da je riječ o identičnim pravilima računanja koja smo otkrili
kao zakonitosti u prostorima V 2(O) i V 3(O) (usp. teoreme 1.1.5 i 1.2.2).
Štovǐse, formalna definicija vektorskog prostora je i nastala tako da smo
apstrahirali prirodu skupova V 2(O) i V 3(O) i usredotočili se na strukturu
prisutnu u oba prostora. Opći plan je da sada na načelnom, apstraktnom
nivou istražimo svojstva svih vektorskih prostora, dakle, svih skupova V
(zajedno s odgovarajućim operacijama + i ·) koji zadovoljavaju definiciju
2.1.2.

Uz ovaj načelni komentar, korisno je uz definiciju vektorskog prostora
navesti i niz konkretnih pojašnjenja i opaski. Navodimo ih u sljedećoj for-
malnoj napomeni.

Napomena 2.1.3. (a) Uočimo da su operacije na vektorskom prostoru, po
definiciji, preslikavanja. Time su implicitno navedene još dvije važne činje-
nice: prvo, jer je zbrajanje binarna operacija na V , zbroj je definiran za svaka
dva elementa iz V i, za svaka dva elementa, taj je zbroj jedinstveno odreden
element skupa V . Analogno, jer je množenje skalarima preslikavanje s F×V
u V , dobro je definiran umnožak svakog skalara iz F sa svakim elementom
iz V i rezultat te operacije je opet jedinstveno odreden element skupa V .

(b) U definiciji vektorskog prostora priroda elemenata skupa V je irele-
vantna. Smisao definicije je da skup V , što god po svojoj naravi bio, zajedno
s operacijama čija se prisutnost u definiciji zahtijeva, zadovoljava postavljene
uvjete. Ipak, običaj je da se elementi vektorskog prostora uvijek nazivaju
vektorima. Vektore ćemo, kao i u prethodnoj definiciji, označavati malim
latinskim slovima.

(c) U definiciji vektorskog prostora zahtijeva se da na skupu V bude defi-
nirano i množenje vektora elementima polja F. To je smisao fraze V je vek-
torski prostor nad F. Načelno, F može biti bilo koje polje. Ipak, najvažniji
su slučajevi vektorskih prostora sagradenih nad poljem realnih ili komplek-
snih brojeva. Stoga ćemo se ograničiti samo na ova dva slučaja. Od sada
nadalje, oznaka F će značiti isključivo R ili C. Vektorski prostori nad poljem
R nazivaju se realni vektorski prostori; za one nad poljem C kažemo da su
kompleksni. U oba slučaja elemente polja označavat ćemo malim grčkim
slovima i zvati skalarima.
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(d) Kad god to bude moguće, naše definicije i teoremi će biti iskazani
simultano za oba slučaja i tada će u iskazima stajati simbol F. U posebnim
slučajevima izrijekom će se navesti o kojem polju je riječ. U trenutku nije
jasna potreba da se teorija postavi toliko široko. (Naši pilot-primjeri V 2(O)
i V 3(O) su realni prostori i nije bilo naznaka da bi teoriju trebalo širiti i
na kompleksne prostore.) No, simultan tretman realnih i kompleksnih vek-
torskih prostora neće dodatno opteretiti naša razmatranja jer će gotovo svi
argumenti biti univerzalni, tj. neovisni o izboru polja. U drugu ruku, poka-
zat će se da teorija realnih vektorskih prostora svoje prirodno upotpunjenje
dobiva tek u ovom, širem kontekstu.

(e) Formalno, govori se o uredenoj trojci (V,+, ·) nad poljem F. No kad
je iz konteksta jasno o kojim se operacijama i o kojem polju radi, pisat ćemo
jednostavno V . Poput, primjerice, ”vektorski prostor V 2(O)”.

Slično, kad je iz konteksta jasno da se radi o nekom vektorskom prostoru,
često ćemo i atribut vektorski ispuštati. U načelu, termin prostor u kontek-
stu linearne algebre uvijek podrazumijeva da se zapravo radi o vektorskom
prostoru.

Daljnji komentari definicije odnose se na postavljene uvjete (1)-(8), pa su
vǐse tehničke prirode.

Napomena 2.1.4. (a) Svojstvo (2) u definiciji govori o postojanju neutralnog
elementa za zbrajanje. Taj je označen simbolom 0 i naziva se nulvektor.
Primijetimo da je 0 jedini vektor u vektorskom prostoru koji ima to svojstvo.

Zaista, zamislimo da postoji i vektor n ∈ V koji zadovoljava a + n =
n + a = a, ∀a ∈ V . Posebno, tada bismo imali i 0 + n = 0. U drugu ruku,
jer je nulvektor neutralan za zbrajanje, vrijedi i n+ 0 = n. Sad je bitno da
je zbrajanje funkcija; rezultat zbrajanja bilo koja dva vektora je jedinstven
i zato je n = 0.

Nije slučajno da je za simbol nulvektora odabran isti onaj koristimo za
oznaku realnog broja nula. Time se upravo željela naglasiti uloga (tj. ne-
utralnost za zbrajanje) nulvektora jer, očito, isto svojstvo ima i broj nula
pri zbrajanju brojeva. Iz konteksta će uvijek biti jasno radi li se o broju
nula ili o nulvektoru nekog prostora.

(b) Uvjet (3) nalaže da za svaki vektor a postoji njemu ”suprotan” −a
koji zadovoljava a+(−a) = −a+a = 0. Uočimo da je nulvektor univerzalan
(jedan za sve), dok je suprotni vektor −a definiran kao objekt koji se odnosi
samo na dani vektor a. Za svaki a ∈ V suprotni vektor je jedinstveno
odreden (te je, jedino zahvaljujući tomu, i moguće vektor suprotan vektoru
a označavati funkcionalnom oznakom −a).

Zaista; pretpostavimo da u vektorskom prostoru V za neki vektor a pos-
toje vektori b, c ∈ V sa svojstvom a+ b = b+a = 0 i a+ c = c+a = 0. Sada
uz upotrebu asocijativnosti (to je uvjet (1)) i svojstvo neutralnog elementa
(uvjet (2)) imamo b = b+ 0 = b+ (a+ c) = (b+ a) + c = 0 + c = c.
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Odavde odmah zaključujemo da vrijedi −0 = 0 i −(−a) = a. Nadalje, i
ovdje ćemo umjesto a+ (−b) pisati jednostavno a− b i govoriti o ”oduzima-
nju” (točno kako smo navikli pri računanju s brojevima i radijvektorima).
Na kraju, uočimo da u sadržaju pojma suprotnog vektora nema geometrij-
skih konotacija - riječ je isključivo o izvjesnom algebarskom svojstvu. Na-
ravno, termin ”suprotan vektor” inspiriran je stvarnim izgledom suprotnog
radijvektora u prostorima V 2(O) i V 3(O).

(c) Svojstvo (5) iz definicije vektorskog prostora zove se kvaziasocija-
tivnost. Prefiks kvazi upozorava da se u jednakosti pojavljuju dvije vrste
množenja: množenje u polju i množenje vektora skalarima.

(d) Svojstva (6) i (7) zovu se distributivnost množenja prema zbrajanju
skalara, odnosno vektora. Na manipulativnom nivou njima ćemo se služiti
kao i kad računamo u polju (uočimo da i ovdje možemo govoriti o izlučivanju
kad oba pravila čitamo s desna na lijevo). S filozofskog stajalǐsta ova svoj-
stva treba razumjeti kao zahtjev da dvije operacije definirane na vektorskom
prostoru budu jedna s drugom vezane, uskladene.

(e) Posljednji zahtjev izgleda nedužno ali je važan jer priječi da u društvo
vektorskih prostora udu i neke degenerirane strukture. Zamislimo, npr. da
na skupu V imamo binarnu operaciju + sa svojstvima (1) - (4). Takvih
primjera je mnogo; najjednostavniji je vjerojatno (Z,+). Definirajmo sada
množenje skalarima iz polja F formulom αv = 0, ∀α ∈ F, ∀v ∈ V . Naravno
da ovakvo degenerirano množenje nije zanimljivo, no treba uočiti da tako
dobivena struktura (V,+, ·) zadovoljava uvjete (1)-(7). Jedino (8) ne vrijedi
čim je V 6= {0}. Samo zahvaljujući uvjetu (8) ovako konstruiran primjer
ipak nije vektorski prostor.

(f) Prethodni primjer pokazuje da je uvjet (8) nezavisan od ostalih. Može
se pokazati da isto vrijedi i za sve ostale uvjete. Uvjeti iz definicije 2.1.2
su medusobno nezavisni. Da se to pokaže, može se, za svaki pojedini uvjet,
kao što smo to gore učinili za uvjet (8), konstruirati primjer u kojem bi bili
zadovoljeni svi uvjeti iz definicije osim tog, odabranog.

Pogledajmo sada najvažnije primjere vektorskih prostora.

1. V 2(O), V 3(O).

2. Na skupu R2 svih uredenih parova realnih brojeva definiramo zbra-
janje (a1, a2) + (b1, b2) = (a1 + b1, a2 + b2) i množenje realnim skalarima
α(a1, a2) = (αa1, αa2). Uz ovako uvedene operacije R2 je realan vektorski
prostor. Sasvim lagano se provjere svi uvjeti iz definicije 2.1.2. No, i bez
formalne provjere, već otprije znamo da je ovo vektorski prostor; naime, R2

s ovako uvedenim operacijama je, nǐsta drugo, nego koordinatna realizacija
vektorskog prostora V 2(O).

Istim argumentima se vidi da je i R3 s analogno definiranim operacijama
takoder realan vektorski prostor.

3. Neka je n ∈ N, te neka Rn označava skup svih uredenih n-torki realnih
brojeva (drugim riječima, Rn je Kartezijev produkt od n kopija skupa R).
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Definirajmo (a1, a2, . . . , an) + (b1, b2, . . . , bn) = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn)
i, za α ∈ R, α(a1, a2, . . . , an) = (αa1, αa2, . . . , αan). Lako se vidi da je uz
ovako definirane operacije i Rn realan vektorski prostor.

Primijetimo da smo time dobili čitavu seriju prostora Rn, n ∈ N, kao
prirodno poopćenje prostora R2 i R3 koje smo poznavali od ranije.

4. Skup Cn, n ∈ N, potpuno analogno možemo opskrbiti strukturom
vektorskog prostora. Definicije operacija su identične, jedino je sada riječ o
uredenim n-torkama kompleksnih brojeva, te će ovo biti kompleksan vektor-
ski prostor (vektore iz Cn množimo, dakle, kompleksnim skalarima). Očito,
Cn s ovako uvedenim operacijama ima svih osam svojstava iz definicije 2.1.2,
te time postaje kompleksan vektorski prostor za sve n ∈ N.

5. Ako u prethodna dva primjera uzmemo n = 1, primjećujemo da je i
polje R realan vektorski prostor (dakle, prostor nad samim sobom), kao što
je i polje C kompleksan vektorski prostor.

Ova dva primjera nisu inspirativna; u stvari se radi o izvjesnoj degene-
raciji jer, za razliku od svih drugih primjera u kojima su vektori i skalari
raznorodni objekti, ovdje su i vektori i skalari realni, odnosno kompleksni
brojevi. No, kako i R i C s uobičajenim operacijama zbrajanja i množenja
zadovoljavaju sve uvjete iz definicije 2.1.2, riječ je o legitimnim primjerima
vektorskih prostora.

6. Još neinspirativniji je vektorski prostor {0} koji se sastoji od samo
jednog vektora i na kojem su operacije dane s 0+0 = 0, te α ·0 = 0, ∀α ∈ F.
Odmah se vidi da su zadovoljeni svi formalni uvjeti, pa je i ovo vektorski
prostor. Zovemo ga trivijalnim ili nulprostorom. Uočimo da nulprostor
možemo shvatiti i kao realan i kao kompleksan vektorski prostor, ovisno o
tome što odaberemo za F.

7. Neka je V = {(x, 3x) : x ∈ R} ⊂ R2. Uz operacije zbrajanja i množenja
realnim skalarima naslijedenima iz R2 (v. primjer 2.) V je realan vektorski
prostor. Provjerite!

Korisno je uočiti da uz iste operacije skupovi X = {(x, 3x+ 4) : x ∈ R} ⊂
R2 i Y = {(x, x2) : x ∈ R} ⊂ R2 nisu vektorski prostori. Utvrdite koji od
definicionih zahtjeva nisu zadovoljeni u skupovima X i Y .

8. Primjeri (3) i (4) imaju svoje prirodno poopćenje u vektorskim pros-
torima matrica. Za prirodne brojeve m i n neka Mmn(F) označava skup
svih matrica s m redaka i n stupaca s koeficijentima iz polja F. (U slučaju
m = n umjesto Mmn običaj je pisati kratko Mn. U ovom slučaju govorimo o
kvadratnim matricama reda n.) Tipičan element skupa Mmn(F) zapisujemo
u obliku

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn

 .



LINEARNA ALGEBRA 23

U stvari je riječ o funkcijama A : {1, 2, . . . ,m}×{1, 2, . . . , n} → F uz dogovor
da funkcijsku vrijednost A(i, j) označavamo kraće s aij i onda, dogovorno,
zapisujemo u pravokutnu m × n tablicu i to u i-ti redak i j-ti stupac. S
obzirom na to da je riječ o funkcijama odmah zaključujemo da su matrice
A = [aij ] i B = [bij ] s m redaka i n stupaca jednake ako i samo ako vrijedi
aij = bij , ∀i = 1, 2, . . . ,m, ∀j = 1, 2, . . . , n.

Sada definiramo
a11 . . . a1n

a21 . . . a2n
...

...
am1 . . . amn

+


b11 . . . b1n
b21 . . . b2n
...

...
bm1 . . . bmn

 =


a11 + b11 . . . a1n + b1n
a21 + b21 . . . a2n + b2n

...
...

am1 + bm1 . . . amn + bmn


i, za α ∈ F,

α


a11 . . . a1n

a21 . . . a2n
...

...
am1 . . . amn

 =


αa11 . . . αa1n

αa21 . . . αa2n
...

...
αam1 . . . αamn

 .
Nije teško provjeriti (pa i ovdje izostavljamo detalje) da uz ove operacije
skup Mmn(F) postaje vektorski prostor nad poljem F. Jasno je da ovdje
ulogu nulvektora ima tzv. nulmatrica

0 =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . 0

 .
Primijetimo da smo dobili dvije serije vektorskih prostora, ovisno o tome
nad kojim poljem radimo. U konkretnim slučajevima govorimo o realnim,
odnosno kompleksnim matricama. U daljnjem ćemo pisati jednostavno Mmn

ako u tom trenutku nije važno o kojem se polju radi (u smislu da se tada sve
rečeno odnosi na oba slučaja); želimo li pak naglasiti da govorimo o realnim
ili kompleksnim matricama, pisat ćemo Mmn(R), odnosno Mmn(C).

Uočimo i da su za m = 1 elementi prostora M1n uredene n-torke skalara.
Slično, ako je n = 1, govorimo o jednostupčanim matricama.

9. Neka FN označava skup svih nizova realnih, odnosno kompleksnih
brojeva. Radeći analogno kao u prostorima Fn definiramo zbrajanje nizova
kao (a1, a2, a3, . . .)+(b1, b2, b3, . . .) = (a1 +b1, a2 +b2, a3 +b3, . . .) i množenje
skalarima iz polja F s α(a1, a2, a3, . . .) = (αa1, αa2, αa3, . . .). I ovdje se
lako provjeravaju sva tražena svojstva. Na ovaj način smo dobili vektorske
prostore nizova realnih, odnosno kompleksnih brojeva.

10. Neka je n ∈ N, te neka Pn označava skup svih polinoma s koeficijen-
tima iz polja F čiji je stupanj manji ili jednak n, zajedno s nulpolinomom.
Operacije zbrajanja polinoma i množenja polinoma skalarima imamo otprije:
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i=0 ait

i +
∑n

i=0 bit
i =

∑n
i=0(ai + bi)t

i, α
∑n

i=0 ait
i =

∑n
i=0 αait

i. Uz ove
operacije i skup Pn postaje vektorski prostor. Ovisno o izboru polja F opet
govorimo o realnim ili kompleksnim prostorima polinomima.

Usput: pokažite da za n ∈ N skup polinoma Vn čiji stupanj iznosi n nije
vektorski prostor uz uobičajene, gore opisane operacije s polinomima.

11. Neka P označava skup svih polinoma, bez ograničenja na stupanj.
I ovo je, uz uobičajene operacije s polinomima, vektorski prostor, realan ili
kompleksan, ovisno o tome gledamo li polinome s realnim ili kompleksnim
koeficijentima.

Slično kao i kod matrica, pisat ćemo kratko Pn ili P ako nam polje u
momentu nije važno, a ako polje želimo naglasiti koristit ćemo proširenu
oznaku poput Pn(R).

12. Ne moramo se zaustaviti na polinomima; možemo npr. promatrati
skup C(R) svih neprekidnih funkcija na R. Uz operacije zbrajanja (f +
g)(t) = f(t)+g(t), t ∈ R, i množenja realnim skalarima (αf)(t) = αf(t), t ∈
R, i C(R) postaje vektorski prostor. Inače se kaže da smo ovdje operacije
zbrajanja funkcija i množenja funkcija skalarima definirali ”po točkama”.

Primjera je još mnogo, no ovdje ćemo zasad stati s njihovim navodenjem.
Daljnje primjere ćemo, kad se za to ukaže potreba, uvesti i opisati u hodu.
No i ovako vidimo kako je definicija 2.1.2 dovoljno univerzalna da struktura
koju proučavamo - vektorski prostor - ima mnogo različitih realizacija. Ta
nas okolnost potiče da teoriju razvijamo u punoj općenitosti, tj. na sasvim
apstraktnom nivou. Smisao je u tome da će tada svaki dobiveni rezultat,
odnosno svaki teorem biti primjenjiv u svim vektorskim prostorima.

Kao i u prostorima radijvektora, i u općim se vektorskim prostorima iz
definicionih uvjeta izvode daljnja računska pravila. Navedimo neka:

Propozicija 2.1.5. Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Tada:

(1) Za α ∈ F i a ∈ V vrijedi αa = 0 ako i samo ako je α = 0 ili a = 0,
(2) (−α)a = α(−a) = −(αa), ∀α ∈ F, ∀a ∈ V ,
(3) α(a− b) = αa− αb, ∀α ∈ F, ∀a, b ∈ V ,
(4) (α− β)a = αa− βa, ∀α, β ∈ F, ∀a ∈ V .

Dokaz. (1) Uzmimo da je α = 0. Tada je, za svaki a ∈ V , a+ 0 · a = 1 · a+
0 · a = (1 + 0)a = 1 · a = a. (Uočimo da smo u prethodnom nizu jednakosti
koristili, redom, definicione uvjete (8), (6) i ponovno (8).) Sad objema
stranama dobivene jednakosti dodamo −a. Uz korǐstenje asocijativnosti
zbrajanja i neutralnosti nulvektora, dobivamo 0 · a = 0.

Ako pak uzmemo a = 0 onda za proizvoljan skalar α zaključujemo ovako:
α0+α0 = α(0+0) = α0. Još uvijek ne znamo koliko iznosi α0, ali to je neki
vektor iz V pa, prema (3) iz definicije 2.1.2, postoji vektor njemu suprotan.
Dodamo li −(α0) objema stranama dobivene jednakosti, slijedi α0 = 0.

Obratno, pretpostavimo da vrijedi αa = 0. Ako je α = 0, nema se što
dokazivati. Ako α 6= 0 onda postoji α−1 ∈ F pa jednakost αa = 0 možemo



LINEARNA ALGEBRA 25

množiti s α−1. Prema upravo dokazanom, rezultat je α−1(αa) = 0. Koristeći
svojstva (5) i (8) iz definicije 2.1.2, odavde dobivamo a = 0.

Slično se dokazuju i ostale tvrdnje, pa daljnje detalje izostavljamo. �

Sve četiri tvrdnje prethodne propozicije su očite u vektorskim prostorima
radijvektora V 2(O) i V 3(O). No u formalnom dokazu se nismo smjeli oslo-
niti niti na koji konkretan primjer vektorskog prostora, već nam je jedino
sredstvo na raspolaganju bio skup uvjeta iz definicije 2.1.2. Zato se metoda
dokaza i svela isključivo na formalno manipuliranje s definicionim uvjetima.

Poruka je prethodne propozicije da u svakom vektorskom prostoru zaista
vrijede pravila na kakva smo navikli pri računanju s brojevima. Zato ćemo
u daljnjem i uvjete (1)-(8) iz definicije 2.1.2 i pravila dokazana u propoziciji
2.1.5 koristiti prešutno, bez eksplicitnog citiranja. Nakon svega, možemo ne-
formalno reći da je vektorski prostor struktura na kojoj su zadane binarna
operacija zbrajanja i operacija množenja vektora (tj. elemenata prostora)
odabranim skalarima (tj. članovima odabranog polja), a obje operacije za-
dovoljavaju uobičajena računska pravila.

2.2. Baza i dimenzija.

Definicija 2.2.1. Neka je V vektorski prostor nad F. Izraz oblika α1a1 +
α2a2 + . . . + αkak, pri čemu je a1, a2, . . . , ak ∈ V , α1, α2, . . . , αk ∈ F i
k ∈ N, naziva se linearna kombinacija vektora a1, a2, . . . , ak s koeficijentima
α1, α2, . . . , αk.

Uočimo da je linearna kombinacija pojam definiran samo za konačno
mnogo vektora. To je uvijek dobro definiran vektor iz V koji ne ovisi o
poretku vektora koje kombiniramo (jer zbrajanje u V je komutativno), niti
su potrebne zagrade koje bi naznačavale redoslijed zbrajanja (jer zbrajanje
u V je asocijativno).

Često α1a1 + α2a2 + . . .+ αkak zapisujemo ekonomičnije kao
∑k

i=1 αiai.

Definicija 2.2.2. Neka je V vektorski prostor nad F i S = {a1, a2, . . . , ak},
k ∈ N, konačan skup vektora iz V . Kažemo da je skup S linearno nezavisan
ako vrijedi

(1) α1, α2, . . . , αk ∈ F,
k∑
i=1

αiai = 0⇒ α1 = α2 = . . . = αk = 0.

U suprotnom kažemo da je skup S linearno zavisan.

Smisao ove definicije postaje očit u usporedbi s tvrdnjama korolara 1.1.7
i1.2.7. U njima smo pokazali da se nekolinearnost, odnosno nekomplanar-
nost radijvektora može algebarski opisati upravo implikacijom (1) iz pret-
hodne definicije. U tom smislu je onda prirodno i u općoj, apstraktnoj
situaciji zamǐsljati da vektori linearno nezavisnog skupa S, zadovoljavajući
uvjet (1), zauzimaju ”različite smjerove”.
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Napomena 2.2.3. (a) Istaknimo još jednom puni smisao prethodne definicije:
za svaki konačan skup S = {a1, a2, . . . , ak} vektora u V linearna kombinacija∑k

i=1 αiai = 0 će očito biti jednaka 0 odaberemo li koeficijente α1 = α2 =
. . . = αk = 0. Linearna nezavisnost skupa S znači da je to jedini način
kako možemo dobiti 0 linearno kombinirajući elemente skupa S. Drugim
riječima, nulvektor se može prikazati kao linearna kombinacija elemenata
skupa S samo na taj, trivijalan način gdje je αi = 0, ∀i = 1, . . . , k.

(b) Linearno zavisni skupovi su, po definiciji, oni koji nisu nezavisni.
Eksplicitno, S = {a1, a2, . . . , ak} je linearno zavisan ako

∃α1, . . . , αk ∈ F takvi da αj 6= 0 bar za jedan j ∈ {1, 2, . . . , k} i
k∑
i=1

αiai = 0.

U ovom slučaju, dakle, nulvektor možemo iskazati kao linearnu kombinaciju
vektora skupa S i na neki netrivijalan način.

(c) Najčešće atribut linearno ispuštamo pa govorimo o nezavisnim, odno-
sno zavisnim skupovima.

(d) Za svaki a ∈ V, a 6= 0, jednočlan skup {a} je nezavisan. Ovo je očito
iz propozicije 2.1.5(1).

(e) Svaki skup koji sadrži nulvektor je zavisan. Zaista, ako je npr. a1 = 0,
onda je očito 1 · 0 + 0 · a2 + . . .+ 0 · ak = 0 i, kako je prvi koeficijent različit
od 0, skup je zavisan.

(f) Zavisnost, odnosno nezavisnost ne ovisi o poretku vektora u proma-
tranom skupu S. To je direktna posljedica komutativnosti zbrajanja u vek-
torskom prostoru.

(g) Svaki neprazan podskup nezavisnog skupa je nezavisan. Da to pokaže-
mo, uzmimo nezavisan skup S = {a1, a2, . . . , ak} i promotrimo njegov pod-
skup T = {a1, a2, . . . , al}, l < k. (Uzimajući ovakav podskup T ne gubimo
na općenitosti jer S, zahvaljujući prethodnoj opasci (f), uvijek možemo pre-
numerirati, tj. zapisati njegove elemente u drugačijem poretku). Neka sada

vrijedi
∑l

i=1 αiai = 0. Posebno, odavde je i
∑l

i=1 αiai+0·al+1+. . .+0·ak =
0. Sad pak iz nezavisnosti skupa S zaključujemo da su svi koeficijenti u ovoj
linearnoj kombinaciji nužno jednaki 0; posebno je α1 = . . . = αl = 0.

(h) Izravno iz prethodne tvrdnje slijedi: svaki nadskup zavisnog skupa je
zavisan.

Nije sasvim precizno govoriti o nezavisnim i zavisnim vektorima (te zato
definicija 2.2.2 i govori o nezavisnim i zavisnim skupovima). Sljedeća propo-
zicija pokazuje, medutim, kako ima smisla za vektore zavisnog skupa govoriti
da su medusobno zavisni.

Propozicija 2.2.4. Skup S = {a1, a2, . . . , ak}, k ≥ 2, u vektorskom pros-
toru V je linearno zavisan ako i samo ako postoji j ∈ {1, 2, . . . , k} takav da
je aj linearna kombinacija preostalih elemenata skupa S.

Ako je skup S = {a1, a2, . . . , ak}, k ≥ 2, linearno zavisan, ureden, te ako
je a1 6= 0, onda postoji l ∈ {2, . . . , k} takav da je al linearna kombinacija
svojih prethodnika u skupu S, tj. vektora a1, a2, . . . , al−1.
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Dokaz. Ako za neki aj vrijedi aj = α1a1 + . . .+αj−1aj−1 +αj+1aj+1 + . . .+
αkak onda možemo pisati i α1a1 + . . . + αj−1aj−1 + (−1)aj + αj+1aj+1 +
. . . + αkak = 0, a to upravo znači (usp. (b) u prethodnoj napomeni) da
je S zavisan. Obratno, ako je skup S linearno zavisan, tada po defini-
ciji postoje koeficijenti αi, i = 1, 2, . . . , k, koji nisu svi jednaki 0, takvi
da je

∑
i=1 αiai = 0. Ako je npr. αj 6= 0, odavde očito slijedi aj =

− 1
αj

∑j−1
i=1 αiai −

1
αj

∑k
i=j+1 αiai.

Za dokaz druge tvrdnje uzmimo opet netrivijalnu linearnu kombinaciju

skupa S koja je jednaka 0:
∑k

i=1 αiai = 0. Označimo s l indeks sa svojstvom
αl 6= 0, αi = 0, i = l+1, . . . , k (smisao je da odredimo posljednji netrivijalni

koeficijent). Sada možemo pisati i
∑l

i=1 αiai = 0. Primijetimo da je l > 1.
Ako bi, naime, bilo l = 1 onda bismo imali α1 6= 0, a prethodna jednakost
bi glasila α1a1 = 0. No tada bi iz propozicije 2.1.5(1) slijedilo a1 = 0 što

je kontradikcija s pretpostavkom. Konačno, jer je l > 1, iz
∑l

i=1 αiai = 0

očito slijedi al = − 1
αl

∑l−1
i=1 αiai. �

Prethodna propozicija daje jednostavan kriterij za utvrdivanje zavisnosti
danog skupa. Posebno, kad je skup zavisan, bar jedan vektor se sigurno
može izraziti kao linearna kombinacija ostalih. U tom smislu druga tvrdnja
je vrijedno profinjenje ove konstatacije: ako znamo da je skup S zavisan, ako
poredak njegovih elemenata držimo fiksnim te ako znamo da je prvi vektor
netrivijalan (tj. različit od 0) onda, štovǐse, postoji element u S koji se može
prikazati čak kao linearna kombinacija svojih prethodnika. Primijetimo da
se pretpostavka a1 6= 0 u ovoj, drugoj tvrdnji propozicije ne može izostaviti.

To je očito kad promotrimo skup {−→0 ,−→i ,−→j } u V 2(O); taj skup je zavisan

jer sadrži
−→
0 , a u njemu niti jedan element nije moguće prikazati kao linearnu

kombinaciju prethodnika.

Primjer 2.2.5. Koristeći prethodnu propoziciju u mnogim primjerima je
sasvim lagano utvrditi zavisnost nekog skupa - ako se jednostavnim uvidom
možemo uvjeriti da je neki element linearna kombinacija ostalih. Takav je,
na primjer, slučaj sa skupom {(1, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 1)}.

Isto tako, ponekad je evidentno da se niti jedan element danog skupa
ne može prikazati kao linearna kombinacija ostalih; tada je, opet prema
prethodnoj propoziciji, taj skup nezavisan. Tako je, na primjer, sa skupom
{(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)} u R4.

Medutim, ako nije odmah očito kakav je karakter nekog zadanog skupa,
onda je svakako mnogo jednostavnije provjeriti definicioni uvjet (jer u pita-
nju je analiza samo jedne jednakosti), nego ispitivati je li ispunjen nužan i
dovoljan uvjet zavisnosti iz prve tvrdnje prethodne propozicije

Primjer 2.2.6. U prostoru polinoma Pn skup {1, t, t2, . . . , tn} je nezavisan.
Argumentirati možemo ovako: smatrajmo skup uredenim, uočimo da je prvi
element netrivijalan. Kad bi sada taj skup bio zavisan, postojao bi u njemu,
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prema drugoj tvrdnji propozicije 2.2.4, element koji bi bio linearna kombi-
nacija svojih prethodnika. No, usporedimo li stupnjeve polinoma na lijevoj
i desnoj strani te hipotetičke jednakosti, vidimo da je ona nemoguća.

Linearna nezavisnost je, kako smo vidjeli, apstraktno poopćenje pojmova
nekolinearnosti, odnosto nekomplanarnosti koje poznajemo iz prostora ra-
dijvektora. Razmatranja o bazama prostora radijvektora nameću pitanje
možemo li i u proizvoljnom vektorskom prostoru pomoću elemenata neza-
visnog skupa izraziti svaki drugi vektor prostora. No, odmah je jasno da

sama nezavisnost nije dovoljna - primjer skupa {−→i ,−→j } u V 3(O) to poka-
zuje već na prvi pogled.

Definicija 2.2.7. Neka je V vektorski prostor nad poljem F i S ⊆ V, S 6= ∅.
Linearna ljuska skupa S označava se simbolom [S] i definira kao

(2) [S] = {
k∑
i=1

αiai : αi ∈ F, ai ∈ S, k ∈ N}.

Dodatno, definira se [∅] = {0}. (Ponekad se koristi i oznaka span(S).)

Linearna ljuska nepraznog skupa S je, dakle, skup svih mogućih linearnih
kombinacija elemenata skupa S. Uočimo da u definiciji nema ograničenja na
broj elemenata skupa S; on može biti i beskonačan. No u svakom slučaju, u
definiciji linearne ljuske uzimaju se u obzir samo konačne linearne kombina-
cije elemenata iz S. Primijetimo da je uvijek S ⊆ [S]; naime svaki element
s ∈ S je prikaziv u obliku s = 1 · s, a ta jednočlana linearna kombinacija po
definiciji spada u [S]. U praksi je najčešće [S] mnogo veći skup od S - to je
vrlo jasno vidljivo kad je, na primjer, skup S konačan.

Ako je S konačan, recimo S = {a1, a2, . . . , an}, onda se prethodna defini-
cija svodi na

[S] = {
n∑
i=1

αiai : αi ∈ F}.

Primjer 2.2.8. Promotrimo u prostoru R3 vektore a1 = (1, 7, 0) i a2 =
(−1, 2, 0). Tvrdimo da je tada [{a1, a2}] = {(x, y, 0) : x, y ∈ R}.

Očito, [{a1, a2}] ⊆ {(x, y, 0) : x, y ∈ R}. Da dokažemo obratnu inkluziju,
uzmimo proizvoljan član (x1, x2, 0) skupa {(x, y, 0) : x, y ∈ R}. Da bismo
dokazali da je (x1, x2, 0) ∈ [{a1, a2}] moramo pokazati da postoje skalari
α1, α2 ∈ R za koje će vrijediti (x1, x2, 0) = α1a1 + α2a2, to jest takvi da je
α1(1, 7, 0)+α2(−1, 2, 0) = (x1, x2, 0), odnosno α1−α2 = x1 i 7α1+2α2 = x2.
Lako se izračuna da je rješenje α1 = 2

9x1 + 1
9x2, α2 = −7

9x1 + 1
9x2.

Definicija 2.2.9. Neka je V vektorski prostor i S ⊆ V . Kaže se da je S
sustav izvodnica za V (ili da S generira V ) ako vrijedi [S] = V .

Smisao definicije je sljedeći: jasno je da za svaki S ⊆ V vrijedi [S] ⊆ V .
Jednakost iz definicije je, dakle, ekvivalentna obratnoj inkluziji i poanta je
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upravo u tome. Skup S je sustav izvodnica za V ako se svaki vektor iz
V nalazi u [S], tj. ako se svaki vektor iz V može prikazati kao linearna
kombinacija elemenata skupa S.

Odmah je jasno da je svaki nadskup sustava izvodnica takoder sustav
izvodnica za isti prostor. No, dodavanje vektora u sustav izvodnica niti
nije interesantno; uostalom ekstremni primjer je čitav prostor V koji je, po
definiciji, sustav izvodnica za sebe sama. Poželjno je naći čim manji sustav
izvodnica te time moći opisati sve vektore prostora sa što manje elemenata
(koji taj sustav izvodnica konstituiraju). No, redukcija sustava izvodnica je
delikatna zadaća.

Primijetimo u prolazu da je upravo obratno s linearnom nezavisnošću:
podskup nezavisnog skupa je uvijek nezavisan, no nadskup nezavisnog skupa
može i ne mora biti nezavisan (usp. napomenu 2.2.3(g) i propoziciju 2.2.4).

Pogledajmo skup {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)} ⊆ R4. Taj
je očito sustav izvodnica za prostor R4. Izostavimo li, medutim, bilo koji
njegov element, tako dobiven skup evidentno vǐse neće biti sustav izvodnica.

Drugačije je sa skupom

S = {
[

1 0
0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
1 2
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]
}

u prostoru M2. Lako se provjeri da je S sustav izvodnica za M2. Izostavimo

li iz njega

[
0 0
0 1

]
, dobiveni skup vǐse nije sustav izvodnica. Medutim, S

bez matrice

[
1 2
1 0

]
bit će novi, manji sustav izvodnica za M2.

Prirodno je pitanje: možemo li kontrolirano smanjivati dani sustav izvod-
nica s ciljem da reducirani skup i dalje bude sustav izvodnica?

Propozicija 2.2.10. Neka je S sustav izvodnica za vektorski prostor V te
neka u S postoji vektor x koji se može prikazati kao linearna kombinacija
(nekih drugih) elemenata iz S. Tada je i S \ {x} sustav izvodnica za V .

Dokaz. Pretpostavimo da je x =
∑n

i=1 λixi pri čemu je xi ∈ S, xi 6= x, i =
1, 2, . . . , n.

Uzmimo sada proizvoljan v ∈ V . Trebali bismo v prikazati kao linearnu
kombinaciju vektora iz S \ {x}. Kako je S sustav izvodnica za V , postoje

k ∈ N, skalari α1, . . . , αk i vektori a1, . . . , ak ∈ S takvi da je v =
∑k

j=1 αjaj .
Ako su svi aj u ovom prikazu različiti od x, nema se što dokazivati. Ako je
pak neki aj jednak vektoru x (uzmimo konkretnosti radi da je a1 = x), onda

uvrštavanjem prve relacije u drugu slijedi v = α1
∑n

i=1 λixi+
∑k

j=2 αjaj . �

Sada je teren pripremljen za uvodenje pojma baze vektorskog prostora.

Definicija 2.2.11. Konačan skupB = {b1, b2, . . . , bn}, n ∈ N, u vektorskom
prostoru V se naziva baza za V ako je B linearno nezavisan sustav izvodnica
za V .
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Baza vektorskog prostora je, dakle, konačan skup koji ima dva svojstva:
nezavisan je te čini sustav izvodnica. Primijetimo da su ova dva svojstva
logički nezavisna: skup može imati oba ta svojstva, ili samo jedno (jedno ili
drugo), ili pak niti jedno. To demonstriraju sljedeći primjeri u prostoru R3:
{(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)},
{(1, 1, 1), (1, 2, 1)},
{(1, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 1, 1)},
{(1, 1, 0), (1,−1, 0), (2, 3, 0)}.

Uočimo da na apstraktnoj razini navedena definicija opisuje i baze pros-
tora V 2(O) i V 3(O). Drugačije rečeno, baze tih prostora zadovoljavaju ovu
definiciju. Zaista, dvočlani skupovi nekolinearnih radijvektora u V 2(O) i
tročlani skupovi nekomplanarnih vektora u V 3(O) su linearno nezavisni sus-
tavi izvodnica za te prostore.

Jednako je važno da se baze vektorskih prostora u funkcionalnom smislu
ponašaju isto kao baze prostora radijvektora. O tome govori sljedeći teorem.

Teorem 2.2.12. Neka je V vektorski prostor nad poljem F, te neka je B =
{b1, b2, . . . , bn} baza za V . Tada za svaki vektor v ∈ V postoje jedinstveno
odredeni skalari α1, . . . , αn ∈ F takvi da vrijedi v =

∑n
i=1 αibi.

Dokaz. Jer je B sustav izvodnica za V , svaki vektor v ∈ V dopušta prikaz
u obliku v =

∑n
i=1 αibi.

Ako bi za neki v ∈ V vrijedilo v =
∑n

i=1 αibi i takoder v =
∑n

i=1 βibi
oduzimanjem bismo dobili

∑n
i=1(αi − βi)bi = 0. Jer je skup B i linearno

nezavisan, odavde po definiciji slijedi αi − βi = 0, ∀i = 1, 2, . . . , n. �

Teorem 2.2.12 je fundamentalan rezultat linearne algebre. Smisao je u
tome da svaki vektor danog prostora možemo na jedinstven način predočiti
kao linearnu kombinaciju vektora baze. Na ovaj se način svaki problem
i svaki račun u tom prostoru može svesti na operiranje s konačno mnogo
(baznih) vektora.

Primjer 2.2.13. (a) Skup {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} je baza prostora R3.
Uočimo takoder da je isti skup i baza kompleksnog prostora C3.

(b) Općenito, u prostoru Rn promotrimo vektore e1 = (1, 0, 0, . . . , 0),
e2 = (0, 1, 0, . . . , 0),..., en = (0, 0, 0, . . . , 1) (dakle, i-ta komponenta vektora
ei iznosi 1, a sve ostale komponente su jednake 0, i = 1, 2, . . . , n). Skup
{e1, e2, . . . , en} je baza prostora Rn. Jasno je da je isti skup i baza prostora
Cn.

(c) U prostoru matrica Mmn promotrimo skup E = {Eij : i = 1, 2, . . . ,m,
j = 1, 2, . . . , n} gdje su koeficijenti matrice Eij = [ekl] dani s eij = 1 i ekl = 0
čim je k 6= i ili l 6= j. (Dakle, matrica Eij ima jedinicu na presjeku i-tog
retka i j-tog stupca, a svi ostali njezini koeficijenti iznose 0.) Skup E je baza
za Mmn.

(d) {1, t, t2, . . . , tn} je baza prostora Pn.
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(e) I skupovi {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)} i {(2, 1, 0), (1, 1, 7), (−1,−3, 3)}
su baze prostora R3.

U svim ovim primjerima se lako utvrdi da su navedeni skupovi i linearno
nezavisni i sustavi izvodnica; stoga je provjera izostavljena.

Baze u primjerima (a), (b), (c), (d) zovu se standardne ili kanonske baze
navedenih prostora. To je zato što se svaki vektor tih prostora prirodno
prikazuje kao linearna kombinacija elemenata ovih baza. Primjerice, za x =
(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, očito vrijedi x =

∑n
i=1 xiei. Slično, ako je A = [aij ] ∈

Mmn, odmah vidimo da vrijedi A =
∑m

i=1

∑n
j=1 aijEij .

Primjeri (e) nisu standardni. Želimo li prikazati vektor x = (x1, x2, x3) ∈
R3 kao linearnu kombinaciju vektora jedne ili druge navedene baze, očito
ćemo trebati riješiti sustav od tri linearne jednadžbe s tri nepoznanice. Pri-
mijetimo: teorem 2.2.12 jamči da će u obje navedene baze, i to za svaki
vektor x, rješenje dobivenog sustava biti jedinstveno.

Prethodni primjeri pokazuju da vektorski prostori kojima se najčešće ba-
vimo posjeduju bazu. Štovǐse, iz posljednjeg primjera vidimo (što nam je
dobro poznato u prostorima radijvektora) da vektorski prostor može imati
i mnogo različitih baza.

Egzistencija baze u proizvoljnom vektorskom prostoru je, medutim, netri-
vijalno pitanje. U prvom redu, uočimo da je po našoj definiciji baza konačan
skup. Implicitno, time smo zapravo naša razmatranja ograničili samo na
jednu, doduše dovoljno široku klasu prostora.

Definicija 2.2.14. Kaže se da je vektorski prostor V konačnodimenzionalan
ili konačnogeneriran ako postoji neki konačan sustav izvodnica za V .

Češće je u uporabi termin ”konačnodimenzionalan” iako treba primijetiti
da taj termin u svom sadržaju nema nǐsta s pojmom dimenzije (uostalom,
koncept dimenzije još nismo ni uveli).

Prethodno navedeni primjeri eksplicitno pokazuju da su prostori Rn, Cn,
Mmn, Pn konačnodimenzionalni.

Nasuprot tomu, prostor P nije konačnodimenzionalan, tj. nema konačnih
sustava izvodnica. Da bismo to pokazali, pogledajmo proizvoljan konačan
skup S = {p1, p2, . . . , pn}, n ∈ N, u P . Označimo s ki stupanj polinoma
pi, i = 1, 2, . . . n. Neka je k = max {k1, k2, . . . , kn}. Sada je jasno da svaki
polinom p koji se može izraziti kao linearna kombinacija elemenata skupa S
ima stupanj najvǐse k. To očito povlači da je [S] 6= P ; drugim riječima, S
nije sustav izvodnica za P .

Kaže se da je P , kao i svi drugi takvi prostori, beskonačnodimenzionalan.
U daljnjim razmatranjima ograničit ćemo se samo na konačnodimenzional-
ne prostore. Beskonačnodimenzionalne prostore spominjat ćemo uglavnom
samo u komentarima i pojedinim primjerima, isključivo s namjerom da na-
glasimo kako su pojedini rezultati ekskluzivna svojstva konačnodimenzio-
nalnih prostora.

Sad možemo dokazati još jedan od fundamentalnih rezultata. Prvo je na
redu jedna sama za sebe korisna propozicija.
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Propozicija 2.2.15. Neka je S = {a1, a2, . . . , am}, m ∈ N, sustav izvodnica
za vektorski prostor V 6= {0}. Tada postoji baza prostora V koja je podskup
skupa S.

Dokaz. Ako je skup S linearno nezavisan, nema se što dokazivati. Ako je
zavisan, prema prvoj tvrdnji propozicije 2.2.4, postoji neki aj ∈ S koji
je linearna kombinacija preostalih vektora skupa S. Sad smo u uvjetima
propozicije 2.2.10: i skup S \ {aj} je sustav izvodnica za V . Ako je taj skup
nezavisan, ujedno je i baza za V i dokaz je gotov.

Ako je pak S \ {aj} zavisan, opet prema propoziciji 2.2.4 postoji neki
njegov član, recimo ak, koji je linearna kombinacija preostalih članova tog
skupa. Ponovnom primjenom propozicije 2.2.10 zaključujemo da je (S \
{aj}) \ {ak} = S \ {aj , ak} sustav izvodnica za V .

Postupak nastavljamo sve dok nakon nekog koraka (tj. izbacivanja nekog
vektora) ne dobijemo nezavisan skup. Bitno je uočiti da je nakon svakog
koraka skup koji dobivamo izbacivanjem nekog vektora sustav izvodnica.

U najgorem slučaju, kad bismo izveli m − 1 korak, ostali bismo s jed-
nočlanim skupom, recimo {al} koji bi, po konstrukciji, takoder bio sustav
izvodnica za V . No taj jednočlan skup će tada nužno biti linearno nezavisan,
pa dakle i baza za V . U protivnom bi, naime, prema napomeni 2.2.3(d),
vrijedilo al = 0. To je, medutim, nemoguće jer {al} je sustav izvodnica za
V , a prema pretpostavci je V 6= {0}. �

Napomena 2.2.16. Postupak koji smo primijenili u prošlom dokazu naziva
se redukcija sustava izvodnica do baze.

Teorem 2.2.17. Svaki konačnodimenzionalan vektorski prostor V 6= {0}
ima bazu.

Dokaz. Po definiciji, V ima bar jedan konačan sustav izvodnica. Uzmimo
jedan takav skup S = {a1, a2, . . . , am} i na njega primijenimo prethodnu
propoziciju. �

Uočimo da smo iz tvrdnje prethodnog teorema zaista morali izostaviti nul-
prostor. Naime, po definiciji je {0} konačnodimenzionalan, no taj prostor
nema niti jednu bazu naprosto zato jer nema linearno nezavisnih podsku-
pova.

Već smo i u prostorima radijvektora vidjeli da vektorski prostor može
imati vǐse baza. Indikativno je da svaka baza prostora V 2(O) dvočlani skup,
a da se svaka baza prostora V 3(O) sastoji od točno tri vektora.

Lema 2.2.18. Neka je B = {b1, b2, . . . , bn} sustav izvodnica za vektorski
prostor V , te neka je A = {a1, a2, . . . , ak} ⊂ V linearno nezavisan. Tada je
k ≤ n.

Dokaz. Pogledajmo skup B′1 = {a1, b1, b2, . . . , bn}. Jer je B sustav izvod-
nica za V , element a1 se može prikazati kao linearna kombinacija elemenata
skupa B; drugim riječima, a1 se može prikazati kao linearna kombinacija
preostalih elemenata skupa B′1. Zato je, prema propoziciji 2.2.4, skup B′1
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zavisan. Uočimo da njegov prvi element, a1, nije nulvektor jer a1 dolazi iz
nezavisnog skupa A. Možemo, dakle, primijeniti drugu tvrdnju propozicije
2.2.4: postoji neki element skupa B′1, recimo bi, koji je linearna kombinacija
svojih prethodnika.

U drugu ruku, uočimo da je skup B′1 sustav izvodnica - jer je nadskup
sustava izvodnica B. Sad pak iz propozicije 2.2.10 zaključujemo da je i skup
B1 = B′1 \ {bi} = {a1, b1, . . . , bi−1, bi+1, . . . , bn} sustav izvodnica za V .

Ako je ovime skup A iscrpljen (tj. ako je bilo k = 1), dokaz je gotov. U pro-
tivnom, uzmimo a2 i uvrstimo ga kao prvi element u skup B1. Promotrimo
dobiveni skup B′2 = {a2, a1, b1, . . . , bi−1, bi+1, . . . , bn}. Ponovimo argumen-
taciju iz prethodnog koraka: B′2 je zavisan jer je njegov element a2 linearna
kombinacija preostalih njegovih elemenata (to je zato što je B1 bio sustav iz-
vodnica). Nadalje, prvi element skupa B′2, a2, nije nulvektor pa opet prema
propoziciji 2.2.4 postoji neki vektor u B′2 koji je linearna kombinacija svojih
prethodnika. Neka je to bj . (Primijetimo da to svakako nije a1 jer bi relacija
a1 = λa2 proturječila pretpostavljenoj nezavisnosti skupa A.) Sad ”izba-
cimo” taj vektor bj . Promotrimo nastali skup B2 = ({a2, a1} ∪B) \ {bi, bj}.
Na kraju, uočimo da je taj skup sustav izvodnica; to opet slijedi iz pro-
pozicije 2.2.10 jer B2 je nastao izbacivanjem ”zavisnog” vektora iz sustava
izvodnica B′2 (a B′2 jest sustav izvodnica jer je nadskup sustava izvodnica
B1).

Postupak nastavimo. Uočimo da smo nakon r-tog koraka ubacili u origi-
nalni sustav izvodnica B r elemenata skupa A, izbacili r elemenata skupa
B, i ostali sa skupom Br koji je takoder sustav izvodnica za V . Pritom ne
može biti da je skup B iscrpljen u r < k koraka. Kad bi tako bilo, sustav
izvodnica Br bi se sastojao isključivo od elemenata skupa A, te bi preostali
elementi iz A bili njihove linearne kombinacije. No to je kontradikcija s
nezavisnošću skupa A.

Očito će nakon k-tog koraka skup A biti iscrpljen i, kako smo u tih k
koraka detektirali (i izbacili) k različitih elemenata skupa B, jasno je da
vrijedi k ≤ n. �

Teorem 2.2.19. Neka je V 6= {0} konačnodimenzionalan vektorski prostor.
Sve baze prostora V su jednakobrojne.

Dokaz. Neka su A i B baze za V . Označimo broj njihovih elemenata s k,
odnosno n. Kako je A nezavisan, a B sustav izvodnica, prethodna lema
povlači k ≤ n. No, B je takoder nezavisan, dok je A isto tako sustav
izvodnica; zato lema daje i n ≤ k. �

Prethodni teorem je posljednji u nizu pokazatelja na temelju kojih za-
ključujemo da je naša definicija baze vektorskog prostora uspjela. I vǐse od
toga; imajući na umu broj elemenata svih baza u V 2(O) i V 3(O), sada je
logično definirati pojam dimenzije na sljedeći način:
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Definicija 2.2.20. Neka je V 6= {0} konačnodimenzionalan vektorski pros-
tor. Dimenzija prostora V se definira kao broj elemenata bilo koje njegove
baze. Dodatno, uzima se da je dimenzija nulprostora 0.

Pojam dimenzije je dobro i konzistentno definiran jer svaki konačnodi-
menzionalan prostor različit od {0} ima bazu (teorem 2.2.17), a sve njegove
baze imaju jednako mnogo elemenata (teorem 2.2.19).

Dimenzija prostora V standardno se označava s dimV . Iz primjera 2.2.13
odmah proizlazi: dimRn = dimCn = n, ∀n ∈ N, dimMmn = mn, ∀m,n ∈
N, dimPn = n+ 1, ∀n ∈ N.

Uočimo da sada sintagma konačnodimenzionalan prostor poprima i ”kon-
kretnije” značenje. Naime, po definiciji, konačnodimenzionalni prostori su
oni koji posjeduju konačne sustave izvodnica. No, nakon teorema 2.2.17
znamo da takvi prostori, svi osim {0}, imaju i (konačnih) baza, a to, po
prethodnoj definiciji, znači da im je dimenzija konačna. Tu činjenicu često
ćemo u nastavku pisati kao dimV <∞.

Diskusiju o bazama završit ćemo propozicijom podjednako korisnom i u
teoriji i pri rješavanju konkretnih problema.

Sjetimo se da propozicija 2.2.15 osigurava da se svaki konačan sustav
izvodnica može reducirati do baze. Tvrdnja naredne propozicije je, u izvje-
snom smislu, dualna.

Propozicija 2.2.21. Neka je A = {a1, a2, . . . , ak}, k ∈ N, linearno nezavi-
san skup u konačnodimenzionalnom prostoru V . Tada se A može nadopuniti
do baze.

Dokaz. Ako je A i sustav izvodnica za V , nema se što dokazivati. Pretpos-
tavimo stoga da nije. Sad nam je zadaća naći neki nadskup skupa A koji će
biti baza za V .

Odaberimo proizvoljnu bazu B = {b1, b2, . . . , bn} za V ; to možemo na
temelju teorema 2.2.17. Implicitno, ovime smo označili dimV = n.

Promotrimo skup A ∪ B = {a1, . . . ak, b1, . . . , bn}. Očito je zavisan jer se
bar jedan njegov element može prikazati kao linearna kombinacija ostalih
(takav je svaki ai zato jer je skup B baza). Osim toga, a1 6= 0, jer skup A je
nezavisan pa ne može sadržavati nulvektor. Prema drugoj tvrdnji propozicije
2.2.4 zato postoji vektor skupa A ∪ B koji se može prikazati kao linearna
kombinacija svojih prethodnika u tom skupu. To, naravno, ne može biti
nikoji ai zbog pretpostavljene nezavisnosti skupa A. Neka je bj neki takav
element koji je prikaziv kao linearna kombinacija svojih prethodnika u A∪B.

Pogledajmo skup (A∪B)\{bj}. Nastao je izbacivanjem vektora bj iz skupa
A ∪B. Jer je A ∪B sustav izvodnica (naime, nadskup je sustava izvodnica
B) i jer je bj prikazan pomoću ostalih njegovih elemenata, propozicija 2.2.10
jamči da je i (A ∪B) \ {bj} sustav izvodnica za V .

Ako je (A∪B)\{bj} nezavisan, gotovi smo. Ako nije, postupak ponovimo.
U ovom, drugom koraku svi argumenti su identični prethodnima, a na kraju,
nakon izbacivanja nekog bl, ostajemo sa skupom (A∪B) \ {bj , bl} koji je još
uvijek sustav izvodnica za V .
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Evidentno, nakon točno k koraka ovim postupkom dolazimo do baze pros-
tora V koja sadrži čitav skup A. �

U praksi se postupak nadopunjavanja nezavisnog skupa do baze provodi
točno kao u prethodnom dokazu.

Primjer 2.2.22. Uočimo skup A = {a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (1, 1,−1,−1)} u
prostoru R4. Očito je A nezavisan pa ga možemo proširiti do baze. Uzmimo
kanonsku bazu E = {e1, e2, e3, e4} iz primjera 2.2.13 i promotrimo uniju
A ∪ E = {a1, a2, e1, e2, e3, e4}. Taj je skup zavisan sustav izvodnica i sad,
kao u prošlom dokazu, moramo u njemu detektirati vektore koji su linearne
kombinacije svojih prethodnika.

Najprije rješavamo jednadžbu e1 = λ1a1 + λ2a2. Kad izjednačimo od-
govarajuće komponente (čime dobivamo sustav od četiri linearne jednadžbe
s dvije nepoznanice) odmah vidimo da rješenja nema. Zaključujemo da e1

nije moguće prikazati kao linearnu kombinaciju prethodnika.
Može li biti e2 = λ1a1 + λ2a2 + λ3e1? Jednostavnim računom dobivamo

e2 = 1
2(a1 + a2)− e1. Zato vektor e2 treba izbaciti.

Preostao nam je skup {a1, a2, e1, e3, e4} pa sada promatramo jednadžbu
e3 = λ1a1+λ2a2+λ3e1. Lako se vidi da rješenja nema. Odavde zaključujemo
da je skup {a1, a2, e1, e3} nezavisan (jer u njemu prvi vektor nije trivijalan
i niti jedan vektor nije linearna kombinacija prethodnika; usp. propoziciju
2.2.4).

Mogli bismo sada računati i konstatirati da će posljednji vektor, e4, biti
linearna kombinacija ovih vektora, te će stoga i on biti suvǐsan. No, taj
zaključak možemo izvesti i bez računa na temelju sljedećeg korolara 2.2.24.

U svakom slučaju, tražena baza je {a1, a2, e1, e3}.

Napomena 2.2.23. Postupak proširenja nezavisnog skupa do baze prostora
nikako nije jedinstven. Najjednostavnije to možemo vidjeti već u V 2(O).
Odaberemo li netrivijalan vektor −→a , skup {−→a } je nezavisan. No sada je

jasno da će skup {−→a ,
−→
b } biti baza za V 2(O) čim je vektor

−→
b nekolinearan

s −→a .
Tako je i općenito. Svaki linearno nezavisan skup od k elemenata u pros-

toru V dimenzije n > k može se zapravo na beskonačno mnogo načina
proširiti do baze za V .

Želimo li provjeriti da je odredeni skup baza nekog prostora, općenito
govoreći, treba provjeriti i da je taj skup nezavisan i da je sustav izvodnica.
Kako smo već vidjeli, ne postoji uzročno posljedična veza izmedu ta dva
pojma. Poznajemo li, medutim, dimenziju prostora, sve postaje lakše.

Korolar 2.2.24. Neka je V vektorski prostor, te neka je dimV = n <∞.
(i) Svaki linearno nezavisan skup u V ima n ili manje elemenata. Svaki

linearno nezavisan skup u V koji ima točno n elemenata je baza za V .
(ii) Svaki sustav izvodnica za V ima n ili vǐse elemenata. Svaki sustav

izvodnica za V koji ima točno n elemenata je baza za V .
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Dokaz. (i) Uzmimo linearno nezavisan skup A s k elemenata. Prema propo-
ziciji 2.2.21, A se može dopuniti do baze za V (ili već jest baza). Kad bi sad
bilo k > n došli bismo u kontradikciju s teoremom 2.2.19. Slično, pretpos-
tavimo li da nezavisan skup A s n elemenata nije baza, ponovo propozicija
2.2.21 i teorem 2.2.19 daju kontradikciju.

(ii) Dokaz ove tvrdnje je posve analogan s tim da ulogu propozicije 2.2.21
ovdje preuzima propozicija 2.2.15. Detalje izostavljamo. �

Primjer 2.2.25. Lagrangeov interpolacijski polinom.
Dobro je poznato da kroz svake dvije točke u ravnini možemo povući jedins-
tveni pravac. Drugim riječima, ako su dane točke (x1, y1) i (x2, y2) pri čemu
je x1 6= x2, onda postoji jedinstveni polinom prvog stupnja p(x) = ax+ b sa
svojstvom p(x1) = y1, p(x2) = y2. Ova se činjenica generalizira na sljedeći
način:

Neka je n ≥ 1 te neka su dane točke u ravnini (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn)
pri čemu su svi xi medusobno različiti. Tada postoji jedinstveni polinom p
čiji stupanj je manji ili jednak n−1, p ∈ Pn−1, sa svojstvom p(xi) = yi, ∀i =
1, . . . , n. Taj polinom p je dan formulom

p(x) =
n∑
j=1

∏
1≤k≤n;k 6=j(x− xk)∏
1≤k≤n;k 6=j(xj − xk)

yj . (∗)

Ovaj polinom p naziva se Lagrangeov interpolacijski polinom.
Da bismo to pokazali, uzmimo najprije da je y1 = y2 = . . . = yn =

0. Jedini polinom koji pripada prostoru Pn−1 i ima ovih n nultočaka je
nulpolinom, a to nam u ovom slučaju upravo daje i gornja formula (∗).

Sljedeći najjednostavniji slučaj je y1 = 1, y2 = . . . = yn = 0. Ovdje
se traži polinom p1 stupnja najvǐse n − 1 kojemu su x2, . . . , xn nultočke
i koji zadovoljava p1(x1) = 1. Očito je da p1 mora biti oblika p1(x) =
c(x − x2) · . . . · (x − xn) pri čemu je c konstanta. Sad iz uvjeta p1(x1) = 1
lagano dobivamo c te izlazi

p1(x) =
(x− x2) · . . . · (x− xn)

(x1 − x2) · . . . · (x1 − xn)
=

∏n
k=2(x− xk)∏n
k=2(x1 − xk)

.

Još uočimo da je p1 jedini polinom iz Pn−1 koji zadovoljava postavljene
uvjete.

Potpuno analogno dobivamo: za 1 ≤ j ≤ n, jedini polinom iz prostora
Pn−1 koji zadovoljava p(xj) = 1 i p(xi) = 0, ∀i 6= j, je dan formulom

pj(x) =

∏
1≤k≤n;k 6=j(x− xk)∏
1≤k≤n;k 6=j(xj − xk)

.

Pokažimo sada da je skup {p1, p2, . . . , pn} linearno nezavisan u prostoru
Pn−1. Pretpostavimo da je

∑n
i=1 αipi = 0. Uvrštavanjem točke xj u lijevu

i desnu stranu ove jednakosti odmah dobivamo αj = 0. To očito možemo
učiniti za svaki j = 1, . . . , n, pa je time nezavisnost promatranog skupa
dokazana.
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Sad tvrdimo da je skup {p1, p2, . . . , pn} zapravo baza za Pn−1. To je
neposredna posljedica prethodnog korolara i činjenice (koju otprije znamo)
dimPn−1 = n.

Svaki f ∈ Pn−1 zato ima jedinstven prikaz oblika f =
∑n

j=1 αjpj . Po-
sebno, takav prikaz mora imati, ako postoji, i traženi interpolacijski poli-
nom: p =

∑n
j=1 αjpj . Sada iz uvjeta p(xi) = yi,∀i = 1, . . . , n, uvrštavanjem

xi u prethodnu jednakost odmah dobivamo αi = yi,∀i = 1, . . . n. Dakle,
p =

∑n
j=1 yjpj . No to je upravo jednakost (∗).

Napomena 2.2.26. Korolar 2.2.24 pokazuje da svaki linearno nezavisan skup
u prostoru dimenzije n ima najvǐse n elemenata. U tom smislu je defi-
nicija linearne nezavisnosti, kako smo je naveli, sasvim zadovoljavajuća za
konačnodimenzionalne prostore.

U beskonačnodimenzionalnim prostorima potrebno je definirati i nezavis-
nost beskonačnih skupova. Formalna definicija glasi: kaže se da skup A u
vektorskom prostoru V linearno nezavisan, ako je svaki konačan podskup
od A linearno nezavisan.

Primijetimo da ova definicija ima smisla kad je A beskonačan skup, jer
se definicioni uvjet odnosi samo na konačne podskupove, a za takve je po-
jam nezavisnosti već uveden. Ako je pak A konačan skup, onda napomena
2.2.3(g) pokazuje da je ovakva definicija nezavisnosti ekvivalentna definiciji
2.2.2.

Kao primjer jednog beskonačnog nezavisnog skupa navodimo skup svih
monoma M = {tn : n ∈ N ∪ {0}} u prostoru P .

Sad se pojam baze za beskonačnodimenzionalne prostore definira kao i za
prostore konačne dimenzije: baza je svaki linearno nezavisan sustav izvod-
nica. Inače se takve baze zovu algebarske ili Hammelove baze.

Lako se vidi da je skup svih monoma M baza vektorskog prostora P .
Pokazuje se da i svaki beskonačnodimenzionalan prostor ima bazu; no taj je
dokaz netrivijalan i temelji se na aksiomu izbora.

2.3. Potprostor.

Promotrimo prostor V 3(O) i u njemu podskup svih radijvektora čije
završne točke leže u xy-ravnini. Očito je taj podskup zapravo realizacija
prostora V 2(O) u xy-ravnini te je, dakle, i sam za sebe vektorski prostor
s istim operacijama koje su definirane na čitavom V 3(O). Sličan fenomen
primjećujemo i u 7. navedenom primjeru vektorskog prostora. Ovakvu si-
tuaciju, gdje je jedan vektorski prostor smješten u drugome, htjeli bismo
proučiti u punoj općenitosti.

Definicija 2.3.1. Neka je V vektorski prostor nad F i M ⊆ V, M 6= ∅. Ako
je i (M,+, ·) vektorski prostor nad F uz iste operacije iz V , kažemo da je M
potprostor od V .
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Uočimo da se izrijekom zahtijeva daM bude vektorski prostor uz operacije
koje su već definirane na V . U stvari se radi o restrikcijama funkcija + :
V × V → V i · : F× V → V na M ×M , odnosno na F×M . U tom smislu
se kaže da su operacije na M naslijedene iz V .

Vidjeli smo da se V 2(O) može shvatiti kao potprostor od V 3(O). Slično,
pogledajmo netrivijalan radijvektor −→a ∈ V 2(O) i njegovu linearnu ljusku:
[{−→a }] = {λ−→a : λ ∈ R}. Lako se vidi da je [{−→a }] potprostor od V 2(O).
U [{−→a }] spadaju oni i samo oni radijvektori koji su kolinearni s −→a . Ako

je −→a =
−→
OA, to znači da završne točke svih radijvektora iz [{−→a }] leže na

pravcu OA. U tom smislu često se kaže (i zamǐslja) kako je [{−→a }] pravac
kroz ishodǐste koji prolazi točkom A.

Kad je M potprostor od V , pisat ćemo M ≤ V .
Jasno je da svaki vektorski prostor ima dva ”rubna” potprostora; to su

{0} i sam V . U oba slučaja odmah se vidi da je definicioni uvjet zadovoljen
na trivijalan način. I kaže se da su ovi potprostori trivijalni. Jasno je da
su mnogo zanimljiviji oni pravi, netrivijalni potprostori prostora V koji su
različiti i od nulprostora i od prostora V .

Pretpostavimo da je V vektorski prostor te da nam je dan njegov ne-
prazan podskup M . Želimo li utvrditi je li M potprostor od V , slijedom
definicije 2.3.1, trebali bismo provjeriti zadovoljava li M sve uvjete iz defini-
cije vektorskog postora. No stvarni posao je, zahvaljujući idućoj propoziciji,
mnogo manji.

Propozicija 2.3.2. Neka je V vektorski prostor nad F i M neprazan pod-
skup od V . Tada je M potprostor od V ako i samo ako vrijedi

(i) (∀a, b ∈M), a+ b ∈M ,
(ii) (∀α ∈ F), (∀a ∈M), αa ∈M .

Dokaz. Nužnost navedenih uvjeta je očita. Da dokažemo dovoljnost trebamo
provjeriti uvjete iz definicije 2.1.2. Prema pretpostavci M je neprazan skup,
a pretpostavljeni uvjeti (i) i (ii) upravo jamče da će restrikcije na M opera-
cija definiranih na V zaista biti preslikavanja s M ×M , odnosno F ×M s
vrijednostima u M .

Preostaje provjeriti osam uvjeta iz definicije 2.1.2. No, odmah se vidi da
su ti uvjeti automatski naslijedeni iz V , te se zapravo i nema što provjeravati.
Na primjer: zbrajanje svih vektora u V je asocijativno i komutativno pa je,
posebno, asocijativno i komutativno i zbrajanje svih vektora iz M . Dalje,
jer je M neprazan, možemo uzeti neki a ∈ M . Ako sad primijenimo uvjet
(ii) na vektor a i skalar 0, zaključujemo da je 0 ∈M .

Na sličan se način provjere i ostali uvjeti. �

Često se tvrdnja prethodne propozicije izriče tako da se kaže kako je
neprazan podskup M prostora V potprostor od V ako i samo ako je M
zatvoren u odnosu na zbrajanje i množenje skalarima.
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Pogledajmo ponovo skup V koji se sastoji od svih polinom čiji stupanj
iznosi točno n, gdje je n zadan i fiksiran prirodan broj. Već smo vidjeli da
V nije vektorski prostor, promatramo li ga uz uobičajene operacije s polino-
mima. Problem je u tome što V nije zatvoren u odnosu na operaciju zbra-
janja polinoma (jer zbroj dva polinoma stupnja n može imati niži stupanj),
a nije zatvoren niti na operaciju množenja skalarima (jer 0 ·p je nulpolinom,
a taj nije stupnja n). Ovom drugom nedostatku možemo doskočiti tako da
umjesto skupa V promatramo V ∪{0}; ovaj je skup sada zatvoren u odnosu
na množenje skalarima, no niti on nije zatvoren s obzirom na zbrajanje.

U tom svjetlu sad možemo ponovo pogledati tvrdnju prethodne propo-
zicije: ona nam kaže da su ovo jedine opstrukcije koje se mogu pojaviti;
čim je neki neprazan podskup zatvoren u odnosu na obje operacije, on je
automatski potprostor.

Korisno je primijetiti da se uvjeti iz prošle propozicije mogu objediniti:
idući korolar jamči da je M potprostor ako i samo ako je zatvoren na sve
dvočlane linearne kombinacije vlastitih vektora.

Korolar 2.3.3. Neka je V vektorski prostor nad F i M neprazan podskup
od V . Tada je M potprostor od V ako i samo ako vrijedi

(∗) (∀α, β ∈ F), (∀a, b ∈M), αa+ βb ∈M,.

Dokaz. Treba dokazati da je uvjet (∗) ekvivalentan uvjetima (i) i (ii) iz
prethodne propozicije.

Pretpostavimo da vrijedi (∗). Odaberimo proizvoljne a, b ∈ M . Ako sad
u (∗) uvstimo α = β = 1, dobivamo upravo (i). Slično dobivamo i (ii) ako
za proizvoljan a ∈M iskoristimo (∗) s α ∈ F, β = 1 i b = 0.

Obratno, uzmimo da vrijedi (i) i (ii). Da bismo dokazali (∗) uzmimo
proizvoljne a, b ∈M i α, β ∈ F. Sad prvo primijenimo (ii) (na α i a, a onda
na β i b) da zaključimo kako je αa ∈ M i βb ∈ M . Preostaje primijeniti
(i). �

Napomena 2.3.4. Ako je M ≤ V , onda je, prema prethodnom korolaru, M
zatvoren na dvočlane linearne kombinacije svojih elemenata. Jednostavnim
induktivnim argumentom može se pokazati da to vrijedi i za sve (naravno,
konačne) linearne kombinacije vektora iz M . Eksplicitno: ako je M ≤ V ,
onda za α1, . . . , αn ∈ F, a1, . . . , an ∈M i n ∈ N vrijedi

∑n
i=1 αiai ∈M .

Primjer 2.3.5. Za kvadratnu matricu A = [aij ] ∈Mn kažemo da je gornje-
trokutasta ako vrijedi aij = 0, ∀i > j. Smisao naziva je sljedeći: za elemente
a11, a22, . . . , ann kažemo da tvore dijagonalu kvadratne matrice (od lijevog
gornjeg do desnog donjeg kuta matrice). Koeficijenti aij za čije indekse
vrijedi i > j nalaze se ispod dijagonale. Ako smo sada propisali da za sve i >
j vrijedi aij = 0, onda su svi značajni (tj. netrivijalni) koeficijenti matrice A

sadržani u gornjem trokutu, uključujući dijagonalu. Matrica

 1 2 3
0 4 5
0 0 6


je primjer gornjetrokutaste matrice.
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Analogno, za matricu B = (bij) ∈ Mn kažemo da je donjetrokutasta ako
vrijedi bij = 0, ∀i < j.

Označimo s G, odnosno s D skup svih gornjetrokutastih, odnosno donje-
trokutastih matrica u Mn. Sad se laganom primjenom korolara 2.3.3 vidi
da vrijedi G ≤Mn, kao i D ≤Mn. Provjerite!

Primjer 2.3.6. Za matricu A = [aij ] ∈ Mmn definiramo transponiranu
matricu At formulom At = [bij ] ∈ Mnm, bij = aji, ∀i, j. Smisao je u tome
da retci matrice A predstavljaju stupce matrice At (i obratno). Ako je,

npr. A =

 1 2
3 4
5 6

, onda je At =

[
1 3 5
2 4 6

]
.

Primijetimo da je za A ∈ Mn i At ∈ Mn. Zato sljedeće definicije imaju
smisla: kažemo da je kvadratna matrica A ∈ Mn simetrična ako vrijedi
At = A, dok za matricu B ∈ Mn kažemo da je antisimetrična ako vrijedi

Bt = −B. Na primjer, matrica A =

 1 2 3
2 4 5
3 5 6

 je simetrična. Uočimo da

je A zaista simetrična s obzirom na dijagonalu. Lako se vidi da je to osobina
svake simetrične matrice, pa odatle i ime.

Označimo sa S, odnosno A skup svih simetričnih, odnosno antisimetričnih
matrica u Mn. Primjenom korolara 2.3.3 lako se pokazuje da su i S i A
potprostori od Mn. Provjerite! Prije same primjene korolara 2.3.3 korisno
je uočiti da vrijedi (αA+ βB)t = αAt + βBt za sve skalare α, β i sve matrice
A,B ∈Mn.

Primjer 2.3.7. Neka je V vektorski prostor nad F i S ⊆ V . Tada je [S]
potprostor od V .

I ovdje dokaz provodimo primjenom korolara 2.3.3. Odaberimo α, β ∈ F i
a, b ∈ [S]. Po definiciji linearne ljuske, vektori a i b su oblika a =

∑n
i=1 λixi

i b =
∑m

j=1 µjyj pri čemu su λi, µj neki skalari, xi, yj neki vektori iz skupa
S, a n i m prirodni brojevi. No sada je odmah jasno da je αa + βb opet
linearna kombinacija nekih vektora iz S, dakle αa+ βb ∈ [S].

Pojam potprostora definiran je neovisno o dimenziji prostora. Ako pret-
postavimo da je prostor V konačnodimenzionalan i da vrijedi dimV = n,
te da je M potprostor od V , bilo bi logično očekivati da onda vrijedi
dimM ≤ n. Zaista, ako bi skup B = {b1, b2, . . . , bm} bio baza za M (što
implicitno znači da je dimM = m), onda je, posebno, B linearno nezavisan
skup u V , pa prema korolaru 2.2.24 slijedi m ≤ n.

Ipak, ovaj argument nije kompletan! Problem je u tome što mi a priori
ne znamo da je i potprostor M konačnodimenzionalan (koliko god to bilo
”logično”). Ako bismo prethodno dobili taj podatak, onda bi, medutim,
naša argumentacija bila besprijekorna. Dokaz koji slijedi je zato korigirana
verzija prethodnog argumenta.
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Propozicija 2.3.8. Neka je V vektorski prostor takav da je dimV = n <
∞, te neka je M potprostor od V . Tada je dimM ≤ n.

Ako je M potprostor od V takav da je dimM = n, onda je M = V .

Dokaz. Ako je M = {0} nemamo što dokazivati.
Uzmimo zato M 6= {0} i odaberimo a1 ∈M, a1 6= 0. Kako je M potpros-

tor, prema napomeni 2.3.4, imamo [{a1}] ⊆ M . Ako vrijedi [{a1}] = M ,
onda je {a1} sustav izvodnica za M (štovǐse baza), pa je M konačnodi-
menzionalan. U suprotnom, možemo naći a2 ∈ M \ [{a1}]. Uočimo da to
znači (zbog propozicije 2.2.4) da je skup {a1, a2} nezavisan pa, posebno,
korolar 2.2.24 pokazuje da je dimV ≥ 2. Osim toga, jer je M potpros-
tor, [{a1, a2}] ⊆ M . Ako je [{a1, a2}] = M , opet smo gotovi (i vidimo da
je dimM = 2). U suprotnom, postupak analogno nastavimo. U najvǐse
n koraka dobit ćemo [{a1, a2, . . . , an}] = M . Naime, u protivnom bismo
mogli odabrati vektor an+1 ∈ M \ [{a1, a2, . . . , an}], a tada bi, opet zbog
propozicije 2.2.4, skup {a1, a2, . . . , an, an+1} bio nezavisan. To je, medutim,
nemoguće zbog korolara 2.2.24.

Ovaj posljednji argument ujedno dokazuje i drugu tvrdnju propozicije.
�

Primjer 2.3.9. Izračunajmo dimenzije potprostora iz primjera 2.3.5 i 2.3.6.
Za A ∈ G, svi koeficijenti ispod dijagonale iznose 0, dok za elemente na
dijagonalnim mjestima i u gornjem trokutu nema nikakavih ograničenja.
Ako sada, za proizvoljne 1 ≤ i, j ≤ n, s Eij ∈Mn označimo matricu koja na
presjeku i-tog retka i j-tog stupca ima jedinicu, a na svim drugim mjestima
nule, lako se vidi da je skup {Eij ∈ Mn : i ≤ j} baza za G. Zato je
dimG = 1 + 2 + . . .+ n = 1

2n(n+ 1). Na identičan način se vidi da vrijedi i

dimD = 1
2n(n+ 1).

Za A ∈ S su svi elementi ispod dijagonale jednoznačno odredeni onima
iznad dijagonale, dok za one iznad dijagonale i na dijagonalnim mjestima
nema ograničenja. Zato je i ovdje dim S = 1 + 2 + . . .+ n = 1

2n(n+ 1).
Konačno, uočimo da za B = (bij) ∈ A jednakost bij = −bji, ∀i, j, pokazuje

da svi dijagonalni koeficijenti moraju biti jednaki 0. Zato je dimA = 1 +
2 + . . .+ (n− 1) = 1

2n(n− 1).

Propozicija 2.3.10. Neka je V vektorski prostor te neka su L i M njegovi
potprostori. Tada je i L ∩M potprostor od V .

Dokaz. Primijenit ćemo korolar 2.3.3. Uzmimo proizvoljne a, b ∈ L ∩M i
proizvoljne skalare α i β. Jer je, posebno, a, b ∈ L i jer je L potprostor,
korolar 2.3.3 povlači da je αa + βb ∈ L. Na isti način zaključujemo da je i
αa+ βb ∈M . Zato je αa+ βb ∈ L ∩M . �

Napomena 2.3.11. Ako je Mi, i ∈ I, familija potprostora vektorskog pros-
tora V (pri čemu je indeksni skup I proizvoljno velik, moguće i beskonačan),
onda je i

⋂
i∈IMi takoder potprostor od V . Dokaz ove tvrdnje je zapravo

identičan dokazu prethodne propozicije.
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Uzmimo sada proizvoljan neprazan podskup S vektorskog prostora V .
Tvrdimo da je [S] presjek svih potprostora od V koji sadrže skup S (te je
zato [S] zapravo najmanji potprostor od V koji sadrži S).

Zaista, označimo s Li, i ∈ I, familiju svih potprostora od V koji sadrže
S. Uočimo da ta familija sadrži barem jedan potprostor, naime, sam V .
Tvrdimo, dakle, da vrijedi [S] =

⋂
i∈I Li.

Da bismo to pokazali, uzmimo najprije proizvoljan x ∈ [S]; po definiciji li-

nearne ljuske znamo da je x oblika x =
∑k

j=1 αjaj za neke skalare αj , vektore
aj ∈ S i neki k ∈ N. No, kako je S ⊆ Li, ∀i ∈ I, vrijedi i aj ∈ Li,∀j =

1, . . . , k, ∀i ∈ I. Prema korolaru 2.3.3 sada slijedi x =
∑k

j=1 αjaj ∈ Li, ∀i ∈
I, a to pokazuje da je x ∈

⋂
i∈I Li.

Ovime smo pokazali da vrijedi [S] ⊆
⋂
i∈I Li. Sad još uočimo da je i

[S] potprostor od V (primjer 2.3.7) koji očito, po definiciji linearne ljuske,
sadrži S. To znači da je [S] jedan od potprostora iz familije Li, i ∈ I;
recimo da je [S] = Li0 za neki indeks i0 ∈ I. Sada je jasno da vrijedi i⋂
i∈I Li ⊆ Li0 = [S].

Za razliku od presjeka, unija dvaju potprostora nekog vektorskog prostora
gotovo nikad neće biti potprostor. Pogledajmo, na primjer, netrivijalne

radijvektore −→a ,
−→
b ∈ V 2(O) i jednodimenzionalne potprostore [{−→a }] i [{

−→
b }]

od V 2(O). Ako su −→a i
−→
b kolinearni, ti se potprostori očito podudaraju.

Ako su −→a i
−→
b nekolinearni, onda [{−→a }] i [{

−→
b }] zapravo predstavljaju dva

pravca kroz ishodǐste. Kad bi [{−→a }]∪[{
−→
b }] bio potprostor, trebao bi, prema

korolaru 2.3.3, sadržavati i vektor −→a +
−→
b što je, očito, nemoguće.

Općenito, može se pokazati da će unija dvaju potprostora biti potprostor
jedino u slučaju kad je jedan od tih potprostora sadržan u drugom (što je
posve nezanimljiva situacija).

Kad već unija L∪M dva potprostora vektorskog prostora V nije potpros-
tor od V , možemo potražiti najmanji potprostor od V koji tu uniju sadrži.
To nas dovodi upravo u situaciju kakvu smo razmatrali u prethodnoj napo-
meni.

Definicija 2.3.12. Neka je V vektorski prostor, te neka su L i M njegovi
potprostori. Suma potprostora L i M označava se s L + M i definira kao
L+M := [L ∪M ].

Suma potprostora L i M je, dakle, najmanji potprostor istog prostora V
koji sadrži i L i M . Iduća propozicija otkriva pozadinu naziva suma i oznake
+. Primijetimo usput da je iz definicije jasno kako vrijedi L+M = M +L.
To je vidljivo i iz naredne propozicije.

Propozicija 2.3.13. Neka je V vektorski prostor, te neka su L i M njegovi
potprostori. Tada je L+M = {x+ y : x ∈ L, y ∈M}.

Dokaz. Ako je x ∈ L i y ∈M , onda je x, y ∈ L∪M , pa po definiciji linearne
ljuske imamo x+ y ∈ [L ∪M ] = L+M .
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Obratno, uzmimo v ∈ L+M . Po definiciji sume potprostora, to znači da
postoje k ∈ N, vektori v1, v2, . . . , vk ∈ L∪M i skalari λ1, λ2, . . . , λk takvi da

je v =
∑k

i=1 λivi. Po definiciji unije, neki od vektora vi su iz L, neki su iz
M . Ako je potrebno, možemo ih prenumerirati tako da vrijedi v1, . . . , vr ∈ L
i vr+1, . . . , vk ∈ M (pri čemu je 0 ≤ r ≤ k). Kako su i L i M potprostori,

korolar 2.3.3 povlači x :=
∑r

i=1 λivi ∈ L i y :=
∑k

i=r+1 λivi ∈ M . Odavde

je v =
∑k

i=1 λivi =
∑r

i=1 λivi +
∑k

i=r+1 λivi = x+ y.
U slučajevima r = 0 i r = k imamo v = 0 + y, odnosno v = x+ 0 pa je i

tada v prikazan kao zbroj jednog vektora iz L i jednog vektora iz M . �

Općenito, prikaz vektora v ∈ L+M u obliku v = x+y, x ∈ L, y ∈M , nije

jedinstven. Na primjer, matrica A =

[
1 2
3 4

]
∈M2 pripada sumi G+D jer

se može prikazati kao zbroj jedne gornjetrokutaste i jedne donjetrokutaste

matrice:

[
1 2
3 4

]
=

[
1 2
0 4

]
+

[
0 0
3 0

]
. Medutim, to nije jedini prikaz

takve vrste jer vrijedi i

[
1 2
3 4

]
=

[
0 2
0 0

]
+

[
1 0
3 4

]
. Usput, primijetimo

da se A u stvari može na beskonačno mnogo načina prikazati u obliku A =
B + C gdje je B ∈ G i C ∈ D.

Jasno je iz navedenih jednakosti da je vǐse različitih rastava matrice A
u obliku A = B + C gdje je B ∈ G i C ∈ D omogućeno upravo time što
su dijagonalni koeficijenti matrice A mogli biti ”svrstani” u bilo koji od
dva pribrojnika. Uočimo da je presjek potprostora G i D skup dijagonalnih
matrica. Odavde naslućujemo da je stvarni uzrok nejedinstvenosti rastava
zapravo prisutnost netrivijalnih vektora u presjeku promatranih potpros-
tora.

Definicija 2.3.14. Neka je V vektorski prostor, te neka su L i M njegovi
potprostori. Kažemo da je suma potprostora L i M direktna i tada je
označavamo s LuM ako je L ∩M = {0}.

Propozicija 2.3.15. Neka su L i M potprostori vektorskog prostora V .
Suma L + M je direktna ako i samo ako svaki vektor v ∈ L + M dopušta
jedinstveni prikaz u obliku v = a+ b, a ∈ L, b ∈M .

Dokaz. Uzmimo da je suma direktna, tj. L∩M = {0}. Pretpostavimo da za
vektor v ∈ L+M vrijedi v = a+ b i takoder v = c+ d pri čemu su a, c ∈ L i
b, d ∈M . Odavde je a+b = c+d, što možemo pisati kao a−c = d−b. Vektor
na lijevoj strani jednakosti je u L jer L je potprostor i a, c ∈ L. No taj je
vektor jednak onome na desnoj strani jednakosti koji, iz analognih razloga,
leži u M . Zato je a − c ∈ L ∩M . Kako je, prema pretpostavci, presjek
nulpotprostor, slijedi a − c = 0, dakle a = c. Uvrštavanjem u jednakost
a+ b = c+ d dobivamo i b = d.

Da dokažemo obrat, pretpostavit ćemo da suma nije direktna. To znači
da postoji a ∈ L ∩M, a 6= 0. Posebno je i −a ∈ L ∩M . Sad nulvektor
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koji, naravno, pripada sumi L+M ima dva različita rastava u obliku zbroja
jednog vektora iz L i jednog iz M : 0 = 0 + 0 i 0 = a+ (−a). �

Ako je V konačnodimenzionalan prostor, onda su, za L,M ≤ V i pot-
prostori L, M , L ∩M i L + M konačnodimenzionalni. Jasno je da vrijedi
dim (L ∩M) ≤ dimL, dimM ≤ dim (L + M). Mnogo vǐse o odnosu ovih
dimenzija govori sljedeći teorem.

Teorem 2.3.16. Neka je V konačnodimenzionalan prostor, te neka su L i
M potprostori od V . Tada je dim (L+M) + dim (L∩M) = dimL+ dimM .

Dokaz. Neka je B0 = {a1, a2, . . . , ak} baza za L ∩M . Kako je to nezavisan
skup i u L i u M , možemo ga, dvaput primjenjujući propoziciju 2.2.21, dopu-
niti do baze za L i do baze za M . Neka su BL = {a1, a2, . . . , ak, b1, b2, . . . , br}
i BM = {a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cs} tako dobivene baze potprostora L, od-
nosno M .

Uočimo da smo time implicitno označili dim (L ∩M) = k, dimL = k + r
i dimM = k + s.

Sada tvrdimo da je BL∪BM = {a1, a2, . . . , ak, b1, b2, . . . , br, c1, c2, . . . , cs}
baza za L + M . To bi značilo da je dim (L + M) = k + r + s = dimL +
dimM − dim (L ∩M) i tvrdnja teorema time bi bila dokazana.

Pokažimo prvo da je skup BL ∪BM nezavisan. Pretpostavimo da je

(∗)
k∑
i=1

αiai +

r∑
j=1

βjbj +

s∑
t=1

γtct = 0.

Odavde je
∑r

j=1 βjbj = −
∑k

i=1 αiai −
∑s

t=1 γtct. Prema izboru i konstruk-
ciji naših baza vidimo da je vektor na lijevoj strani ove jednakosti element
potprostora L, a njegov oblik na desnoj strani jednakosti pokazuje da leži i
u potprostoru M . Zato je

∑r
j=1 βjbj ∈ L∩M . Kako je {a1, a2, . . . , ak} baza

za L∩M , postoje skalari λ1, . . . , λk takvi da je
∑r

j=1 βjbj =
∑k

i=1 λiai. Ovo

možemo pisati u obliku
∑k

i=1 λiai−
∑r

j=1 βjbj = 0, a odavde, zbog nezavis-
nosti skupa BL, slijedi λi = 0, ∀i i βj = 0, ∀j. Kad to uvažimo u jednakosti

(∗), dobivamo
∑k

i=1 αiai +
∑s

t=1 γtct = 0, a jer je i skup BM nezavisan,
zaključujemo i αi = 0, ∀i, i γt = 0, ∀t.

Preostaje pokazati da je skup BL ∪BM sustav izvodnica za L+M . Oda-
berimo proizvoljan v ∈ L + M . Prema propoziciji 2.3.13 postoje x ∈ L i
y ∈ M takvi da je v = x + y. Sada je x linearna kombinacija vektora baze
BL, y je linearna kombinacija vektora baze BM , pa je jasno da je v = x+ y
linerna kombinacija vektora iz skupa BL ∪BM .

Primijetimo na kraju da smo dokaz započeli izborom jedne baze potpros-
tora L∩M čime smo implicitno pretpostavili da je taj prostor netrivijalan.
Da bismo kompletirali dokaz, potrebno je još posebno razmotriti mogućnost
L ∩M = {0}. (Inače nema apriornog razloga za dijeljenje dokaza u ta dva,
medusobno isključujuća slučaja. No, u ovako izvedenom dokazu to je bilo
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potrebno jer je dokaz započeo uzimanjem neke baze presjeka. Ako je suma
direktna, po definiciji je presjek nulprostor, a on nema bazu.)

Uzmimo, dakle, da je L ∩M = {0}. Odaberimo po volji po jednu bazu
za L i M ; neka su to npr. BL = {b1, . . . , bl} i BM = {c1, . . . , cm}. I ovdje
tvrdimo da je njihova unija BL∪BM = {b1, . . . , bl, c1, . . . , cm} baza za L+M .
Primijetimo odmah da to povlači tvrdnju teorema jer je tada dim (L+M) =
l+m = dimL+ dimM − dim (L ∩M). Sam dokaz da je BL ∪BM baza za
L+M je sasvim sličan prethodnome, pa detalje izostavljamo. �

Istaknimo dokazanu formulu za dimenziju direktne sume:

Korolar 2.3.17. Neka potprostori L i M konačnodimenzionalnog prostora
čine direktnu sumu. Tada je dim (LuM) = dimL+ dimM .

Napomena 2.3.18. Često je zgodno operirati s bazom prostora čiji početni dio
predstavlja bazu nekog odredenog potprostora. Primijetimo da to svojstvo
nema svaka baza danog prostora.

Medutim, dokaz teorema 2.3.16 pokazuje standardni manevar kojim takvu
bazu dobivamo. Ako je, dakle, dan potprostor L konačnodimenzionalnog
prostora V , onda se najprije odabere proizvoljna baza za L, a nakon toga
se, primjenom propozicije 2.2.21, taj nezavisan skup dopuni do baze cijelog
prostora V .

Primjer 2.3.19. Promotrimo potprostore G i D prostora Mn iz primjera
2.3.5. Uočimo da je G ∩ D skup svih dijagonalnih matrica iz Mn (to su one
čiji su svi koeficijenti i ispod i iznad dijagonale jednaki 0), a dimenzija tog
potprostora očito iznosi n.

Sad formula iz teorema 2.3.16 povlači (usp. primjer 2.3.9) dim (G+D) =
dimG + dimD − dim (G ∩ D) = 1

2n(n + 1) + 1
2n(n + 1) − n = n2. Kako je

Mn jedini vlastiti potprostor dimenzije n2 (propozicija 2.3.8), zaključujemo
da je G + D = Mn.

Primjer 2.3.20. Pogledajmo potprostore S i A simetričnih i antisimetričnih
matrica u prostoru Mn. Primijetimo da je njihova suma direktna jer A ∈
S ∩ A povlači A = At = −A, a odavde je A = 0. Uvažavajući izračunate
dimenzije u primjeru 2.3.9 primjenom korolara 2.3.17 nalazimo dim (S u
A) = 1

2n(n + 1) + 1
2n(n − 1) = n2. Prema drugoj tvrdnji propozicije 2.3.8,

odavde je S u A = Mn. Propozicija 2.3.15 u ovoj situaciji daje sljedeći
zaključak: svaka kvadratna matrica može se na jedinstven način prikazati
kao zbroj jedne simetrične i jedne antisimetrične matrice.

Definicija 2.3.21. Neka je V vektorski prostor, te neka je L potprostor
od V . Potprostor M prostora V se naziva direktan komplement od L ako
vrijedi LuM = V .

Jer je, općenito, L+M = M+L, za bilo kakve potprostore od V , navedena
definicija je simetrična: ako je M direktan komplement od L, onda je i L
direktan komplement od M . Ponekad se kaže, preciznije, da je M direktan
komplemet od L u V ako se hoće naglasiti ambijentni prostor V . Prethodni
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primjer pokazuje da su potprostori simetričnih i antisimetričnih matrica
direktni komplementi jedan drugomu u prostoru Mn.

Iz definicije je odmah jasno da su u svakom vektorskom prostoru V dva
trivijalna potprostora V i {0} direktni komplementi jedan drugomu.

Pitanje egzistencije direktnog komplementa za proizvoljan potprostor da-
nog konačnodimenzionalnog prostora je riješeno idućim teoremom.

Teorem 2.3.22. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor i L
njegov potprostor. Tada postoji direktan komplement od L u V .

Dokaz. Zbog opaske prije iskaza teorema smijemo pretpostaviti da je L 6=
{0}, V . Uzmimo proizvoljan pravi potprostor L od V . Neka je {a1, a2, . . . , ak}
baza za L te neka je {a1, a2, . . . , ak, ak+1, . . . , an} njezino nadopunjenje do
baze prostora V (usp. napomenu 2.3.18). Ovime smo implicitno označili
dimL = k i dimV = n.

Definirajmo sada M := [{ak+1, . . . , an}]. Primjer 2.3.7 pokazuje da je M
potprostor od V . Skup {ak+1, . . . , an} je linearno nezavisan kao podskup
nezavisnog skupa; zato to nije samo sustav izvodnica za potprostor M , nego
je i baza za M . Posebno, slijedi dimM = n− k.

Pokažimo da je presjek potprostora L i M trivijalan. Ako je x ∈ L ∩M
onda x dopušta prikaz u obliku x =

∑k
i=1 αiai (jer je element od L), ali

i x =
∑n

i=k+1 αiai (jer leži i u M). Oduzimanjem slijedi
∑k

i=1 αiai −∑n
i=k+1 αiai = 0 odakle zbog nezavisnosti skupa {a1, a2, . . . , ak, ak+1, . . . , an}

slijedi αi = 0, ∀i. No, tada je x = 0.
Time je pokazano da potprostori L i M čine direktnu sumu. Sad korolar

2.3.17 pokazuje da vrijedi dim (LuM) = dimL+ dimM = k+ (n−k) = n.
Druga tvrdnja propozicije 2.3.8 sad povlači da je L uM = V , a to upravo
znači da je M direktan komplement od L u V . �

Napomena 2.3.23. Pogledajmo netrivijalan radijvektor −→a u prostoru V 2(O)

i potprostor L = [{−→a }] ≤ V . Ako je
−→
b bilo koji radijvektor nekolinearan s

−→a i ako stavimo M = [{
−→
b }], jasno je da je M direktan komplement od L

u V 2(O). Vidimo, dakle, da L ima beskonačno mnogo različitih direktnih
komplemenata.

Lako je vidjeti da je tako i u proizvoljnom vektorskom prostoru: niti je-
dan netrivijalan potprostor nema jedinstven direktan komplement. Zato ni
nema neke posebne oznake za direktan komplement. Uzroci te nejedins-
tvenosti vidljivi su već i u prethodnom dokazu (usp. napomenu 2.2.23). Iz
korolara 2.3.17 je, medutim, jasno da svi direktni komplementi potprostora
L u prostoru V imaju istu dimenziju: dimV − dimL.

Inače se u praksi direktan komplement danog potprostora traži točno kao
u dokazu teorema 2.3.22.

Na kraju ovog dijela uvodimo još jednu važnu konstrukciju s potprosto-
rima.
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Neka je V vektorski prostor, ne nužno konačnodimenzionalan. Neka je M
potprostor od V . Na V definiramo binarnu relaciju ∼ formulom x ∼ y ⇔
y − x ∈M, x, y ∈ V .

Lako je vidjeti da je ∼ relacija ekvivalencije na V . Za x ∈ V vrijedi x ∼ x
jer M sadrži 0. Ako je x ∼ y onda je, po definiciji, y − x ∈ M , a jer je M
potprostor, tada je i x− y ∈M što upravo znači y ∼ x. Time smo provjerili
refleksivnost i simetričnost. Napokon, relacija je i tranzitivna jer iz x ∼ y
i y ∼ z imamo y − x ∈ M i z − y ∈ M . Kako je M potprostor, slijedi i
(y − x) + (z − y) ∈M , tj. z − x ∈M pa je, dakle, x ∼ z.

Za dani x ∈ V s [x] označavamo klasu ekvivalencije2 odredenu vektorom
x; po definiciji je [x] = {y ∈ V : x ∼ y}.

Vektor x naziva se reprezentantom ili predstavnikom ove klase ekvivalen-
cije. Uočimo da se ista klasa [x] može predočiti i drugim predstavnicima; iz
opće teorije skupova znamo da vrijedi [x] = [y]⇔ x ∼ y. Sjetimo se takoder
da je prostor V disjunktna unija svih klasa ekvivalencije [x], x ∈ V .

Klase ekvivalencije za ovako uvedenu relaciju možemo i preciznije opisati:
vrijedi [x] = x+M, ∀x ∈ V , pri čemu x+M označava skup {x+a : a ∈M}.

Da bismo to pokazali, uzmimo najprije y ∈ [x]. Po definiciji to znači da
je x ∼ y; dakle y− x ∈M . Označimo li y− x s a, možemo pisati y = x+ a.
Kako je y − x = a ∈M , to pokazuje da je y ∈ x+M .

Obratno, ako je y ∈ x + M , to znači da postoji a ∈ M takav da je
y = x+ a. Odavde je y − x = a i, kako je a ∈M , dokazali smo da je x ∼ y,
tj. y ∈ [x].

Definicija 2.3.24. Neka je M potprostor prostora V . Svaki skup oblika
x+M = {x+a : a ∈M}, x ∈ V , naziva se linearna mnogostrukost u smjeru
potprostora M . Skup svih linearnih mnogostrukosti u smjeru potprostora
M označava se s V/M i naziva kvocijentni skup ili kvocijent (prostora V po
potprostoru M).

Vidjeli smo, dakle, da odabrani potprostor M prostora V prirodno indu-
cira relaciju ekvivalencije na V . Sad bismo željeli i u kvocijentni skup V/M
uvesti strukturu vektorskog prostora.

Definirajmo zbrajanje klasa ekvivalencije (tj. linearnih mnogostrukosti)
na sljedeći način: [x] + [y] = [x+ y], x, y ∈ V . Definicija je sasvim prirodna:
klase ekvivalencije odredene reprezentatima x i y zbrajamo tako da vektore
x i y zbrojimo u polaznom prostoru V i onda zbroj [x] + [y] definiramo kao
klasu čiji reprezentant je upravo x+y. Problem s ovom definicijom je u tome
što moramo pokazati da je konzistentna (često se kaže dobra), tj. neovisna
o izboru predstavnika pojedinih klasa.

Da bismo to učinili, odaberimo x′ ∈ [x] i y′ ∈ [y]. Primijetimo da je tada
[x′] = [x] i [y′] = [y]. Sada je zbroj ovih dviju klasa definiran kao [x + y],
ali takoder i kao [x′ + y′], ako smo za reprezentante odabrali vektore x′ i y′.

2Važno je registrirati malu, ali bitnu razliku u odnosu na oznaku linearne ljuske. Line-
arna ljuska je pojam definiran za podskupove vektorskog prostora i, čak i kada je riječ o
linearnoj ljusci jednočlanog skupa koji sadrži samo element x, pǐsemo [{x}].
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Treba, dakle, vrijediti [x+y] = [x′+y′], a to je ekvivalentno s x+y ∼ x′+y′,
odnosno, po definiciji naše relacije, s x′ + y′ − (x+ y) ∈M .

No, iz x ∼ x′ i y ∼ y′ imamo x′ − x ∈ M i y′ − y ∈ M . Kako je M
potprostor, i zbroj ova dva vektora će ostati u M ; dakle je (x′−x)+(y′−y) ∈
M , a to smo i htjeli. Time smo pokazali da je operacija zbrajanja linearnih
mnogostrukosti zaista dobra.

Sasvim analogno ćemo definirati množenje skalarima. Prije svega, ako je
V vektorski prostor nad F, nad tim istim poljem skalara ćemo graditi prostor
V/M . Za α ∈ F i [x] ∈ V/M definiramo α[x] = [αx]. Definicija je jednako
prirodna kao definicija zbrajanja, a jednako je i delikatna. I ovdje smo dužni
provjeriti da rezultat množenja linearne mnogostrukosti skalarom ne ovisi
o izboru reprezentanta. Precizno: ako je [x] = [x′] i α ∈ F, treba pokazati
da vrijedi [αx] = [αx′]. Kako je provjera sasvim slična onoj maloprijašnjoj,
detalje izostavljamo.

Uočimo još (s obzirom da je [x] = x+M, x ∈ V ) da navedene operacije s
linearnim mnogostrukostima možemo zapisati i u obliku (x+M)+(y+M) =
(x+ y) +M , α(x+M) = αx+M .

Sada, dakle, imamo definirane operacije + : V/M × V/M → V/M i
· : F× V/M → V/M što je preduvjet da V/M bude vektorski prostor.

Teorem 2.3.25. Neka je V vektorski prostor nad poljem F, te neka je M
potprostor od V . Tada je uz operacije (x+M)+(y+M) = (x+y)+M, x, y ∈
V i α(x + M) = αx + M, α ∈ F, x ∈ M , kvocijentni skup V/M vektorski
prostor nad F.

Dokaz. Već smo vidjeli da su operacije navedene u izreci teorema dobro
definirane. Preostaje provjeriti uvjete iz definicije vektorskog prostora. No,
odmah se vidi da su svi potrebni uvjeti osigurani odgovarajućim svojstvima
operacija u V .

Na primjer, zbrajanje u V/M je asocijativno točno zato što je zbrajanje u
prostoru V asocijativno: ((x+M)+(y+M))+(z+M) = ((x+y)+z)+M =
(x+ (y + z)) +M = (x+M) + ((y +M) + (z +M)).

Slično se provjere i ostali uvjeti. Uočimo da je nulvektor u kvocijentu
[0] = 0 +M = M . �

Vektorski prostor V/M naziva se kvocijentni prostor (prostora V po pot-
prostoru M). Primijetimo da trivijalni izbori M = {0} i M = V do-
vode do nezanimljivih kvocijentnih prostora. Ako je M = {0} onda je
x ∼ y ⇔ x = y, te je [x] = {x}. Zato je u ovoj situaciji kvocijentni skup
V/M u bijekciji s polaznim prostorom V i zapravo se, do na formalizam u
razlici izmedu elemenata x ∈ V i {x} ∈ V/{0}, radi o istom prostoru. Ako
je pak M = V , onda je jasno da je x ∼ y, ∀x, y ∈ V , te u ovom slučaju
dobivamo samo jednu klasu ekvivalencije: V/V = {[0]}. Dakle, V/V je
nulprostor.

Dosadašnja diskusija o kvocijentnim prostorima nije bila ovisna o dimen-
ziji polaznog prostora. Ako pretpostavimo da je V konačnodimenzionalan,
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onda imamo razloga vjerovati da je takav i V/M pa ima smisla pokušati
odrediti i dimenziju kvocijentnog prostora.

Teorem 2.3.26. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor i M
njegov potprostor. Tada je i prostor V/M konačnodimenzionalan i vrijedi
dimV/M = dimV − dimM .

Dokaz. Pretpostavimo da je M netrivijalan potprostor od V ; stavimo dimV
= n i dimM = k. Neka je BM = {a1, a2, . . . , ak} neka baza za M i B =
{a1, a2, . . . , ak, ak+1, . . . , an} neko njezino nadopunjenje do baze za V .

Tvrdimo da je tada skup {ak+1 +M,ak+2 +M, . . . , an+M} baza za V/M
(evidentno, to će dokazati i vǐse nego što se u iskazu teorema tvrdi).

Pretpostavimo da je
∑n

i=k+1 αi(ai + M) = 0. Imamo li na umu kako
su definirane operacije u kvocijentu i da je nulvektor u kvocijentu mno-
gostrukost 0 + M = M , ovo znači

∑n
i=k+1 αiai + M = 0 + M , drugim

riječima,
∑n

i=k+1 αiai ∈ M . Zato postoje skalari α1, . . . , αk takvi da je∑n
i=k+1 αiai =

∑k
i=1 αiai. Odavde je

∑k
i=1 αiai −

∑n
i=k+1 αiai = 0 i, zbog

nezavisnosti skupa B, αi = 0, ∀i = 1, . . . , n. Time je dokazano da je skup
{ak+1 +M,ak+2 +M, . . . , an +M} linearno nezavisan.

Preostalo je pokazati da je to i sustav izvodnica za V/M . Uzmimo pro-
izvoljan x ∈ V i odmah ga napǐsimo u obliku x =

∑n
i=1 λiai. Sada je, opet po

definiciji operacija u kvocijentu, x+M =
∑n

i=1 λiai+M =
∑n

i=1 λi(ai+M).
Preostaje samo uočiti da je ai+M = 0+M, ∀i = 1, . . . k jer je, za i = 1, . . . k,
ai ∈M . �

2.4. Zadaci.

1. Neka je G neprazan skup i ∗ : G × G → G binarna operacija na G.
Ureden par (G, ∗) se zove grupa ako su zadovoljeni sljedeći uvjeti:

(1) a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c, ∀a, b, c ∈ G;
(2) postoji e ∈ G takav da je a ∗ e = e ∗ a = a, ∀a ∈ G;
(3) za svaki a ∈ G postoji a−1 ∈ G takav da vrijedi a∗a−1 = a−1∗a = e.

Ako još vrijedi i a ∗ b = b ∗ a, ∀a, b ∈ G, kažemo da je (G, ∗) komutativna ili
Abelova grupa.
Pokažite da su (Z,+), (R,+) i (R \ {0}, ·) Abelove grupe.

Napomena. Uočimo da je grupa matematička struktura koja je implicitno
prisutna u definicijama polja i vektorskog prostora. Na primjer, svojstva
operacija zbrajanja i množenja realnih brojeva navedena u napomeni 2.1.1
(koja čine definiciju polja) sada se mogu konciznije izreći na sljedeći način:

(1) (R,+) je Abelova grupa;
(2) (R \ {0}, ·) je Abelova grupa;
(3) a(b+ c) = ab+ ac, ∀a, b, c ∈ R.

Identična svojstva imaju i operacije zbrajanja i množenja u C i u bilo ko-
jem polju F. Uočimo takoder da prva četiri uvjeta iz definicije vektorskog
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prostora zapravo znače da je (V,+) Abelova grupa. Često se zato i kaže da
je (V,+) aditivna Abelova grupa vektorskog prostora (V,+, ·).

2. Neka je S neprazan skup. Označimo s B(S) skup svih bijektivnih pres-
likavanja sa S u S. Dokažite da je skup B(S) uz kompoziciju preslikavanja
kao binarnu operaciju grupa. Uočite da grupa (B(S), ◦) nije komutativna
čim skup S ima vǐse od dva elementa.

3. Upotpunite dokaz propozicije 2.1.5.

4. Za koje vrijednosti parametra t je skup {(1, 2, 1,−1), (1, 1, 4, 0), (1, t, 7, 1)}
linearno nezavisan u prostoru R4?

5. Je li skup {(1, i, 1 + i), (i, 0, i), (1, 1, 1)} baza prostora C3?

6. Neka je t0 realan broj. Pokažite da je skup {(t − t0)i : i = 0, 1, . . . , n}
baza prostora Pn.

7. U Rn zadani su vektori

a1 = (1, 0, 0, . . . , 0), a2 = (2, 2, 0, . . . , 0), . . . , an = (n, n, n, . . . , n).

Pokažite da je skup {a1, a2, . . . , an} baza za Rn.

8. Neka je zadan realan broj a 6= 0. Dokažite da je skup

S = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : x1, x2, . . . , xn ∈ {−a, a}}

sistem izvodnica za Rn.

9. Pokažite da je skup {(1, 1, 1), (2, 1, 3), (3, 1, 7), (6, 2, 13)} sustav izvodnica
za R3 pa ga reducirajte do baze prostora R3.

10. Nadopunite skup

{[
1 1
2 1

]
,

[
1 1
2 2

]}
do neke baze prostora M2.

11. Nadopunite skup

{[
1 1
1 1

]
,

[
0 i
i 0

]}
do neke baze prostora M2(C).

12. Neka je {a1, a2, . . . , an}, n ∈ N, baza za vektorski prostor V . Odredite
nužan i dovoljan uvjet na vektor b ∈ V da bi i skup {b, a2, . . . , an} bio baza
za V .

13. Neka je {a1, a2, . . . , an}, n ∈ N, baza za vektorski prostor V . Odredite
nužan i dovoljan uvjet na b ∈ V da bi i skup {a1, . . . , ak−1, b, ak+1, . . . , an}
bio baza za V .

14. Neka je {b1, b2, . . . bn} baza vektorskog prostora V te neka je bn+1 =
−
∑n

i=1 bi. Uočite da je {b1, b2, . . . bn, bn+1} linearno zavisan sustav izvodnica
za V . Pokažite da svaki vektor x iz V dopušta jedinstven prikaz u obliku
x =

∑n+1
i=1 λibi pri čemu je

∑n+1
i=1 λi = 0.
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15. Neka je {a1, a2, . . . , an} baza prostora V , te neka je v ∈ V . Odredite
nužan i dovoljan uvjet na vektor v da bi i skup {a1 + v, a2 + v, . . . , an + v}
bio baza za V .

16. Neka je {a1, a2, . . . , an}, n ∈ N, baza za vektorski prostor Rn. Uočite
da vektori ai, i = 1, 2, . . . , n, leže i u prostoru Cn. Pokažite da je skup
{a1, a2, . . . , an} baza i za Cn.

17. Pokažite da prostor RN nije konačnodimenzionalan.

18. Pokažite da je skup aritmetičkih nizova X = {(x1, x2, x3, . . .) ∈ RN :
xk+1 − xk = x2 − x1, ∀k ∈ N} potprostor prostora RN. Dokažite da je X
konačnodimenzionalan i odredite mu neku bazu i dimenziju.

19. Dokažite da je Cn i realan vektorski prostor uz uobičajene operacije
zbrajanja i množenja (isključivo) realnim skalarima. Pokažite da dimenzija
tako shvaćenog vektorskog prostora Cn iznosi 2n.

20. Neka su u vektorskom prostoru V dani konačni skupovi A = {a1, . . . , ar}
i B = {b1, . . . , bs}. Dokažite da je [A] = [B] ako i samo ako vrijedi

ai ∈ [B], ∀i = 1, . . . , r i bj ∈ [A], ∀j = 1, . . . , s.

21. U prostoru R3 dani su vektori a1 = (1, 3, 1), a2 = (1, 2, 1), b1 =
(−1, 0,−1) i b2 = (−1,−1,−1). Pokažite da vrijedi [{a1, a2}] = [{b1, b2}].

22. Neka je L potprostor od V pri čemu je 0 < dimL = k < n = dimV .
Pokažite da postoji baza prostora V čiji niti jedan element ne leži u L.

23. Dokažite da je skup {(x1, x2, x3) ∈ R3 : 2x1 − x2 + 5x3 = 0} potprostor
od R3 i odredite mu neku bazu i dimenziju.

24. Pokažite da je skup

{[
a b
c d

]
∈M2 : 2a− b− c = 0, a− b+ 2c− d = 0

}
potprostor od M2 i odredite mu neku bazu i dimenziju.

25. Dokažite da je skup {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn :
∑n

i=1 xi = 0} potprostor
od Rn i odredite mu neku bazu i dimenziju.

26. Dokažite da je skup {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : x2 − x1 = x3 − x2 = . . . =
xn−xn−1 = x1−xn} potprostor od Rn i odredite mu neku bazu i dimenziju.

27. Odredite po jedan direktan komplement svakom od potprostora iz pret-
hodna četiri zadatka.

28. Neka su L i M medusobno različiti potprostori prostora V , te neka
vrijedi dimL = dimM = 3, dimV = 4. Dokažite da je tada dim (L∩M) = 2.

29. U realnom vektorskom prostoru P4 polinoma čiji stupanj nije veći od 4
promotrimo podskupove

L = {f ∈ P4 : f(2) = 0}, i M = {g ∈ P4 : g(−2) = 0}.
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Pokažite da su to potprostori i odredite im po jednu bazu. Nadalje, pokažite
da se svaki polinom p ∈ P4 može prikazati u obliku p = f + g, pri čem u je
f ∈ L i g ∈M .

30. U vektorskom prostoru P3 polinoma s realnim koeficijentima čiji stupanj
je manji ili jednak 3 zadani su potprostori

L = {p ∈ P3 : p(1) = 0}, M = {p ∈ P3 : p(2) = 0}.

Odredite dimL, dimM i dim (L ∩M).
Riješite isti zadatak u prostoru Pn, n ∈ N.

31. Neka je X =

{
T ∈M2 : T

[
1 1
2 2

]
=

[
1 1
2 2

]
T

}
. Pokažite da je X

potprostor od M2 i odredite mu neki direktni komplement.
32. Neka su L i M potprostori prostora V , te neka vrijedi dimL = 4,
dimM = 2, dimV = 5. Dokažite: ili je M ⊆ L, ili je L+M = V .
33. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor, neka su L i M
njegovi potprostori. Dokažite da je dimL = dimM ako i samo ako postoji
potprostor K od V koji je direktan komplement i za L i za M .

34. Neka je V vektorski prostor dimenzije 3. Pokažite da u V postoji
beskonačno mnogo potprostora dimenzije 2.

35. Neka je V vektorski prostor dimenzije n ≥ 2. Pokažite da u V postoji
beskonačno mnogo potprostora dimenzije k, gdje je 0 < k < n.

36. Neka su L i M potprostori prostora V , te neka su {a1, a2, . . . , ar} i
{b1, b2, . . . , bs} baze od L, odnosno M . Uzmimo da je baza {b1, b2, . . . , bs}
numerirana tako da je skup B = {a1, a2, . . . , ar, b1, b2, . . . , bk} baza za L+M .
Uočimo da je k ≤ s i, prema teoremu 2.3.16, dim (L∩M) = s− k. Nadalje,
vektori bk+1, . . . , bs leže u L + M , pa se svaki od njih može prikazati kao
linearna kombinacija vektora baze B. Neka je

bj =

r∑
i=1

αijai +

k∑
i=1

βijbi, ∀j = k + 1, k + 2, . . . , s.

Označimo cj :=
∑r

i=1 αijai, j = k+1, k+2, . . . , s. Dokažite da je tada skup
{ck+1, ck+2, . . . , cs} baza za L ∩M .

37. U prostoru R3 zadani su potprostori L i M svojim bazama a1 = (1, 1, 1),
a2 = (1, 2, 1), odnosno b1 = (1, 0, 2), b2 = (1,−1, 2). Odredite bazu potpros-
tora L ∩M .

38. U prostoru realnih polinoma P3 zadani su potprostori

M = {p ∈ P3 : p(1) = p(2) = 0}, L = {p(t) = c0 +c1t+c3t
3 : c0, c1, c3 ∈ R}.

Odredite po jednu bazu za M + L i M ∩ L.
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39. Provjerite da je množenje skalarom u kvocijentnom prostoru dobro
definirano (tj. da definicija ne ovisi o izboru predstavnika klasa/linearnih
mnogostrukosti).

40. Neka su V i W vektorski prostori nad istim poljem F. Na Kartezijevom
produktu V ×W definiramo zbrajanje s (v1, w1)+(v2, w2) = (v1+v2, w1+w2)
i množenje skalarima iz F formulom α(v, w) = (αv, αw). Dokažite da je uz
ove operacije i V×W vektorski prostor. Nadalje, ako su V i W konačnodi-
menzionalni, dokažite da je dimV ×W = dimV + dimW .

Dodatak: vektorski prostor V 3.

Na kraju, uvedimo još prostor V 3 klasa orijentiranih dužina i objasnimo
njegovu vezu s prostorom V 3(O). To ćemo učiniti navodeći sve relevantne
činjenice bez dokaza. Dokazi navedenih tvrdnji D1 - D5 mogu se naći u [4],
gdje je prostor V 3 iscrpno i sustavno opisan.

Za A,B ∈ E3 ureden par (A,B) se naziva orijentirana dužina s početkom
u točki A i završetkom u točki B. Obično se orijentirana dužina (A,B)

označava s
−−→
AB i zamǐslja kao strelica s početkom u A i završetkom u B.

Na skupu svih orijentiranih dužina uvodimo relaciju ∼ na sljedeći način:−−→
AB ∼

−−→
CD ako i samo ako dužine AD i BC imaju zajedničko polovǐste.

Primijetimo da
−−→
AB ∼

−−→
CD u slučaju kad točke ABCD nisu kolinearne znači

da je četverokut ABDC paralelogram.

D1. Relacija ∼ je relacija ekvivalencije na skupu svih orijentiranih dužina.

Skup klasa ekvivalencije orijentiranih dužina s obzirom na relaciju∼ označava
se s V 3. Klase orijentiranih dužina zovu se vektori. U ovom kontekstu vektor
je, dakle, skup svih medusobno ekvivalentnih orijentiranih dužina. Vektore

označavamo simbolima −→a ,
−→
b , . . ., odnosno [

−−→
AB], [

−−→
CD], . . . , ako izrijekom

želimo navesti reprezentante. Nulvektor je ovdje [
−→
AA] (i pritom treba uočiti

da je
−→
AA ∼

−−→
BB, ∀A,B ∈ E3).

Važna je činjenica da se za svaki vektor može naći reprezentant s početkom
u danoj točki:

D2. Za svaki −→a ∈ V 3 i svaku točku A ∈ E3 postoji jedinstvena točka

B ∈ E3 takva da vrijedi −→a = [
−−→
AB].

Zbrajanje se u V 3 definira sljedećim ”pravilom trokuta”: za zadane vektore
−→a ,
−→
b odabere se proizvoljna točka A ∈ E3 te se, na temelju D2, nadu točke

B i C takve da vrijedi −→a =
−−→
AB i

−→
b =

−−→
BC. Tada je −→a +

−→
b = [

−→
AC].

D3. Zbrajanje u V 3 je dobro definirano, tj. rezultat ne ovisi o izboru početne
točke predstavnika prvog sumanda. Nadalje, pravilo trokuta za zbrajanje
nekolinearnih vektora daje isti rezultat kao i pravilo paralelograma koje se

ovdje izvodi na sljedeći način. Za −→a ,
−→
b ∈ V 3 se odabere proizvoljna točka
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A te se, primjenom D2, nadu točke B i C takve da je −→a =
−−→
AB i

−→
b =

−→
AC.

Sada se u ravnini ABC nade jedinstvena točka D za koju je četverokut

ABDC paralelogram i definira se −→a +
−→
b = [

−−→
AD].

Modul vektora −→a se definira kao duljina dužine AB gdje je
−−→
AB bilo koji

reprezentant od −→a . Nadalje, smjer vektora −→a 6= −→0 se definira kao smjer

pravca AB gdje je
−−→
AB bilo koji reprezentant od −→a . Pritom se pod smjerom

pravca p podrazumijeva familija svih pravaca paralelnih s p.
Kolinearni vektori su oni koji su istog smjera, a po definiciji uzimamo da

je nulvektor kolinearan sa svakim vektorom. Ako su sada −→a i
−→
b netrivi-

jalni kolinearni vektori, (medusobnu) orijentaciju im definiramo na identičan
način kao u prostoru radijvektora nakon što im odaberemo reprezentante s
početkom u istoj točki.

Lako se pokazuje da su sve prethodne definicije konzistentne, tj. neovisne
o izboru predstavnika pojedinih vektora. Nadalje, svaki vektor u V 3 je
jednoznačno odreden svojim modulom, smjerom i orijentacijom.

Sada se definira množenje vektora skalarima jednako kao u prostorima
V 2(O) i V 3(O) (pri čemu se ovdje α−→a efektivno definira tako da mu se
odredi jedan predstavnik s početkom u unaprijed odabranoj točki A).

D4. V 3 je realan vektorski prostor.

Za vektore −→a = [
−→
OA],

−→
b = [

−−→
OB],−→c = [

−−→
OC] kažemo da su komplanarni

(nekomplanarni) ako točke O,A,B,C leže (ne leže) u istoj ravnini. Pri-
mijetimo da je za utvrdivanje (ne)komplanaranosti najprije potrebno dane
vektore reprezentirati s početkom u istoj točki. Nije teško pokazati da je
definicija dobra, tj. neovisna o izboru početne točke O.

D5. Svaki skup od tri nekomplanarna vektora je baza prostora V 3. Posebno,
dimV 3 = 3.

Istaknimo na kraju da je prostor V 3(O) tek simplificirana realizacija pros-
tora V 3. Ukoliko odaberemo i fiksiramo točku O ∈ E3 onda, temeljem
tvrdnje D2, svaki vektor −→a ∈ V 3 možemo reprezentirati s početkom u točki

O. Tada vektor −→a = [
−→
OA] možemo poistovjetiti s njegovim predstavni-

kom
−→
OA i u tom smislu V 3(O) postaje model koji pokazuje kako prostor

V 3 izgleda ”lokalno”. Izborom različitih početnih točaka, recimo O i O′,
dobivamo prostore V 3(O) i V 3(O′) koji su, do na translaciju koja točku O
prevodi u O′, jednaki.

Pokazuje se da je zapravo prostor V 3 prikladan za primjene, osobito u
fizici. Na primjer, modeliranje i istraživanje vodenih tokova ili strujanja
zraka podrazumijeva upravo prirodu vektora kao elemenata prostora V 3.
U prostoru V 3 sve medusobno ekvivalentne orijentirane dužine predstavlja-
ju jedan vektor i, sukladno tomu, dani vektor nije fiksiran samo za neku,
odredenu točku, već ima svoju realizaciju (tj. reprezentant) s početkom u
svakoj točki prostora - upravo kao što npr. riječni tok ili vjetar pokazuje isti
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intezitet, smjer i orijentaciju u svakoj točki unutar odredenog promatranog
područja.

Odluka da kao prototip vektorskog prostora umjesto prostora V 3 oda-
beremo njegovu simplifikaciju V 3(O) bila je motivirana željom da uvodna
razmatranja budu što jednostavnija, rasterećena tehničkih detalja (poput,
npr. operiranja s klasama ekvivalencije) i fokusirana na algebarsku struk-
turu.
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3. Matrice

3.1. Operacije s matricama.

Podsjetimo se definicije matrice: za prirodne brojeve m i n, preslikavanje
A : {1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n} → F naziva se matrica tipa (m,n) s koefi-
cijentima iz polja F. Običaj je djelovanje svake takve funkcije A napisati
tablično, u m redaka i n stupaca, pǐsući u i-ti redak i j-ti stupac funkcijsku
vrijednost A(i, j). U tom smislu se kaže da je A matrica s m redaka i n
stupaca. Napokon, običaj je da se i funkcijska vrijednost A(i, j) jednostav-
nije označi kao aij . Uz ove dogovore svaku matricu s m redaka i n stupaca
standardno pǐsemo u obliku

A = [aij ] =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn

 .
Katkad će biti praktično za danu matricu A njezin koeficijent u i-tom

retku i j-tom stupcu označavati s [A]ij ili (A)ij . Ponekad ćemo, da se iz-
bjegne eventualna mogućnost zabune, indekse odvajati zarezom te pisati
ai,j , odnosno [A]i,j .

Skup svih matrica s m redaka i n stupaca s koeficijentima iz polja F
označavamo s Mmn(F). Ako je m = n pǐsemo kraće Mn(F), a elemente tog
skupa zovemo kvadratnim matricama reda n. Kao i prije, pisat ćemo kratko
Mmn, odnosno Mn ako nam u trenutku nije važno radimo li s realnim ili s
kompleksnim matricama.

U točki 2.1. uveli smo i osnovne operacije s matricama. Sjetimo se da
smo za A = [aij ], B = [bij ] ∈ Mmn(F) definirali zbroj A + B kao matricu
istog tipa, A + B = [cij ] ∈ Mmn(F), pri čemu je cij = aij + bij , ∀i =
1, 2, . . . ,m, ∀j = 1, 2, . . . , n. Analogno, za λ ∈ F, definirali smo λA = [dij ] ∈
Mmn(F), gdje je dij = λaij , ∀i = 1, 2, . . . ,m, ∀j = 1, 2, . . . , n.

Vidjeli smo da je Mmn(F) uz ovako uvedene operacije vektorski prostor
nad poljem F. Znamo takoder da je dimMmn(F) = mn, ∀m,n ∈ N.

Uz zbrajanje i množenje skalarom može se definirati i množenje matrica.
Za razliku od zbrajanja, koje je binarna operacija na svakom od prostora
Mmn, množenje matrica je operacija u kojoj, općenito, ni faktori, ni rezultat
nisu matrice istog tipa.

Definicija 3.1.1. Neka je A ∈Mmn i B ∈Mrs. Kažemo da su matrice A i
B ulančane ako je n = r.

Matrice A i B su, dakle, ulančane ako je broj stupaca matrice A jednak
broju redaka matrice B. Ovo nije simetrična relacija; ako su matrice A i
B ulančane (u tom poretku), ne slijedi nužno da su ulančane i u obrnutom
poretku. Na primjer, A ∈ M24 i B ∈ M43 su očito ulančane, a B i A nisu.
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Primijetimo još da su kvadratne matrice istog tipa A,B ∈ Mn ulančane u
oba poretka.

Definicija 3.1.2. Neka su A = [aij ] ∈ Mmn i B = [bij ] ∈ Mns ulančane
matrice. Tada je produkt AB definiran kao matrica AB = [cij ] ∈ Mms pri
čemu je

cij =

n∑
k=1

aikbkj , ∀i = 1, 2, . . . ,m, ∀j = 1, 2, . . . , s.

Umnožak AB ima redaka kao prvi faktor i stupaca kao drugi faktor. Smi-
sao definicije je da koeficijent cij , koji se u produktu nalazi u i-tom retku i
j-tom stupcu, izračunamo kao ”umnožak i-tog retka od A i j-tog stupca od
B”. Pod tim umnoškom se podrazumijeva zbroj ai1b1j+ai2b2j+ . . .+ainbnj .
Sada je jasno kako zahtjev da matrice budu ulančane upravo znači da svaki
redak od A ima točno onoliko elemenata koliko i svaki stupac od B, čime je
osigurano da ovakvo množenje bude smisleno. Pogledajmo primjer:

[
1 1 −1 3
1 0 2 1

]
1 −1 −1
1 0 9
0 −1 −2
1 2 3

 =

[
5 6 19
2 −1 −2

]
.

Napomena 3.1.3. (a) Istaknimo još jednom: množenje matrica je preslika-
vanje · : Mmn ×Mns → Mms, m, n, s ∈ N. Zato, općenito, množenje nije
binarna operacija. Izuzetak je jedino slučaj m = n = s; jedino tada je
množenje · : Mn ×Mn →Mn binarna operacija na skupu Mn.

(b) Iz definicije je jasno da množenje matrica nije komutativna operacija.
Naime, promatramo li proizvoljne ulančane matrice A i B, umnožak BA ne
samo da općenito neće biti jednak AB, nego možda uopće nije ni definiran.
Čak i u prostorima Mn u kojima je definiran produkt bilo kojih dviju matrica
u oba poretka, zakon komutacije ne vrijedi (kako pokazuje sljedeći primjer):[

0 1
0 0

] [
0 0
1 0

]
=

[
1 0
0 0

]
,

[
0 0
1 0

] [
0 1
0 0

]
=

[
0 0
0 1

]
.

(c) Za svaku matricu A ∈ Mmn vrijedi A0 = 0 i 0A = 0 (pri čemu
nulmatrica mora biti prikladno formatirana da bismo je s desna ili s lijeva
mogli množiti s A).

(d) Za n ∈ N definiramo jediničnu matricu reda n kao kvadratnu matricu

I =


1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1

 .
Jedinična matrica ima, dakle, jedinice na svim dijagonalnim mjestima, a svi
ostali koeficijenti jednaki su joj 0.
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Ovdje je prikladno uvesti tzv. Kroneckerov simbol δij , koji ovisi o dva

indeksa i i j i definiran je formulom δij =

{
1, ako je i = j,
0, ako je i 6= j.

Uz ovu

oznaku, jediničnu matricu n-tog reda jednostavno zapisujemo kao I = [δij ] ∈
Mn.

Sad se lako provjeri da za svaku matricu A ∈ Mmn vrijedi AI = A i
IA = A. Pritom je bitno uočiti da je u prvoj navedenoj jednakosti I ∈Mn,
dok je u drugoj jednakosti I ∈Mm.

Ovo pokazuje da se jedinična matrica, prikladno formatirana, ponaša kao
neutralni element za množenje svih matrica.

U idućem teoremu navest ćemo sva svojstva množenja matrica.

Teorem 3.1.4. Za množenje matrica vrijedi (kad god su navedeni produkti
definirani):

(1) A(B + C) = AB +AC;
(2) (A+B)C = AC +BC;
(3) (αA)B = A(αB) = α(AB), ∀α ∈ F;
(4) (AB)C = A(BC);
(5) IA = A, AI = A.

Formulacija ”kad god su navedeni produkti definirani” podrazumijeva da
navedena pravila vrijede za matrice proizvoljnog tipa pod uvjetom da su
faktori koji se pojavljuju u pojedinim umnošcima ulančane matrice. Svoj-
stva (1) i (2) zovu se desna, odnosno lijeva distributivnost množenja prema
zbrajanju, a svojstvo (3) se naziva kvaziasocijativnost. Uočimo i ovdje da
na jednoj razini ova svojstva predstavljaju računska pravila (koja ćemo u
u nastavku koristiti prešutno, bez eksplicitnog citiranja), dok na drugoj
razini ova pravila treba razumjeti kao pokazatelje da je množenje matrica
uskladeno s operacijama zbrajanja i množenja skalarima. U tom smislu
možemo reći da je množenje matrica uskladeno sa strukturom vektorskih
prostora Mmn.

Dokaz teorema. Dokažimo tvrdnju (4) - asocijativnost množenja matrica.
Neka je A = [aij ] ∈Mmn, B = [bij ] ∈Mns, C = [cij ] ∈Mst. Uočimo da je

tada AB ∈Mms, pa je produkt (AB)C definiran i rezultat je matrica izMmt.
Sasvim analogno se vidi da je i A(BC) ∈Mmt. Zato preostaje samo vidjeti
da su u matricama (AB)C i A(BC) svi odgovarajući koeficijenti jednaki.

Odaberimo proizvoljne 1 ≤ i ≤ m i 1 ≤ j ≤ t. Sada je

[(AB)C]ij =

s∑
k=1

[AB]ikckj =

s∑
k=1

(

n∑
l=1

ailblk)ckj ,

a s druge strane imamo

[A(BC)]ij =

n∑
p=1

aip[BC]pj =

n∑
p=1

aip(

s∑
r=1

bprcrj) =

s∑
r=1

(

n∑
p=1

aipbpr)crj ,
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odakle je očito da su dobiveni rezultati identični (do na izbor indeksa suma-
cije, što je irelevantno). Još primijetimo da je zamjena redoslijeda sumiranja
(što je sadržaj posljednje jednakosti) moguća jer su sume konačne, a zbra-
janje u polju komutativno.

Dokazi svih ostalih tvrdnji su znatno jednostavniji i svode se na direktnu
provjeru. Zato detalje izostavljamo. �

Korolar 3.1.5. Množenja matrica u vektorskom prostoru Mn(F) ima sljedeća
svojstva:

(1) A(B + C) = AB +AC, ∀A,B,C ∈Mn(F);
(2) (A+B)C = AC +BC, ∀A,B,C ∈Mn(F);
(3) (αA)B = A(αB) = α(AB), ∀α ∈ F, ∀A,B ∈Mn(F);
(4) (AB)C = A(BC), ∀A,B ∈Mn(F);
(5) IA = AI = A, ∀A ∈Mn(F).

Definicija 3.1.6. Neka je V vektorski prostor nad poljem F na kojem je,
dodatno, zadana binarna operacija množenja · : V ×V → V . Tada se V zove
asocijativna algebra s jedinicom ako operacija množenja na V ima sljedeća
svojstva:

(1) a(b+ c) = ab+ ac, ∀a, b, c ∈ V ;
(2) (a+ b)c = ac+ bc, ∀a, b, c ∈ V ;
(3) (αa)b = a(αb) = α(ab), ∀α ∈ F, ∀a, b ∈ V ;
(4) (ab)c = a(bc), ∀a, b ∈ V ;
(5) postoji e ∈ V sa svojstvom ea = ae = a, ∀a ∈ V .

Ponekad se, ako nema opasnosti od zabune, kraće kaže algebra. Medutim,
bolje je koristiti puno ime jer se time jasno daje do znanja da u V postoji
neutralan element za množenje te da je operacija množenja asocijativna.
Postoje, naime, i vektorski prostori na kojima je dana binarna operacija
množenja koja nije asocijativna i ne posjeduje neutralni element. Takve
strukture se takoder zovu (neasocijativne) algebre.

Sad prethodni korolar u ovom novom kontekstu možemo izreći na sljedeći
način:

Korolar 3.1.7. Mn(F) je asocijativna algebra s jedinicom.

Sad bismo željeli dodatno istražiti svojstva množenja u algebri Mn. Prije
svega, uočimo bitnu razliku u odnosu na množenje u polju: dok i u R i u C
(kao i u svakom polju) jednakost ab = 0 povlači a = 0 ili b = 0, u algebri
matrica nije tako. U Mn postoje takozvani djelitelji nule, tj. matrice A i B
obje različite od nulmatrice, a takve da vrijedi AB = 0. Na primjer, takve

su matrice

[
0 1
0 0

]
,

[
0 5
0 0

]
∈M2.

Nadalje, u polju svaki element a 6= 0 ima multiplikativni inverz, tj. ele-
ment a−1 ∈ F sa svojstvom aa−1 = a−1a = 1. To opet nije slučaj u al-

gebri matrica. Na primjer, za matricu A =

[
1 2
2 4

]
ne može postojati
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matrica B ∈ M2 takva da vrijedi AB = I. Zaista, uzmimo proizvoljnu

matricu B =

[
a b
c d

]
∈ M2 i pretpostavimo da vrijedi AB = I. Kako je

AB =

[
a+ 2c b+ 2d
2a+ 4c 2b+ 4d

]
, jednakost AB = I bi značila da moraju biti

zadovoljene jednakosti a + 2c = 1, b + 2d = 0, 2a + 4c = 0 i 2b + 4d = 1, a
taj sustav očito nema rješenja.

S druge strane, lako je provjeriti da za matricu A =

[
1 2
1 3

]
postoji

matrica B ∈M2 sa svojstvom AB = BA = I.
U ovom svjetlu je prirodno uvesti sljedeću definiciju.

Definicija 3.1.8. Kaže se da je matrica A ∈ Mn(F) regularna ako postoji
matrica B ∈ Mn(F) takva da vrijedi AB = BA = I. U tom se slučaju
matrica B zove multiplikativni inverz ili inverzna matrica od A i označava
s A−1.

Za matricu A ∈ Mn(F) koja nema multiplikativni inverz kažemo da je
singularna.

Napomena 3.1.9. (a) Uočimo da matrica A ∈Mn može imati najvǐse jedan
inverz. Kad bi, naime, postojale matrice B,C ∈ Mn koje bi zadovoljavale
AB = BA = I i AC = CA = I, onda bi zbog asocijativnosti množenja
slijedilo B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C. Zbog toga i ima smisla
matricu B koja zadovoljava jednakost AB = BA = I zvati inverznom ma-
tricom matrice A i označavati je funkcijskom oznakom A−1.

(b) Sličnim rezoniranjem dokazuje se i sljedeća tvrdnja: ako za matricu
A ∈ Mn postoje matrice B,C ∈ Mn za koje vrijedi BA = I i AC = I
tada su te dvije matrice jednake, A je regularna i A−1 = B = C. Zaista,
B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C. Obično se ova činjenica izriče tako
da kažemo: ako A ima lijevi i desni inverz, tada su te matrice nužno jednake
i zapravo se u tom slučaju radi o inveru od A.

(c) Matrica I je regularna i sama sebi inverzna jer vrijedi I · I = I.
(d) Ako je A regularna onda po definiciji vrijedi AA−1 = A−1A = I. To,

posebno, pokazuje da je i A−1 regularna matrica te da vrijedi (A−1)−1 = A.
(e) Ako su matrice A,B ∈ Mn regularne, regularan je i njihov umnožak

AB te vrijedi (AB)−1 = B−1A−1. Zaista, ponovo uz pomoć asocijativnosti
množenja matrica imamo (AB)B−1A−1 = (A(BB−1))A−1 = (AI)A−1 =
AA−1 = I. Analogno se pokaže da vrijedi i B−1A−1(AB) = I.

Sad se lakim induktivnim argumentom pokazuje: ako su A1, A2, . . . , Ak ∈
Mn, k ∈ N, regularne matrice, regularna je i matrica A1A2 · . . . ·Ak i vrijedi
(A1A2 · . . . ·Ak)−1 = A−1

k · . . . ·A
−1
2 A−1

1 .
(f) Skup svih regularnih matrica n-tog reda s koeficijentima iz polja F

označava se s GL(n,F). Inače, ponekad se umjesto regularna kaže i inverti-
bilna matrica.
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Napomena 3.1.10. Uočimo da smo u definiciji inverzne matrice zahtijevali
da za danu matricu A postoji matrica B za koju vrijede dvije jednakosti:
AB = I i BA = I. Kako množenje matrica nije komutativno, nema aprior-
nog razloga da jedna od te dvije jednakosti povlači drugu. Medutim, ipak
je tako! Ako za matricu A ∈ Mn postoji B ∈ Mn za koju vrijedi BA = I
onda je A regularna i vrijedi A−1 = B. Zapravo se radi o dubokoj i netri-
vijalnoj činjenici koju ćemo još komentirati u vǐse navrata jer ona odražava
neke od fundamentalnih rezultata linearne algebre poput, na primjer, Binet-
Cauchyjevog teorema i teorema o rangu i defektu.

Zasad možemo izvesti sljedeći dokaz te činjenice:
Pretpostavimo, dakle, da za matricu A ∈Mn postoji matrica B ∈Mn za

koju vrijedi BA = I. Označimo kao i prije s {Eij : i, j = 1, . . . , n} kanonsku
bazu prostora Mn. Sad tvrdimo da je i skup {AEij : i, j = 1, . . . , n} baza
za Mn.

Da to dokažemo, dovoljno je provjeriti da je navedeni skup linearno ne-
zavisan. Pretpostavimo zato da vrijedi

∑n
i,j= τijAEij = 0. Označimo s

T ∈Mn matricu čiji su koeficijenti upravo skalari τij iz ove linerane kombi-
nacije. Tada je

T =
n∑

i,j=1

τijEij = I ·
n∑

i,j=1

τijEij = BA
n∑

i,j=1

τijEij = B
n∑

i,j=1

τijAEij = 0.

Odavde je τij = 0 za sve i, j = 1, . . . , n što je i trebalo dokazati.
Sad za matricu I postoje skalari γij za koje vrijedi I =

∑n
i,j=1 γijAEij .

Označimo li C =
∑n

i,j=1 γijEij prethodnu jednakost možemo pisati u obliku
AC = I.

Zaključak: iz pretpostavljene jednakosti BA = I dobili smo i matricu
C za koju vrijedi AC = I. Preostaje primijeniti tvrdnju (b) iz prethodne
napomene: slijedi da je A regularna te da je A−1 = B = C.

Sličnim argumentiranjem bi se dokazala i simetrična tvrdnja: ako za ma-
tricu A ∈Mn postoji C ∈Mn takva da vrijedi AC = I, tada je A regularna
i A−1 = C.

Primijetimo da pretposljednji dio napomene 3.1.9 pokazuje da je množenje,
kad se provodi samo nad regularnim matricama, binarna operacija na skupu
GL(n,F). Naime, točno to znači tvrdnja da je umnožak dviju regularnih
matrica takoder regularna matrica.

Sjetimo se da smo u zadatku 1 u prethodnom poglavlju definirali pojam
grupe. Nije teško utvrditi da je GL(n,F) s binarnom operacijom množenja
grupa čiji je neutralni element jedinična matrica.

Propozicija 3.1.11. Za binarnu operaciju množenja na skupu GL(n,F),
n ∈ N, vrijedi:

(1) A(BC) = (AB)C, ∀A,B,C ∈ GL(n,F);
(2) postoji I ∈ GL(n,F) takva da je AI = IA = A, ∀A ∈ GL(n,F);
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(3) za svaku matricu A ∈ GL(n,F) postoji A−1 ∈ GL(n,F) tako da
vrijedi AA−1 = A−1A = I.

Dakle, (GL(n,F), ·) je grupa.

Definicija 3.1.12. GL(n,F) se zove opća linearna grupa reda n nad poljem
F.

U nastavku bismo željeli pobliže istražiti regularne matrice. Dva pitanja
prirodno proizlaze iz prethodne diskusije:

• kako se može prepoznati je li dana matrica regularna?
• kako se za zadanu regularnu matricu računa njezin inverz?

3.2. Determinanta.

U ovoj točki uvest ćemo determinantu kvadratne matrice i ispitati njena
svojstva. Pokazat će se da je determinanta prikladan teorijski instrument
za opis regularnih matrica.

Izlaganje započinjemo pregledom osnovnih činjenica o permutacijama.
Svojstva permutacija predstavljat će važnu tehničku podršku našem istraži-
vanju determinanti.

Želimo li proučavati permutacije od npr. n elemenata, nije nam važna pri-
roda tih elemenata, već samo efekt djelovanja svake pojedine permutacije.
Zato te objekte možemo idealizirati. Konkretno, ovdje ćemo promatrati
permutacije skupa {1, 2, . . . , n}. Pritom na skupu {1, 2, . . . , n} podrazumi-
jevamo prirodni uredaj.

Definicija 3.2.1. Neka je n proizvoljan prirodan broj. Permutacija skupa
{1, 2, . . . , n} je bilo koja bijekcija p : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}. Često
se kaže i da je p permutacija od n elemenata. Skup svih permutacija od n
elemenata označavamo sa Sn.

Uobičajeno je u praksi permutacije zapisivati tablično, u obliku p =(
1 2 . . . n
p(1) p(2) . . . p(n)

)
. Uočimo: jer je p bijekcija, svaki element skupa

{1, 2, . . . , n} se u donjem retku pojavljuje točno jednom.
Za svaki n permutacije unutar skupa Sn možemo komponirati. Kako je

kompozicija dviju bijekcija opet bijekcija, time smo dobili jednu binarnu ope-
raciju na skupu Sn. U stvari je (Sn, ◦) grupa (usp. zadatak 1 u 2. poglavlju).

Propozicija 3.2.2. Neka je n ∈ N. Skup Sn s kompozicijom kao binarnom
operacijom čini grupu od n! elemenata.

Dokaz. Kompozicija bilo kakvih preslikavanja je asocijativna operacija. Ne-

utralni element u Sn je identična permutacija id =

(
1 2 . . . n
1 2 . . . n

)
. Za

proizvoljan element p =

(
1 2 . . . n
p(1) p(2) . . . p(n)

)
∈ Sn inverz je zapravo
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inverzno preslikavanje p−1 =

(
p(1) p(2) . . . p(n)

1 2 . . . n

)
(pri čemu stupce u

tabličnom zapisu od p−1 možemo, ako želimo, ”presložiti” tako da u prvom
retku tablice elementi skupa {1, 2, . . . , n} budu poredani u svom prirodnom,
rastućem poretku.

Druga tvrdnja se dokazuje jednostavnim induktivnim argumentom. Broj
elemenata skupa S1 očito je jednak 1! - to je baza indukcije.

Da provedemo korak, pretpostavimo da je tvrdnja točna za n ∈ N. Po-
gledajmo proizvoljan element p ∈ Sn+1 i uočimo da se vrijednost p(n +
1) može odabrati na n + 1 način. Zamislimo da je p(n + 1) = i za neki
i ∈ {1, 2, . . . , n, n + 1}. Ostatak djelovanja permutacije p je proizvoljno
bijektivno preslikavanje skupa {1, 2, . . . , n} na skup {1, 2, . . . , n, n+ 1}\{i},
a takvih, prema pretpostavci indukcije, ima n!. Preostaje uočiti da je (n+
1)n! = (n+ 1)!. �

Uočimo da je prva tvrdnja prethodne propozicije zapravo specijalan slučaj
tvrdnje zadatka 2 u 2. poglavlju. Grupa (Sn, ◦) je, dakle, specijalan slučaj
grupe (B(S), ◦) svih bijektivnih preslikavanja na nepraznom skupu S s kom-
pozicijom kao binarnom operacijom. Grupa Sn se naziva simetrična grupa
stupnja n.

Kad zapisujemo kompoziciju dviju permutacija p i q, znak komponiranja
◦ obično ispuštamo i pǐsemo jednostavnije pq.

Propozicija 3.2.3. Neka je q ∈ Sn proizvoljna permutacija. Preslikavanja
lq : Sn → Sn, lq(p) = qp i dq : Sn → Sn, dq(p) = pq su bijekcije. Preslikava-
nje p 7→ p−1 je takoder bijekcija skupa Sn na samog sebe.

Dokaz. Neka je qp1 = qp2. Komponiranjem s q−1 s lijeve strane slijedi
p1 = p2. Dakle, lq je injekcija. Jer je skup Sn konačan, to je dovoljno da
se zaključi kako je lq bijektivno preslikavanje. Analogno se dokazuju ostale
dvije tvrdnje. �

Definicija 3.2.4. Neka je p =

(
1 2 . . . n
p(1) p(2) . . . p(n)

)
∈ Sn. Svaki par

(i, j) takav da vrijedi i < j i p(i) > p(j) naziva se inverzija u permutaciji p.
Broj svih inverzija u p označava se s I(p). Ukoliko je I(p) paran broj, kažemo
da je permutacija parna; u suprotnom kažemo da je p neparna permutacija.

Primijetimo da je I(id) = 0, stoga je identična permutacija parna. Ako

pak pogledamo p =

(
1 2 3 4
2 4 1 3

)
∈ S4, vidimo da su inverzije u p parovi

(1, 3), (2, 3) i (2, 4); zato je ovdje I(p) = 3 pa je p je neparna.

Definicija 3.2.5. Za p ∈ Sn definira se predznak kao sign p := (−1)I(p).

Propozicija 3.2.6. Za sve p iz Sn vrijedi sign p = Πi<j
p(j)−p(i)
j−i .
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Dokaz. Jer je p bijekcija, svaki nazivnik u navedenom produktu nalazi se, do
na predznak, u jednom i samo jednom brojniku. Zato je apsolutna vrijed-
nost produkta jednaka 1. U drugu ruku, svaki od razlomaka ima negativan
predznak onda i samo onda kad je par (i, j) inverzija u permutaciji p. Dakle,
vrijednost navedenog produkta je jednaka 1 točno onda kad je permutacija
parna. �

Propozicija 3.2.7. Za sve p i q iz Sn vrijedi sign pq = sign p · sign q

Dokaz.

sign pq = Πi<j
pq(j)− pq(i)

j − i
= Πi<j

p(q(j))− p(q(i))
q(j)− q(i)

Πi<j
q(j)− q(i)
j − i

.

Preostaje primijetiti, argumentirajući kao u prethodnom dokazu, da je

Πi<j
p(q(j))− p(q(i))
q(j)− q(i)

= Πi<j
p(j)− p(i)
j − i

= sign p.

�

Korolar 3.2.8. Za svaku permutaciju p ∈ Sn vrijedi sign p = sign p−1.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz pp−1 = id i prethodne propozicije. �

Uzmimo proizvoljan n ∈ N, te proizvoljne i, j takve da je 1 ≤ i < j ≤ n.
Definirajmo permutaciju p formulom

p(k) =

 k, k 6= i, j
j, k = i
i, k = j

 =

(
1 2 . . . i . . . j . . . n− 1 n
1 2 . . . j . . . i . . . n− 1 n

)
.

Svaka permutacija ovog tipa naziva se transpozicija. Transpoziciju općenito
možemo označiti s p(i↔ j).

Propozicija 3.2.9. Svaka transpozicija je neparna permutacija.

Dokaz. Trebamo pokazati da je broj inverzija u svakoj transpoziciji neparan.
Uzmimo proizvoljnu transpoziciju

p = p(i↔ j) =

(
1 2 . . . i . . . j . . . n− 1 n
1 2 . . . j . . . i . . . n− 1 n

)
.

Ako je j = i + 1, jasno je da je I(p) = 1 jer jedina inverzija u p je par
(i, i+ 1).

U općem slučaju stavimo j = i+r. Primijetimo da se izmedu i i j = i+r
nalazi točno r− 1 elemenata skupa {1, 2, . . . , n}. Sad je jasno da transpozi-
ciju p(i↔ i+ r) možemo realizirati kao kompoziciju od 2r− 1 transpozicija
oblika p(s ↔ s + 1). (Najprije s r − 1 uzastopnih zamjena ”dovedemo” i
ispred i + r, a zatim s r uzastopnih zamjena i + r ”pomaknemo unatrag”
ispred i+ 1.)

Dakle, p je kompozicija od neparnog broja (2r−1) neparnih permutacija.
Primjenom propozicije 3.2.7 sada slijedi da je i p neparna. �
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Ova razmatranja ćemo završiti još jednom korisnom tvrdnjom čiji dokaz
prepuštamo čitatelju. Prije njenog iskaza uočimo: ako je p ∈ Sn permutacija
za koju vrijedi p(n) = n onda je restrikcija p|{1,...,n−1} jedna permutacija od
n− 1 elemenata.

Propozicija 3.2.10. Preslikavanje Ψ : {p ∈ Sn : p(n) = n} → Sn−1 defini-
rano s Ψ(p) = p|{1,...,n−1} je bijekcija za koju vrijedi I(p) = I(Ψ(p)).

Sada smo spremni uvesti determinantu kvadratne matrice.

Definicija 3.2.11. Neka je n ∈ N i A = (aij) ∈ Mn(F). Determinanta
matrice A označava se s detA i definira s

detA =
∑
p∈Sn

(−1)I(p)a1p(1)a2p(2) · . . . · anp(n).

Uočimo prvo da je determinanta definirana samo za kvadratne matrice i
da je detA skalar. Spomenimo odmah i da se determinanta matrice A =

[aij ] ∈Mn ponekad označava i kao

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
Determinanta matrice A je, dakle, definirana kao konačna suma pri čemu

se sumacija vrši po permutacijama od n elemenata. Zato imamo n! pribroj-
nika; svaka permutacija p generira član (−1)I(p)a1p(1)a2p(2) · . . . ·anp(n) koji se
naziva osnovni sumand (pridružen permutaciji p ili generiran permutacijom
p). Predznak tog sumanda je upravo predznak (signum) dane permutacije.

Na primjer, ako za p uzmemo identičnu permutaciju id =

(
1 2 . . . n
1 2 . . . n

)
,

pridruženi osnovni sumand je (−1)0a11a22 · . . . · ann; dakle, umnožak eleme-
nata na dijagonali.

Primijetimo da se u svakom osnovnom sumandu nalazi po jedan i samo
jedan koeficijent iz svakog retka matrice A. Takoder, jer je svaka permutacija
p ∈ Sn bijekcija skupa {1, 2, . . . , n} na sebe sama, svaki osnovni sumand
sadrži jedan i samo jedan koeficijent iz svakog stupca od A.

Ako je n = 1 determinanta je, očito, trivijalna funkcija: det (a) = a.

Za n = 2 imamo samo dvije permutacije u S2; to su id =

(
1 2
1 2

)
i

p =

(
1 2
2 1

)
. S obzirom na to da je id parna, a p neparna, očito je da za

svaku matricu drugog reda imamo

∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

Već kad je n = 3, račun postaje kompliciraniji. S3 ima šest eleme-

nata: id =

(
1 2 3
1 2 3

)
, p1 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, p2 =

(
1 2 3
2 1 3

)
, p3 =
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1 2 3
2 3 1

)
, p4 =

(
1 2 3
3 1 2

)
, p5 =

(
1 2 3
3 2 1

)
, od kojih su id, p3

i p4 parne, a ostale tri neparne. Zato je, za svaku matricu trećeg reda,∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33−a11a23a32−a12a21a33+a12a23a31+a13a21a32−

a13a22a31.

Već i iz ovih jednostavnih primjera je jasno da operiranje s definicijom
determinante nije lagano. Kad bismo, na primjer, izravno iz definicije trebali
izračunati determinantu matrice petog reda, imali bismo 5! = 120 osnovnih
sumanada. Prva nam je zadaća, dakle, naći lakše i efikasnije metode za
računanje determinanti. Započnimo s jednim važnim posebnim slučajem.

Propozicija 3.2.12. Neka je A = [aij ] ∈ Mn proizvoljna donjetrokutasta
kvadratna matrica. Tada je detA = a11a22 · . . . · ann.

Dokaz. Po definiciji je (usp. primjer 2.3.5) aij = 0, ∀i < j, što znači da su
svi koeficijenti matrice A iznad dijagonale jednaki 0.

Uočimo da je produkt dijagonalnih elemenata zapravo osnovni sumand
generiran identičnom permutacijom. Zato se dokaz propozicije svodi na
činjenicu da za svaku permutaciju p ∈ Sn, p 6= id, pridruženi osnovni sumand
iznosi 0.

Odaberimo proizvoljnu p ∈ Sn i pogledajmo p(1). Ako p(1) 6= 1, imamo
1 < p(1) i zato a1p(1) = 0. Jasno je da je tada i čitav osnovni sumand
pridružen ovoj permutaciji p jednak 0.

Time smo pokazali da u nastavku trebamo promatrati samo one permu-
tacije koje zadovoljavaju p(1) = 1. Uzmimo jednu takvu permutaciju p i
pogledajmo p(2). Jer je p injekcija, ne može biti p(2) = 1. Mogućnosti su,
dakle, p(2) = 2 i p(2) > 2. No, ako je p(2) > 2 onda je a2p(2) = 0 i opet je
cijeli osnovni sumand generiran ovom permutacijom jednak 0.

Netrivijalan (ne-nul) doprinos mogu dati, dakle, samo one permutacije za
koje vrijedi p(1) = 1 i p(2) = 2. Sad se razmatranje analogno nastavi dalje.
Jasno je da na kraju dolazimo do zaključka kako netrivijalan doprinos može
dati samo identična permutacija. �

Korolar 3.2.13. Neka je A = [aij ] ∈Mn dijagonalna matrica (aij = 0, ∀i 6=
j). Tada je detA = a11a22 · . . . · ann.

Malom modifikacijom dokaza propozicije 3.2.12 mogli bismo pokazati da
je i determinanta svake gornjetrokutaste matrice jednaka produktu dijago-
nalnih koeficijenata. To će, medutim, slijediti iz iduće propozicije koja će se
pokazati vǐsestruko korisnom.

Sjetimo se da je za matricu A transponirana matrica At ona čiji retci su
stupci matrice A. Ako je A = [aij ] i At = [bij ], onda vrijedi bij = aji, ∀i, j.
Uočimo takoder da je za A ∈ Mn i At ∈ Mn. Prirodno je razmotriti vezu
determinanti ovih dviju matrica.
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Propozicija 3.2.14. Za svaku matricu A ∈Mn vrijedi detAt = detA.

Dokaz. Označimo A = [aij ] i At = [bij ], pritom je bij = aji, ∀i, j.
Uočimo da za osnovni sumand u detA pridružen permutaciji p ∈ Sn vrijedi

(−1)I(p)a1p(1)a2p(2) · . . . · anp(n) = (−1)I(p
−1)ap−1(1)1ap−1(2)2 · . . . · ap−1(n)n.

Naime, prema korolaru 3.2.8, prvo imamo (−1)I(p) = (−1)I(p
−1). Osim

toga, jer je p bijekcija, postoji jedinstven i ∈ {1, 2, . . . , n} za koji vrijedi
p(i) = 1. Odavde je p−1(1) = i, pa sada faktor aip(i) u osnovnom sumandu
generiranom permutacijom p zapravo glasi ai1, a to možemo pisati i kao
ap−1(1)1.

Analogno rezoniranje primjenjuje se i na sve ostale faktore u osnovnom
sumandu. Zato možemo pisati

detA =
∑
p∈Sn

(−1)I(p)a1p(1)a2p(2) · . . . · anp(n)

=
∑
p∈Sn

(−1)I(p
−1)ap−1(1)1ap−1(2)2 · . . . · ap−1(n)n = (jer akl = blk)

=
∑
p∈Sn

(−1)I(p
−1)b1p−1(1)b2p−1(2) · . . . · bnp−1(n)

(jer je, prema propoziciji 3.2.3, p 7→ p−1 bijekcija, sumaciju po svim p ∈ Sn
možemo provesti i tako da sumiramo po svim p−1 ∈ Sn)

=
∑

p−1∈Sn

(−1)I(p
−1)b1p−1(1)b2p−1(2) · . . . · bnp−1(n) = (supstituiramo p−1 = q)

=
∑
q∈Sn

(−1)I(q)b1q(1)b2q(2) · . . . · bnq(n) = detAt.

�

Korolar 3.2.15. Determinanta svake gornjetrokutaste matrice je produkt
dijagonalnih elemenata.

Dokaz. Uočimo da gornjetrokutasta matrica transponiranjem prelazi u do-
njetrokutastu, a dijagonalni koeficijenti pritom ostaju na svojim mjestima.
Sada je tvrdnja očita posljedica propozicija 3.2.14 i 3.2.12. �

Propozicija 3.2.16. Pomnožimo li neki redak (ili stupac) matrice A ska-
larom λ, za determinantu tako dobivene matrice B vrijedi detB = λdetA.

Dokaz. Napomenimo najprije da se pod množenjem retka ili stupca skalarom
λ podrazumijeva da se svaki koeficijent tog retka ili stupca množi s λ.

Dokažimo najprije tvrdnju za retke. Neka smo u matrici A r-ti redak
množili s λ i tako dobili matricu B. Ako označimo A = [aij ] i B = [bij ] onda
je bij = aij , ∀i 6= r, ∀j, i brj = λarj , ∀j. Sada je

detB =
∑
p∈Sn

(−1)I(p)b1p(1)b2p(2) · . . . · brp(r) · . . . · bnp(n)
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=
∑
p∈Sn

(−1)I(p)a1p(1)a2p(2) · . . . · λarp(r) · . . . · anp(n)

= λ
∑
p∈Sn

(−1)I(p)a1p(1)a2p(2) · . . . · arp(r) · . . . · anp(n) = λdetA.

Uzmimo sada matricu B koja nastaje tako da r-ti stupac u A množimo
skalarom λ. Uočimo da je tada Bt matrica koja nastaje tako da r-ti redak
u At množimo s λ. Sada kombinacijom upravo dokazane tvrdnje za retke i
propozicije 3.2.14 imamo detB = detBt = λdetAt = λdetA. �

Korolar 3.2.17. Za svaku matricu A ∈Mn vrijedi det (λA) = λndetA.

Dokaz. Tvrdnja se dobiva uzastopnom primjenom prethodne propozicije (n
puta). �

Propozicija 3.2.18. Neka matrica B nastaje medusobnom zamjenom dvaju
redaka (ili stupaca) u matrici A ∈Mn. Tada je detB = −detA.

Dokaz. Dokažimo prvo tvrdnju za stupce. Neka B nastaje iz A tako da u A
zamijenimo k-ti i l-ti stupac. Ako označimo A = [aij ] i B = [bij ], onda, za

sve i = 1, 2, . . . , n, imamo bij =

 aij ako je j 6= k, l
ail ako je j = k
aik ako je j = l

.

Uzmimo, konkretnosti radi, da je k < l i promotrimo transpoziciju q =

q(k ↔ l) =

(
1 2 . . . k . . . l . . . n− 1 n
1 2 . . . l . . . k . . . n− 1 n

)
.

Sada uz pomoć permutacije q možemo pisati bij = aiq(j), ∀i, j, a odavde
imamo:

detB =
∑
p∈Sn

(−1)I(p)b1p(1)b2p(2) · . . . · bnp(n)

=
∑
p∈Sn

(−1)I(p)a1q(p(1))a2q(p(2)) · . . . · anq(p(n))

(iskoristimo sada da je, prema propoziciji 3.2.9, q neparna permutacija

pa primjenom propozicije 3.2.7 dobivamo (−1)I(p) = −(−1)I(q)(−1)I(p) =

−(−1)I(qp))

= −
∑
p∈Sn

(−1)I(qp)a1,qp(1)a2,qp(2) · . . . · an,qp(n)

(sad, prema propoziciji 3.2.3, znamo da je preslikavanje p 7→ qp bijekcija sa
Sn na Sn pa umjesto sumacije po svim p ∈ Sn, isti efekt možemo dobiti ako
sumiramo po svim qp, p ∈ Sn)

= −
∑
qp∈Sn

(−1)I(qp)a1,qp(1)a2,qp(2) · . . . · an,qp(n) = (supstituiramo qp = s)

= −
∑
s∈Sn

(−1)I(s)a1s(1)a2s(2) · . . . · ans(n) = −detA.
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Tvrdnja za retke sada slijedi kombinacijom upravo dokazane tvrdnje za
stupce i propozicije 3.2.14. �

Korolar 3.2.19. Ako matrica A ∈ Mn ima dva jednaka retka (ili stupca),
onda je detA = 0.

Dokaz. Zamjenom tih dvaju jednaka redaka (stupaca) detA će ostati jed-
naka (jer dobivamo jednaku matricu) i, istovremeno, zbog propozicije 3.2.18,
promijeniti predznak. Vrijedi, dakle, detA = −detA. �

Propozicija 3.2.20. Neka matrica B = [bij ] nastaje iz matrice A = [aij ] ∈
Mn tako da nekom retku (stupcu) u A pribrojimo neki drugi redak (stupac)
matrice A pomnožen skalarom λ. Tada je detB = detA.

Dokaz. Napomenimo najprije da redak ili stupac pribrajamo drugom retku,
odnosno stupcu tako da redom zbrajamo odgovarajuće koeficijente (one na
istim matričnim mjestima, tj. s istim indeksima).

Dokažimo najprije tvrdnju za retke. Zamislimo da smo s-tom retku pri-
brojili r-ti redak pomnožen s λ. Ovdje je, za sve j = 1, 2, . . . , n,

bij =

{
aij ako je i 6= s
asj + λarj ako je i = s

. Sada je

detB =
∑
p∈Sn

(−1)I(p)b1p(1)b2p(2) · . . . · bnp(n)

=
∑
p∈Sn

(−1)I(p)a1p(1) · . . . · as−1,p(s−1)(asp(s) + λarp(s)) · . . . · anp(n)

(primjenom zakona distribucije u polju ovo možemo rastaviti u dvije sume)

=
∑
p∈Sn

(−1)I(p)a1p(1)·. . .·anp(n)+λ
∑
p∈Sn

(−1)I(p)a1p(1)·. . .·arp(r)·. . .·arp(s)·. . .·anp(n)

= detA.

Naime, druga suma ispred zadnje jednakosti iznosi 0 jer ta suma predstavlja
determinantu matrice s dva jednaka retka.

Kao i prije, odgovarajuća tvrdnja za stupce dobiva se kombinacijom upravo
dokazane tvrdnje za retke i propozicije 3.2.14. �

Kombiniranom primjenom prethodnih propozicija možemo relativno efi-
kasno izračunati determinantu svake matrice.

Definicija 3.2.21. Neka je A ∈Mmn. Elementarne transformacije matrice
A (ili nad matricom A) su:

(I) medusobna zamjena dvaju redaka (stupaca);
(II) množenje nekog retka (stupca) skalarom λ 6= 0;

(III) pribrajanje nekom retku (stupcu) drugog retka (stupca) prethodno
pomnoženog skalarom λ.
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Uočimo najprije da smo elementarne transformacije definirali za matrice
bilo kojeg tipa. U ovom kontekstu, kad računamo determinante, ograničit
ćemo se, naravno, samo na kvadratne matrice.

Prethodno dokazane tvrdnje pokazuju da je lako pratiti posljedice po
determinantu polazne matrice ukoliko nad njom vršimo elementarne tran-
sformacije. Ukratko: pri transformaciji (I) determinanta mijenja predznak,
pri transformaciji (II) determinanta se množi (tim istim) skalarom λ, a pri-
mjenom transformacije (III) determinanta se ne mijenja.

Sada je ideja spretno kombinirati elementarne transformacije s namjerom
da zadanu matricu svedemo na trokutasti oblik; znamo da će determinanta
tako dobivene matrice biti samo produkt elemenata na dijagonali.

O općoj strategiji primjene elementarnih transformacija s namjerom da
se polazna matrica svede na trokutasti oblik detaljno ćemo govoriti u idućoj
točki. Za sada pogledajmo kako to funkcionira na jednostavnom primjeru:∣∣∣∣∣∣

2 1 −1
1 3 −4
1 1 2

∣∣∣∣∣∣ (zamijenimo 1. i 3. redak) = −

∣∣∣∣∣∣
1 1 2
1 3 −4
2 1 −1

∣∣∣∣∣∣
(1. redak množimo s −1 i dodajemo 2. retku, nakon toga 1. redak množimo
s −2 i dodajemo 3. retku)

= −

∣∣∣∣∣∣
1 1 2
0 2 −6
0 −1 −5

∣∣∣∣∣∣ (zamijenimo 2. i 3. redak) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 2
0 −1 −5
0 2 −6

∣∣∣∣∣∣
(2. redak množimo s 2 i dodajemo 3. retku) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 2
0 −1 −5
0 0 −16

∣∣∣∣∣∣ = 16.

Slično bismo postupali i kad bismo računali determinante vǐseg reda.

Prethodni primjer pokazuje jednu metodu računanja determinanti. Posto-
je i druge tehnike kojima se može izračunati determinanta zadane matrice,
bez izravnog pozivanja na definiciju. Najvažnija je, bez sumnje, Laplaceova
formula. Za dokaz te formule trebat će nam nekoliko tehničkih lema.

Lema 3.2.22. Neka je 1 ≤ k ≤ n te neka su dane matrice A,B,C ∈ Mn

oblika

A =



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

bk1 + ck1 bk2 + ck2 . . . bkn + ckn
...

...
...

an1 an2 . . . ann


,
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B =



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

bk1 bk2 . . . bkn
...

...
...

an1 an2 . . . ann


, C =



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

ck1 ck2 . . . ckn
...

...
...

an1 an2 . . . ann


.

Tada je detA = detB + detC.

Dokaz.

detA =
∑
p∈Sn

(−1)I(p)a1p(1)a2p(2)(bkp(k) + ckp(k)) . . . anp(n)

=
∑
p∈Sn

(−1)I(p)a1p(1)a2p(2)bkp(k) . . . anp(n)

+
∑
p∈Sn

(−1)I(p)a1p(1)a2p(2)ckp(k) . . . anp(n)

= detB + detC.

�

Napomena 3.2.23. Za X1, X2, . . . Xn ∈ Fn neka je X =

 X1
...
Xn

 ∈Mn. U toj

notaciji iskaz prethodne leme možemo iskazati na sljedeći način: ako je A =
A1
...

Bk + Ck
...
An

, B =


A1
...
Bk
...
An

 i C =


A1
...
Ck
...
An

 onda je detA = detB + detC.

Očito je da se ovo poopćuje na vǐse pribrojnika: ako zam ∈ N i T1, T2, . . . , Tm ∈
Fn u k-tom retku matrice imamo zbroj T1 + T2 + . . .+ Tm onda vrijedi

det


A1
...

T1 + . . .+ Tm
...
An

 = det


A1
...
T1
...
An

+ . . .+ det


A1
...
Tm
...
An

 .
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Lema 3.2.24. Neka je A = [aij ] ∈Mn i 1 ≤ k ≤ n. Označimo s A1, . . . , An
retke matrice A te s e1, . . . en elemente kanonske baze u Fn. Tada je

detA =
n∑
j=1

αkj det


A1
...
ej
...
An

 .

Dokaz. Prema prethodnoj napomeni imamo

detA = det


A1
...
Ak
...
An

 = det


A1
...∑n

j=1 αkjej
...
An

 =

n∑
j=1

det


A1
...

αkjej
...
An

 .

Medutim, zbog propozicije 3.2.16 imamo det


A1
...

αkjej
...
An

 = αkj det


A1
...
ej
...
An


za svaki j = 1, . . . , n. �

Lema 3.2.25. Neka je n ≥ 2, C = [cij ] ∈Mn−1, te neka su x1, x2, . . . , xn−1

proizvoljni skalari. Tada za matricu D =


c11 . . . c1,n−1 x1
...

...
...

cn−1,1 . . . cn−1,n−1 xn−1

0 . . . 0 1


vrijedi detD = detC.

Dokaz. Označimo koeficijente matriceD s dij . Tada je, po definiciji, detD =∑
p∈Sn(−1)I(p)d1p(1) . . . dnp(n). Odmah uočavamo da zbog specifične grade

zadnjeg retka matrice D za svaku permutaciju p za koju je p(n) 6= n imamo
dnp(n) = 0 i zato pripadajući osnovni sumand takoder iznosi 0. Zbog toga
se ovdje u definicionoj formuli za determinantu matrice D odmah možemo
ograničiti samo na one permutacije p ∈ Sn za koje je p(n) = n. Pritom,
p(n) = n povlači da za sve i < n imamo p(i) < n. Zato za sve takve
permutacije p, opet zbog posebne grade matrice D možemo pisati dip(i) =
cip(i) za sve i < n. Tako dobivamo

detD =
∑

{p∈Sn:p(n)=n}

(−1)I(p)c1p(1) . . . cn−1,p(n−1) · 1.
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Sad se prisjetimo preslikavanja Ψ : {p ∈ Sn : p(n) = n} → Sn−1, Ψ(p) =
p|{1,...n−1} iz propozicije 3.2.10. Jer je I(p) = I(Ψ(p)), možemo pisati

detD =
∑

{p∈Sn:p(n)=n}

(−1)I(Ψ(p))c1Ψ(p(1)) . . . cn−1,Ψ(p(n−1)).

Konačno, jer je Ψ bijekcija, posljednji izraz iznosi upravo detC. �

Sada je sve spremno za dokaz Laplaceove formule.

Teorem 3.2.26. (Laplaceov razvoj determinante) Neka je A = [aij ] ∈
Mn, n ≥ 2. Tada je

detA =
n∑
j=1

akjAkj , ∀k = 1, 2, . . . , n, i detA =
n∑
k=1

akjAkj , ∀j = 1, 2, . . . , n,

pri čemu za sve k, j, vrijedi Akj = (−1)k+j∆kj, a ∆kj je determinanta
matrice n− 1. reda koja nastaje tako da iz matrice A uklonimo k-ti redak i
j-ti stupac.

Obje formule se zovu Laplaceov razvoj. Brojevi Akj zovu se algebarski
komplementi ili kofaktori matričnih koeficijenata akj . Uočimo da se u prvoj
formuli radi o razvoju po k-tom retku (jer u prvoj formuli indeks k je fiksan
i svi koeficijenti akj i njihovi algebarski komplementi Akj pod znakom sume
pripadaju k-tom retku), a teorem tvrdi da ta jednakost vrijedi za svaki k.

Analogno, druga formula predstavlja razvoj determinante po j-tom stupcu,
pri čemu za j možemo odabrati bilo koji element skupa {1, 2, . . . , n}.

Pogledajmo primjer: determinantu matrice A =

 1 −1 −1
2 3 4
1 5 7

 izra-

čunat ćemo razvojem po drugom retku: detA = 2(−1)2+1

∣∣∣∣ −1 −1
5 7

∣∣∣∣ +

3(−1)2+2

∣∣∣∣ 1 −1
1 7

∣∣∣∣+ 4(−1)2+3

∣∣∣∣ 1 −1
1 5

∣∣∣∣ = −2(−2) + 3 · 8− 4 · 6 = 4.

Očito je da se Laplaceovim razvojem računanje determinante n-tog reda
svodi na računanje n determinanti ∆kj koje su n− 1. reda. Na prvi pogled,
pojednostavnjenje u odnosu na definiciju možda i nije veliko, no sada re-
kurzivno možemo nastaviti dalje i svaki od algebarskih komplemenata Akj ,
odnosno determinanti ∆kj , izračunati ponovnom primjenom Laplaceova ra-
zvoja snižavajući opet red determinante. Primjena je osobito spretna ukoliko
determinantu razvijamo po retku ili stupcu u kojem su mnogi koeficijenti
jednaki 0 - jer tada, očito, algebarske komplemente ne treba ni računati. U
tom smislu je najefikasnije Laplaceov razvoj primjenjivati u kombinaciji s
elementarnim transformacijama. Za ilustraciju, izračunajmo determinantu
matrice iz prethodnog primjera na sljedeći način: najprije prvi stupac do-
dajmo drugom, zatim prvi stupac dodajmo trećem, a onda determinantu
tako dobivene matrice izračunajmo Laplaceovim razvojem po prvom retku.
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Dobivamo

detA =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
2 5 6
1 6 8

∣∣∣∣∣∣ = 1 · (−1)1+1

∣∣∣∣ 5 6
6 8

∣∣∣∣ = 40− 36 = 4.

Dokaz teorema 3.2.26.
Fiksirajmo proizvoljan indeks retka k. Već znamo iz leme 3.2.24 da vrijedi

detA =

n∑
j=1

αkj det


A1
...
ej
...
An

 .

Preostaje samo izračunati navedene determinante, to jest dokazati da svaka
od njih iznosi točno Akj .

Izvršimo u matrici


A1
...
ej
...
An

 n−k uzastopnih zamjena redaka kojima ćemo

njezin originalni k-ti redak ej dovesti na posljednje mjesto. Nakon toga
izvršimo u toj matrici n− j uzastopnih zamjena stupaca nakon kojih će j-ti
stupac takoder doći na posljednje mjesto. Tako dobivamo

det


A1
...
ej
...
An

 =

(−1)2n−(k+j)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 . . . a1n a1j
...

...
...

...
...

ak−1,1 . . . ak−1,j−1 ak−1,j+1 . . . ak−1,n ak−1,j

ak+1,1 . . . ak+1,j−1 ak+1,j+1 . . . ak+1,n ak+1,j
...

...
...

...
...

an1 . . . an,j−1 an,j+1 . . . ann anj
0 . . . 0 0 . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Sad prvo primijetimo da je (−1)2n−(k+j) = (−1)k+j . Drugo, dobivenu de-

terminantu možemo izračunati koristeći lemu 3.2.25. Ukupni rezultat iznosi
upravo (−1)k+j∆kj = Akj . Time je prva jednakost iz teorema dokazana.
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Kao i mnogo puta do sada, drugu jednakost, to jest Laplaceov razvoj
determinante po stupcima dobit ćemo transponiranjem. Ovdje, a i u ne-
kim drugim prilikama, spretnije je koristiti oznaku ∆(A)kj umjesto ∆kj ,
jer želimo naglasiti da se podmatrica čiju determinantu računamo dobiva
uklanjanjem k-tog retka i j-tog stupca upravo iz matrice A.

Primijenit ćemo već dokazanu formulu za Laplaceov razvoj po k-tom retku
na determinantu matrice At:

detA = detAt =
n∑
j=1

[At]kj(−1)k+j∆(At)kj =
n∑
j=1

ajk(−1)k+j∆(A)jk.

Uočimo da smo ovdje koristili i jednakost ∆(At)kj = ∆(A)jk, a opravdanje je
sljedeće: ako iz matrice A uklonimo j-ti redak i k-ti stupac, pa tako dobivenu
matricu transponiramo, efekt je točno isti kao da iz At uklonimo k-ti redak
i j-ti stupac, a propozicija 3.2.14 jamči da se determinanta transponiranjem
ne mijenja. �

Postoje i drugi dokazi Laplaceovog teorema. Ovdje ćemo opisati još je-
dan mogući pristup u kojem se takoder prirodno pojavljuje ideja razvoja
po nekom odredenom retku. Promotrimo ponovno definicionu formulu za
determinantu matrice A = [aij ]:

detA =
∑
p∈Sn

(−1)I(p)a1p(1)a2p(2) · . . . · anp(n).

Pretpostavimo da je n ≥ 2, fiksirajmo neki, npr. k-ti redak i pogledajmo
faktor u svakom osnovnom sumandu koji se nalazi u k-tom retku; to je akp(k).
Ovisno o tome što je p(k), taj je koeficijent u prvom, drugom, ili, općenito, u
j-tom stupcu matrice A. Za sve one permutacije p ∈ Sn za koje je p(k) = 1,
taj faktor će glasiti ak1. Ukoliko grupiramo zajedno sve osnovne sumande
koji potječu od permutacija p sa svojstvom p(k) = 1, iz svih tih sumanada
ćemo očito moći izlučiti faktor ak1. Slično bismo mogli razmǐsljati i dalje.

Uočimo da za odabrani k možemo pisati Sn = ∪nj=1{p ∈ Sn : p(k) =

j}, pri čemu je ova unija disjunktna. Zato sumu iz definicije determinante
možemo zapisati na sljedeći način:

detA =
n∑
j=1

∑
p ∈ Sn
p(k) = j

(−1)I(p)a1p(1)a2p(2) · . . . · akj · . . . · anp(n)

=
n∑
j=1

akj


∑

p ∈ Sn
p(k) = j

(−1)I(p)a1p(1) · . . . · ak−1,p(k−1)ak+1,p(k+1) · . . . · anp(n)

 .
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Definiramo li, držeći k još uvijek fiksnim, za za sve j = 1, 2, . . . , n, veličine

Akj =
∑

p ∈ Sn
p(k) = j

(−1)I(p)a1p(1) · . . . · ak−1,p(k−1)ak+1,p(k+1) · . . . · anp(n),

možemo pisati

detA =
n∑
j=1

akjAkj .

Naravno, sada preostaje dokazati da su ovako definirani brojevi Akj za-

ista jednaki izrazima (−1)k+j∆kj što zahtijeva posao sličan onome koji smo
obavili u iznijetom dokazu. Medutim vidljivo je kako ovo alternativno rezo-
niranje prirodno ”razvija” determinantu kao sumu duž odabranog retka u
kojoj se matrični koeficijenti množe nekim brojevima (kofaktorima).

Laplaceov teorem ima i donekle iznenadujući nastavak. Vidjeli smo da
zbroj umnožaka koeficijenata iz nekog retka (stupca) matrice s njihovim
algebarskim komplementima daje determinantu. Iduća propozicija govori
o tome što će se dogoditi ako elemente nekog retka ili stupca množimo s
”tudim” algebarskim komplementima.

Propozicija 3.2.27. Neka je A = [aij ] ∈Mn. Tada vrijedi

n∑
j=1

aijAkj = 0, ∀i 6= k i

n∑
i=1

aijAik = 0, ∀j 6= k.

Dokaz. Dokažimo najprije prvu formulu (u kojoj se množe koeficijenti i-tog
retka s algebarskim komplementima koeficijenata iz k-tog retka). Uvedimo
pomoćnu matricu B ∈ Mn koja neka ima sve retke kao i matrica A, osim
k-toga; u k-tom retku matrice B neka je opet prepisan i-ti redak matrice A.
Kako B ima dva jednaka retka, to je detB = 0. S druge strane, možemo na
B primijeniti Laplaceov razvoj po njezinom k-tom retku. Tako dobivamo:
0 = detB =

∑n
j=1[B]kj(−1)k+j∆(B)kj =

∑n
j=1 aij(−1)k+j∆(B)kj = (jer se

B i A podudaraju u svim retcima osim k-toga, imamo ∆(B)kj = ∆(A)kj)

=
∑n

j=1 aij(−1)k+j∆(A)kj =
∑n

j=1 aijAkj .
Druga tvrdnja se lako dobiva iz ove, upravo dokazane i propozicije 3.2.14.

�

Definicija 3.2.28. Neka je A ∈ Mn. Adjunkta matrice A je matrica Ã =
[xij ], pri čemu je xij = Aji, ∀i, j = 1, 2, . . . , n.

Adjunkta kvadratne matrice A je, dakle, transponirana matrica algebar-

skih komplemenata originalne matrice A. Na primjer, za A =

[
1 −2
4 2

]
lako nalazimo da je Ã =

[
2 2
−4 1

]
.
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Korolar 3.2.29. Za svaku kvadratnu matricu A vrijedi AÃ = ÃA = (detA)I.

Dokažimo prvo AÃ = (detA)I. Treba zapravo vidjeti da u matrici AÃ
svi izvandijagonalni koeficijenti ǐsčezavaju i da svi dijagonalni iznose detA.

Označimo opet A = [aij ] i Ã = [xij ], xij = Aji. Uzmimo proizvoljne indekse

i, k. Sada je (AÃ)ik =
∑n

j=1 aijxjk =
∑n

j=1 aijAkj . Ako je k = i, imamo
upravo Laplaceov razvoj po i-tom retku pa je rezultat detA. Ako je pak
k 6= i, onda nam prva jednakost iz prošle propozicije kaže da je rezultat 0.

Jednakost ÃA = (detA)I dokazuje se analogno, korǐstenjem Laplaceova
razvoja po stupcima i druge jednakosti iz prethodne propozicije. �

Pokazat će se da je prethodni korolar jedan od važnih koraka u opisu
regularnih matrica. No, prije nego što se vratimo regularnim matricama,
dokazat ćemo još jedan klasičan teorem o determinantama.

Lako je utvrditi da determinanta nije aditivna funkcija, tj. općenito ne
vrijedi det (A+B) = detA+ detB za A,B ∈Mn. Ne vrijedi ni det (λA) =
λdetA za λ ∈ F i A ∈ Mn za n > 1 (usp. korolar 3.2.17). S obzirom na
to da je Mn algebra, možemo takoder pitati kako se determinanta ponaša
s obzirom na množenje matrica. Za razliku od zbrajanja i množenja ska-
larom, ovdje odgovor nipošto nije očit jer u izrazu det (AB) imamo posla
sa zamršenom operacijom množenja matrica i još zamršenije definiranom
determinantom. Tim je neočekivanija činjenica da je determinanta multipli-
kativno preslikavanje, tj. da vrijedi det (AB) = detA · detB, ∀A,B ∈ Mn.
Dokažimo prvo sam po sebi koristan pomoćni rezultat.

Lema 3.2.30. Neka su X,Y ∈ Mn, X =

[
A C
0 B

]
, Y =

[
A 0
D B

]
blok-

matrice pri čemu je n ≥ 2, A ∈Mk, B ∈Mn−k, C ∈Mk,n−k, D ∈Mn−k,k,
1 ≤ k < n. Tada je detX = detA · detB i detY = detA · detB.

Blok-matricama se nećemo baviti sustavno; stoga ih niti nećemo formalno
definirati, nego ćemo ih shvaćati intuitivno. Općenito, kad se za to ukaže
potreba, matricu možemo na prikladan način razdijeliti na blokove i pro-
matrati svojstva tih ”podmatrica”. Tvrdnja leme se u tom svjetlu može
interpretirati na sljedeći način: ako neku kvadratnu matricu uspijemo raz-
dijeliti na blokove, s tim da dijagonalni blokovi budu kvadratne matrice (ali
ne nužno istog tipa), te da bar jedan od izvandijagonalnih blokova bude
nulmatrica, onda je determinanta polazne matrice umnožak determinanti
matrica na dijagonalnim mjestima.

Uočimo da je, općenito, k 6= n− k pa izvandijagonalni blokovi ne moraju
biti kvadratne matrice.

Promotrimo slučaj n = 2. Ovdje je jedina mogućnost razdiobe na blokove
k = n− k = 1 i ovdje su blokovi u stvari matrice prvog reda. Ako je riječ o

matricama kao u iskazu leme, onda imamo X =

[
a c
0 b

]
i Y =

[
a 0
d b

]
.

Kako je detX = detY = ab, i kako za svaku matricu prvog reda [m] po
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definiciji determinante vrijedi det [m] = m, vidimo da je u ovom slučaju
tvrdnja leme točna.

Dokaz leme. Promotrimo najprije blok matrice oblika X =

[
A C
0 B

]
∈

Mn. Dokaz provodimo indukcijom po n (dakle, po redu matrice X).
Bazu indukcije čini slučaj n = 2, a upravo smo u komentaru prije dokaza

vidjeli da je tada tvrdnja leme točna.
Pretpostavimo da je tvrdnja leme točna za svaku gornjetrokutastu blok-

matricu reda n− 1 pri čemu su dijagonalni blokovi kvadratne matrice (reda
k, odnosno n − 1 − k, za 1 ≤ k ≤ n − 2), a blok u lijevom donjem uglu je
nulmatrica.

Uzmimo matricu X ∈ Mn kao u iskazu leme; X =

[
A C
0 B

]
, A ∈ Mk,

B ∈Mn−k, C ∈Mk,n−k, 1 ≤ k < n.
Pogledajmo najprije rubne slučajeve k = 1 i k = n − 1. Ako je k = 1,

blok u lijevom gornjem uglu je skalar (matrica prvog reda (a)), u ostatku
prvog stupca su nule i tvrdnju dobivamo primjenom Laplaceova razvoja za
detX po prvom stupcu. Sasvim analogno, ako je k = n− 1, blok u desnom
donjem kutu je matrica prvog reda (b) i tvrdnja izlazi primjenom Laplaceova
razvoja za detX po posljednjem, n-tom retku.

Pretpostavimo sada da je 2 ≤ k ≤ n− 2. Determinantu matrice

X =



a11 . . . a1k c11 . . . c1,n−k
...

...
...

...
ak1 . . . akk ck1 . . . ck,n−k
0 . . . 0 b11 . . . b1,n−k
...

...
...

...
0 . . . 0 bn−k,1 . . . bn−k,n−k


izračunat ćemo Laplaceovim razvojem po prvom retku:

detX = a11(−1)1+1∆(X)11 + . . .+ a1k(−1)1+k∆(X)1k+

c11(−1)1+k+1∆(X)1,k+1 + . . .+ c1,n−k(−1)1+n∆(X)1n.

Preostaje izračunati poddeterminante ∆(X)1j . Za 1 ≤ j ≤ k možemo direk-
tno primijeniti pretpostavku indukcije: lijevi gornji blok je ovdje matrica iz
Mk−1 koja nastaje iz bloka A uklanjanjem prvog retka i j-tog stupca. Dobi-
vamo ∆(X)1j = ∆(A)1j · detB, j = 1, 2, . . . , k. Ako pak računamo ∆(X)1j

za j > k onda u lijevom gornjem kutu imamo matricu (koja je nastala iz
originalnog bloka A) s k − 1 redaka i k stupaca. Da bismo primijenili pret-
postavku indukcije, u determinanti ∆(X)1j koja je n − 1. reda organizirat
ćemo drugačiju razdiobu na blokove. U spomenuti blok u lijevom gornjem
kutu pridodat ćemo još jedan redak te time gornji lijevi blok učiniti kva-
dratnom k×k matricom. Primijetimo da smo time i donji desni blok učinili
kvadratnom matricom (ta sada ima n − k − 1 redaka i n − k − 1 stupaca).
Sada ponovno možemo primijeniti pretpostavku indukcije. Odmah se vidi
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da je ∆(X)1j = 0 za sve j > k jer je zadnji redak matrice u lijevom gornjem
bloku nulredak.

Na ovaj način prethodna formula prelazi u

detX = a11(−1)1+1∆(A)11 · detB + . . .+ a1k(−1)1+k∆(A)1k · detB =

detB · (a11(−1)1+1∆(A)11 + . . .+ a1k(−1)1+k∆(A)1k) = detA · detB.

Drugu tvrdnju leme mogli bismo dokazati analogno. Alternativno, može se
uočiti da donjetrokutasta blok-matrica transponiranjem prelazi u gornjetro-
kutastu blok-matricu; zato druga tvrdnja slijedi kombiniranom primjenom
prethodno dokazane tvrdnje i propozicije 3.2.14. �

Teorem 3.2.31. (Binet-Cauchy) Za sve A,B ∈ Mn vrijedi det (AB) =
detA · detB.

Dokaz. Stavimo A = [aij ] i B = [bij ]. Prema prethodnoj lemi imamo

detA · detB =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n 0 . . . 0
...

...
...

...
an1 . . . ann 0 . . . 0
−1 . . . 0 b11 . . . b1n
...

. . .
...

...
...

0 . . . −1 bn1 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(zamijenimo 1. stupac s n+ 1., 2. stupac s n+ 2., ... , n-ti stupac s 2n-tim)

= (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 . . . 0 a11 . . . a1n
...

...
...

...
0 . . . 0 an1 . . . ann
b11 . . . b1n −1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

bn1 . . . bnn 0 . . . −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(sad ćemo primijeniti elementarnu transformaciju (III) koja ne mijenja de-
terminantu: n+1. redak pomnožimo s a11 i dodajemo 1. retku, n+2. redak
pomnožimo s a12 i dodajemo 1. retku, ..., 2n− ti redak pomnožimo s a1n i
dodajemo 1. retku)

= (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑n
k=1 a1kbk1 . . .

∑n
k=1 a1kbkn 0 . . . 0

...
...

...
...

0 . . . 0 an1 . . . ann
b11 . . . b1n −1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

bn1 . . . bnn 0 . . . −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(sada n + 1. redak pomnožimo s a21 i dodajemo 2. retku, n + 2. redak
pomnožimo s a22 i dodajemo 2. retku, ... , 2n-ti redak pomnožimo s a2n i
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dodajemo 2. retku)

= (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑n
k=1 a1kbk1 . . .

∑n
k=1 a1kbkn 0 . . . 0∑n

k=1 a2kbk1 . . .
∑n

k=1 a2kbkn 0 . . . 0
...

...
...

...
0 . . . 0 an1 . . . ann
b11 . . . b1n −1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

bn1 . . . bnn 0 . . . −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(analogno nastavljamo dalje te nakon još n− 2 koraka konačno dobivamo)

= (−1)ndet

∣∣∣∣ AB 0
B −I

∣∣∣∣ (ponovno primijenimo lemu)

= (−1)ndet (AB) · (−1)n = det (AB).

�

Ovime smo kompletirali pregled najvažnijih svojstava determinante. Sada
smo spremni vratiti se proučavanju regularnih matrica i odgovoriti na dva
pitanja s kraja prethodne točke. Sljedeći teorem daje oba odgovora.

Teorem 3.2.32. Matrica A ∈Mn je regularna ako i samo ako je detA 6= 0.

U tom slučaju je inverzna matrica A−1 dana formulom A−1 = 1
detA

Ã. Još

vrijedi det (A−1) = 1
detA

.

Dokaz. Neka je A regularna. Po definiciji, tada postoji inverzna matrica
A−1 ∈Mn za koju vrijedi AA−1 = A−1A = I. Kad na jednakost AA−1 = I
primijenimo determinantu dobivamo det (AA−1) = det I = 1, a odavde je,
prema Binet-Cauchyjevom teoremu, detA · det (A−1) = 1. Nužno je, dakle,
detA 6= 0. Osim toga, posljednja jednakost pokazuje da za determinantu
inverzne matrice vrijedi det (A−1) = 1

detA
.

Obratno, pretpostavimo da je detA 6= 0. Prema korolaru 3.2.29 imamo

AÃ = ÃA = (detA)I. Kako je detA 6= 0, ovu jednakost možemo pomnožiti

s 1
detA

. Tako dobivamo (usput koristimo i korolar 3.1.5(3)) A( 1
detA

Ã) =

( 1
detA

Ã)A = I. Po definiciji, ovo znači da je matrica A regularna a zbog

jedinstvenosti inverza (napomena 3.1.9(a)), slijedi A−1 = 1
detA

Ã. �

Napomena 3.2.33. Pretpostavimo da za matricu A ∈ Mn postoji B ∈ Mn

takva da vrijedi BA = I. U napomeni 3.1.10 vidjeli smo da je A tada nužno
regularna te da je B = A−1. Ovdje to možemo zaključiti na još jedan način,
primjenom Binet-Cauchyjevog teorema.

Naime, iz BA = I odmah slijedi detA · detB = 1 a to očito povlači
detA 6= 0. Prethodni teorem sad jamči da je A regularna i kad jednakost
BA = I s lijeva pomnožimo s A−1 izlazi B = A−1.

Potpuno analogno isti zaključak se izvodi i ako pretpostavimo da za ma-
tricu A postoji B ∈Mn takva da je AB = I.
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Primjer. Matrica A =

[
7 7
7 8

]
je regularna jer je detA = 7. Kako je

Ã =

[
8 −7
−7 7

]
, prethodni teorem jamči da je A−1 = 1

7

[
8 −7
−7 7

]
.

3.3. Rang.

U prošloj točki smo pokazali da regularne matrice možemo karakterizi-
rati pomoću determinante. Rang matrice je još jedan koncept prikladan
za prepoznavanje regularnih matrica i računanje njihovih inverza. Rang je,
medutim, za razliku od determinante, definiran za sve matrice (ne nužno
kvadratne), što ga čini važnim tehničkim sredstvom i u širem kontekstu.

Definicija 3.3.1. Neka jeA = [aij ] ∈Mmn(F) i neka su S1 =


a11

a21
...

am1

 , S2 =


a12

a22
...

am2

 , . . . , Sn =


a1n

a2n
...

amn

 ∈ Mm1(F) njezini stupci. Rang matrice A,

r(A), definira se formulom r(A) = dim [{S1, S2, . . . , Sn}].

Napomena 3.3.2. (a) Ponekad se kaže da je skup {S1, S2, . . . , Sn} stupčana
reprezentacija3 matrice A ∈Mmn. Uočimo da je {S1, S2, . . . , Sn} sadržan u
prostoru jednostupčanih matrica s m redaka, te je zato [{S1, S2, . . . , Sn}] ≤
Mm1. Odavde zaključujemo da za sve A ∈Mmn vrijedi r(A) ≤ m.

U drugu ruku, po definiciji linearne ljuske, {S1, S2, . . . , Sn} je sustav iz-
vodnica za potprostor [{S1, S2, . . . , Sn}] pa je zato, prema korolaru 2.2.24,
r(A) = dim [{S1, S2, . . . , Sn}] ≤ n.

Tako vidimo da za svaku matricu A ∈Mmn vrijedi r(A) ≤ m i r(A) ≤ n;
dakle, r(A) ≤ min{m,n}.

(b) Kako stupci matrice A čine sustav izvodnica za [{S1, S2, . . . , Sn}] i
kako se svaki sustav izvodnica može reducirati do baze (propozicija 2.2.15),
to vidimo da je rang matrice zapravo broj njezinih linearno nezavisnih stu-
paca. Često se i ova opisna formulacija uzima za definiciju ranga.

(c) Za razliku od determinante, rang je funkcija koja poprima isključivo
cjelobrojne vrijednosti. Još uočimo da je nulmatrica jedina matrica ranga
0. Takoder se odmah vidi da za jediničnu matricu I ∈Mn vrijedi r(I) = n.

3Stupčana reprezentacije {S1, S2, . . . , Sn} matrice A ∈ Mmn je skup koji možda ima i
manje od n elemenata; sasvim je moguće da su neki stupci matrice A jednaki. Striktno
govoreći, onda ni oznaka {S1, S2, . . . , Sn} nije sasvim korektna jer u popisu elemenata
nekog skupa ne činimo ponavljanja. No, uz tu malu zloupotrebu notacije zadržat ćemo
praksu da u stupčanoj reprezentaciji matrice navedemo sve njezine stupce.



82 DAMIR BAKIĆ

Rang je, dakle, broj linearno nezavisnih stupaca u danoj matrici. Vidjet
ćemo i u drugim prilikama da stupci matrice imaju u teoriji važniju ulogu
od redaka. No nije nekorisno ponekad promotriti i sporedne objekte i spo-
redne uloge. Možemo se, na primjer, ovdje pitati i koliko nezavisnih redaka
ima dana matrica. Indikativna je pritom diskusija 2 × 2 sustava linearnih
jednadžbi provedena u prvom poglavlju.

Pogledajmo matricu koeficijenata A =

[
a1 b1
a2 b2

]
sustava linearnih jed-

nadžbi
a1x + b1y = c1

a2x + b2y = c2
. Njezin rang može biti 0, 1, ili 2. Slučaj

u kojem je rang 0 odmah možemo isključiti iz razmatranja jer tada je to
nulmatrica i pripadajući sustav jednadžbi je u tom slučaju nezanimljiv (tri-
vijalan). Pretpostavimo da rang matrice A iznosi 1. Po definiciji, to znači
da su stupci ove matrice linearno zavisni, tj. da postoji skalar λ takav da je[
b1
b2

]
= λ

[
a1

a2

]
. U našoj vektorskoj intepretaciji sustava ovo znači da su

radijvektori
−→
OA i

−−→
OB kolinearni (gdje je A = (a1, a2), B = (b1, b2)) te stoga

sustav ili nema rješenja, ili je rješenja beskonačno mnogo. No isti zaključak
onda mora proizići i iz analitičko-geometrijske interpretacije. To znači da
jednadžbe sustava definiraju paralelne pravce, a to je moguće samo tako
da koeficijenti a1, b1 i a2, b2 budu proporcionalni kao uredeni parovi. No,
posljednji zaključak upravo znači da su retci matrice A linearno zavisni, pa
broj linearno nezavisnih redaka u A takoder iznosi 1.

Analogno bismo rezonirali i kad bi rang matrice A iznosio 2 i zaključili
da su i retci u A nužno nezavisni.

Na ovaj način zaključujemo: svaka matrica A ∈ M2 ima jednak broj
linearno nezavisnih redaka i stupaca. To, naravno, nije slučajno.

Teorem 3.3.3. Neka je rang matrice A = [aij ] ∈ Mmn jednak r. Tada i
broj linearno nezavisnih redaka u A iznosi r.

Dokaz. Označimo stupce odA sa S1, S2, . . . , Sn. Prema pretpostavci, r(A) =
dim [{S1, S2, . . . , Sn}] = r. Pokazat će se da nije smanjenje općenitosti pret-
postavimo li da je skup {S1, S2, . . . , Sr} linearno nezavisan. Tada je, po-
sebno, svaki daljnji stupac matrice A linearna kombinacija ovih prvih r:

(1) Sj = γ1jS1 + γ2jS2 + . . .+ γrjSr, ∀j = r + 1, . . . , n.

Uvedimo matricuA ∈Mmr čija je stupčana reprezentacija {S1, S2, . . . , Sr}.
(Dakle, A nastaje iz A ispuštanjem zadnjih n− r stupaca.)

Pretpostavimo da A ima točno p nezavisnih redaka. Jasno je da je p ≤ m
(jer m je ukupni broj redaka matrice A), no takoder je i

(2) p ≤ r

jer su retci matrice A elementi prostora Fr (retci su uredene r-torke), a u
tom prostoru nezavisan skup može imati najvǐse r elemenata.
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Ponovno neće biti smanjenje općenitosti ako pretpostavimo da prvih p
redaka u A čini nezavisan skup. Eksplicitno, ako retke u A označimo s
R1, . . . , Rm, onda je skup {R1, . . . , Rp} linearno nezavisan, dok za ostale
retke postoje skalari λij takvi da vrijedi

(3) Ri = λ1iR1 + λ2iR2 + . . .+ λpiRp, i = p+ 1, . . . ,m.

Sada tvrdimo da identične relacije vrijede i za retke R1, R2, . . . , Rm matrice
A:

(4) Ri = λ1iR1 + λ2iR2 + . . .+ λpiRp, i = p+ 1, . . . ,m.

Da bismo dokazali ovih m − p jednakosti, fiksirajmo proizvoljan i, p + 1 ≤
i ≤ m. Gledajući element po element moramo vidjeti da vrijedi

(5) aij = λ1ia1j + λ2ia2j + . . .+ λpiapj , ∀j = 1, 2, , . . . , n.

Za j = 1, 2, . . . , r, medutim, nemamo što dokazivati - točno to nam go-
vori jednakost (3) kad je raspǐsemo po elementima redaka. Uzmimo zato
j > r. Najprije iz (1) čitamo aij =

∑r
k=1 γkjaik = (koristeći (3)) =∑r

k=1 γkj(
∑p

l=1 λlialk). Preostaje pokazati da je i desna strana jednakosti
(5) jednaka dobivenom izrazu.

Zaista, ako iskoristimo (1), desnu stranu od (5) možemo pisati u obliku∑p
l=1 λlialj =

∑p
l=1 λli(

∑r
k=1 γkjalk).

Time smo dokazali relacije (4). Iz (4) čitamo daA ima najvǐse p nezavisnih
redaka. Ako broj nezavisnih redaka u A označimo s t, vrijedi, dakle, t ≤ p.
Pogotovo je tada, prema (2), t ≤ r.

Kako je matrica A bila proizvoljno odabrana, dobivena nejednakost vrijedi
za sve matrice. Posebno, ako tu nejednakost primijenimo i na At, dobivamo
r ≤ t. Zato je t = r. �

Uočimo da smo u završnom argumentu dokaza prešutno koristili sljedeću
očiglednu činjenicu: skup jednostupčanih matrica {x1, x2, . . . , xk} ⊆Mm1(F)
je linearno nezavisan ako i samo ako je nezavisan skup uredenih m-torki
{xt1, xt2, . . . , xtk} ⊆ Fm.

Pitanje broja linearno nezavisnih redaka u matrici je irelevantno za samu
definiciju ranga jer za rang su, po definiciji, relevantni isključivo stupci dane
matrice. U tom smislu se pitanje broja nezavisnih redaka može činiti aka-
demskim, a prethodni teorem samo usputnom primjedbom. Medutim, brzo
će se pokazati da je taj teorem izrazito koristan pri efektivnom računanju
ranga.

Zabilježimo najprije tvrdnju teorema 3.3.3 u ekvivalentnom obliku koji
će biti spretniji za primjenu.

Korolar 3.3.4. Za svaku matricu A ∈Mmn vrijedi r(A) = r(At).

U pročavanju determinante bilo je korisno vidjeti kako se determinanta po-
naša pri primjeni elementarnih transformacija (uvedenih u definiciji 3.2.21).
Isto pitanje možemo postaviti i za rang.
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Teorem 3.3.5. Neka je matrica A′ dobivena iz matrice A ∈ Mmn primje-
nom neke elementarne transformacije. Tada je r(A′) = r(A).

Dokaz. Dokažimo teorem najprije u slučaju kad je A′ dobivena iz A nekom
transformacijom stupaca. Najprije primijetimo: ako A′ nastaje iz A jednom
od elementarnih transformacija stupaca, onda primjenom istovrsne transfor-
macije stupaca na A′ dobivamo originalnu matricu A. Zbog toga je dovoljno
dokazati da vrijedi r(A′) ≤ r(A) (jer tada će isti zaključak primijenjen na
ove dvije matrice u obrnutim ulogama dati i obrnutu nejednakost).

Označimo stupce matrica A i A′ sa S1, . . . , Sn, odnosno S′1, . . . , S
′
n. Po

definiciji ranga, treba dokazati dim [{S′1, S′2, . . . , S′n}] ≤ dim [{S1, S2, . . . , Sn}].
To će slijediti iz [{S′1, S′2, . . . , S′n}] ⊆ [{S1, S2, . . . , Sn}], a za to je dovoljno
vidjeti da vrijedi S′1, S

′
2, . . . , S

′
n ∈ [{S1, S2, . . . , Sn}]. Ovo je, medutim, tri-

vijalna posljedica definicije elementarnih transformacija. Naime, ovisno o
tome koju smo transformaciju izvršili, svaki od stupaca S′j je ili jednak ne-
kom Si, ili je oblika λSk, ili je pak oblika Sk + λSl.

Preostalo je dokazati tvrdnju teorema u slučaju kad A′ nastaje transfor-
macijom redaka matrice A. Uočimo da efekt A → A′ možemo proizvesti
i okolnim putem: A → At → (At)\ → ((At)\)t = A′. Naznačeni koraci
imaju sljedeće značenje: matricu A najprije transponiramo, nad transpo-
niranom matricom izvedemo transformaciju stupaca koja odgovara danoj
transformaciji redaka A → A′ i na kraju tako dobivenu matricu (At)\ opet
transponiramo - očito se konačni rezultat ((At)\)t zaista podudara s A′.

Zato je r(A′) = r(((At)\)t). S druge strane, kombinacijom prethodnog ko-
rolara i prethodno dokazane tvrdnje za stupce, imamo r(((At)\)t) = r((At)\)
= r(At) = r(A). �

Definicija 3.3.6. Kažemo da je matrica B ∈ Mmn ekvivalentna matrici
A ∈Mmn (i pǐsemo A ∼ B) ako se B može dobiti iz A primjenom konačno
mnogo elementarnih transformacija redaka ili stupaca.

Napomena 3.3.7. Definirana relacija ∼ je očito relacija ekvivalencije na pros-
toru Mmn.

Neposredno iz prethodnog teorema sada slijedi:

Korolar 3.3.8. Za A,B ∈Mmn vrijedi: A ∼ B ⇒ r(A) = r(B).

Teorem 3.3.5 i prethodni korolar daju nam praktičnu metodu za računanje
ranga. Ideja je primijeniti na zadanu matricu A konačan niz elementarnih
transformacija s namjerom da se dobije ekvivalentna matrica B čiji rang
možemo ǐsčitati i bez računanja.
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Definicija 3.3.9. Neka su m,n ∈ N i r ∈ {0, 1, 2 . . . ,min{m,n}}. Matrica

Dr =



1 0 . . . 0 . . . 0
0 1 . . . 0 . . . 0
...

...
. . .

... . . . 0
0 0 . . . 1 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . 0 . . . 0


∈ Mmn, pri čemu je točno r jedinica na

dijagonalnim mjestima, zove se kanonska matrica tipa m× n ranga r.

Rang matrice Dr zaista iznosi r jer prvih njezinih r stupaca očito čini
linearno nezavisan skup, a ostali stupci su nulstupci.

Za ilustraciju pogledajmo prostor M43. Kanonske matrice tipa 4× 3 su:

D0 = 0, D1 =


1 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 , D2 =


1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , D3 =


1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 .
Kako se i naslućuje, skup kanonskih matrica u prostoru Mmn će biti skup
predstavnika svih klasa ekvivalencije s obzirom na relaciju ekvivalentnosti
matrica. To je sadržaj sljedećeg teorema. Medutim, dokaz tog teorema dat
će nam i vǐse: algoritam za računanje ranga proizvoljne matrice.

Teorem 3.3.10. Neka je A ∈Mmn i r(A) = r. Tada je A ∼ Dr ∈Mmn.

Dokaz. Ako je A = 0 onda je u stvari A = D0, pa se nema što dokazivati.
Pretpostavimo da je A = [aij ] 6= 0. Smijemo pretpostaviti da je a11 6= 0

(jer, u suprotnom, primjenom transformacije (I) možemo u gornji lijevi kut
matrice dovesti koeficijent različit od 0). Primijenimo transformaciju (II)
(množenje s 1

a11
) na prvi redak matrice A tako da u lijevom gornjem kutu

dobijemo 1. Označimo tako dobivenu matricu s

A′ =


1 a′12 a′13 . . . a′1n
a′21 a′22 a′23 . . . a′2n
a′31 a′32 a′33 . . . a′3n
...

...
...

...
a′m1 a′m2 a′m3 . . . a′mn

 .
Jasno je da vrijedi A ∼ A′. Sad ćemo sustavno primjenjivati transformaciju
(III), prvo nad retcima, zatim nad stupcima matrice A′ s ciljem da dobijemo
matricu

B =


1 0 0 . . . 0
0 b22 b23 . . . b2n
0 b32 b33 . . . b3n
...

...
...

...
0 bm2 bm3 . . . bmn

 .
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Konkretno, da bismo iz A′ dobili B, treba 1. redak od A′ množiti s −a′21 i
dodati 2. retku, zatim ponovno 1. redak od A′ množiti s −a′31 i dodati 3.
retku, i analogno dalje. Time ćemo u prvom stupcu, od drugog retka naniže
dobiti same nule. Analogni manevar sada treba provesti nad stupcima tako
da i u prvom retku, od drugog stupca nadalje dobijemo nule.

Jasno je da je A ∼ A′ ∼ B; posebno, ove tri matrice imaju jednake
rangove. Ako je r(A) = 1, nužno je bij = 0, ∀i, j (jer u protivnom bi rang
matrice B bio barem 2), te je prema tome B = D1 i dokaz je gotov.

Ako je r(A) > 1, onda je i r(B) > 1, pa je barem jedan od koeficije-
nata bij različit od 0. Nije smanjenje općenitosti ako pretpostavimo da je
b22 6= 0. Naime, primjenom transformacije (I) nad matricom B (konkretno,
zamjenom 2. i i-tog retka, te 2. i j-tog stupca) možemo postići da koeficijent
bij koji je različit od 0 dode na poziciju ”dva-dva”. Sad nastavimo primje-
njujući transformaciju (III) u istom duhu kao u prvom koraku, s namjerom
da dodemo do matrice

C =


1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 c33 . . . c3n
...

...
...

...
0 0 cm3 . . . cmn

 .

Opet je B ∼ C, pa onda zbog tranzitivnosti ove relacije i A ∼ C, te je stoga
i r(A) = r(C). Ako je r(A) = 2, jasno je da je cij = 0, ∀i, j i zato je C = D2.
Ako je r(A) > 2, postupak nastavimo. �

Korolar 3.3.11. Neka su A,B ∈ Mmn. Tada vrijedi: A ∼ B ⇔ r(A) =
r(B).

Dokaz. Jedan smjer je već dokazan u korolaru 3.3.8. Da dokažemo obrat,
pretpostavimo da je r(A) = r(B) = r. Tada je, prema prethodnom teoremu,
A ∼ Dr i B ∼ Dr. Kako je ∼ simetrična i tranzitivna relacija, zaključujemo
da je A ∼ B. �

Primjer. Izračunajmo rang matrice A =

 1 2 1
−1 1 0

1 5 2

.

Najprije prvi redak dodajemo drugom, a zatim prvi redak množimo s −1

i dodajemo trećem. Tako dobivamo A ∼

 1 2 1
0 3 1
0 3 1

 . Već sada vidimo, po

definiciji ranga, da je r(A) = 2. U praksi tako često postupamo; ako smo
zainteresirani samo za rang dane matrice nije nužno doći sve do matrice Dr

ako se rang može očitati i ranije.

Prethodnim rezultatima opisali smo svojstva i tehnike računanja ranga.
Pogledajmo sada čemu rang matrice služi.
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Vratimo se najprije na trenutak elementarnim transformacijama. Do sada
smo elementarne transformacije doživljavali (i koristili) kao neku ”vanjsku”
intervenciju nad matricama, potpuno izvan konteksta algebarske strukture
prostora Mmn. S filozofskog stajalǐsta takva situacija nije poželjna, s estet-
skog još manje. Zato je prirodno pitati imaju li ipak elementarne transfor-
macije i neku algebarsku interpretaciju.

Definicija 3.3.12. Neka je n ∈ N. Elementarne matrice n-tog reda su

Ei,j =



1 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0
0 1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 . . . 0 . . . 1 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 1 . . . 0 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0 . . . 0 . . . 1


, i, j = 1, 2, . . . , n, i 6= j;

Ei,λ =



1 0 . . . . . . 0
0 1 . . . . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λ 0 . . . 0
0 0 . . . 0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . . . . 1


, i = 1, 2, . . . , n, λ ∈ F \ {0};

Ei,j,λ =



1 0 . . . 0 . . . 0
0 1 . . . 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 λ 1 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . 0 . . . 1


, i, j = 1, 2, . . . , n, i 6= j, λ ∈ F \ {0}.

Napomena 3.3.13. Podrazumijevamo da je u matrici Ei,j,λ skalar λ na mjestu
(i, j) (pa je u navedenoj definiciji matrica Ei,j,λ prikazana u slučaju kad je
j < i).

Primijetimo da Eij nastaje zamjenom i-tog i j-tog stupca (ili retka) u
matrici I. Zato je, prema propoziciji 3.2.18, detEij = −1, te je, prema
teoremu 3.2.32, Eij regularna matrica.

Iz istog su razloga i matrice Ei,λ i Ei,j,λ regularne. Naime, te su matrice
trokutaste, pa im je determinanta jednaka produktu dijagonalnih koeficije-
nata. Dakle je detEi,λ = λ 6= 0 i detEi,j,λ = 1.

Štovǐse, lako je odrediti i inverze elementarnih matrica. Vrijedi E−1
ij =

Eij , E
−1
i,λ = Ei, 1

λ
, E−1

i,j,λ = Ei,j,−λ.
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Teorem 3.3.14. Množenjem proizvoljne matrice A ∈Mmn s elementarnim
matricama s lijeve, odnosno desne strane realiziraju se elementarne tran-
sformacije nad retcima, odnosno stupcima matrice A.

Dokaz. Najprije treba uočiti da za množenje s lijeva treba uzimati elemen-
tarne matrice iz algebre Mm, dok za množenje s desna uzimamo elementarne
matrice iz Mn.

Pritom je EijA matrica koja nastaje zamjenom i-tog i j-tog retka u A,
Ei,λA je matrica koju dobivamo tako da i-ti redak u A množimo s λ, a
umnožak Ei,j,λA je matrica koja se dobije kad se i-tom retku matrice A
pribroji njezin j-ti redak pomnožen s λ.

Analogno se precizira tvrdnja o množenju matrice A elementarnim ma-
tricama s desne strane.

Sve navedene činjenice se dokazuju direktnom provjerom. �

Dosad dobivene rezultate sada ćemo primijeniti na kvadratne matrice i
tako dobiti još jednu važnu karakterizaciju regularnih matrica.

Teorem 3.3.15. Matrica A ∈Mn je regularna ako i samo ako je r(A) = n.

Dokaz. Pretpostavimo najprije da je r(A) = n. Prema teoremu 3.3.10,
A ∼ Dn. Kako je ovdje Dn ∈ Mn kanonska matrica s točno n jedinica na
dijagonali, zapravo je Dn = I. Imamo, dakle, A ∼ I.

Po definiciji relacije ∼, A se može dobiti iz I primjenom konačno mnogo
elementarnih transformacija nad I. Prema teoremu 3.3.14, ako smo primije-
nili k transformacija nad retcima i l transformacija nad stupcima, možemo
pisati A = Ek · . . . · E2E1IF1F2 · . . . · Fl, pri čemu su Ei, Fj , elementarne
matrice koje realiziraju izvedene transformacije. Kako su, prema napomeni
3.3.13, elementarne matrice regularne, i matrica A je, kao produkt regular-
nih matrica, regularna.

Preostaje dokazati obrat. Tu pretpostavljamo da je matrica A regularna,
a treba pokazati da je r(A) = n.

Pretpostavimo suprotno: neka za regularnu matricu A vrijedi r(A) 6= n.
Kako rang matrice A ∈ Mn ne može biti veći od n, r(A) 6= n znači da je
r(A) < n. Dakle je skup stupaca {S1, . . . , Sn} matrice A linearno zavisan.
Po propoziciji 2.2.4, postoji neki Sk koji je linearna kombinacija preostalih

stupaca matrice A. Recimo da je Sk =
∑k−1

i=1 λiSi +
∑n

i=k+1 λiSi. Izvedimo
sad nad A sljedeće transformacije stupaca: pomnožimo prvi stupac s −λ1

i dodajmo ga k-tom; pomnožimo zatim drugi stupac s −λ2 i dodajmo ga
takoder k-tom i analogno dalje (slijedeći prikaz stupca Sk pomoću ostalih).
Tako dobivena matrica B će očito u k-tom stupcu imati same nule. Zato
mora biti detB = 0. Prema propoziciji 3.2.20 tada imamo i detA = detB =
0. No, to je kontradikcija s detA 6= 0 što slijedi iz pretpostavke da je A
regularna i teorema 3.2.32. �

Iz prvog dijela dokaza opažamo da su elementarne matrice svojevrsni
”atomi” iz kojih je sastavljena svaka regularna matrica. Ovu činjenicu vri-
jedi zabilježiti kao zasebnu tvrdnju.
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Korolar 3.3.16. Svaka regularna matrica je produkt konačnog broja ele-
mentarnih matrica.

Sada možemo na još jedan način opisati relaciju ekvivalentnosti matrica.

Korolar 3.3.17. Matrice A,B ∈ Mmn su ekvivalentne ako i samo ako
postoje regularne matrice S ∈Mm i T ∈Mn takve da vrijedi B = SAT .

Dokaz. Ako postoje regularne matrice S ∈ Mm i T ∈ Mn takve da vrijedi
B = SAT onda, prema prethodnom korolaru, postoje prirodni brojevi k i l
i elementarne matrice E1, E2, . . . , Ek ∈ Mm i F1, F2, . . . , Fl ∈ Mn takve da
vrijedi B = Ek · . . . · E2E1AF1F2 · . . . · Fl. Prema teoremu 3.3.14, odavde
zaključujemo da je A ∼ B.

Obratno, ako je A ∼ B, onda, ponovno na temelju teorema 3.3.14, nala-
zimo elementarne matrice E1, E2, . . . , Ek ∈Mm i F1, F2, . . . , Fl ∈Mn takve
da vrijedi B = Ek ·. . .·E2E1AF1F2 ·. . .·Fl. Sad definiramo S = Ek ·. . .·E2E1

i T = F1F2 · . . . · Fl. �

S teorijske točke gledǐsta teoremi 3.3.15 i 3.2.32 su jednako vrijedni jer
oba daju kompletnu karakterizaciju regularnih matrica. No, teorem 3.3.15 je
često spretniji za primjenu od teorema 3.2.32. Štovǐse, uz malu modifikaciju
argumenta iz dokaza dobivamo jednostavnu, tzv. Gauss-Jordanovu metodu
invertiranja matrica.

Pretpostavimo da je matrica A ∈ Mn regularna. Prema teoremu 3.3.15,
tada je r(A) = n i A ∼ I. Matricu I možemo, dakle, dobiti elementar-
nim transformacijama nad matricom A. Lako se vidi da to možemo učiniti
transformirajući samo retke (ili samo stupce) od A. Pretpostavimo da smo
učinili tako. Prema teoremu 3.3.14 imamo onda I = Et ·. . .·E2E1A, pri čemu
smo učinili t transformacija, a matrice Ei su elementarne matrice kojima su
(upravo tim redom) te transformacije redaka realizirane.

Matrica Et · . . . · E2E1 je zbog napomena 3.3.13 i 3.1.9(d) regularna.
Zato prethodna jednakost pokazuje da su A i Et · . . . · E2E1 jedna drugoj
inverzne matrice (usp. zadatak 10). Vrijedi, dakle, A−1 = Et · . . . · E2E1,
što možemo pisati i kao A−1 = Et · . . . · E2E1I. Sad, medutim, u svjetlu
teorema 3.3.14, zadnju jednakost možemo pročitati na sljedeći način: ako
na matricu I primijenimo točno one iste transformacije redaka, i to u istom
poretku kojima smo iz matrice A dobili I, rezultat će biti upravo A−1!

U praksi nije potrebno voditi zapisnik o učinjenim transformacijama.
Zadanoj matrici čiji inverz tražimo (čak i ako ne znamo unaprijed da je
regularna), računat ćemo rang isključivo transformirajući njezine retke, a
svaku transformaciju koju izvodimo odmah ćemo, paralelno, učiniti i nad
jediničnom matricom. Izade li da je rang dane matrice A ∈Mn manji od n,
ovaj paralelni postupak je bio uzaludan. Ako je pak zadana matrica regu-
larna, njezin rang je nužno jednak n, u konačno mnogo koraka prevest ćemo
tu matricu u jediničnu, a paralelni konačni rezultat (tj. matrica koju smo
dobili istim koracima iz I) je tada traženi inverz od A.
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Primjer. Odredimo, ako postoji, inverz matrice A =

 1 1 0
1 1 1
0 1 2

.

Formirajmo odmah ”duet” od matrica A i I:

 1 1 0 | 1 0 0
1 1 1 | 0 1 0
0 1 2 | 0 0 1


(koje smo odijelili iscrtkanom linijom) i transformirajmo retke lijeve strane
(to je zadana matrica A) s namjerom da dodemo do I, a iste te tranformacije
usput izvedimo i na desnoj strani.

Započet ćemo tako da prvi redak pomnožimo s −1 pa ga dodamo drugom
retku:  1 1 0 | 1 0 0

1 1 1 | 0 1 0
0 1 2 | 0 0 1

 ∼
 1 1 0 | 1 0 0

0 0 1 | −1 1 0
0 1 2 | 0 0 1

 ∼
(sad zamijenimo drugi i treći redak) 1 1 0 | 1 0 0

0 1 2 | 0 0 1
0 0 1 | −1 1 0

 ∼ (od prvog retka oduzmemo drugi) ∼

 1 0 −2 | 1 0 −1
0 1 2 | 0 0 1
0 0 1 | −1 1 0

 ∼
(sad od drugog retka oduzmemo treći pomnožen s 2; te prvom retku dodamo
treći pomnožen s 2)  1 0 0 | −1 2 −1

0 1 0 | 2 −2 1
0 0 1 | −1 1 0

 .
Iz prethodne diskusije sada slijedi da je A−1 =

 −1 2 −1
2 −2 1
−1 1 0

.

Identičnu tehniku možemo primijeniti i kad izvodimo samo transformacije
stupaca matrice koju želimo invertirati - opravdanje je potpuno analogno
maloprijašnjem objašnjenju postupka invertiranja pomoću transformacija
redaka.

Naravno, rang matrice najefikasnije možemo izračunati ako kombiniramo
transformacije redaka i stupaca. Tako bismo i ovdje mogli poći od činjenice
da, ako je matrica A regularna, imamo (kao u prvom dijelu dokaza teorema
3.3.15) I = Ek · . . . ·E2E1AF1F2 · . . . · Fl gdje su Ei, Fj prikladno odabrane
elementarne matrice.

Odavde je A = (Ek · . . . · E2E1)−1(F1F2 · . . . · Fl)−1, pa invertiranjem
dobivamo A−1 = F1F2 · . . . · FlEk · . . . · E2E1. Opet je dobivena formula
za A−1, no ne vidi se kako bi se ovo moglo jednostavno i efikasno iskoristiti
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za odredivanje A−1 kao u slučaju kad transformiramo samo retke ili samo
stupce.

Na kraju, vratimo se još jednom dokazu teorema 3.3.10, odnosno algo-
ritmu za računanje ranga matrice.

Pretpostavimo da je A kvadratna matrica. Da bismo izračunali njezin
rang, nije nužno da je elementarnim transformacijama dovedemo do kanon-
ske matrice Dr. Za odredivanje ranga je sasvim dovoljno svesti matricu A
na gornjetrokutasti oblik. Pogledajmo primjer:

A =

 1 2 3
2 5 1
1 3 3

 ∼
 1 2 3

0 1 −5
0 1 0

 ∼
 1 2 3

0 1 −5
0 0 5

 .
Ovdje smo u prvom koraku prvi redak množili s −2 i dodali drugom retku,
a nakon toga smo prvi redak množili s −1 i dodali trećem retku. U drugom
koraku smo drugi redak pomnožili s −1 i dodali trećem retku. Rang dobi-
vene matrice, pa onda i rang polazne matrice A evidentno iznosi 3; naime,
trokutasta struktura jasno pokazuje da su svi stupci linearno nezavisni.

Jednostavnom adaptacijom algoritma iz dokaza teorema 3.3.10 svaku kva-
dratnu matricu možemo elementarnim transformacijama dovesti do gornje-
trokutastog oblika. Štovǐse, jasno je da to možemo postići isključivo tran-
sformirajući retke.

Pretpostavimo na trenutak da smo do gornjetrokutaste forme uspjeli doći
bez zamjene redaka. Ako dobivenu gornjetrokutastu matricu označimo s U ,
onda je U = Ek · . . . · E2E1A pri čemu su sve matrice Et, t = 1, 2, . . . , k,
oblika Et = Ej,i,λ jer smo koristili samo transformaciju (III). Primijetimo još
da je u svim tim matricama j < i zato što smo u svakom koraku odredeni
redak množili nekim skalarom i dodavali nekom retku ispod njega. Zato su
sve korǐstene matrice Et = Ej,i,λ, t = 1, 2, . . . , k, donjetrokutaste.

Osim toga, iz jednakosti U = EkEk−1·. . .·E2E1A dobivamo A = E−1
1 E−1

2 ·
. . . · E−1

k U . Pritom su, zbog E−1
j,i,λ = Ej,i,−λ, i sve matrice E−1

t , t =

1, 2, . . . , k, donjetrokutaste.

Lema 3.3.18. Neka su A = [aij ], B = [bij ] ∈Mn donjetrokutaste (gornjetro-
kutaste) matrice. Tada je i AB donjetrokutasta (gornjetrokutasta) matrica.

Dokaz. Dokažimo tvrdnju za donjetrokutaste matrice. U ovom slučaju je
aij = bij = 0, ∀i < j. Označimo AB = [cij ]. Uzmimo proizvoljne indekse
i, j takve da je i < j. Treba pokazati da je cij = 0. Po definiciji množenja
matrica imamo cij =

∑n
k=1 aikbkj . Ako je k < j onda je bkj = 0, a ako je

k ≥ j, onda je pogotovo k > i, pa je aik = 0. Dakle, za sve k je aikbkj = 0
pa je zato i cij = 0.

Tvrdnja za gornjetrokutaste matrice se dokazuje slično. �

Vratimo se sada prethodnoj diskusiji. Ako označimo L = E−1
1 E−1

2 · . . . ·
E−1
k , onda jednakost A = E−1

1 E−1
2 · . . . ·E

−1
k U možemo pisati kao A = LU , a

matrica L je, prema prethodnoj lemi, donjetrokutasta. Prikazali smo, dakle,
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A kao umnožak dviju trokutastih matrica. Ovakva faktorizacija matrice A
se naziva LU faktorizacija ili LU dekompozicija.

Primijetimo da svi dijagonalni koeficijenti u matrici L iznose 1. Naime,
kad množimo donjetrokutaste matrice, račun iz dokaza leme (u istim ozna-
kama) pokazuje da je cii = aiibii, što znači da u produktu na svakom di-
jagonalnom mjestu stoji umnožak odgovarajućih dijagonalnih koeficijenata.
Kako je L = E−1

1 E−1
2 · . . . · E−1

k i kao svaka od matrica E−1
t na dijagonali

ima isključivo jedinice, slijedi i da su svi dijagonalni koeficijenti u L jednaki
1.

Dijagonalne koeficijente u matrici U označimo, redom, s d1, d2, . . . , dn.
Uvedimo sada još dvije matrice. Neka je D ∈Mn dijagonalna matrica D = d1 . . . 0

...
. . .

...
0 . . . dn

, a U ′ ∈Mn neka je gornjetrokutasta matrica s jedinicama

na svim dijagonalnim mjestima i takva da vrijedi U = DU ′ (usp. zadatak
15). Sada našu dekompoziciju možemo pisati u obliku A = LDU , pri čemu
su matrice L, D i U , redom, donjetrokutasta, dijagonalna i gornjetrokutasta,
a svi dijagonalni koeficijenti u matricama L i U iznose 1.

Cijela prethodna diskusija provedena je pod pretpostavkom da se zadana
matrica A može svesti na gornjetrokutasti oblik bez zamjene redaka. Opće-
nito, za svaku matricu A postoji izbor elementarnih transformacija redaka
kojima se A prevodi u gornjetrokutastu matricu, no to nije uvijek moguće
provesti bez zamjene redaka.

Takva je, na primjer, matrica A =

 1 1 1
1 1 2
1 2 1

. Ako u njoj od drugog

i od trećeg retka oduzmemo prvi redak dobivamo A ∼

 1 1 1
0 0 1
0 1 0

. Sad

se vidi da iz dobivene matrice nije moguće dobiti gornjetrokutasti oblik
isključivom primjenom transformacije (III) nad njezinim retcima. Naravno,
ukoliko zamijenimo drugi i treći redak, dobivamo gornjetrokutastu matricu.

U ovakvim slučajevima, kad je nužno obaviti neke zamjene redaka, možemo
pretpostaviti da smo sve potrebne zamjene učinili unaprijed. Prema teoremu
3.3.14, to znači da na početku matricu A množimo s nekoliko (konačno
mnogo) elementarnih matrica oblika Eij . Lako se pokazuje da je produkt
konačnog broja matrica oblika Eij matrica P koja u svakom retku i u sva-
kom stupcu ima točno jednu jedinicu, dok su na svim ostalim mjestima nule.
Takve se matrice zovu permutacijske matrice. Drugačije rečeno, matrica P
nastaje iz I nekom permutacijom stupaca (ili redaka); otuda i ime.

Izvršimo li, dakle, potrebne zamjene redaka unaprijed, dobit ćemo ma-
tricu PA pri čemu je P neka permutacijska matrica, a matrica PA se sada
može svesti na gornjetrokutasti oblik isključivo primjenom transformacije
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(III) nad retcima. Iz prethodne diskusije sad zaključujemo da ovdje imamo
faktorizaciju oblika PA = LU , odnosno PA = LDU .

3.4. Zadaci.

1. Dokažite tvrdnje (1), (2) i (3) iz teorema 3.1.4.

2. Za A ∈Mn definiramo A0 = I, A1 = A i, induktivno, Ak+1 = A ·Ak, k ∈
N. Dokažite da vrijedi AkAl = Ak+l i (Ak)l = Akl, za sve k, l ∈ N ∪ {0}.

3. Neka je A =

[
1 1
1 2

]
. Dokažite da je M = {B ∈ M2(R) : AB = BA}

potprostor od M2(R) i odredite mu jednu bazu i dimenziju.

4. Odredite sve matrice izMn koje komutiraju sa svakom matricom A ∈Mn.
(Skup koji se traži se može zapisati kao {T ∈Mn : AT = TA, ∀A ∈Mn}, a
naziva se centar algebre Mn.)

5. Pokažite da je produkt dviju gornjetrokutastih matrica takoder gornje-
trokutasta matrica.

6. Pokažite da je inverz regularne gornjetrokutaste (donjetrokutaste) ma-
trice takoder gornjetrokutasta (donjetrokutasta) matrica.

7. Neka su A i B ulančane matrice. Dokažite da je (AB)t = BtAt.

8. Neka je A ∈ Mn regularna matrica. Dokažite da je tada i At regularna
matrica i da vrijedi (At)−1 = (A−1)t.

9. Neka je A ∈ Mn simetrična regularna matrica. Dokažite da je i matrica
A−1 simetrična.

10. Neka je A ∈ Mn antisimetrična regularna matrica. Je li i matrica A−1

antisimetrična?

11. Trag kvadratne matrice je preslikavanje tr : Mn(F) → F definirano s
tr([aij ]) =

∑n
i=1 aii. Pokažite da vrijedi tr(αA+ βB) = αtr(A) + βtr(B) za

sve skalare α i β i sve kvadratne matrice A i B.

12. Dokažite da za sve A,B ∈Mn vrijedi tr(AB) = tr(BA).

13. Neka je X = {A ∈ Mn : tr(A) = 0}. Pokažite da je X potprostor od
Mn i odredite mu jednu bazu i dimenziju.

14. Pokažite da ne postoje matrice A,B ∈Mn sa svojstvom AB−BA = I.

15. Neka je U ∈Mn gornjetrokutasta matrica. Pokažite da postoje dijago-
nalna matrica D ∈Mn i gornjetrokutasta matrica U ′ čiji su svi dijagonalni
koeficijenti jednaki 1, takve da vrijedi U = DU ′.
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16. Za A = [aij ] ∈ Mmn(C) definira se hermitski adjungirana matrica
A∗ = [bij ] ∈ Mnm s bij = aji, ∀i, j (gdje je aji kompleksno konjugiran
broj broju aji). Dokažite da za ulančane kompleksne matrice A i B vrijedi
(AB)∗ = B∗A∗.

17. Pokažite da za svaki n iz N skup An svih parnih permutacija od n
elemenata uz kompoziciju kao binarnu operaciju, čini grupu. (Grupa An
se naziva alternirajuća podgrupa od Sn.) Nadalje, dokažite da An ima 1

2n!
elemenata.

18. Kompletirajte dokaz propozicije 3.2.18.

19. Kompletirajte dokaz korolara 3.2.29.

20. Izračunajte

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 5 5
2 1 0 1
6 6 2 3
0 5 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣.

21. Neka je A ∈ M3 regularna matrica, te neka je B =

 1 2 3
0 1 4
0 0 1

.

Izračunajte A ˜(ABA)A.

22. Pokažite da je adjunkta gornjetrokutaste matrice takoder gornjetroku-
tasta.

23. Pokažite da je adjunkta dijagonalne matrice takoder dijagonalna.

24. Neka je A ∈Mn singularna matrica. Dokažite da je tada i Ã singularna.

25. Neka je A ∈Mn. Izračunajte det Ã u ovisnosti o detA.

26. Neka je A ∈Mn regularna matrica. Izračunajte
˜̃
A.

27. Neka je SL(n,F) = {A ∈Mn(F) : detA = 1}. Pokažite da je množenje
binarna operacija na skupu SL(n,F), te da je (SL(n,F), ·) grupa (koja se
naziva specijalna linearna grupa reda n nad poljem F).

28. Pokažite pomoću determinante da je matrica A =


8 6 5 2
3 3 2 1
4 2 3 1
7 4 5 2

 re-

gularna i odredite joj inverz koristeći formulu iz teorema 3.2.32.
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29. Dokažite da je

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn
x2

1 x2
2 . . . x2

n
...

...
...

xn−1
1 xn−1

2 . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∏
i<j(xi−xj) za x1, . . . , xn ∈

R. (Ova se determinanta naziva Vandermondeova determinanta reda n.)

30. Izračunajte inverz matrice


1 1 1 . . . 1 1
0 1 1 . . . 1 1
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 1 1
0 0 0 . . . 0 1

.

31. Izračunajte inverz matrice


1 2 . . . n− 1 n
0 1 . . . n− 2 n− 1
...

...
...

...
0 0 . . . 1 2
0 0 . . . 0 1

.

32. Izračunajte

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 . . . 0 an
0 . . . an−1 0
...

...
...

a1 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

33. Odredite

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0 . . . 0 0
−1 1 1 0 . . . 0 0

0 −1 1 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 . . . 1 1
0 0 0 0 . . . −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

34. Izračunajte

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 n n . . . n
n 2 n . . . n
...

...
...

...
n n n . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
35. Odredite inverz matrice I − J ∈ Mn gdje je J ∈ Mn matrica koja na
svim mjestima ima jedinice.

36. Neka su A11, A12, A21, A22, D ∈Mn. Dokažite da je tada

det

(
DA11 DA12

A21 A22

)
= detD · det

(
A11 A12

A21 A22

)
37. Provjerite eksplicitno sve tvrdnje iz dokaza teorema 3.3.14.
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38. Odredite rang matrice A =


1 3 5 −1
2 −1 −3 4
5 1 −1 7
7 7 9 1

.

39. Ovisno o parametru t odredite rang matriceA =


2 t 1 −3
3 −4 −9 −8
−2 1 5 2t

1 −1 −4 −2

.

40. U prostoru R4 zadani su vektori a1 = (1, 2, 1, 2), a2 = (1, 1,−1, 2),
a3 = (0,−2, 1, 1) i a4 = (4,−3, 1,−1). Računajući rang matrice čiji su stupci
(ili retci) vektori a1, a2, a3, a4 odredite je li skup {a1, a2, a3, a4} linearno
nezavisan.

41. Odredite, ako postoji, inverz matrice A =


2 2 1 1
2 1 0 1
3 5 1 1
2 4 2 1

.

42. Odredite, ako postoji, inverz matrice A =


0 1 1 3
4 7 8 12
1 1 1 2
1 3 4 2

.

43. Za zadane matrice B ∈ Mn1 i C ∈ M1n, B,C 6= 0, pokažite da je rang
matrice A = BC jednak 1. Obratno, pokažite da za svaku matricu A ∈Mn

ranga 1 postoje B ∈Mn1 i C ∈M1n, B,C 6= 0, takve da je A = BC.

44. Dokažite da za A,B ∈Mn vrijedi

r(A) = r(B) = n =⇒ r(AB) = n.

Nadalje, pokažite (može i protuprimjerom) da za 1 ≤ k < n ne vrijedi
implikacija

r(A) = r(B) = k =⇒ r(AB) = k.

45. Neka su A i B proizvoljne ulančane matrice. Pokažite da vrijedi
r(AB) ≤ r(B) i r(AB) ≤ r(A).

46. Neka je A ∈ Mmn. Pod minorom matrice A reda k podrazumijevamo
determinantu bilo koje kvadratne k×k podmatrice od A. (Drugim riječima,
minora reda k je determinanta bilo koje matrice koja nastaje uklanjanjem
m− k redaka i n− k stupaca iz matrice A.) Dokažite: r(A) = k ako i samo
ako postoji bar jedna minora od A reda k različita od 0, a sve minore od A
reda većeg od k su jednake 0.

47. Neka je A ∈ Mn regularna matrica. Dokažite da postoji matrica B ∈
Mn+1 takva da vrijedi detB = (detA)2 i r(B) = r(A) + 1.
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48. Odredite LU faktorizaciju matrice A =

 3 2 −6
1 −1 0
−3 3 4

.

49. Neka je A ∈ Mn matrica koja dopušta prelazak na gornjetrokutasti
oblik primjenom elementarnih transformacija redaka, ali bez zamjene re-
daka. Neka je A = L1D1U1 = L2D2U2 pri čemu su D1, D2 dijagonalne,
L1, L2 donjetrokutaste, U1, U2 gornjetrokutaste, te neka su svi dijagonalni
elementi u L1, L2, U1, U2 jednaki 1. Dokažite da je tada L1 = L2, D1 = D2

i U1 = U2.
(Uputa: u jednakosti L−1

2 L1D1 = D2U2U
−1
1 usporedite posebno dijago-

nalne, posebno izvandijagonalne elemente.)

50. Neka jeA simetrična matrica koja dopušta LDU dekompoziciju. Pokažite
da tada jedinstvena (u smislu prethodnog zadatka) LDU dekompozicija ma-
trice A glasi A = LDLt.
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4. Sustavi linearnih jednadžbi

4.1. Rješivost i struktura skupa rješenja.

Definicija 4.1.1. Linearna jednadžba nad poljem F u nepoznanicama x1, x2,
. . . , xn je jednadžba oblika a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = b pri čemu su
a1, . . . , an, b ∈ F.

Opći sustav linearnih jednadžbi nad poljem F sastoji se od m linearnih
jednadžbi s n nepoznanica, m,n ∈ N:

(1)

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
. . .

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

.

Skalari aij , i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n, zovu se koeficijenti sustava, a
b1, . . . , bm slobodni članovi.

Definicija 4.1.2. Rješenje sustava (1) je svaka uredena n-torka (γ1, . . . , γn)
∈ Fn za koju supstitucija x1 = γ1, x2 = γ2, . . . , xn = γn zadovoljava sve
jednadžbe (tj. ta supstitucija sve jednadžbe prevodi u numeričke identitete).

Uz sustav (1) uobičajeno vežemo sljedeće matrice:

A =

 a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn

 , X =

 x1
...
xn

 , B =

 b1
...
bm

 ,

Ap =

 a11 · · · a1n b1
...

...
...

am1 · · · amn bm

 .
One se, redom, zovu matrica sustava, matrica nepoznanica, matrica slobod-
nih članova i proširena matrica sustava.

Uz pomoć uvedenih matrica sustav (1) možemo pisati u ekvivalentnom
obliku

(2) AX = B.

Napomena 4.1.3. Sustav (1) i matrična jednadžba (2) ekvivalentni su, ne
samo po zapisu, nego i u sljedećem smislu: uredena n-torka (γ1, γ2, . . . , γn)

zadovoljava (1) ako i samo ako jednostupčana matrica

 γ1
...
γn

 zadovoljava

(2). Drugim riječima, prirodna identifikacija (γ1, γ2, . . . , γn) 7→

 γ1
...
γn
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predstavlja bijekciju skupa svih rješenja sustava (1) na skup svih rješenja
matrične jednadžbe (2).

U nastavku ćemo slobodno, bez eksplicitnog referiranja na prethodnu
napomenu, koristiti i (1) i (2). U ovom poglavlju želimo riješiti tri zadaće:

• naći nužne i dovoljne uvjete da bi sustav (1) bio rješiv,
• opisati skup svih rješenja sustava (1),
• naći metodu za nalaženje svih rješenja sustava (1).

Odgovor na pitanje o rješivosti općeg sustava linearnih jednadžbi dat će
nam, kako je to sugerirano u uvodnom poglavlju, analiza stupaca matrice
sustava. U osnovi, odgovor je sadržan u sljedećoj propoziciji.

Propozicija 4.1.4. Uredena n-torka (γ1, γ2, . . . , γn) ∈ Fn je rješenje sus-
tava (1) ako i samo ako vrijedi B = γ1S1 + γ2S2 + · · · + γnSn gdje je
{S1, S2, . . . , Sn} stupčana reprezentacija matrice A.

Dokaz. Tvrdnja izlazi direktno iz definicije operacija s matricama. �

Teorem 4.1.5. (Kronecker-Capelli) Sustav AX = B je rješiv ako i samo
ako vrijedi r(A) = r(Ap).

Dokaz. Po definiciji ranga imamo r(A) = dim [{S1, . . . , Sn}] i takoder r(Ap) =
dim [{S1, . . . , Sn, B}]. Jasno je da vrijedi [{S1, . . . , Sn}] ≤ [{S1, . . . , Sn, B}]
i zato je r(A) ≤ r(Ap). Sada imamo sljedeći niz ekvivalentnih tvrdnji:
r(A) = r(Ap) ⇔ [{S1, . . . , Sn}] = [{S1, . . . , Sn, B}] ⇔ B ∈ [{S1, . . . , Sn}] ⇔
∃γ1, γ2, . . . , γn ∈ F takvi da je B = γ1S1+γ2S2+· · ·+γnSn⇔ (prema propo-
ziciji 4.1.4) postoji rješenje sustava (i to je upravo n-torka (γ1, γ2, . . . , γn)).

�

Definicija 4.1.6. Kaže se da je sustav linearnih jednadžbi (1) homogen ako
vrijedi b1 = · · · = bm = 0. Opći oblik homogenog sustava je dakle

(3)

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = 0
. . .

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = 0

,

odnosno

(4) AX = 0 .

Propozicija 4.1.7. Homogeni sustav je uvijek rješiv. Skup svih rješenja
homogenog sustava (3) je vektorski prostor.

Dokaz. Prva tvrdnja je trivijalna jer svaki homogeni sustav ima bar trivi-
jalno rješenje γ1 = 0, γ2 = 0, . . . , γn = 0. Primijetimo usput da se rješivost
homogenog sustava jednako očito dobiva i iz prethodnog teorema 4.1.5.

Da bismo dokazali drugu tvrdnju dovoljno je vidjeti da je skup svih
rješenja homogenog sustava (3) potprostor od Fn (odnosno, ekvivalentno,
da je skup svih rješenja homogenog sustava zapisanog u obliku (4) potpros-
tor od Mn1(F)). Priklonimo se matričnom zapisu (4) i označimo skup svih
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rješenja s Ω ⊆ Mn1(F). Za C1, C2 ∈ Ω i λ1, λ2 ∈ F sada, zbog distribu-
tivnosti i kvaziasocijativnosti množenja matrica i AC1 = AC2 = 0, imamo
A(λ1C1 + λ2C2) = λ1AC1 + λ2AC2 = 0, dakle λ1C1 + λ2C2 ∈ Ω. �

Napomena 4.1.8. Prostor rješenja Ω homogenog sustava AX = 0 je uvijek
konačnodimenzionalan. Ako označimo dim Ω = d, pokazat će se da vrijedi
d = n− r gdje je r = r(A). Ovaj rezultat ćemo dobiti u sljedećoj točki kao
direktnu posljedicu opisa Gaussove metode eliminacije.

Napomena 4.1.9. Uz oznaku dim Ω = d neka je skup {C1, . . . , Cd} baza
prostora rješenja Ω homogenog sustava AX = 0. Tradicionalno, ovo se
zove fundamentalni skup rješenja. Svako rješenje je sada oblika C = λ1C1 +
λ1C1 + · · ·+λdCd za neke λ1, . . . , λd ∈ F. Ovo, medutim, nije nova činjenica,
nego svojstvo (svake) baze (bilo kojeg) vektorskog prostora.

U opisu strukture skupa rješenja proizvoljnog nehomogenog sustava (1)
(odnosno (2)) spretno je paralelno promatrati i pridruženi homogeni sustav
(3) (odnosno (4)).

Propozicija 4.1.10. Neka je dan proizvoljan sustav AX = B, neka je C0

bilo koje njegovo rješenje, te neka je Ω prostor rješenja pridruženog homo-
genog sustava AX = 0. Tada je C0 + Ω := {C0 + C : C ∈ Ω} skup svih
rješenja sustava AX = B.

Dokaz. Vrijedi, dakle, AC0 = B. Jasno je da za proizvoljan C ∈ Ω imamo
A(C0 + C) = AC0 + AC = B + 0 = B pa je C0 + C rješenje sustava
AX = B. Obratno, pretpostavimo da je C1 neko rješenje sustava AX = B,
dakle, AC1 = B. Oduzmimo od toga jednakost AC0 = B. Dobivamo
A(C1−C0) = 0, što pokazuje da je C1−C0 rješenje pridruženog homogenog
sustava. Zato postoji C ∈ Ω takav da C1 − C0 = C, tj. C1 = C0 + C. �

Napomena 4.1.11. (a) C0 iz teksta prošle propozicije zovemo partikularnim
rješenjem. Ukoliko opet, za d > 0, s {C1, . . . , Cd} označimo bazu za Ω onda

je proizvoljno rješenje sustava oblika C0 +
∑d

i=1 λiCi, λ1, . . . , λd ∈ F. Ako je
d = 0 onda je Ω = {0} i oba sustava, AX = B i AX = 0, imaju jedinstveno
rješenje.

(b) Uočimo da je skup svih rješenja proizvoljnog sustava AX = B line-
arna mnogostrukost C0 + Ω; dakle, element kvocijentnog prostora Fn/Ω čiji
reprezentant je partikularno rješenje C0. Kako se svaka klasa ekvivalencije
može reprezentirati bilo kojim svojim elementom, to u ovom slučaju vidimo
da za reprezentant klase (tj. partikularno rješenje) zaista možemo odabrati
proizvoljan vektor C0 takav da je AC0 = B.

4.2. Gaussova metoda eliminacije.

Gaussova metoda eliminacije je algoritam kojim rješavamo sustave li-
nearnih jednadžbi. Kako smo vidjeli u prethodnoj točki, to se svodi na
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nalaženje jednog partikularnog rješenja i na odredenje baze prostora rješenja
pridruženog homogenog sustava. Jedno od vrijednih svojstava Gaussove me-
tode je činjenica da u primjeni nije potrebno unaprijed utvrdivati je li zadani
sustav uopće rješiv. Naime, Gaussova metoda u svojoj osnovi ima računanje
ranga matrice sustava te će eventualna nerješivost sustava (tj. činjenica
da matrica sustava i proširena matrica sustava nemaju isti rang) tijekom
izvodenja algoritma postati očita.

Opis Gaussove metode započinjemo jednom ”strateškom” definicijom.

Definicija 4.2.1. Dva sustava linearnih jednadžbi nad poljem F su ekviva-
lentna ako imaju isti broj nepoznanica i isti skup rješenja.

U pozadini ove definicije je ideja da od danog sustava prijedemo na neki
ekvivalentan, ali što jednostavniji, tako da mu rješenja budu lako dokučiva.
Uočimo da broj jednadžbi ovdje nije relevantna činjenica. To je i intuitivno
jasno, jer danom sustavu uvijek možemo dodati neku od njegovih jednadžbi
ili njihovih kombinacija čime se broj jednadžbi mijenja, a skup rješenja evi-
dentno ostaje isti. U drugu ruku, uočimo li u danom sustavu da su npr. dvije
jednadžbe proporcionalne, očito je da jednu od njih možemo izostaviti bez
ikakvih posljedica.

Prethodna definicija odmah otvara pitanje prepoznavanja, odnosno pro-
duciranja sustava koji su ekvivalentni zadanome.

Definicija 4.2.2. Elementarne transformacije sustava linearnih jednadžbi
su:

(I) zamjena poretka dviju jednadžbi,
(II) množenje neke jednadžbe skalarom λ 6= 0,

(III) pribrajanje neke jednadžbe pomnožene skalarom λ nekoj drugoj jed-
nadžbi sustava.

Propozicija 4.2.3. Primjenom konačnog broja elementarnih transforma-
cija na dani sustav linearnih jednadžbi dobiva se ekvivalentan sustav.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da su sustavi AX = B i A1X = B1 ekviva-
lentni, gdje ovaj drugi nastaje iz prvog primjenom samo jedne od gornjih
transformacija. Za to je pak dovoljno vidjeti da je proizvoljno rješenje od
AX = B ujedno i rješenje od A1X = B1; obratna inkluzija tada slijedi
iz činjenice da se i AX = B dobiva iz A1X = B1 primjenom istovrsne
transformacije.

Ako smo A1X = B1 dobili iz AX = B primjenom transformacije (I) ili
(II) tvrdnja je potpuno trivijalna. Preostaje provjeriti učinak transformacije
(III). Uzmimo da smo i-tu jednadžbu u AX = B pomnožili s λ i dodali k-toj
te na taj način dobili sustav A1X = B1. Neka je (γ1, γ2, . . . , γn) proizvoljno
rješenje od AX = B. Kako se polazni i dobiveni sustav razlikuju samo u
k-toj jednadžbi, jedino treba provjeriti da (γ1, γ2, . . . , γn) zadovoljava k-tu



102 DAMIR BAKIĆ

jednadžbu sustava A1X = B1. No, to je gotovo očito:
n∑
j=1

(λaij + akj)γj = λ

n∑
j=1

aijγj +

n∑
j=1

akjγj = λbi + bk .

�

Napomena 4.2.4. Uočimo da su elementarne transformacije sustava zapravo
elementarne transformacije redaka proširene matrice Ap. Elementarne trans-
formacije stupaca ovdje nećemo izvoditi. Može se primijetiti da bi elemen-
tarne transformacije stupaca zapravo značile uvodenje novih nepoznanica
koje bi s originalnim nepoznanicama x1, . . . , xn bile vezane linearnim tran-
sformacijama.

Prijedimo sada na opis Gaussove metode eliminacije. Istaknimo još jed-
nom da je riječ o univerzalnom algoritmu za rješavanje proizvoljnog sustava
linearnih jednadžbi.

Neka je dan sustav

(5)

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
. . .

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

.

Elementarnim transformacijama sustava (a to su elementarne transformacije
redaka proširene matrice Ap) dobivamo u konačno mnogo koraka matricu

A′p =



1 0 · · · 0 a′1,r+1 · · · a′1n | b′1
0 1 · · · 0 a′2,r+1 · · · a′2n | b′2
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 1 a′r,r+1 · · · a′rn | b′r
0 0 · · · 0 0 · · · 0 | b′r+1
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 0 0 · · · 0 | b′m


,

odnosno sustav
(6)

x1+ · · · + a′1,r+1xr+1+ · · · +a′1nxn = b′1
x2+ · · · + a′2,r+1γr+1+ · · · +a′2nxn = b′2

. . .
xr+ a′r,r+1xr+1+ · · · +a′rnxn = b′r

0 · x1+ 0 · x2+ · · · +0 · xr+ 0 · xr+1+ · · · +0 · xn = b′r+1

. . .
0 · x1+ 0 · x2+ · · · +0 · xr+ 0 · xr+1+ · · · +0 · xn = b′m

.

Primijetimo najprije da navedenu formu od A′p uvijek možemo dobiti
elementarno transformirajući retke polazne proširene matrice Ap. Pritom je
pretpostavljeno, odnosno izračunato, r(A) = r. Naime, ako je r = 0 nema
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se što računati, a ako je r > 0 onda se nekih r stupaca može elementarnim
transformacijama redaka dovesti do oblika kakav ima prvih r stupaca u A′p.
Vidjet će se da naša pretpostavka kako je to slučaj upravo s prvih r stupaca
ne predstavlja smanjenje općenitosti.

Prema propoziciji 4.2.3, dobiveni sustav (6) je ekvivalentan polaznom
sustavu (5).

Sada iz izgleda sustava (6), odnosno iz matrice A′p, odmah uvidamo da
je (6) rješiv ako i samo ako je b′r+1 = . . . = b′m = 0. To, naime, slijedi
iz teorema 4.1.5. (Izravnu potvrdu ove činjenice nam daje i izgled zadnjih
m− r jednadžbi sustava (6).)

Ako, dakle, za bar jedan i, r + 1 ≤ i ≤ m, vrijedi b′i 6= 0, zadani sustav
nema rješenja.

Pretpostavimo sada da je b′r+1 = . . . = b′m = 0. Tada dobivena matrica
A′p ima oblik

A′p =



1 0 · · · 0 a′1,r+1 · · · a′1n | b′1
0 1 · · · 0 a′2,r+1 · · · a′2n | b′2
...

...
...

...
...

...
...

0 0 · · · 1 a′r,r+1 · · · a′rn | b′r
0 0 · · · 0 0 · · · 0 | 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0 | 0


.

Odavde odmah vidimo da je C0 = (b′1, b
′
2, . . . , b

′
r, 0, . . . , 0) jedno partiku-

larno rješenje.
Preostaje naći bazu prostora rješenja pripadnog homogenog sustava. Uo-

čimo da to takoder možemo ǐsčitati iz gornje matrice; pritom treba zamǐsljati
da je b′i = 0, i = 1, 2, . . . , r, jer su u polaznom pridruženom homogenom
sustavu svi slobodni članovi bili jednaki 0. Sad iz matrice A′p nalazimo
sljedeća rješenja pridruženog homogenom sustava:

C1 = (−a′1,r+1, −a′2,r+1, . . . , −a′r,r+1, 1, 0, . . . , 0)
C2 = (−a′1,r+2, −a′2,r+2, . . . , −a′r,r+2, 0, 1, . . . , 0)
. . .
Cn−r = (−a′1,n, −a′2,n, . . . , −a′r,n, 0, 0, . . . , 1)

.

Da su C1, . . . , Cn−r zaista rješenja pridruženog homogenog sustava vidi se
direktnom provjerom. Jasno je takoder da je skup {C1, . . . , Cn−r} linearno
nezavisan (to je očito iz izgleda zadnjih n− r komponenti u svakom Ci, i =
1, 2, . . . , n− r).

Dokažimo da je skup {C1, . . . , Cn−r} i sustav izvodnica za prostor rješenja
pridruženoga homogenog sustava. Neka je C = (γ1, . . . , γn) proizvoljno
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rješenje pridruženoga homogenog sustava. Eksplicitno, to znači:

γ1+ · · · · · · · · · +a′1,r+1γr+1+ · · · +a′1nγn = 0
γ2+ · · · · · · +a′2,r+1γr+1+ · · · +a′2nγn = 0

. . .
γr +a′r,r+1γr+1+ · · · +a′rnγn = 0

.

Sad tvrdimo da je C = γr+1C1 + γr+2C2 + . . . + γnCn−r. Da se u to
uvjerimo, treba samo usporediti sve komponente. Medutim, prethodni skup
jednakosti daje upravo jednakost prvih r komponenti, dok su jednakosti
ostalih n− r komponenti trivijalne.

Iz svega rečenog slijedi: opće rješenje dobivenog, a time i polaznog sustava
je dano s C0 +

∑n−r
i=1 λiCi, λ1, . . . , λn−r ∈ F.

Izravno iz prethodnog algoritma dobivamo sljedeću važnu činjenicu:

Korolar 4.2.5. Neka je Ω prostor rješenja homogenog sustava AX = 0,
A ∈ Mmn(F ), r(A) = r. Tada je dim Ω = n − r. Posebno, ukoliko je
r(A) = n onda sustav AX = 0 ima samo trivijalno rješenje.

Uočimo da dimenzija prostora rješenja ovisi samo o broju nepoznanica i
o rangu matrice sustava; kako smo već i istaknuli, broj jednadžbi u sustavu
sam za sebe nije relevantan podatak.

Primjer. Riješimo sustav

x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 + x5 = 3
2x1 + − x3 − x4 + 5x5 = 2
x1 + 2x2 + 6x3 − x4 + 5x5 = 3
x1 − 2x2 + 5x3 − 12x4 + 12x5 = −1

.

Transformirajući proširenu matricu sustava Ap dobivamo sljedeći niz ekvi-
valentnih matrica, odnosno sustava:

1 2 2 3 1 | 3
2 0 −1 −1 5 | 2
1 2 6 −1 5 | 3
1 −2 5 −12 12 | −1

 ∼


1 2 2 3 1 | 3
0 −4 −5 −7 3 | −4
0 0 4 −4 4 | 0
0 −4 3 −15 11 | −4



∼


1 2 2 3 1 | 3
0 −4 −5 −7 3 | −4
0 0 1 −1 1 | 0
0 −4 3 −15 11 | −4

 ∼


1 2 0 5 −1 | 3
0 −4 0 −12 8 | −4
0 0 1 −1 1 | 0
0 −4 0 −12 8 | −4



∼


1 0 0 −1 3 | 1
0 0 0 0 0 | 0
0 0 1 −1 1 | 0
0 1 0 3 −2 | 1

 ∼


1 0 0 −1 3 | 1
0 1 0 3 −2 | 1
0 0 1 −1 1 | 0
0 0 0 0 0 | 0

 .
Odavde vidimo da rang matrica A i Ap iznosi 3 te da je dimenzija pros-

tora rješenja pridruženog homogenog sustava jednaka 2. (U tradicionalnoj
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terminologiji reklo bi se da rješenje ovisi o dva slobodna parametra.) Pǐsemo
li rješenja kao jednostupčane matrice, dobivamo partikularno rješenje

C0 =


1
1
0
0
0

 , te C1 =


1
−3

1
1
0

 , C2 =


−3

2
−1

0
1

 .
Opće rješenje danog sustava je, dakle, C = C0 + λ1C1 + λ2C2, λ1, λ2 ∈ R.

Ako je matrica sustava A kvadratna, tj. ako dani sustav ima jednak broj
jednadžbi i nepoznanica, Gaussova metoda eliminacije je zapravo ekvivalent
LU dekompoziciji koju smo razmatrali u završnoj točki prethodnog poglav-
lja4.

Pretpostavimo da je dan sustav AX = B pri čemu je A ∈ Mn. Uzmimo
da je A = LU faktorizacija matrice A na donjetrokutasti i gornjetrokutasti
faktor. Sada dani sustav možemo pisati u obliku LUX = B. Uz supstitu-
ciju UX = Y sada se rješavanje polaznog sustava svodi na rješavanje dvaju
sustava: LY = B i UX = Y . Primijetimo da su oba sustava rješiva ne-
posrednim sukcesivnim odredivanjem svih nepoznanica jer su obje matrice
trokutaste. Uočimo još da, po konstrukciji, matrica L ima jedinice na svim
dijagonalnim mjestima. Posebno, prema propoziciji 3.2.12, detL = 1 te je,
prema teoremu 3.2.32, L regularna matrica. Sad je, prema teoremu 3.3.15,
r(L) = n. Primjenom korolara 4.2.5 sada zaključujemo da je rješenje sus-
tava LY = B jedinstveno. Ako to rješenje označimo s Y0, preostaje riješiti
sustav UX = Y0.

Za kraj razmotrimo još jedan specijalan slučaj. Uzmimo sustav AX = B
u kojem je opet broj jednadžbi m jednak broju nepoznanica n; dakle A ∈Mn

je kvadratna matrica. Ukoliko je r(A) < n onda je n − r(A) > 0 i imamo
beskonačan (u stvari (n−r(A))-dimenzionalan) skup rješenja. Pobliže ćemo
razmotriti slučaj kad je n = r(A), tj. kad je matrica A regularna.

Definicija 4.2.6. Kaže se da je sustav AX = B Cramerov ako je A ∈ Mn

(dakle, broj jednadžbi je jednak broju nepoznanica) i ako je A regularna
matrica.

Propozicija 4.2.7. Cramerov sustav AX = B je rješiv, a rješenje mu je
jedinstveno i dano formulom C = A−1B.

Dokaz. Da je C rješenje vidi se izravnim uvrštavanjem, a jedinstvenost slijedi
iz korolara 4.2.5. �

Korolar 4.2.8. Neka je C = (γ1, . . . , γn) jedinstveno rješenje Cramerova

sustava AX = B. Tada je γj =
Dj
D , j = 1, . . . n, pri čemu je D = detA,

4Postoji i analogna dekompozicija matrica koje nisu nužno kvadratne te se zapravo
nalaženje takve dekompozicije pokazuje ekvivalentom Gaussove metode eliminacije za pro-
izvoljne sustave linearnih jednadžbi.



106 DAMIR BAKIĆ

a Dj je determinanta matrice čiji je j-ti stupac upravo B, dok su joj ostali
stupci isti kao u A.

Dokaz. Kako je A = [aij ] regularna matrica, D = detA 6= 0, pa je formula
smislena. Iz C = A−1B vidimo da je γj zapravo umnožak j-tog retka od

A−1 i matrice B. Prema teoremu 3.2.32 znamo da je A−1 = 1
D Ã, gdje je

Ã adjunkta matrice A. Po definiciji adjunkte je [Ã]rs = Asr, pri čemu je

Asr algebarski komplement koeficijenta asr. Zato je γj =
∑n

i=1
1
D [Ã]jibi =

1
D

∑n
i=1 biAij = 1

DDj , s tim da je zadnja jednakost dobivena Laplaceovim
razvojem determinante Dj po j-tom stupcu. �

4.3. Zadaci.

1. Riješite sustav
3x1 − x2 + 2x3 = 0
2x1 + 3x2 − 5x3 = 0
x1 + x2 + x3 = 0

.

2. Riješite sustav
x1 − 2x2 + x3 = 4

2x1 + 3x2 − x3 = 3
4x1 − x2 + x3 = 11

.

3. Riješite sustav
3x1 − x2 + 2x3 = 0
2x1 + 3x2 − 5x3 = 0
x1 + x2 + x3 = 0

.

4. Riješite sustav

x1 + 2x2 − x3 + x4 = −1
2x1 + 5x2 − x3 + 2x4 = −2
3x1 − x2 − 2x3 + x4 = 5
x1 − x2 + 3x3 − 5x4 = 6

.

5. Riješite sustav

4x1 − 2x2 − 3x3 − 2x4 = 1
2x1 + 2x2 + 3x3 − 4x4 = 5
3x1 + 2x2 − 2x3 − 5x4 = 1
2x1 − 5x2 − 3x3 + 3x4 = −1

.

6. Riješite sustav

3x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 2
2x1 + 3x2 + 2x3 + 5x4 = 3
9x1 + 2x2 + 4x3 − 5x4 = 1
2x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5

.

7. U ovisnosti o realnom parametru α riješite sustav

2x1 + αx2 − 13x3 = −32
x1 − 2x2 + x3 = α

−2x1 + 3x2 + αx3 = 8
.
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8. U ovisnosti o realnom parametru λ riješite sustav

λx1 + 2x2 + x3 + x4 = 1
2x1 − x2 − x4 = 1
4x1 + 3x2 + 2x3 + λx4 = 3

5x2 + 2x3 + 3x4 = 1

.

9. U ovisnosti o realnom parametru λ riješite sustav

2x1 − x2 + 3x3 + 4x4 = 5
4x1 − 2x2 + 5x3 + 6x4 = 7
6x1 − 3x2 + 7x3 + 8x4 = 9
λx1 − 4x2 + 9x3 + 10x4 = 11

.

10. Neka je A ∼


1 2 4 1
0 0 1 3
1 3 1 1
0 0 0 0

 pri čemu je navedena ekvivalencija realizi-

rana isključivo elementarnim transformacijama redaka. Nadite sva rješenja
sustava AX = B ako je

(i) B razlika prvog i četvrtog stupca matrice A.
(ii) B razlika prvog i drugog stupca matrice A.

11. Pokažite da je sustav

2x1 + x2 + 3x4 = 13
x1 + x4 = 5

3x1 + x2 + 5x3 = 0
x2 + 3x3 = −1

Kramerov pa ga riješite pomoću Kramerovih formula (iz korolara 4.2.8).

12. Riješite sustav

 1 0 0
1 1 0
2 1 1

 1 1 1
0 2 1
0 0 −1

X =

 1
1
1

.

13. Riješite sustav

 1 0 0
2 1 0
2 0 1

 1 1 1
0 0 1
0 0 −1

X = 0.

14. Odredite LU dekompoziciju matrice A =

 1 −1 0
2 0 2
0 −1 0

 i uz pomoć te

dekompozicije riješite sustav AX =

 1
1
4

.

15. Neka je {(1, 1, 0,−1), (1, 0, 1, 2)} baza potprostora M prostora R4.
Pokažite da je M skup svih rješenja nekog homogenog sustava jednadžbi.
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16. Neka je M potprostor prostora Rn. Pokažite da postoji homogeni sustav
linearnih jednadžbi čiji prostor rješenja je M .

17. Neka je dan proizvoljan homogen sustav linearnih jednadžbi AX = B,
A ∈ Mmn. Za regularnu matricu S ∈ Mn promotrimo i sustav ASX = B.
Dokažite da su dimenzije prostora rješenja sustava AX = B i ASX = B
jednake. Nadalje, ako je r(A) < n

2 pokažite da ova dva sustava imaju bar
jedno netrivijalno zajedničko rješenje.
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4.4. Dodatak: magični kvadrati.

Definicija 4.4.1. Za matricu A = [aij ] ∈Mn kažemo da je magični kvadrat
ako je zbroj svih elemenata u svakom njezinom stupcu jednak zbroju svih
elemenata u svakom njezinom retku i nadalje, ako je taj zbroj jednak zbroju
svih elemenata na dijagonali te zbroju elemenata na poprečnoj dijagonali;
tj. ako postoji broj µ = µ(A) za koji vrijedi

(7) µ =

n∑
j=1

aij , ∀i = 1, . . . , n,

(8) µ =

n∑
i=1

aij , ∀j = 1, . . . , n,

(9) µ =

n∑
i=1

aii,

(10) µ =
n∑
i=1

ai,n−i+1.

Skup svih magičnih n × n kvadrata označavamo s MSn. Nadalje, neka je
MS0

n = {A ∈ MSn : µ(A) = 0}.

Kaže se da je magični n × n kvadrat normalan ako je sastavljen od pri-
rodnih brojeva 1, 2, . . . , n2. Takvi su, na primjer, 8 3 4

1 5 9
6 7 2

 ,


16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1

 .
Definicija 4.4.2. Za matricu A = [aij ] ∈ Mn kažemo da je polumagični
kvadrat ako vrijedi (7) i (8). Skup svih takvih matrica označavamo sa SMSn.
Dodatno, neka je SMS0

n = {A ∈ SMSn : µ(A) = 0}.

U ovoj točki navest ćemo neka jednostavna svojstva skupova magičnih i
polumagičnih kvadrata koja se izvode iz dosadašnjih ramatranja vektorskih
prostora, matrica i sustava linearnih jednadžbi. Većinu dokaza ostavljamo
kao zadatke (uz potebne upute) čitateljima za vježbu. Iscrpan pregled povi-
jesti magičnih kvadrata i njihovog pojavljivanja u popularnoj kulturi može
se naći na https://en.wikipedia.org/wiki/Magic_square.

Lema 4.4.3. Neka je n ∈ N. Tada vrijedi

MS0
n ≤ SMS0

n ≤ SMSn ≤Mn

i
MS0

n ≤ MSn ≤ SMSn ≤Mn.

https://en.wikipedia.org/wiki/Magic_square
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Sve navedene inkluzije su očite, stoga treba samo dokazati da je svaki
od navedenih skupova zatvoren na linearne kombinacije svojih elemenata.
Primijetimo da su skupovi SMS0

n i MSn neusporedivi čim je n ≥ 2. Zaista,
ako s E =

∑n
i=1

∑n
j=1Eij označimo matricu čiji svi matrični koeficijenti

iznose 1, uočavamo da je

E =


1 1 . . . 1
1 1 . . . 1
...

...
...

1 1 . . . 1

 ∈ MSn \ SMS0
n

i

I − 1

n
E =


n−1
n − 1

n . . . − 1
n

− 1
n

n−1
n . . . − 1

n
...

...
...

− 1
n − 1

n . . . n−1
n

 ∈ SMS0
n \MSn.

Prije nego iskažemo sljedeću propoziciju sjetimo se da je Mn algebra s
jedinicom I. Općenito, ako je X algebra, za potprostor Y od X kažemo
da je podalgebra od X ako je Y zatvoren i na množenje; u tom slučaju Y
je i sama za sebe algebra. Podalgebra može i ne mora sadržavati jedinicu
(neutralni element za množenje) iz X. U ovom drugom slučaju, podalgebra
Y može sadržavati vlastitu jedinicu koja je različita od jedinice u X.

Kao primjer možemo pogledati skup

Y =


 a b 0
c d 0
0 0 0

 ∈M3 : a, b, c, d ∈ F

 .

Lako je provjeriti da je Y podalgebra od M3 koja ne sadrži I, pa ipak Y

posjeduje svoju vlastitu jedinicu, naime matricu

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

.

Za podalgebru Y algebre X kažemo da je ideal u X ako, štovǐse, vrijedi i
xy, yx ∈ Y za sve x ∈ X i sve y ∈ Y .

Propozicija 4.4.4. Neka je n ∈ N. Tada je

MSn = MS0
n u [{E}] i SMSn = SMS0

n u [{E}].

Nadalje, za A,B ∈ SMSn vrijedi AB ∈ SMSn i µ(AB) = µ(A)µ(B) i zato
je SMSn podalgebra od Mn, tj. i sama za sebe algebra koja sadrži jedinicu I.
Osim toga [{E}] i SMS0

n su ideali u SMSn, a matrica J = I− 1
nE je jedinica

u SMS0
n.

I ovaj dokaz ostavljamo kao zadatak jer sve se tvrdnje dokazuju direktnom
provjerom. Što se tiče posljednje tvrdnje u propoziciji, korisno je uočiti da
za sve A ∈ SMS0

n vrijedi AE = EA = 0.
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Istaknimo još da MSn nije algebra. Za to je dovoljno konstatirati da je,
na primjer,

A =

 2 0 1
0 1 2
1 2 0

 , B =

 0 4 −1
0 1 2
3 −2 2

 ∈ MS3, AB =

 3 6 0
6 −3 6
0 6 3

 6∈ MS3.

Sad bismo htjeli naći baze i dimenzije za navedene potprostore. Zbog
prve dvije tvrdnje prethodne propozicije dovoljno nam je naći baze za MS0

n

i SMS0
n.

Uočimo da je MS0
2 = {0}, dok je SMS0

2 =

[{[
1
2 −1

2
−1

2
1
2

]}]
. Zato se u

sljedećoj propoziciji ograničavamo na n ≥ 3.

Propozicija 4.4.5. Neka je n ≥ 3. Tada vrijedi

(11) dim MS0
n = n2 − 2n− 1, dim MSn = n2 − 2n,

(12) dim SMS0
n = n2 − 2n+ 1 = (n− 1)2, dim SMSn = n2 − 2n+ 2.

Dokaz. Da bi matrica A = [aij ] ∈ Mn pripadala prostoru MS0
n nužno je i

dovoljno da njezini koeficijenti zadovoljavaju sustav od 2n + 2 homogenih
linearnih jednadžbi. Ukoliko te koeficijente (tj. nepoznanice) promatramo u
poretku a11, . . . , a1n, a21, . . . , a2n, . . . , an1, . . . , ann, matrica tog sustava ima
sljedeći oblik (ovdje navodimo matricu za n = 3):

X =



1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 1 0 0


Označimo retke ove matrice s R1, . . . , R2n+2 (u navedenom slučaju imamo
R1, . . . , R8). Skup {R1, R2, . . . , R2n−1} je evidentno linearno nezavisan. Na-
dalje, odmah uvidamo i da vrijedi

R2n = (R1 + . . .+Rn)− (Rn+1 + . . .+R2n−1).

Konačno, relativno lako se vidi i da je skup {R1, R2, . . . , R2n−1, R2n+1, R2n+2}
linearno nezavisan. Dakle, rang matrice sustava X iznosi 2n+1. Zato prema
korolaru 4.2.5 dimenzija prostora rješenja (a to je upravo dim MS0

n) iznosi
n2 − (2n + 1). Time smo dokazali prvu jednakost u (11). Druga jednakost
je sad očita posljedica dobivene jednakosti i prve tvrdnje propozicije 4.4.4.

Ako pak promatramo prostor SMS0
n, jasno je da matrica A = [aij ] ∈ Mn

leži u SMS0
n ako i samo ako njezini koeficijenti zadovoljavaju sistem ho-

mogenih linearnih jednadžbi čija matrica Y se sastoji od prvih 2n redaka
gornje matrice X. Iz rečenog je jasno da je r(Y ) = 2n − 1 te je zato
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dim SMS0
n = n2 − (2n − 1) čime smo dobili prvu jednakost u (12). Druga

jednakost ponovo slijedi direktnom primjenom propozicije 4.4.4. �

Uzmimo ponovo proizvoljan n ∈ N, n ≥ 2, i promotrimo za i, j ∈
{2, 3, . . . , n} matrice Aij ∈ Mn definirane s [Aij ]11 = [Aij ]ij = 1, [Aij ]1j =

[Aij ]i1 = −1, [Aij ]rs = 0, ∀(r, s) 6= (1, 1), (i, j), (1, j), (i, 1). Dakle,

(13) Aij =



1 0 . . . −1 0 . . .
0 0 . . . 0 0 . . .
...

...
...

...
−1 0 . . . 1 0 . . .

0 0 . . . 0 0 . . .
...

...
...

...


,

pri čemu se brojevi −1 nalaze na pozicijama (i, 1) i (1, j).
Jasno je da sve ove matrice pripadaju prostoru SMS0

n. Uočimo i da ih
je (n − 1)2 - točno toliko kolika je dimenzija tog prostora. Konačno, skup
{Aij : i, j = 2, . . . , n} je očito linearno nezavisan. Naime, jasno je da matrica
Akl na poziciji (k, l) ima 1, dok je u svim ostalim matricama skupa {Aij :
i, j = 2, . . . , n} koeficijent na poziciji (k, l) jednak 0. Tako smo dokazali:

Propozicija 4.4.6. Skup {Aij : i, j = 2, . . . , n} je baza prostora SMS0
n, za

sve n ≥ 2.

Uočimo sada matricu

(14) T =



1 1 1 . . . 1 1
−1 0 0 . . . 0 1

0 −1 0 . . . 0 1
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . −1 1


∈Mn.

Lako se provjeri da je T regularna te da je

T−1 =
1

n



1 1− n 1 . . . 1 1
1 1 1− n . . . 1 1
1 1 1 . . . 1 1
...

...
...

...
...

1 1 1 . . . 1 1− n
1 1 1 . . . 1 1


.

Definirajmo sada preslikavanje ϕ : Mn → Mn formulom ϕ(A) = T−1AT .
Vidi se da je preslikavanje ϕ bijekcija te da vrijedi ϕ(A+B) = ϕ(A)+ϕ(B),
ϕ(λA) = λϕ(A) i ϕ(AB) = ϕ(A)ϕ(B) za sve A,B ∈ Mn i sve skalare λ.
(Usporedite zadatak 5.) Zbog ovih svojstava kaže se da je ϕ automorfizam
algebre Mn.
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Propozicija 4.4.7. Neka je n ∈ N, n ≥ 2. Tada je ϕ(SMS0
n) =

[
Mn−1 0

0 0

]
gdje smo s

[
Mn−1 0

0 0

]
simbolički označili potprostor (u stvari, podalgebru)


a11 . . . a1,n−1 0

...
...

...
an−1,1 . . . an−1,n−1 0

0 . . . 0 0

 : aij ∈ F


algebre Mn.

Dokaz. Fiksirajmo proizvoljno odabrane indekse i, j, 2 ≤ i, j ≤ n. Direkt-
nom provjerom utvrdi se da vrijedi

ϕ(Aij) =


0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
1 . . . 1 2 1 . . . 1 0
...

...
...

...
...

...
0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

 ,
pri čemu se jedini značajan redak nalazi na poziciji i− 1, a u njemu se broj
2 nalazi na poziciji (i − 1, j − 1). Drugačije zapisano, ako s Eij označimo
elemente kanonske baze u Mn, imamo

ϕ(Aij) =

n−1∑
k=1

Ei−1,k + Ei−1,j−1, ∀i, j = 2, . . . , n.

Sad uočimo da ϕ zadovoljava ϕ(αA + βB) = αϕ(A) + βϕ(B); to sli-
jedi direktno iz prethodno uočenih svojstava preslikavanja ϕ (vidite zadatak
5). Kako je SMS0

n potprostor od Mn, to odmah povlači da je i ϕ(SMS0
n)

potprostor od Mn.

Nadalje, očito je da vrijedi ϕ(Aij) ∈
[
Mn−1 0

0 0

]
, za sve Aij . Konačno,

jer je ϕ bijekcija, a skup {Aij : i, j = 2, . . . , n} baza prostora SMS0
n, pa time

i linearno nezavisan, slijedi da je i skup {ϕ(Aij) : i, j = 2, . . . , n} linearno

nezavisan. S obzirom da je dim

[
Mn−1 0

0 0

]
= (n− 1)2, to je dovoljno da

se zaključi da vrijedi ϕ(SMS0
n) =

[
Mn−1 0

0 0

]
. �

Označimo sad s f i g preslikavanja koja svakoj kvadratnoj matrici pri-
družuju zbroj njezinih elemenata na glavnoj, odnosno poprečnoj dijagonali:
za A = [aij ] ∈Mn ona su definirana kao

(15) f(A) =

n∑
i=1

aii, g(A) =

n∑
i=1

ai,n−i+1.
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Lako se provjerava da su ova preslikavanja aditivna i homogena, tj. da vrijedi:
f(A + B) = f(A) + f(B), f(αA) = αf(A) i g(A + B) = g(A) + g(B),
g(αA) = αg(A) za sve A,B ∈Mn i sve α ∈ F. Iz toga se odmah zaključuje
da vrijedi i

(16) f(αA+ βB) = αf(A) + βf(B) i g(αA+ βB) = αg(A) + βg(B).

za sve A,B ∈Mn i α, β ∈ F.

Promotrimo sad za svaki n ≥ 2 matricu X = nI − E. Na primjer, za
n = 3, 4, 5 matrica X ima oblik

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

 ,


3 −1 −1 −1
−1 3 −1 −1
−1 −1 3 −1
−1 −1 −1 3

 ,


4 −1 −1 −1 −1
−1 4 −1 −1 −1
−1 −1 4 −1 −1
−1 −1 −1 4 −1
−1 −1 −1 −1 4

 .
Očito, za sve n vrijedi f(X) = n(n− 1). Za parne n imamo g(X) = −n,

dok za neparne n vrijedi g(X) = 0.
Promotrimo za n ∈ N, n ≥ 2, još i matricu J = [fij ] definiranu s

fij =

{
1, ako je i+ j = n+ 1
0, inače.

Definirajmo sada Y = nJ − E. Na primjer, za n = 3, 4, 5 matrica Y ima
oblik

 −1 −1 2
−1 2 −1

2 −1 −1

 ,

−1 −1 −1 3
−1 −1 3 −1
−1 3 −1 −1

3 −1 −1 −1

 ,

−1 −1 −1 −1 4
−1 −1 −1 4 −1
−1 −1 4 −1 −1
−1 4 −1 −1 −1

4 −1 −1 −1 −1

 .
Lako je provjeriti da za parne n imamo f(Y ) = −n, dok za neparne n vrijedi
f(Y ) = 0. S druge strane, za sve n imamo g(Y ) = n(n− 1).

Ako je n paran broj, n ≥ 4, uvedimo još matricu Z ∈Mn,

Z =


1 −1 0 . . . 0
−1 1 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
0 0 0 . . . 0

 .
Jasno je da vrijedi f(Z) = 2 i g(Z) = 0.

Propozicija 4.4.8. Neka je n ∈ N, n ≥ 3.
Za parne n vrijedi SMS0

n = MS0
n u [{Z,X}], dok za neparne n imamo

SMS0
n = MS0

n u [{Y,X}].



LINEARNA ALGEBRA 115

Dokaz. Prije svega uočimo da matrice X,Y, Z pripadaju prostoru SMS0
n, za

svaki n ≥ 3. Neka je {C1, C2, . . . , C(n−1)2−2} proizvoljna baza prostora MS0
n.

Pretpostavimo prvo da je n paran. S obzirom da znamo da je dim SMS0
n =

(n − 1)2, treba samo dokazati da je {C1, C2, . . . , C(n−1)2−2, Z,X} linearno
nezavisan skup. Medutim, Z ne može biti linearna kombinacija matrica
C1, C2, . . . , C(n−1)2−2. U suprotnom bi, naime, zbog f(Ci) = 0 i (16) vri-
jedilo f(Z) = 0 što je neistina. Slično, (16) priječi i da X bude linearna
kombinacija matrica C1, C2, . . . , C(n−1)2−2, Z. Naime, imamo g(Ci) = 0 za
sve i, g(Z) = 0 pa primjena (16) daje kontradikciju s g(X) = −n 6= 0.

Uzmimo sad da je n neparan. Opet iz (16) zaključujemo da Y nije linearna
kombinacija matrica C1, C2, . . . , C(n−1)2−2 jer g(Y ) 6= 0. Slično, primjenom
(16) slijedi da X nije linearna kombinacija matrica C1, C2, . . . , C(n−1)2−2, Y
jer f(X) = n(n− 1) 6= 0. �

Korolar 4.4.9. Neka je n ∈ N, n ≥ 3.
Ako je n paran, za sve i, j = 2, . . . , n postoje skalari λij i µij takvi da je

skup {Aij − λijZ − µijX : i, j = 2, . . . , n} sistem izvodnica za MS0
n.

Ako je n neparan, za sve i, j = 2, . . . , n postoje skalari λij i µij takvi da
je skup {Aij − λijY − µijX : i, j = 2, . . . , n} sistem izvodnica za MS0

n.

Dokaz. Imamo, dakle, SMS0
n = MS0

n u K, pri čemu je u parnom slučaju
K = [{Z,X}], dok za neparne n imamo K = [{Y,X}]. U oba slučaja svaku
matricu A iz SMS0

n možemo na jedinstven način prikazati u obliku A = C+D
pri čemu je C ∈ MS0

n, a D ∈ K. Posebno, za sve i, j = 2, . . . , n imamo
Aij = Cij + Dij , gdje je Cij ∈ MS0

n i Dij ∈ K. Kako je Dij ∈ K, za svaki
par indeksa i, j imamo skalare λij i µij za koje vrijedi Dij = λijZ + µijX,
odnosno Dij = λijY + µijX. Odavde zbog Cij = Aij −Dij imamo

(17) Cij = Aij −λijZ−µijX ili Cij = Aij −λijY −µijX, ∀i, j = 2, . . . , n.

Uzmimo sad proizvoljnu matricu C ∈ MS0
n. Kako je {Aij : i, j = 2, . . . n}

sistem izvodnica za SMS0
n, a MS0

n ⊂ SMS0
n, možemo naći skalare αij za koje

vrijedi C =
∑n

i,j=2 αijAij =
∑n

i,j=2 αij(Cij +Dij). Ovo možemo pisati i kao

C −
n∑

i,j=2

αijCij =
n∑

i,j=2

αijDij .

Izraz na lijevoj strani ove jednakosti leži u MS0
n, dok je onaj s desne strane u

K. Kako su ta dva prostora jedan drugome direktni komplementi u SMS0
n,

presjek im je trivijalan i zato C −
∑n

i,j=2 αijCij = 0, tj. C =
∑n

i,j=2 αijCij .

Dakle, {Cij : i, j = 2, . . . n} je sistem izvodnica za MS0
n. Preostaje pozvati

se na jednakosti (17). �

Na kraju, ilustrirajmo dobivene rezultate u slučaju n = 3.
Ovdje nam prethodni korolar jamči da je skup {C22, C23, C32, C33} sistem

izvodnica za MS0
3. Takoder, znamo da je SMS0

n = MS0
n u [{Y,X}]. Sad se
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lako izračunaju matrice Cij i Dij . Konkretno, za svaki par i, j treba odrediti
skalare λij i µij za koje će vrijediti Aij − λijY − µijX ∈ MS0

3. Izlazi

A22 −
1

6
Y − 1

3
X =

 1
2 −1

2 0
−1

2 0 1
2

0 1
2 −1

2

 ∈ MS0
3

i

A23 +
1

6
Y − 1

6
X =

 1
2 0 −1

2
−1 0 1

1
2 0 −1

2

 ∈ MS0
3.

Te dvije matrice, u oznakama iz dokaza prethodnog korolara, C22 i C23,
očito su nezavisne. Kako je dim MS0

3 = 2, matrice C32 i C33 ne moramo
ni računati; jasno je da je {C22, C23} baza za MS0

3. To znači da je svaka
matrica iz MS0

3 oblika

(18)

 a+ b −a −b
−a− 2b 0 a+ 2b

b a −a− b

 , a, b ∈ F.

Odaberemo li u gornjem zapisu medusobno različite prirodne brojeve a i b,
dobivena matrica će biti gradena od 9 različitih cijelih brojeva.

Korolar 4.4.10. Svaka matrica iz MS3 je oblika

(19)

 a+ b+ c −a+ c −b+ c
−a− 2b+ c c a+ 2b+ c

b+ c a+ c −a− b+ c

 , a, b, c ∈ F.

Dokaz. Iz propozicije 4.4.4 znamo da je MSn = MS0
n u [{E}]; zato je skup

{C22, C23, E} baza za MS3. Sad tvrdnja slijedi iz jednakosti (18). �.

Posebno, uvrstimo li u (19) medusobno različite prirodne brojeve a i b i
prirodni broj c veći od a + 2b dobit ćemo magični kvadrat sastavljen od 9
različitih prirodnih brojeva. Na primjer, za a = 2, b = 1 i c = 5 dobivamo 8 3 4

1 5 9
6 7 2

 .
Napomena 4.4.11. U idućem poglavlju u kojem ćemo upoznati linearne ope-
ratore pokazat će se da je korolar 4.4.9 zapravo direktna posljedica propo-
zicije 4.4.8; navedeni korolar je u stvari jedno od elementarnih svojstava
linearnih operatora (u ovom konkretnom slučaju, izvjesnog kosog projek-
tora).

Takoder, razmatranja spektra linearnog operatora pokazat će stvarnu po-
zadinu propozicije 4.4.7.
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Zadaci.

1. Dokažite lemu 4.4.3.

2. Dokažite propoziciju 4.4.4.

3. Upotpunite dokaz propozicije 4.4.5 tako da provjerite jednakost R2n =
(R1 + . . .+Rn)−(Rn+1 + . . .+R2n−1) i pokažete: (1) {R1, R2, . . . , R2n−1} je
linearno nezavisan, (2) R2n+1 ne može biti prikazan kao linearna kombinacija
redaka R1, R2, . . . , R2n−1, i (3) R2n+2 ne može biti prikazan kao linearna
kombinacija redaka R1, R2, . . . , R2n−1, R2n+1.

4. Pokažite da je

1 1 1 . . . 1 1
−1 0 0 . . . 0 1

0 −1 0 . . . 0 1
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . −1 1



−1

=
1

n



1 1− n 1 . . . 1 1
1 1 1− n . . . 1 1
1 1 1 . . . 1 1
...

...
...

...
...

1 1 1 . . . 1 1− n
1 1 1 . . . 1 1


.

5. Neka je S ∈ Mn proizvoljna regularna matrica i ϕ : Mn → Mn preslika-
vanje definirano formulom ϕ(A) = S−1AS. Dokažite da je ϕ bijekcija te da
vrijedi ϕ(A+B) = ϕ(A) + ϕ(B), ϕ(λA) = λϕ(A) i ϕ(AB) = ϕ(A)ϕ(B) za
sve A,B ∈Mn i sve skalare λ.

6. Pokažite da za matrice Aij i T uvedene jednakostima (13), odnosno (14)
vrijedi

T−1AijT =


0 . . . 0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
1 . . . 1 2 1 . . . 1 0
...

...
...

...
...

...
0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

 =
n−1∑
k=1

Ei−1,k+Ei−1,j−1, ∀i, j = 2, . . . , n.

7. Pokažite da za preslikavanja f i g definirana relacijama (15) vrijedi
f(A + B) = f(A) + f(B), f(αA) = αf(A) i g(A + B) = g(A) + g(B),
g(αA) = αg(A) za sve A,B ∈Mn i sve α ∈ F.

8. Neka je f =


1
1
...
1

. Pokažite da je u matrici A ∈Mn zbroj elemenata u

svakom retku jednak i iznosi s ako i samo ako vrijedi Af = sf .

9. Neka je g = (1, 1, . . . , 1) ∈ Fn. Pokažite da je u matrici A ∈ Mn zbroj
elemenata u svakom stupcu jednak i iznosi s ako i samo ako vrijedi gA = sg.
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10. Neka je A ∈ SMSn regularna matrica. Dokažite da je tada i A−1 ∈
SMSn. Pritom, ako zbroj elemenata u svakom retku i svakom stupcu u
matrici A iznosi s onda zbroj elemenata u svakom retku i svakom stupcu u
matrici A−1 iznosi 1

s .

Napomena. Općenito, ako je A magični kvadrat i uz to regularna matrica,
A−1 će prema prethodnom zadatku biti polumagični kvadrat, ali ne nužno
i magičan. Na primjer, očito je

A =


10 2 14 18
17 15 1 11
13 21 7 3
4 6 22 12

 ∈MS4,

dok je

A−1 =
1

792


582 −540 472 −496
−375 351 −265 307

219 −243 197 −155
−408 450 −386 362

 ∈ SMS4 \MS4.

Medutim, može se pokazati da za magične kvadrate trećeg reda ipak vrijedi:
ako je A ∈MS3 regularna matrica, onda je i A−1 ∈MS3.

Ovdje ćemo, prejudicirajući neke rezultate idućeg poglavlja, dokazati na-
vedeni rezultat. (Zainteresiranom čitatelju savjetujemo da se ovom dokazu
vrati nakon petog poglavlja.)

Neka je A ∈MS3 regularna matrica te neka je zbroj elemenata u svakom
retku i svakom stupcu u matrici A jednak s. S obzirom na tvrdnju gornjeg
zadatka 10 treba samo dokazati da je u matrici A−1 zbroj elemenata na
dijagonali (tj. trag) kao i zbroj elemenata na poprečnoj dijagonali jednak 1

s .
Kako je po pretpostavci A ∈ MS3, znamo da je i tr(A) = s. Takoder,

prema tvrdnji gornjeg zadatka 8, skalar s je svojstvena vrijednost matrice
A. Ako druga dva korijena svojstvenog polinoma matrice A označimo s λ1

i λ2 onda prema tvrdnji zadatka 81 u petom poglavlju vrijedi λ1 + λ2 = 0.
Dakle, λ1 = −λ2. Kako je A regularna, znamo da je λ1 6= 0. Imamo, dakle,
1
λ1

= − 1
λ2

i sad je tr(A−1) = 1
s + 1

λ1
+ 1

λ2
= 1

s .

Što se tiče poprečne dijagonale, pogledajmo matricu B = JA, gdje je

J =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

. Jasno je da je i B ∈ MS3 i suma elemenata u retcima i

stupcima i na dijagonalama matrice B takoder iznosi s. Prema prethodno
dokazanom imamo tr(B−1) = 1

s . Medutim, B−1 = A−1J−1 = A−1J i sad

se lako vidi da je tr(A−1J) upravo jednak sumi elemenata na poprečnoj
dijagonali matrice A−1.
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5. Linearni operatori

Fiksirajmo po volji odabran kut ϕ ∈ [0, 2π) i promotrimo preslikavanje
Rϕ : V 2(O)→ V 2(O) koje svaki radijvektor rotira za ϕ.

Kako je V 2(O) vektorski prostor, prirodno je pitanje kako se ovo preslikava-
nje odnosi prema operacijama definiranima na V 2(O). Nije teško zaključiti
da vrijedi

(1) Rϕ(−→a +
−→
b ) = Rϕ(−→a ) +Rϕ(

−→
b ),

(2) Rϕ(α−→a ) = αRϕ(−→a ),

za sve radijvektore−→a ,
−→
b i svaki skalar α. Na primjer, ako su−→a i

−→
b nekoline-

arni radijvektori, prvo svojstvo je posljedica činjenice da svaki paralelogram
u ravnini rotacijom oko ishodǐsta prelazi u paralelogram. Slično se vidi da

(1) vrijedi i u situaciji kad su −→a i
−→
b kolinearni. Jednako je jednostavno

pokazati da vrijedi i (2).
Kombinirajući oba navedena svojstva, zaključujemo da vrijedi i

Rϕ(α−→a +β
−→
b ) = αRϕ(−→a ) +βRϕ(

−→
b ), ∀−→a ,

−→
b ∈ V 2(O), ∀α, β ∈ R. (∗)

Možemo, dakle, zaključiti da je preslikavanje Rϕ uskladeno s linearnom
strukturom definiranom na V 2(O). Ova činjenica ima dalekosežne poslje-
dice. Prije svega, lako je ustanoviti da je zbog (∗) preslikavanje Rϕ potpuno
odredeno svojim djelovanjem na bilo kojoj bazi prostora V 2(O). Da bismo

to pokazali, uzmimo proizvoljnu bazu {−→a ,
−→
b } od V 2(O). Prema teoremu

1.1.8, svaki vektor −→v ∈ V 2(O) je oblika −→v = α−→a + β
−→
b za neke skalare

α i β. Jednakost (∗) sada povlači da je Rϕ(−→v ) = αRϕ(−→a ) + βRϕ(
−→
b ), a

ovo jasno pokazuje da vektori Rϕ(−→a ) i Rϕ(
−→
b ) potpuno odreduju djelovanje

preslikavanja Rϕ na svakom vektoru.
Sličnim razmǐsljanjem mogli bismo naslutiti i izvesti i druge posljedice

jednakosti (∗). Zajednička pozadina svih takvih svojstava preslikavanja Rϕ
nije geometrijska priroda njegove definicije, nego činjenica da je njegovo dje-
lovanje uskladeno s algebarskom strukturom prostora na kojem je definirano.
Nije teško naći i druge primjere preslikavanja na V 2(O) (npr. zrcaljenja u
odnosu na neku fiksnu os, ortogonalne projekcije i sl.) koja bi zadovoljavala
jednakosti (1) i (2), odnosno (∗). To nas navodi na ideju da sustavno, na
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apstraktnoj razini, proučimo svojstva preslikavanja vektorskih prostora koja
su uskladena s linearnom strukturom na kojoj djeluju.

5.1. Osnovna svojstva linearnih operatora.

Definicija 5.1.1. Neka su V i W vektorski prostori nad istim poljem F.
Preslikavanje A : V →W zove se linearan operator ako vrijedi A(αx+βy) =
αAx+ βAy, ∀x, y ∈ V, ∀α, β ∈ F.

Jasno je da definicija dopušta i mogućnost V = W ; tada je uvjet da su V
i W prostori nad istim poljem ispunjen automatski. Spomenimo usput da
se u takvoj situaciji, kad imamo linearan operator A : V → V , kaže da je A
linearan operator na V .

Ako je riječ o preslikavanjima A : V →W , gdje je V 6= W , sama priroda
definicije linearnog operatora zahtijeva da prostori budu nad istim poljem.
Naime, skalari α i β na lijevoj strani jednakosti A(αx + βy) = αAx + βAy
množe vektore x i y iz prostora V , dok na desnoj strani jednakosti ti isti
skalari množe slike tih vektora, Ax i Ay, u prostoru W .

Linearne operatore često jednostavnije nazivamo samo operatorima, a
linearnost pritom podrazumijevamo. Ovakva konvencija nije uvijek naj-
spretnija, pa ćemo linearnost naglašavati gdje god iz konteksta nije jasno da
se zaista radi o linearnom operatoru. Obično operatore označavamo velikim
latinskim slovima, a umjesto A(x) standardno pǐsemo Ax.

Prije nego pogledamo raznovrsne primjere linearnih operatora, navedimo
nekoliko jednostavnih činjenica koje proizlaze izravno iz definicije.

Napomena 5.1.2. (a) Definiciona jednakostA(αx+βy) = αAx+βAy, ∀x, y ∈
V, ∀α, β ∈ F, naziva se linearnost preslikavanja A. Odavde odmah sli-
jedi A(x + y) = Ax + Ay, ∀x, y ∈ V (ako se uzme α = β = 1), te
A(αx) = αAx, ∀x ∈ V, ∀α ∈ F (ako se uzme β = 0). Ova se svojstva
zovu aditivnost i homogenost. Dakle, svaki je linearan operator aditivno i
homogeno preslikavanje.

Lako se vidi da vrijedi i obrat: aditivno i homogeno preslikavanje vektor-
skih prostora je linearan operator. Zaista, pretpostavimo da je preslikavanje
A : V → W vektorskih prostora V i W nad F aditivno i homogeno pa uz-
mimo proizvoljno odabrane vektore x, y ∈ V te skalare α, β ∈ F. Sada je
A(αx + βy) = (zbog aditivnosti) = A(αx) + A(βy) = (zbog homogenosti)
= αAx+ βAy.

(b) Svaki linearan operator nulvektor prevodi u nulvektor: A0 = 0. To
slijedi direktno iz definicije odaberemo li u definicionom uvjetu α = β = 0.

(c) Ako je A : V → W linearan operator, jednostavnim induktivnim ar-
gumentom pokazuje se da tada vrijedi i A(

∑n
i=1 αixi) =

∑n
i=1 αiAxi, ∀n ∈

N,∀x1, . . . , xn ∈ V, ∀α1, . . . , αn ∈ F. Često se zato kaže da linearni operatori
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poštuju linearne kombinacije. Ovo svojstvo pokazuje da je djelovanje linear-
nih operatora u punoj mjeri uskladeno s algebarskom strukturom vektorskih
prostora.

Primjer 5.1.3. 1. Rotacija Rϕ : V 2(O) → V 2(O) za kut ϕ je linearan
operator na prostoru V 2(O).

2. Preslikavanje P : V 3(O)→ V 3(O) definirano s P (
−→
OT ) =

−−→
OT ′, gdje je

T = (x, y, z) i T ′ = (x, y, 0), je linearan operator; P se naziva ortogonalni
projektor prostora V 3(O) na V 2(O) (pri čemu smo prostor V 2(O) identifici-
rali s potprostorom od V 3(O) kojeg čine svi radijvektori čije završne točke
leže u xy-ravnini).

3. A : R3 → R3, A(x1, x2, x3) = (x1, x2, 0), je linearan operator. Može se
uočiti da je ovaj operator apstraktna realizacija ortogonalnog projektora P
iz prethodnog primjera.

4. A : R2 → R3, A(x1, x2) = (6x1 − x2,−2x1 + x2, x1 − 7x2), je linearan
operator.

5. A : R2 → R2, A(x1, x2) = (x2
1, x2 + 5), nije linearan operator.

6. Transponiranje matrica T : Mmn(F) → Mnm(F), T (A) = At, je linea-
ran operator.

7. Hermitsko adjungiranje matrica H : Mmn(C)→Mnm(C), H(A) = A∗,
nije linearan operator (usp. zadatak 16 u 3. poglavlju).

8. tr : Mn(F)→ F je linearan operator (usp. zadatak 11 u 3. poglavlju).
9. det : Mn(F)→ F nije linearan operator.
10. f : R3 → R, f(x1, x2, x3) = 2x1 − x2 + 4x3, je linearan operator.
11. Neka su a1, a2, . . . , an zadani realni brojevi. Preslikavanje f : Rn →

R, f(x1, x2, . . . , xn) =
∑n

i=1 aixi, je linearan operator.
12. D : Pn → Pn, Dp = p′, pri čemu je p′ derivacija polinoma p, je

linearan operator.
13. Neka je V = L uM pri čemu je dimL = k i dimV = n. Prema

propoziciji 2.3.15 znamo da tada svaki vektor x ∈ V ima jedinstven zapis
u obliku x = a + b, a ∈ L, b ∈ M . Neka je sada preslikavanje P : V → V
definirano formulom Px = a. Tada je P linearan operator. P se zove kosi (ili
paralelni) projektor na potprostor L u smjeru potprostora M . Napomenimo
da je za definiciju operatora P relevantnan ne samo potprostor L u kojem
P prima vrijednosti, nego i odabrani direktan komplement M (usporedite
zadatak 2.).

14. Neka su V i W proizvoljni vektorski prostori nad istim poljem. Tada
je preslikavanje 0 : V →W , definirano s 0x = 0, ∀x ∈ V , linearan operator.
Ovaj operator se naziva nuloperator.

15. Neka je V proizvoljan vektorski prostor. Identitet I : V → V je
linearan operator. Često se kaže da je I jedinični operator.

16. D : P → P, Dp = p′, je linearan operator.
17. S : RN → RN, S(x1, x2, x3, . . .) = (0, x1, x2, . . .), je linearan operator.
18. T : RN → RN, T (x1, x2, x3, . . .) = (x2, x3, x4, . . .), je linearan opera-

tor.
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Provjerimo, za ilustraciju, da je preslikavanje iz primjera 4 zaista linearno.
Za x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ R2 i α, β ∈ R imamo A(αx+ βy) = A(αx1 +
βy1, αx2 + βy2) = (6(αx1 + βy1) − (αx2 + βy2),−2(αx1 + βy1) + (αx2 +
βy2), (αx1 + βy1) − 7(αx2 + βy2)) = α(6x1 − x2,−2x1 + x2, x1 − 7x2) +
β(6y1 − y2,−2y1 + y2, y1 − 7y2) = αAx + βAy. Slično se postupa i u svim
ostalim primjerima.

Primijetimo dva dogovora prešutno uvedena u prethodnim primjerima.
Kad operator djeluje na prostoru matrica ipak je preglednije pisati T (A)
umjesto TA (kao u primjerima 6 i 7). Drugo, kad operator prima vrijednosti
u polju (koje je tada shvaćeno kao prostor nad samim sobom), obično se
označava malim slovom (kao u primjerima 10 i 11).

U posljednja tri primjera operatori koje smo naveli djeluju na beskonačno-
dimenzionalnim prostorima. Takvima se nećemo baviti, već ćemo isključivo
proučavati operatore na prostorima konačne dimenzije. Navedeni primjeri će
nam biti korisni u situacijama u kojima ćemo željeti istaknuti, odnosno ilus-
trirati važnost pretpostavke o konačnodimenzionalnosti promatranih pros-
tora.

Na početku ovog poglavlja vidjeli smo da je operator rotacije potpuno
odreden svojim djelovanjem na bazi prostora V 2(O). Pokažimo sada da je
to univerzalno svojstvo svih linearnih operatora.

Napomena 5.1.4. Pretpostavimo da je A : V → W linearan operator te da
je {b1, b2, . . . , bn}, n ∈ N, baza prostora V . Uzmimo proizvoljan x ∈ V
i napǐsimo ga u obliku x =

∑n
i=1 λibi. Sada je, prema napomeni 5.1.2(c),

Ax =
∑n

i=1 λiAbi. Odavde zaključujemo: poznajemo li vektoreAb1, . . . , Abn,
onda implicitno poznajemo i Ax, za svaki vektor x iz domene.

Odavde takoder izvodimo i sljedeći zaključak: ako se linearni operatori
A,B : V →W podudaraju u djelovanju na svim vektorima neke baze pros-
tora V , onda je A = B. U ovom smislu često kažemo da je svaki linearni
operator definiran na konačnodimenzionalnom prostoru jedinstveno odreden
svojim djelovanjem na (bilo kojoj) bazi.

Drugi pogled na prethodnu napomenu, možda iz malo drugačijeg kuta,
dovodi nas do važnog postupka zadavanja linearnih operatora. To je sadržaj
naredne propozicije.

Propozicija 5.1.5. (Zadavanje na bazi i proširenje po linearnosti) Neka su
V i W vektorski prostori nad istim poljem F, neka je {b1, . . . , bn} bilo koja
baza za V i (w1, . . . , wn) bilo koja uredena n-torka vektora iz W . Tada postoji
jedinstven linearan operator A : V →W takav da je Abi = wi, ∀i = 1, . . . , n.

Dokaz. Uzmimo proizvoljan x ∈ V i prikažimo ga kao linearnu kombina-
ciju vektora baze {b1, . . . , bn}. Ako je x =

∑n
i=1 λibi, definiramo Ax =∑n

i=1 λiwi. Definicija je korektna jer je prikaz svakog vektora iz V u da-
noj bazi jedinstven. Dokažimo da je A linearan: za x =

∑n
i=1 λibi i y =∑n

i=1 µibi iz V , te α i β iz F, uočimo najprije da je αx+ βy =
∑n

i=1(αλi +
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βµi)bi. Sada je, prema definiciji preslikavanja A, očito da vrijedi A(αx +
βy) =

∑n
i=1(αλi + βµi)wi = α

∑n
i=1 λiwi + β

∑n
i=1 µiwi = αAx+ βAy.

Očito smo postigli i Abi = wi, ∀i = 1, . . . , n.
Konačno, ako bi i B : V → W bio linearan operator sa svojstvom Bbi =

wi, ∀i = 1, . . . , n, onda iz prethodne napomene odmah slijedi B = A. �

Primijetimo da je u iskazu (w1, . . . , wn) uredena n-torka (a ne skup).
Zato je moguće da se neki od vektora wi ponavljaju. Upravo to smo i željeli:
propozicija nam sada jamči da za zadanu bazu domene postoji jedinstven
linearan operator koji će bazne vektore preslikati u unaprijed zadane, po
volji odabrane (ne nužno različite) vektore iz kodomene.

Posebno, jer je uredenu n-torku (w1, . . . , wn) moguće izabrati na besko-
načno mnogo načina (čim je W 6= {0}), propozicija 5.1.5 pokazuje da je
skup svih linearnih operatora izmedu dva dana vektorska prostora ne samo
neprazan, nego i vrlo velik.

Nakon ovih početnih komentara sada možemo započeti s istraživanjem
svojstava linearnih operatora. Pokažimo najprije da linearni operatori čuvaju
strukturu potprostora.

Propozicija 5.1.6. Neka je A : V →W linearan operator.

(i) Ako je L ≤ V , onda je A(L) ≤W .
(ii) Ako je M ≤W , onda je A−1(M) ≤ V .

Dokaz. (i) Tvrdnja slijedi dvostrukom primjenom korolara 2.3.3. ZaAx,Ay ∈
A(L) i α, β ∈ F treba dokazati da je i αAx + βAy ∈ A(L). Medutim, zbog
linearnosti imamo αAx+ βAy = A(αx+ βy), a taj vektor jest u A(L) jer je
L potprostor pa je, zbog x, y ∈ L, i αx+ βy ∈ L.

(ii) I ovdje se argument svodi na direktnu primjenu korolara 2.3.3: x, y ∈
A−1(M), α, β ∈ F ⇒ Ax,Ay ∈ M, α, β ∈ F ⇒ αAx + βAy ∈ M ⇒ A(αx +
βy) ∈M ⇒ αx+ βy ∈ A−1(M). �

Posebno su nam zanimljiva dva specijalna slučaja: L = V ≤ V i M =
{0} ≤W . To nas dovodi do definicije ranga i defekta - koncepata koji igraju
centralnu ulogu u proučavanju linearnih operatora na konačnodimenzional-
nim prostorima.

Definicija 5.1.7. Neka je A : V →W linearan operator. Potprostori

ImA = A(V ) = {Av : v ∈ V } ≤W

i

KerA = A−1({0}) = {x ∈ V : Ax = 0} ≤ V
zovu se slika, odnosno jezgra5 operatora A. Kad su V i W konačnodimenzio-
nalni, rang i defekt operatora A definiraju se kao brojevi r(A) = dim(ImA),
odnosno d(A) = dim(KerA).

5Oznake Im i Ker su uobičajene u literaturi, a dolaze od engleskih riječi image i kernel.
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Nakon uvodenja pojma slike i ranga operatora, možemo dopuniti iskaz
napomene 5.1.4.

Napomena 5.1.8. Pretpostavimo da je A : V → W linearan operator te
da je {b1, b2, . . . , bn}, n ∈ N, bilo koja baza prostora V . Sada za pro-
izvoljan x =

∑n
i=1 λibi ∈ V imamo Ax =

∑n
i=1 λiAbi, što pokazuje da

je skup {Ab1, . . . , Abn} sustav izvodnica za ImA. Vrijedi, dakle, ImA =
[{Ab1, . . . , Abn}] i r(A) = dim(ImA) ≤ n.

Uočimo da se tvrdnja iz napomene ne može pobolǰsati; ne možemo tvrditi
da je skup {Ab1, . . . , Abn} sustav izvodnica za cijelu kodomenu W . To je
očito nemoguće u svim situacijama kad je dimV < dimW . No, čak i kad je
dimV ≥ dimW , operator ne mora biti surjektivan i potprostor ImA će biti
pravi potprostor (dakle, 6=) od W .

U prolazu možemo primijetiti da prethodna napomena primijenjena na
prikladno odabran kosi projektor omogućuje pojednostavljenje argumenta
iz dokaza korolara 4.4.9.

Vratimo se opet općim razmatranjima. U kontekstu prethodne napo-
mene prirodno je takoder pitati kako se linearni operatori odnose prema
linearno nezavisnim skupovima. No, primjer nuloperatora odmah pokazuje
kako nema govora o tome kako bi linearni operatori općenito čuvali line-
arnu nezavisnost. Pokazat će se da je injektivnost dodatno svojstvo koje će
osigurati da linearni operatori čuvaju linearnu nezavisnost.

Izvedimo najprije jednostavan i koristan kriterij injektivnosti linearnog
operatora.

Propozicija 5.1.9. Linearan operator A : V → W je injekcija ako i samo
ako je KerA = {0} (tj. ako i samo ako je d(A) = 0).

Dokaz. Uočimo prvo da za svaki linearni operator, zbog A0 = 0, vrijedi
0 ∈ KerA. Ako je A injekcija, očito ni jedan drugi vektor vǐse ne može biti
u KerA. Obratno, pretpostavimo da je KerA = {0} i uzmimo Ax = Ay.
Tada je Ax−Ay = 0, što zbog linearnosti možemo pisati kao A(x− y) = 0.
Odavde je, po definiciji jezgre, x − y ∈ KerA. Jer smo pretpostavili da je
KerA = {0}, slijedi x− y = 0, odnosno x = y. �

Propozicija 5.1.10. Neka je A : V →W linearan operator. A je injekcija
ako i samo ako je za svaki linearno nezavisan skup S u V skup A(S) = {Ax :
x ∈ S} linearno nezavisan u W .

Dokaz. Neka je A injekcija i neka je skup {x1, . . . , xk} linearno nezavisan
u V . Da bismo dokazali nezavisnost skupa {Ax1, . . . , Axk} pretpostavimo∑k

i=1 αiAxi = 0. Zbog linearnosti je sadaA(
∑k

i=1 αixi) = 0, tj.
∑k

i=1 αixi ∈
KerA. Prema prethodnoj propoziciji jezgra operatora A je trivijalna pa je

nužno
∑k

i=1 αixi = 0. Konačno, kako je prema pretpostavci skup {x1, . . . , xk}
nezavisan, slijedi αi = 0, ∀i = 1, . . . , k.
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Obratno, neka A nije injekcija. Sada prema prethodnoj propoziciji postoji
x ∈ KerA, x 6= 0. Skup {x} je linearno nezavisan, no {Ax} = {0} je očito
zavisan. �

Sada smo spremni za dokaz najvažnijeg teorema o linearnim operatorima
na konačnodimenzionalnim vektorskim prostorima. U stvari je sljedeći te-
orem o rangu i defektu jedan od dvaju najvažnijih teorema linearne algebre.
(Drugi je Gram-Schmidtov teorem ortogonalizacije; njime i njegovim poslje-
dicama bavit ćemo se u idućem poglavlju.)

Teorem 5.1.11. (Teorem o rangu i defektu.) Neka je A : V →W linearan
operator, te neka je dimV <∞. Tada je r(A) + d(A) = dimV .

Dokaz. Ako jeA injekcija, teorem je već dokazan. Naime, za bazu {b1, . . . , bn}
prostora V skup {Ab1, . . . , Abn} je, zbog napomene 5.1.8 i propozicije 5.1.10,
baza za ImA. Dakle je r(A) = dimV . S druge strane, iz propozicije 5.1.9
slijedi d(A) = 0.

Ako pak A nije injekcija, stavimo d(A) = d > 0 i odaberimo neku bazu
{e1, . . . , ed} za KerA. Ovaj linearno nezavisan skup nadopunimo do baze
{e1, . . . , ed, ed+1, . . . , en} za V . Sada je skup {Ae1, . . . , Aed, Aed+1, . . . , Aen}
sustav izvodnica za ImA (prema napomeni 5.1.8), a kako je Aei = 0 za i =
1, . . . , d, zaključujemo da je u stvari skup {Aed+1, . . . , Aen} sustav izvodnica
za ImA. No taj je skup i baza za ImA!

Zaista, pokažimo da je nezavisan:
∑n

i=d+1 αiAei = 0⇒ A(
∑n

i=d+1 αiei) =
0 ⇒

∑n
i=d+1 αiei ∈ KerA. Kako je takoder

∑n
i=d+1 αiei ∈ [{ed+1, . . . , en}],

zaključujemo da je
∑n

i=d+1 αiei ∈ KerA ∩ [{ed+1, . . . , en}]. Jer su, po kons-
trukciji, ovi potprostori jedan drugome direktni komplementi, mora biti∑n

i=d+1 αiei = 0, a odavde je αi = 0, ∀i = d+ 1, . . . , n.
Dakle, r(A) = n− d = n− d(A). �

Definicija 5.1.12. Linearan operator A : V →W naziva se:

(i) monomorfizam ako je A injekcija;
(ii) epimorfizam ako je A surjekcija;
(iii) izomorfizam ako je A bijekcija.

Korolar koji slijedi jedna je od ključnih i najčešće citiranih posljedica
teorema o rangu i defektu.

Korolar 5.1.13. Neka je A : V →W linearan operator te neka je dimV =
dimW <∞. Sljedeći uvjeti su medusobno ekvivalentni:

(i) A je monomorfizam;
(ii) A je epimorfizam;
(iii) A je izomorfizam.

Dokaz. (i) ⇒ (ii): d(A) = 0 i r(A) + d(A) = dimV = dimW povlači
r(A) = dimW ; dakle, ImA = W pa je A i surjekcija.

(ii) ⇒ (iii): ImA = W , tj. r(A) = dimW = dimV povlači d(A) =
dimV − r(A) = 0 pa je, prema propoziciji 5.1.9, A i injekcija. �
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Uočimo analogiju tvrdnje prethodnog korolara sa svojstvom funkcija koje
su definirane i poprimaju vrijednosti na konačnim skupovima istog kardinal-
nog broja. Tipično, korolar 5.1.13 se primjenjuje na operatore A : V → V .
U toj situaciji je pretpostavka dimV = dimW automatski ispunjena pa je
suvǐsna. No sada se možemo pitati vrijedi li tvrdnja korolara za operatore
A : V → V i kad V nije konačnodimenzionalan. Odgovor je negativan, te se
prethodni korolar pokazuje kao ekskluzivno svojstvo konačnodimenzionalnih
prostora. Protuprimjeri su operatori lijevog i desnog pomaka na prostoru
RN (to su posljednja dva operatora navedena u primjeru 5.1.3). Očito je
S injekcija, ali ne i surjekcija, dok za operator T vrijedi upravo suprotno:
surjektivan je, ali nije injektivan.

U sljedećoj propoziciji karakterizirat ćemo izomorfizme konačnodimenzi-
onalnih vektorskih prostora. U osnovi, propozicija tvrdi da su izomorfizmi
oni operatori koji prevode bazu u bazu.

Propozicija 5.1.14. Neka je A : V → W linearan operator, te neka je
dimV = n <∞. Sljedeće tvrdnje su medusobno ekvivalentne:

(i) A je izomorfizam;
(ii) za svaku bazu {b1, . . . , bn} od V skup {Ab1, . . . , Abn} je baza za W ;
(iii) postoji baza {e1, . . . , en} od V takva da je skup {Ae1, . . . , Aen} baza

za W .

Dokaz. (i) ⇒ (ii): Uzmimo neku bazu {b1, . . . , bn} od V . Prema napome-
ni 5.1.8, skup {Ab1, . . . , Abn} je sustav izvodnica za ImA = W , a jer je
A i injekcija, iz propozicije 5.1.10 zaključujemo da je taj skup i linearno
nezavisan.

(iii)⇒ (i): Ako vrijedi (iii) onda je posebno dimV = dimW . Osim toga,
(iii) povlači i da je A surjekcija. Sad djeluje korolar 5.1.13. �

Propozicija 5.1.15. Neka su A : V → W i B : W → X linearni ope-
ratori. Tada je i BA : V → X linearan operator. Posebno, kompozicija
dvaju monomorfizama (epimorfizama, izomorfizama) je opet monomorfizam
(epimorfizam, izomorfizam).

Dokaz. Za x, y ∈ V i skalare α, β imamo BA(αx+ βy) = B(A(αx+ βy)) =
B(αAx+βAy) = αBAx+βBAy. Druga tvrdnja je sad posljedica činjenice
da je kompozicija dviju injekcija (surjekcija, bijekcija) opet injekcija (surjek-
cija, bijekcija). �

Definicija 5.1.16. Neka su V i W vektorski prostori nad istim poljem.
Kažemo da je V izomorfan s W (i pǐsemo V 'W ) ako postoji izomorfizam
A : V →W .

Propozicija 5.1.17. Neka su V i W konačnodimenzionalni prostori nad
istim poljem. Tada je V ' W ako i samo ako vrijedi dimV = dimW .
Posebno, izomorfnost prostora je relacija ekvivalencije.
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Dokaz. Ako je V ' W onda odmah iz propozicije 5.1.14 slijedi dimV =
dimW . Obratno, ako je dimV = dimW = n onda možemo odabrati baze
{e1, . . . , en} za V i {f1, . . . , fn} za W ; bitno je da obje imaju točno n eleme-
nata. Prema propoziciji 5.1.5 možemo naći operator A : V →W takav da je
Aei = fi, ∀i = 1, . . . , n. Propozicija 5.1.14 jamči da je A izomorfizam. �

Napomena 5.1.18. U prethodnoj propoziciji dokazali smo da je izomorfnost
relacija ekvivalencije samo kad se govori o konačnodimenzionalnim prosto-
rima jer smo u dokazu bitno koristili teorem o rangu i defektu, odnosno
njegove posljedice, kao i proceduru zadavanja operatora na bazi.

Tvrdnja, medutim, vrijedi i općenito. To je zato što se i bez pozivanja
na jednakost dimenzija može direktno dokazati da je ' simetrična relacija.
Lako se, naime, vidi da vrijedi i ova, sama po sebi korisna, tvrdnja:

Ako je A : V → W izomorfizam, onda je i inverzno preslikavanje A−1 :
W → V linearno te je zato i A−1 izomorfizam.

Napomena 5.1.19. Ako je A : V → V linearan i bijektivan, češće se kaže da
je A regularan ili invertibilan operator. Termin izomorfizam je rezerviran za
operatore izmedu različitih prostora. U toj terminologiji za operatore koji
nisu regularni kaže se da su singularni.

Zamislimo sada da za operatore A,B : V → V, dimV < ∞, vrijedi
AB = I. Tada su oba operatora regularna i vrijedi A = B−1, a onda i A−1 =
B. (Korisno je ovu tvrdnju usporediti s napomenom 3.1.10 i napomenom
3.2.33.)

Zaista, iz AB = I slijedi da je B injekcija. Prema korolaru 5.1.13 B je
zato regularan pa postoji B−1. Ako sad na relaciju AB = I djelujemo s
desne strane s B−1, dobivamo A = B−1.

Uočimo da je u dokazu opet bilo presudno da je dimV < ∞. Ako je
dimV =∞ tvrdnja ne vrijedi; protuprimjer i ovdje predstavljaju operatori
S i T lijevog i desnog pomaka na RN iz primjera 5.1.3. Naime, očito je
TS = I, a već smo vidjeli da ni S, ni T nisu bijekcije.

Vratimo se izomorfizmima, tj. bijektivnim linearnim operatorima A : V →
W izmedu različitih prostora. Svaki izomorfizam na izvjestan način identifi-
cira ove prostore i omogućuje da informacije iz jednoga ”vjerno” prenesemo u
drugi. Naime, izomorfizmi čuvaju nezavisnost, dimenzije i sve linearne infor-
macije. Na primjer, nije teško vidjeti da, ako je A : V →W izomorfizam, za
svaki konačan skup vektora {v1, . . . , vm} u V vrijedi dim [{Av1, . . . , Avm}] =
dim [{v1, . . . , vm}]. (Usp. zadatak 5. Spomenimo usput da će se ova infor-
macija pokazati korisnom kod proučavanja matričnih zapisa linearnih ope-
ratora.)

Imamo li, dakle, vektorske prostore nad istim poljem jednakih dimenzija,
ti se prostori u apstraktnom smislu mogu smatrati jednakima. U tom smislu
su vrlo ilustrativni primjeri Fn ' Mn1(F), odnosno, općenitije, Mmn '
Mnm. Izomorfni prostori bi se, dakle, mogli shvaćati kao različite konkretne
realizacije jednog te istog sadržaja. Pritom bismo za standardne modele,



128 DAMIR BAKIĆ

tj. reprezentante odgovarajućih klasa ekvivalencije medusobno izomorfnih
prostora mogli uzeti prostore Rn i Cn.

Razmǐsljajući na taj način mogli bismo doći na pomisao da napustimo
razmatranje općih vektorskih prostora i usredotočimo se samo na Rn i Cn
za sve n ∈ N. No takva bi ideja bila loša zbog barem dva razloga.

Prvo, kad imamo neki prostor V , dimV = n, mi nemamo (a priori)
izomorfizam A : V → Rn(Cn); dakle, morali bismo ga konstruirati. Kad se
malo razmisli i uzmu u obzir propozicije 5.1.5 i 5.1.14, to zapravo znači da
bismo morali fiksirati jednu bazu u V . No, tada bismo, od tog trenutka na-
dalje, o toj bazi bili ovisni. Svi rezultati koji bi bili dobiveni u Rn (odnosno
u Cn) i ”povučeni natrag” u V bili bi izraženi u toj, fiksiranoj bazi. Ovo
se pokazuje vrlo nepraktičnim; kasnije ćemo vidjeti da je upravo mogućnost
promjene baze važna okolnost, odnosno ideja u rješavanju mnogih problema.

Drugo, razni vektorski prostori imaju i neka druga korisna svojstva, a
za njihove elemente su možda uvedeni neki koncepti koji u Rn ili Cn nisu
uobičajeni ili nemaju smisla. ”Pretvaranjem” prostora V u Rn (Cn) svaka
bi se intuicija mogla izgubiti, a pojmovi i koncepti prisutni u V , a nevezani
za linearnu strukturu, mogli bi postati neprirodni i nepraktični. Na primjer:

ako bismo prostor Mn(R) poistovjetili s Rn2
, determinanta, rang, produkt,

inverz i drugi pojmovi iz algebre matrica postali bi apsurdno zamršeni i
neprirodni koncepti u prostoru uredenih n2-torki realnih brojeva.

5.2. Prostor linearnih operatora.

Kad su V i W vektorski prostori nad istim poljem možemo promatrati
skup L(V,W ) svih linearnih operatora s V uW . Taj je skup uvijek neprazan;
npr. nuloperator je jedan njegov element. Štovǐse, L(V,W ) je zapravo vrlo
bogat; to nam jamči propozicija 5.1.5.

Sad želimo i u L(V,W ) uvesti strukturu vektorskog prostora.

Definicija 5.2.1. Neka su V i W vektorski prostori nad istim poljem F. Za
A,B ∈ L(V,W ) definira se A+B : V →W s (A+B)x = Ax+Bx. Nadalje,
za A ∈ L(V,W ) i α ∈ F, definira se αA : V →W s (αA)x = αAx.

Ovako uvedene operacije nazivaju se zbrajanje po točkama i množenje
skalarima po točkama. Uz njih uredena trojka (L(V,W ),+, ·) postaje kan-
didat za vektorski prostor nad poljem F.

Teorem 5.2.2. Neka su V i W vektorski prostori nad poljem F. Tada je i
L(V,W ) vektorski prostor nad F.

Dokaz. Prvi posao je dokazati da je + iz prethodne definicije zaista binarna
operacija na L(V,W ). To znači da trebamo dokazati da je preslikavanje
A + B : V → W linearno. No to je gotovo očito: (A + B)(αx + βy) =
A(αx + βy) + B(αx + βy) = αAx + βAy + αBx + βBy = α(Ax + Bx) +
β(Ay +By) = α(A+B)x+ β(A+B)y ⇒ A+B ∈ L(V,W ).
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Sasvim analogno se vidi da je i αA ∈ L(V,W ), tj. da je i αA linearan
operator.

Sad se direktnom provjerom pokaže da ove operacije imaju sva potrebna
svojstva iz definicije vektorskog prostora. ”Nulvektor” je ovdje nuloperator,
a operator suprotan operatoru A je −A koji djeluje prema pravilu (−A)x =
−(Ax). Kako je provjera svih uvjeta iz definicije 2.1.2 sasvim rutinska,
detalje izostavljamo. �

Teorem 5.2.3. Neka su V i W konačnodimenzionalni vektorski prostori nad
istim poljem. Tada je dimL(V,W ) = dimV · dimW .

Dokaz. Označimo dimV = n, dimW = m, i fiksirajmo u oba prostora po
jednu bazu; neka je {e1, . . . , en} baza za V , a {f1, . . . , fm} baza za W . Defi-
nirat ćemo nm operatora iz L(V,W ) i pokazati da će oni činiti bazu prostora
L(V,W ). Za 1 ≤ j ≤ n i 1 ≤ i ≤ m definirajmo operatore Eij ∈ L(V,W ) pri-

mjenom propozicije 5.1.5: Eijek =

{
0, k 6= j
fi, k = j

, dakle, Eijek = δjkfi, k =

1, . . . , n. Dokazat ćemo da je skup {Eij : 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ m} baza za
L(V,W ). Provjerimo prvo linearnu nezavisnost:

m∑
i=1

n∑
j=1

λijEij = 0⇒ (

m∑
i=1

n∑
j=1

λijEij)(ek) = 0, ∀k ⇒

m∑
i=1

n∑
j=1

λijEijek = 0, ∀k ⇒
m∑
i=1

λikfi = 0, ∀k ⇒ λik = 0, ∀i, k.

Da bismo dokazali kako je skup {Eij : 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ m} sustav

izvodnica za L(V,W ) fiksirajmo proizvoljan T ∈ L(V,W ). Želimo T pri-
kazati u obliku T =

∑m
i=1

∑n
j=1 λijEij . Zbog napomene 5.1.4 za ovu jed-

nakost je nužno i dovoljno da ta dva operatora jednako djeluju na (nekoj)
bazi od V . Trebamo, dakle, odrediti skalare λij takve da vrijedi Tek =
(
∑m

i=1

∑n
j=1 λijEij)ek, ∀k = 1, . . . , n. Pritom za 1 ≤ k ≤ n istim računom

kao u prvom dijelu dokaza nalazimo (
∑m

i=1

∑n
j=1 λijEij)ek =

∑m
i=1 λikfi.

S druge strane, kako je operator T zadan, vektori Tek su nam poznati:
pǐsimo Tek =

∑m
i=1 αikfi, ∀k = 1, . . . , n. Sada je jasno da treba uzeti

λik = αik, ∀i, k. �

Razmotrimo još specijalan slučaj V = W . Ovdje ćemo umjesto L(V, V )
pisati L(V ). Naravno, ako je dimV = n, onda je dimL(V ) = n2.

Prostor L(V ) ima i dodatnu strukturu. U propoziciji 5.1.15 vidjeli smo
da je kompozicija dvaju linearnih operatora opet linearan operator (kad god
je ta kompozicija definirana). Tako uočavamo da je komponiranje operatora
još jedna binarna operacija na L(V ). Često umjesto A ◦ B jednostavno
pǐsemo AB, a obično i govorimo da se radi o množenju operatora.

Propozicija 5.2.4. Neka je V vektorski prostor. Skup L(V ) je asocijativna
algebra s jedinicom, tj. vrijedi:
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(1) L(V ) je vektorski prostor;
(2) A(BC) = (AB)C, ∀A,B,C ∈ L(V );
(3) A(B + C) = AB +AC, (A+B)C = AC +BC, ∀A,B,C ∈ L(V );
(4) (αA)B = α(AB) = A(αB), ∀α ∈ F, ∀A,B ∈ L(V );
(5) ∃I ∈ L(V ) takav da je AI = IA = A, ∀A ∈ L(V ).

Dokaz. Tvrdnja (1) već je dokazana, a tvrdnje (2) i (5) su opće činjenice.
Preostale dvije tvrdnje dokazuju se rutinskom provjerom. �

Primijetimo da istu tvrdnju za prostor Mn poznajemo iz korolara 3.1.7.
Štovǐse, algebre Mn i L(V ) su jednakodimenzionalne te, prema propoziciji
5.1.17, predstavljaju izomorfne vektorske prostore. No u ovom slučaju htje-
li bismo i vǐse od običnog izomorfizma vektorskih prostora. Željeli bismo
konstruirati izomorfizam vektorskih prostora Φ : L(V ) → Mn koji bi bio
uskladen i s operacijom množenja, tj. zadovoljavao i Φ(AB) = Φ(A)Φ(B),
za sve A,B ∈ L(V ). Takav izomorfizam (koji se onda, logično, naziva izo-
morfizam algebri) uspostavit ćemo u korolaru 5.4.13.

5.3. Dualni prostor.

Algebra operatora L(V ) opisana na kraju prethodne točke predstavlja
specijalan slučaj prostora L(V,W ). Ovdje nas zanima jedan drugi specijalan
slučaj: za zadani prostor V nad poljem F željeli bismo podrobnije proučiti
prostor L(V,F), pri čemu je polje F shvaćeno kao vektorski prostor nad
samim sobom.

Želimo, dakle, promatrati linearne operatore f : V → F. Takvi operatori
takoder su važni i prirodno se pojavljuju. Primjer linearnog operatora koji
poprima vrijednosti u polju je trag kvadratnih matrica: tr : Mn(F)→ F.

Definicija 5.3.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Vektorski
prostor L(V,F) zove se dualni prostor prostora V , označava se s V ∗, a njegovi
elementi - linearni operatori s V u F - nazivaju se linearni funkcionali.

Često se kratko kaže samo funkcional. Sve što je općenito rečeno o linear-
nim operatorima vrijedi, naravno, i za linearne funkcionale. Radi budućeg
citiranja zabilježit ćemo ovdje samo dvije tvrdnje koje su specijalni slučajevi
teorema o rangu i defektu, odnosno teorema o dimenziji prostora operatora.

Propozicija 5.3.2. Neka je V vektorski prostor, dimV = n < ∞, te neka
je f ∈ V ∗, f 6= 0. Tada je r(f) = 1 i d(f) = n− 1.

Propozicija 5.3.3. Neka je V vektorski prostor te neka je dimV = n <∞.
Tada je dimV ∗ = n.

Ovdje je korisno ponoviti konstrukciju iz dokaza teorema 5.2.3 (no odmah
istaknimo: propozicija 5.3.3 je, kao specijalan slučaj tog teorema, već doka-
zana.)



LINEARNA ALGEBRA 131

Neka je, dakle, {e1, e2, . . . , en} proizvoljna baza prostora V . Odaberimo
i bazu za F - no ne proizvoljnu, nego najjednostavniju: {1}. Sad nam
trebaju operatori (ovdje ih zovemo funkcionalima) Eij . Primijetimo da smo
u dokazu teorema 5.2.3 imali i = 1, 2, . . . ,m = dimW . Kako ovdje dimenzija
kodomene iznosi 1, jedina vrijednost indeksa i bit će i = 1, a to onda
znači da nam taj indeks ni ne treba. Funkcionale E1j koje sada dobivamo
konstrukcijom iz dokaza teorema 5.2.3 možemo označiti s e∗j , j = 1, . . . , n.

Vrijedi e∗j (ek) =

{
0, k 6= j
1, k = j

, dakle e∗j (ek) = δjk, ∀j, k = 1, . . . , n. Sad

znamo da je skup {e∗1, . . . , e∗n} baza dualnog prostora V ∗. Ta se baza zove
dualna u odnosu na bazu {e1, . . . , en}.

Primjer 5.3.4. Odredimo opći oblik linearnih funkcionala na prostoru Rn.
Prvo uočimo: ako odaberemo proizvoljne konstante α1, . . . , αn ∈ R, onda

je s f(x1, . . . , xn) =
∑n

i=1 αixi definiran jedan linearan funkcional na Rn.
Pokazat ćemo da je to opći oblik linearnih funkcionala na Rn.

Fiksirajmo kanonsku bazu {e1, . . . , en} u Rn. Ako je zadan funkcional
f ∈ (Rn)∗, a time i brojevi f(e1) = α1, . . . , f(en) = αn, onda odmah slijedi
f(x1, . . . , xn) = f(

∑n
i=1 xiei) =

∑n
i=1 xif(ei) =

∑n
i=1 αixi.

Prethodni račun ujedno pokazuje da zapravo vrijedi f =
∑n

i=1 αie
∗
i .

Napomena 5.3.5. Kad je riječ o dualnoj bazi onda su oznake {e1, e2, . . . , en}
i {e∗1, e∗2, . . . , e∗n} uobičajene. Medutim, ne bi bilo dobro govoriti da je (u
nekom apsolutnom smislu) vektor e∗1 dualan vektoru e1, vektor e∗2 dualan
vektoru e2, itd. Naime, ako bismo tako pridruživali funkcionale vektorima,
onda bismo izgubili informaciju o kontekstu (tj. o bazi kao cjelini), a ta je
informacija ovdje važna, kako pokazuje sljedeći primjer.

U R2 pogledajmo kanonsku bazu {e1, e2}, e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) i njoj
dualnu bazu {e∗1, e∗2}. Znamo da je e∗1(e1) = 1 i e∗1(e2) = 0; dakle je
e∗1(x1, x2) = x1, ∀(x1, x2) ∈ R2.

Za usporedbu, pogledajmo sada bazu {e1, a}, e1 = (1, 0), a = (1,−1) i
njoj dualnu bazu {e∗1, a∗}. Ovdje je e∗1(e1) = 1 i e∗1(a) = 0, a odavde, za
(x1, x2) ∈ R2, imamo e∗1(x1, x2) = e∗1((x1 + x2)e1 − x2a) = x1 + x2. Dualni
funkcional e∗1 sada se razlikuje od onoga iz prethodne situacije; medutim, to
i mora biti tako jer je e∗1 definiran svojim djelovanjem na oba vektora baze.

Vratimo se tvrdnji propozicije 5.3.3. Kako je dimV = dimV ∗ = n,
prema propoziciji 5.1.17, ovi su prostori izomorfni. Izomorfizam je sad lako
konstruirati: uzme se bilo koja baza {e1, . . . , en} za V , njoj dualna baza
{e∗1, . . . , e∗n} za V ∗ i primjenom propozicije 5.1.5 definira se operator A : V →
V ∗ s Aej = e∗j , j = 1, . . . , n. Propozicija 5.1.14 jamči da je to izomorfizam.

Problem je, medutim, u tome što za definiranje ovog izomorfizma moramo
unaprijed odabrati i fiksirati neku bazu u V . Već smo istaknuli da to u praksi
nerado činimo. Htjeli bismo zato naći neki izomorfizam V → V ∗ koji bi bio
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zadan prirodno, možda nekom formulom, a svakako neovisno o prethodnom
izboru baze u V . Medutim, pokazuje se da to nije moguće.

U ovom trenutku je korisno primijetiti da možemo gledati i dualni prostor
dualnog prostora, (V ∗)∗ = V ∗∗. Često se prostor V ∗∗ naziva drugi dual ili
bidual prostora V . Elemente biduala nije sasvim lako zamǐsljati jer je riječ o
funkcionalima koji linearne funkcionale definirane na V preslikavaju u polje.

Olakotnu okolnost ovdje predstavljaju dvije činjenice. Prvo, dimV ∗∗ =
dimV ∗ = dimV = n pa su svi ovi prostori medusobno izomorfni. Drugo,
postoji jednostavan način kojim možemo konstruirati elemente iz V ∗∗. To
činimo na sljedeći način: uzmimo i fiksirajmo x ∈ V te definirajmo funkciju
x̂ : V ∗ → F s x̂(f) = f(x). Tvrdimo da je preslikavanje x̂ linearno, tj. x̂ ∈
V ∗∗. Zaista, x̂(αf+βg) = (αf+βg)(x) = (po definiciji operacija u L(V,W ),
specijalno u V ∗) = αf(x) + βg(x) = αx̂(f) + βx̂(g).

Dakle, za proizvoljan x ∈ V , preslikavanje x̂ pripada prostoru V ∗∗. U
sljedećem teoremu pokazujemo da se na ovaj način dobivaju svi elementi
biduala. Dio argumentacije iz dokaza teorema izdvojit ćemo u sljedeću lemu.

Lema 5.3.6. Neka je V vektorski prostor, dimV = n < ∞, te neka je
x ∈ V takav da vrijedi f(x) = 0, ∀f ∈ V ∗. Tada je x = 0.

Dokaz. Uzmimo bazu {e1, e2, . . . , en} za V i njoj dualnu bazu {e∗1, e∗2, . . . , e∗n}.
Ako je x =

∑n
i=1 αiei onda, prema pretpostavci, za svaki j, 1 ≤ j ≤ n,

imamo 0 = ej(x) = αj . Dakle, x = 0. �

Teorem 5.3.7. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor nad F.
Preslikavanje φ : V → V ∗∗ definirano s φ(x) = x̂ je izomorfizam vektorskih
prostora.

Dokaz. Već smo vidjeli da je preslikavanje φ dobro definirano, tj. da je
φ(x) = x̂ zaista element prostora V ∗∗. Dokažimo da je i linearno; u stvari
treba vidjeti da su φ(αx + βy) = (αx + βy)̂ i αφ(x) + βφ(y) = αx̂ + βŷ
jednake funkcije. To je, medutim, sasvim jednostavno; te dvije funkcije dje-
luju jednako na svakom funkcionalu f ∈ V ∗ upravo zato što je f linearan.
Naime, (αx + βy)̂(f) = f(αx + βy) = αf(x) + βf(y), a s druge strane je
(αx̂+ βŷ)(f) = αx̂(f) + βŷ(f) = αf(x) + βf(y).

Da bismo dokazali da je φ monomorfizam, treba vidjeti da je Kerφ = {0}.
Uzmimo zato x ∈ Kerφ. Tada je φ(x) = x̂ = 0 ∈ V ∗∗. To znači da je
x̂(f) = f(x) = 0, ∀f ∈ V ∗. Prethodna lema sad pokazuje da je x = 0.

Kako je dimV = dimV ∗∗ < ∞, tvrdnja teorema sad slijedi izravno iz
korolara 5.1.13. �

Izomorfizam φ iz prethodnog teorema zove se prirodni ili kanonski izo-
morfizam prostora V i njegova biduala. Ponekad se taj izomorfizam koristi
kao identifikacija ovih dvaju prostora u smislu da vektore x iz prostora V po-
istovjećujemo s njihovim slikama φ(x) u bidualu. Tipičan primjer primjene
ove identifikacije je ilustriran u napomeni 5.3.10.



LINEARNA ALGEBRA 133

Definicija 5.3.8. Neka je V vektorski prostor i M potprostor od V . Skup
M0 = {f ∈ V ∗ : f(x) = 0, ∀x ∈ M} ⊆ V ∗ zove se anihilator potprostora
M .

Propozicija 5.3.9. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor i M
potprostor od V . Tada je anihilator M0 potprostora M potprostor dualnog
prostora V ∗ i vrijedi dimM0 = dimV − dimM .

Dokaz. Uzmimo f, g ∈M0 i proizvoljne skalare α i β. Treba provjeriti da je
αf + βg ∈ M0. Neka je x ∈ M proizvoljno odabran. Tada je, po definiciji
operacija u dualnom prostoru, (αf + βg)(x) = αf(x) + βg(x) = 0.

Da dokažemo drugu tvrdnju, pretpostavimo da je M netrivijalan (inače
je i tvrdnja trivijalna), odaberimo bazu {b1, . . . , bk} za M i nadopunimo
je do baze {b1, . . . , bk, bk+1, . . . , bn} prostora V . U ovako uspostavljenim
oznakama sada moramo dokazati da je dimM0 = n− k.

Neka je {b∗1, . . . , b∗k, b∗k+1, . . . , b
∗
n} dualna baza. Sada tvrdimo da je skup

{b∗k+1, . . . , b
∗
n} baza anihilatora M0. Uočimo odmah da će ova tvrdnja kom-

pletirati dokaz propozicije.
Prije svega, očito je b∗j ∈ M0, za svaki j = k + 1, . . . , n. Nadalje, skup

{b∗k+1, . . . , b
∗
n} je, kao podskup baze, linearno nezavisan. Preostaje samo

dokazati da je to i sustav izvodnica za M0. Da to utvrdimo, uzmimo pro-
izvoljan f ∈ M0 i odmah ga napǐsimo u obliku f =

∑n
i=1 αib

∗
i . Medutim,

kako je f ∈M0, za sve j = 1, 2, . . . , k, imamo 0 = f(bj) = (
∑n

i=1 αib
∗
i )(bj) =∑n

i=1 αib
∗
i (bj) = αj pa je zato f =

∑n
i=k+1 αib

∗
i . �

Napomena 5.3.10. Uzmimo opet da je M ≤ V i dimM = k, dimV = n.
Pogledajmo M00 = (M0)0 = {ϕ ∈ V ∗∗ : ϕ(f) = 0, ∀f ∈M0}.

Tvrdimo da vrijedi M00 = M , pri čemu ovu jednakost treba razumjeti u
smislu identifikacije prostora V i njegova biduala V ∗∗ putem kanonskog iz-
omorfizma φ iz teorema 5.3.7. Tvrdimo, dakle, da vrijedi M00 = φ(M).
Kako je φ izomorfizam, vrijedi dimφ(M) = dimM = k (usp. zadatak
5). S druge strane, dvostrukom primjenom prethodne propozicije dobivamo
dimM00 = n − dimM0 = n − (n − k) = k. Zaključujemo da su dimenzije
potprostora M00 i φ(M) jednake, pa je za željenu jednakost M00 = φ(M)
dovoljno pokazati da vrijedi M00 ⊇ φ(M).

Uzmimo proizvoljan x ∈ M i pogledajmo x̂ ∈ φ(M). Treba vidjeti da je
x̂ ∈ M00, tj. da vrijedi x̂(f) = 0, ∀f ∈ M0. No, to je jasno: po definiciji
preslikavanja x̂ imamo x̂(f) = f(x) = 0 jer je x ∈M i f ∈M0.

Napomena 5.3.11. Neka je A ∈ L(V,W ). Dualni operator A∗ ∈ L(W ∗, V ∗)
je definiran formulom A∗f = fA. Uočimo najprije da je, za f∗ ∈W ∗, zaista
A∗f = fA ∈ V ∗ jer je fA, kao kompozicija dvaju linearnih preslikavanja,
linearno. Štovǐse, i A∗ je linearan operator. Nadalje, možemo promatrati i
preslikavanje L(V,W ) → L(W ∗, V ∗) definirano s A 7→ A∗. Lako se vidi da
je to izomorfizam vektorskih prostora. Takoder, vrijedi (AB)∗ = B∗A∗ kad
god se A i B mogu komponirati. Dokazi svih navedenih tvrdnji su ostavljeni
za vježbu (zadaci 38 i 39).
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Ako je dimV,dimW <∞, tvrdimo da je r(A) = r(A∗). Da to pokažemo,
uzmimo bazu {e1, . . . , er, er+1, . . . , en} za V takvu da je {Ae1, . . . , Aer} baza
za ImA i da je Aer+1 = 0, . . . , Aen = 0 (to se može učiniti točno kao u dokazu
teorema o rangu i defektu). Implicitno smo, dakle, stavili r(A) = r.

Sad za i = 1, . . . , r, označimo Aei = fi i nadopunimo linearno nezavisan
skup {f1, . . . , fr} do baze {f1, . . . , fr, fr+1, . . . , fm} prostora W . Pogledajmo
dualnu bazu {f∗1 , . . . , f∗r , f∗r+1, . . . , f

∗
m} za W ∗. Prema napomeni 5.1.8, skup

{A∗f∗1 , . . . , A∗f∗r , A∗f∗r+1, . . . , A
∗f∗m} je sustav izvodnica za ImA∗. Medutim,

za j > r uočavamo da je A∗f∗j = f∗j A = 0 jer je slika operatora A sadržana

u [{f1, . . . , fr}]. Zato je, dakle, skup {A∗f∗1 , . . . , A∗f∗r } sustav izvodnica
za ImA∗ i dokaz će biti kompletan ako uspijemo pokazati da je taj skup
linearno nezavisan.

Zaista,
∑r

i=1 αiA
∗f∗i = 0 ⇒

∑r
i=1 αif

∗
i A = 0 ⇒ (

∑r
i=1 αif

∗
i )A = 0.

Ovim funkcionalom sad djelujemo na vektor ej za proizvoljan j = 1, . . . , r,
pa dobivamo (

∑r
i=1 αif

∗
i )Aej = 0. U drugu ruku, imamo (

∑r
i=1 αif

∗
i )Aej =

(
∑r

i=1 αif
∗
i )fj = αj , i zato je αj = 0.

5.4. Matrični zapis linearnog operatora.

Ovdje ćemo detaljno proučiti postupak pridruživanja matrica vektorima i
operatorima. Pokazat će se da je matrični račun uveden u trećem poglavlju
pogodno tehničko sredstvo i u proučavanju apstraktnih vektorskih prostora
i operatora koji na njima djeluju. U razmatranjima u ovoj točki svi će pros-
tori biti konačnodimenzionalni, a njihove baze ćemo smatrati uredenima.
Istaknimo još jednom da poredak vektora u bilo kojoj bazi nekog vektor-
skog prostora inače nije bitan; to je neposredna posljedica komutativnosti
zbrajanja. Ovdje će, medutim, priroda naših razmatranja zahtijevati da u
bazama s kojima operiramo unaprijed odaberemo i fiksiramo neki uredaj.

Neka je V vektorski prostor nad F i neka je e = {e1, . . . , en} neka baza
za V . Svaki vektor x ∈ V ima jedinstven prikaz oblika x =

∑n
i=1 αiei. Sad

možemo formirati jednostupčanu matricu [x]e =

 α1
...
αn

 ∈ Fn koja se zove

matrični zapis (prikaz) vektora x u bazi e.

Propozicija 5.4.1. Neka je V vektorski prostor nad F i e = {e1, . . . , en}
neka baza za V . Preslikavanje ϕ : V → Fn, ϕ(x) = [x]e, je izomorfizam.

Dokaz. Ako je x =
∑n

i=1 αiei i y =
∑n

i=1 βiei, onda za λ, µ ∈ F vrijedi

λx + µy =
∑n

i=1(λαi + µβi)ei. Odavde je [λx + µy]e =

 λα1 + µβ1
...

λαn + µβn

 =
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λ

 α1
...
αn

+µ

 β1
...
βn

 = λ[x]e+µ[y]e, što pokazuje da je ϕ linearan operator.

Očito je Kerϕ = {0}, pa zaključujemo da je ϕ monomorfizam. Na kraju,
preostaje primijeniti korolar 5.1.13. �

Zamislimo sada da je dan operator A ∈ L(V,W ), te da su zadane baze
e = {e1, . . . , en} i f = {f1, . . . , fm} za V , odnosno W . Sjetimo se da je
A potpuno odreden svojim djelovanjem na bazi: ako znamo Ae1, . . . , Aen,
onda znamo kompletno djelovanje operatora A. Vektore Ae1, . . . , Aen ∈ W
možemo pisati u obliku Aej =

∑m
i=1 αijfi, j = 1, . . . , n.

Dobivene koeficijente možemo posložiti u matricu kako nalažu njihovi

indeksi: [A]fe =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n
...

...
...

αm1 αm2 . . . αmn

 ∈Mmn(F). Dobivena matrica se

zove matrični zapis (prikaz) operatora A u paru baza (e, f). Primijetimo

da je j-ti stupac matrice [A]fe zapravo [Aej ]
f (dakle, matrični zapis vektora

Aej u bazi f), ∀j = 1, . . . , n.

Propozicija 5.4.2. Neka su V i W vektorski prostori nad F, neka su e =
{e1, . . . , en} i f = {f1, . . . , fm} baze za V , odnosno W . Preslikavanje Φ :

L(V,W )→Mmn(F), Φ(A) = [A]fe , je izomorfizam.

Dokaz. Φ je očito linearan operator: ako za A,B ∈ L(V,W ) vrijedi Aej =∑m
i=1 αijfi i Bej =

∑m
i=1 βijfi, onda za λ, µ ∈ F imamo (λA + µB)(ej) =∑m

i=1(λαij+µβij)fi, za sve j = 1, . . . , n. Takoder je jasno da je Ker Φ = {0},
što pokazuje da je Φ monomorfizam. Preostaje i ovdje primijeniti korolar
5.1.13. �

Oznaka za preslikavanja iz obiju prethodnih propozicija je donekle nepre-
cizna. S obzirom da oba preslikavanja bitno ovise o prethodno odabranim

bazama, bilo bi preciznije pisati ϕe, odnosno Φf
e . Ipak, sve dok nema opas-

nosti od zabune, koristit ćemo jednostavnije oznake kao u iskazima prethod-
nih propozicija.

Primjer 5.4.3. Neka su e i f kanonske baze u R2 i R3. Matrični zapis
operatora A ∈ L(R2,R3), A(x1, x2) = (6x1 − x2,−2x1 + x2, x1 − 7x2) u

ovom paru baza je [A]fe =

 6 −1
−2 1

1 −7

.

Primjer 5.4.4. Neka je e = {−→i ,−→j } kanonska baza u prostoru V 2(0). Od-
redimo matrični zapis operatora rotacije za kut ϕ, Rϕ ∈ L(V 2(O)), u paru
baza (e, e). (Kako naš operator djeluje na jednom prostoru, očito jedna te
ista baza može poslužiti i u domeni i u kodomeni. U ovakvim situacijama
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se umjesto o matričnom zapisu operatora u paru baza govori o matričnom

zapisu operatora u bazi.) Lako se vidi da vrijedi Rϕ
−→
i = cosϕ

−→
i + sinϕ

−→
j

i Rϕ
−→
j = − sinϕ

−→
i + cosϕ

−→
j . Zato je [Rϕ]ee =

[
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

]
.

Primjer 5.4.5. Neka je A ∈ L(R3) definiran s A(x1, x2, x3) = (x1, x2, 0)
(već smo konstatirali da se A može shvatiti kao projektor na xy-ravninu).

Ako je e kanonska baza u R3, onda je [A]ee =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

.

Primjer 5.4.6. Neka je V = LuM pri čemu je dimL = k i dimV = n te
neka je P kosi projektor na L u smjeru M uveden u primjeru 5.1.3.

Neka je sada {e1, . . . , ek} baza za L i e = {e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en} njezino
nadopunjenje do baze za V . Tada je, ako matricu projektora P u bazi e

pǐsemo kao blok matricu, [P ]ee =

[
I 0
0 0

]
, pri čemu je jedinična matrica

I u lijevom gornjem bloku reda k. Uočimo da je ovaj primjer poopćenje
prethodnoga.

Primjer 5.4.7. Pogledajmo operator deriviranja D ∈ L(Pn), Dp = p′ na
prostoru polinoma Pn. U Pn uzmimo bazu b = {1, t, 1

2 t
2, . . . , 1

k! t
k, . . . , 1

n! t
n}.

Tada je [D]bb =


0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . 0 0

.

Napomena 5.4.8. Zadržimo oznake iz propozicije 5.4.2. Za A ∈ L(V,W )

pǐsimo [A]fe = [αij ] ∈ Mmn. Sjetimo se baze {Eij : i = 1, . . . ,m, j =
1, . . . , n} prostora L(V,W ) koju smo konstruirali u dokazu teorema 5.2.3.
Lako se vidi da u toj bazi operatoruA pripada rastavA =

∑m
i=1

∑n
j=1 αijEij ,

gdje su αij upravo matrični koeficijenti iz matrice [A]fe .

Preslikavanje Φ ima još tri korisna svojstva koja navodimo u sljedeće tri
propozicije. Prije svega, važna je okolnost da je pridruživanje matričnih
zapisa vektorima i operatorima uskladeno s matričnim množenjem s jedne,
i djelovanjem operatora s druge strane.

Propozicija 5.4.9. Neka su e = {e1, . . . , en} i f = {f1, . . . , fm} baze vek-
torskih prostora V i W , neka je x ∈ V i A ∈ L(V,W ). Tada je [Ax]f =

[A]fe [x]e.

Dokaz. Stavimo [A]fe = [αij ] ∈ Mmn i [x]e = [λi] ∈ Mn1. Sada je Ax =
A(
∑n

j=1 λjej) =
∑n

j=1 λjAej =
∑n

j=1 λj
∑m

i=1 αijfi =
∑m

i=1(
∑n

j=1 αijλj)fi.
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Unutarnja suma je i-ta komponenta u razvoju vektora Ax u bazi f (tj. i-
ta komponenta u stupcu [Ax]f ); s druge strane, vidimo da je ta unutarnja

suma upravo umnožak i-tog retka matrice [A]fe i stupca [x]e. �

Na redu je propozicija koja pokazuje da je pridruživanje matričnog zapisa
linearnim operatorima takoder uskladeno s komponiranjem operatora na
jednoj, i matričnim množenjem na drugoj strani.

Propozicija 5.4.10. Neka su e = {e1, . . . , en}, f = {f1, . . . , fm} i g =
{g1, . . . , gl}, redom, baze vektorskih prostora V , W i X, neka je A ∈ L(V,W )

i B ∈ L(W,X). Tada za operator BA ∈ L(V,X) vrijedi [BA]ge = [B]gf [A]fe .

Dokaz. Uočimo najprije da su matrice [B]gf ∈ Mlm i [A]fe ∈ Mmn ulančane

i da je njihov produkt matrica tipa l × n; baš kao i matrica [BA]ge. Zato
tvrdnja ima smisla, a za dokaz samo treba provjeriti da se te dvije matrice
podudaraju u svim matričnim koeficijentima.

Neka je [A]fe = [αij ] ∈Mmn i [B]gf = [βij ] ∈Mlm. Tada je, za 1 ≤ k ≤ n,

BA(ek) = B(Aek) = B(
∑m

i=1 αikfi) =
∑m

i=1 αikBfi =
∑m

i=1 αik
∑l

j=1 βjigj

=
∑l

j=1(
∑m

i=1 βjiαik)gj .

Po definiciji matričnog zapisa operatora, skalar (tj. iznos sume) u zagradi
stoji u j-tom retku i k-tom stupcu matrice [BA]ge, a očito je taj skalar ujedno

i umnožak j-tog retka od [B]gf i k-tog stupca od [A]fe . �

Napomena 5.4.11. Isprva se definicija matričnog množenja uvijek čini kao
zamršen i neintuitivan koncept. Sad, nakon prethodnih dviju propozicija,
vidimo stvarnu prirodu te definicije. Matrično množenje je, zapravo, i de-
finirano tako kako jest upravo zato da bismo imali pravila računanja kakva
su iskazana u prethodnim dvjema propozicijama.

Za zadani operator A koji djeluje na konačnodimenzionalnom prostoru de-
finiran je pojam ranga. S druge strane, možemo promatrati i rang njegovog
matričnog zapisa. Sljedeća propozicija tvrdi da se ta dva broja podudaraju,
što je još jedna činjenica koja pokazuje da matrični zapis sadrži sve bitne
informacije o operatoru.

Propozicija 5.4.12. Neka su e = {e1, . . . , en} i f = {f1, . . . , fm} baze

vektorskih prostora V i W , te neka je A ∈ L(V,W ). Tada je r(A) = r([A]fe ).

Dokaz. Kako je, prema napomeni 5.1.8, skup {Ae1, . . . , Aen} sustav izvod-
nica za ImA, to je ImA = [{Ae1, . . . , Aen}] pa je po definiciji r(A) =
dim (ImA) = dim [{Ae1, . . . , Aen}].

U drugu ruku, stupci matrice [A]fe su upravo [Ae1]f , . . . , [Aen]f . Zato je,

po definiciji ranga matrice, r([A]fe ) = dim [{[Ae1]f , . . . , [Aen]f}].
Spomenute dvije linearne ljuske su korespondentni potprostori pri izo-

morfizmu ϕ : W → Fm, ϕ(y) = [y]f iz propozicije 5.4.1. Imamo, dakle,

r(A) = dim [{Ae1, . . . , Aen}] i r([A]fe ) = dim [{ϕ(Ae1), . . . , ϕ(Aen)}]. Kako
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izomorfizmi čuvaju linearnu nezavisnost (usp. propoziciju 5.1.10 i zadatak
5), navedeni rangovi su jednaki. �

Sve do sada rečeno vrijedi i za operatore iz L(V ). Uočimo: kad imamo
operator A ∈ L(V ), tada za formiranje njegove matrice nisu potrebne dvije
baze jer se domena i kodomena podudaraju (kao u primjerima 5.4.4, 5.4.5,
5.4.6, 5.4.7). Ovdje je dovoljna jedna baza e = {e1, . . . , en} prostora V i
tada pǐsemo [A]ee te govorimo o matričnom zapisu operatora u bazi e.

Dosad dokazane tvrdnje o matričnom zapisu operatora možemo u ovoj
posebnoj situaciji rekapitulirati na sljedeći način: Φ : L(V )→ Mn, Φ(A) =
[A]ee je izomorfizam vektorskih prostora koji, zbog propozicije 5.4.10, zado-
voljava i Φ(BA) = Φ(B)Φ(A), ∀A,B ∈ L(V ). Lako se vidi da ovaj izomor-
fizam preslikava i jedinični operator u jediničnu matricu: Φ(I) = [I]ee = I.

Korolar 5.4.13. Neka je V vektorski prostor nad poljem F i neka je e =
{e1, . . . , en} baza za V . Tada je Φ : L(V ) → Mn(F), Φ(A) = [A]ee izomorfi-
zam algebri.

I idući korolar predstavlja vrlo korisnu tvrdnju o operatorima koji djeluju
na jednom prostoru.

Korolar 5.4.14. Neka je V vektorski prostor nad F i neka je e = {e1, . . . , en}
baza za V . Operator A ∈ L(V ) je regularan ako i samo ako je [A]ee regularna
matrica.

Dokaz. Prema korolaru 5.1.13, A ∈ L(V ) je regularan ako i samo ako je
surjektivan, dakle, ako i samo ako je r(A) = n. To je, prema propoziciji
5.4.12, ekvivalentno s r([A]ee) = n, a iz teorema 3.3.15 znamo da je ovo
ekvivalentno regularnosti matrice [A]ee. �

Time je zaokružen niz najvažnijih činjenica o matričnim zapisima vektora
i operatora. Prirodno je, medutim, pitati što se u ovom kontekstu dogada
ako mijenjamo baze. Preciznije, ako su e′ i f ′ neke druge baze u V , odnosno

W , u kojoj su vezi matrice [x]e i [x]e
′
, te [A]fe i [A]f

′

e′ ?

Teorem 5.4.15. Neka je A ∈ L(V,W ) i neka su e = {e1, . . . , en}, e′ =
{e′1, . . . , e′n} te f = {f1, . . . , fm}, f ′ = {f ′1, . . . , f ′m} po dvije baze prostora
V , odnosno W . Neka su operatori T ∈ L(W ) i S ∈ L(V ) definirani na
bazama f , odnosno e, s Tfi = f ′i , i = 1, . . . ,m, i Sej = e′j , j = 1, . . . , n.

Tada je [A]f
′

e′ = ([T ]ff )−1[A]fe [S]ee.

Prvo uočimo da se ovdje pojavljuju dva pomoćna operatora T i S, odnosno

njihove matrice [T ]ff i [S]ee. U definiranju ta dva operatora koristili smo

propoziciju 5.1.5. Dalje, i S i T prevode bazu u bazu - svaki u svom prostoru
- pa su prema propoziciji 5.1.14 oba izomorfizmi, tj. regularni operatori. Sad

su prema korolaru 5.4.14 matrice [T ]ff i [S]ee regularne pa tvrdnja teorema

(u kojoj se spominje ([T ]ff )−1) ima smisla. Treba uočiti i da su matrice na

desnoj strani jednakosti iz tvrdnje teorema zaista ulančane.
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Sad primijetimo: kad imamo posla s operatorima iz L(V ) onda nam za for-
miranje matrice nisu potrebne dvije baze. No, mi smijemo, ako baš želimo,
uzeti dvije baze te jednu od njih tretirati kao bazu domene, a drugu kao
bazu kodomene. U normalnim okolnostima, to nikad ne činimo. Pogotovo
ne za operator I jer je [I]ee jedinična matrica za svaku bazu e; za razliku od
toga, matrica [I]ee′ je znatno kompliciranija. Medutim, upravo promatranje
matrice [I]ee′ će se pokazati ključnim trikom u dokazu koji slijedi.

Dokaz teorema 5.4.15. Označimo s IV i IW jedinične operatore na pros-
torima V i W .

Pogledajmo matricu [IV ]ee′ : po definiciji matričnog zapisa operatora u
paru baza, u njezinom j-tom stupcu su koeficijenti koji pripadaju razvoju
vektora IV e

′
j = e′j u bazi e. Drugim riječima, u j-tom stupcu matrice [IV ]ee′

su koeficijenti koji pripadaju razvoju vektora Sej = e′j u bazi e. Zato je

[IV ]ee′ = [S]ee. Sasvim analogno se zaključi da vrijedi i [IW ]ff ′ = [T ]ff .

Sam dokaz je sada direktna posljedica propozicije 5.4.10: [T ]ff [A]f
′

e′ =

[IW ]ff ′ [A]f
′

e′ = [IWA]fe′ = [A]fe′ = [AIV ]fe′ = [A]fe [IV ]ee′ = [A]fe [S]ee. Preostaje

pomnožiti dobivenu jednakost [T ]ff [A]f
′

e′ = [A]fe [S]ee s lijeve strane s ([T ]ff )−1.
�

Matrice [S]ee i [T ]ff iz prethodnog dokaza uvedene su kao matrični zapisi

nekih regularnih operatora. To naravno nije bilo nužno, mogli smo ih uvesti
i direktno.

Konkretno: j-ti stupac matrice [S]ee je upravo stupac koeficijenata koji
pripadaju vektoru e′j u bazi e; dakle,

e′j =
n∑
i=1

λijei, ∀j = 1, . . . , n, S(e) =

 λ11 . . . λ1n
...

...
λ11 . . . λ1n

 .
Analogno bismo eksplicitno ispisali i matricu [T ]ff . U iskazu teorema pri-

klonili smo se indirektnom zadavanju matrica [S]ee i [T ]ff iz pragmatičnih

razloga. Naime, time što smo te matrice uveli kao matrične zapise regularnih
operatora S i T , odmah smo, pozivanjem na korolar 5.4.14, mogli ustvrditi
da su obje regularne.

Definicija 5.4.16. Matrica [S]ee = [I]ee′ zove se matrica prijelaza iz baze e
u bazu e′.

Uočimo da je, (ne samo u kontekstu prethodnog dokaza) oznaka [I]ee′
znatno sadržajnija. U svakom slučaju, treba upamtiti da su stupci te matrice
koeficijenti koje pripadaju vektorima e′j u rastavu u bazi e.

Prva u nizu posljedica prethodnog teorema je odgovarajuća formula koja
opisuje vezu izmedu [A]ee i [A]e

′
e′ za operator A iz L(V ). Ovdje je W = V pa

u teoremu 5.4.15 treba uzeti f = e te f ′ = e′. Tako dobivamo:
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Korolar 5.4.17. Neka je A ∈ L(V ), neka su e = {e1, . . . , en} i e′ =
{e′1, . . . , e′n} dvije baze za V te neka je [S]ee = [I]ee′ matrica prijelaza iz baze

e u bazu e′. Tada je [A]e
′
e′ = ([S]ee)

−1[A]ee[S]ee.

Sada možemo izračunati i inverz matrice prijelaza.

Korolar 5.4.18. Neka su e = {e1, . . . , en} i e′ = {e′1, . . . , e′n} dvije baze
za V , neka je [S]ee = [I]ee′ matrica prijelaza iz baze e u bazu e′. Tada je
([S]ee)

−1 = ([I]ee′)
−1 matrica prijelaza iz baze e′ u bazu e.

Dokaz. [I]ee′ je matrica prijelaza iz baze e u bazu e′. Zamijenimo li uloge

baza e i e′, zaključujemo da je matrica prijelaza u obrnutom smjeru [I]e
′
e .

Treba dokazati da je upravo to inverz za [I]ee′ . No to sada slijedi direktnom

primjenom propozicije 5.4.10: [I]ee′ [I]e
′
e = [I]e

′
e′ = I. Prema tvrdnji zadatka

10 iz 3. poglavlja to je dovoljno da se zaključi da su [I]ee′ i [I]e
′
e jedna drugoj

inverzne matrice. �

Posljednji u nizu je korolar koji daje relaciju izmedu matričnih prikaza
vektora u dvjema različitim bazama.

Korolar 5.4.19. Neka su e = {e1, . . . , en} i e′ = {e′1, . . . , e′n} dvije baze za
V , neka je [S]ee = [I]ee′ matrica prijelaza iz baze e u bazu e′. Tada za svaki

vektor x iz V vrijedi [x]e
′

= ([S]ee)
−1[x]e.

Dokaz. S obzirom na prethodni korolar, tvrdnju koju dokazujemo možemo
pisati u obliku [x]e

′
= [I]e

′
e [x]e. No, ova jednakost je samo specijalan slučaj

tvrdnje propozicije 5.4.9. �

Primjer 5.4.20. Neka je e kanonska baza u R2, a e′ = {e′1, e′2}, e′1 =
(2,−1), e′2 = (−1, 1). Neka je operator A ∈ L(R2) zadan s A(x1, x2) =

(x1 + x2, x1 − x2) te neka je x = (1, 1). Izračunat ćemo [Ax]e i [Ax]e
′
.

Najprije imamo [A]ee =

[
1 1
1 −1

]
i [x]e =

[
1
1

]
pa dobivamo [Ax]e =

[A]ee[x]e =

[
1 1
1 −1

] [
1
1

]
=

[
2
0

]
.

Dalje, kako je [S]ee =

[
2 −1
−1 1

]
i ([S]ee)

−1 =

[
1 1
1 2

]
, korolar 5.4.19

povlači [x]e
′

=

[
1 1
1 2

] [
1
1

]
=

[
2
3

]
.

Konačno, [A]e
′
e′ =

[
1 1
1 2

] [
1 1
1 −1

] [
2 −1
−1 1

]
=

[
4 −2
7 −4

]
, pa je

[Ax]e
′

= [A]e
′
e′ [x]e

′
=

[
4 −2
7 −4

] [
2
3

]
=

[
2
2

]
.

Definicija 5.4.21. Neka su A,B ∈Mn(F). Kažemo da je matrica B slična
matrici A ako postoji regularna matrica S ∈ GL(n,F) takva da je B =
S−1AS.
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Primijetimo da je sličnost relacija ekvivalencije na skupu Mn(F). Da-
lje, sličnost je očito specijalan slučaj ekvivalentnosti pa zato slične matrice
imaju jednake rangove. Osim toga, slične matrice imaju imaju jednake de-
terminante i jednake tragove (zadatak 33).

Uz ovaj novi termin sada možemo parafrazirati korolar 5.4.17.

Korolar 5.4.22. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor i A ∈
L(V ). Matrični prikazi operatora A u raznim bazama su slične matrice.

Na kraju ove točke navedimo još nekoliko napomena. Prva objašnjava
postupak koji će se pokazati korisnim u mnogim situacijama.

Napomena 5.4.23. Često se nameće potreba za obratnim postupkom: za
danu matricu A trebamo naći linearan operator čiji će matrični zapis u
nekom paru baza (ili u nekoj bazi, ako je matrica kvadratna) biti upravo A.
Evo kako to možemo učiniti. Neka je zadana matrica A = [αij ] ∈Mmn(F).

Uzmimo dva vektorska prostora V i W nad F tako da je dimV = n i
dimW = m, zatim neke baze e = {e1, . . . , en} u V i f = {f1, . . . , fm}
u W te uz pomoć propozicije 5.1.5 definirajmo Ã ∈ L(V,W ) formulom

Ãej =
∑m

i=1 αijfi, ∀j = 1, . . . , n. Jasno je da vrijedi [Ã]fe = A.
Još uočimo: ako je polazna matrica A kvadratna onda se može uzeti

W = V i f = e.
U cijelom ovom postupku malo je toga jednoznačno odredeno: tek pri-

padno polje i dimenzije prostora W i V .
Jedan mogući standardni izbor bi bio uzeti operator množenja sa zada-

nom matricom A, tj. operator LA : Mn1(F) → Mm1(F) zadan formulom
LAx = Ax. Direktnom provjerom se vidi da je matrični zapis operatora LA
u kanonskom paru baza prostora Mn1 i Mm1 upravo polazna matrica A.

Napomena 5.4.24. Neka je Ax = b proizvoljan sustav linearnih jednadžbi i
Ax = 0 pridružen homogeni sustav.

Uvedemo li kao u prethodnoj napomeni prostore V i W , operator Ã i
(analognim postupkom) vektor b̃ ∈ W takav da je [b̃]f = b, primjenom pro-
pozicija 5.4.1, 5.4.2 i 5.4.9 rješavanje polaznog sustava svodi se na rješavanje
vektorske jednadžbe Ãx = b̃. To omogućuje alternativni (i zapravo znatno
brži i elegantniji) tretman sustava linearnih jednadžbi. Npr. informacija o
dimenziji prostora rješenja homogenog sustava dobije se sada kao direktna
posljedica teorema o rangu i defektu.

Napomena 5.4.25. Neka je A ∈ L(V,W ), neka su e = {e1, . . . , en} i f =

{f1, . . . , fm} baze za V , odnosno W . Promotrimo [A]fe = [αij ] ∈Mmn.
Uzmimo sada dualne prostore V ∗ i W ∗, dualni operator A∗ ∈ L(W ∗, V ∗)

i dualne baze e∗ = {e∗1, . . . , e∗n} i f∗ = {f∗1 , . . . , f∗m}. Neka je [A∗]e
∗
f∗ = [βij ] ∈

Mnm. Lako se pokaže da u stvari vrijedi [A∗]e
∗
f∗ = ([A]fe )t; dakle, ove dvije

matrice su medusobno transponirane.
Neka je sada A ∈ Mmn proizvoljna matrica. Uz pomoć napomene 5.4.23

možemo naći pridruženi operator Ã. Kad na taj operator primijenimo
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tvrdnju iz prethodnog odlomka, napomenu 5.3.11 i propoziciju 5.4.12 za-
ključujemo: matrica A i transponirana matrica At imaju isti rang. Drugim
riječima, svaka matrica ima jednak broj linearno nezavisnih redaka i stupaca.
Ovo je konceptualni dokaz činjenice (3.3.3) koju smo u trećem poglavlju do-
kazali elementarnim sredstvima. Vidjet ćemo u idućem poglavlju da se isti
teorem dokazuje još elegantnije uz pomoć svojstava operatora na unitarnim
prostorima.

5.5. Spektar.

Neka je A ∈ L2(R2) operator kojem u kanonskoj bazi e prostora R2 pri-

pada matrica [A]ee =

[
5 −10
2 −4

]
. Analiza ovako zadanog operatora nipošto

nije teška; tako je uostalom sa svakim operatorom na prostoru R2 ili na bilo
kojem drugom dvodimenzionalnom prostoru. Već smo vidjeli da su sve bitne
informacije o operatoru pohranjene u njegovome matričnom zapisu. Primje-
rice, ovdje vidimo da je r([A]ee) = 1 pa je, zbog propozicije 5.4.12, i r(A) = 1.
Dakle, A je singularan. Mogli bismo lako odrediti i jezgru ili bilo koji drugi
podatak vezan za A. Ipak, sve postaje bitno lakše i jasnije onog trenutka kad
shvatimo da matrični zapis operatora A u bazi b = {b1 = (5

2 , 1), b2 = (2, 1)}

glasi [A]bb =

[
1 0
0 0

]
. Dakako da je svaki račun s ovom matricom lakši.

Štovǐse, odavde je odmah jasno da je A zapravo projektor na potprostor
[{b1}] u smjeru potprostora [{b2}] (usp. primjer 5.4.6).

Ovaj primjer, premda sasvim jednostavan, zorno ilustrira ključnu ideju u
proučavanju linearnih operatora na konačnodimenzionalnim prostorima.

Imamo li zadan operator A ∈ L(V ) na nekom konačnodimenzionalnom
prostoru V , cilj nam je naći takvu bazu prostora V u kojoj će matrica
operatora A biti čim jednostavnija. Koliko jednostavan matrični zapis danog
operatora možemo naći, nije unaprijed jasno. Medutim, najjednostavnije bi
bilo ako bismo postigli da u nekoj bazi a = {a1, . . . , an} prostora V operatoru

A pripada dijagonalna matrica: [A]aa =


α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . αn

 . Razlog je

evidentan: ukoliko je matrica dijagonalna, njezin rang, determinanta, trag,
inverz (ako postoji) ili bilo koji drugi podatak očiti su i bez računa.

Po definiciji matričnog zapisa linearnog operatora odmah vidimo da je
dijagonalan matrični zapis u bazi a ekvivalentan sustavu jednakosti: Aa1 =
α1a1, Aa2 = α2a2, . . . , Aan = αnan. Dakle, vektori baze ai, i = 1, . . . , n,
u ovoj situaciji imaju osobito svojstvo: operator A ih preslikava u njima
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kolinearne vektore. To nas navodi na ideju da općenito, za dani linear-
ni operator, razmotrimo egzistenciju, metode nalaženja i svojstva takvih
vektora.

Definicija 5.5.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem F i A ∈ L(V ).
Kaže se da je skalar λ0 ∈ F svojstvena vrijednost operatora A ako postoji
vektor x ∈ V, x 6= 0, takav da je Ax = λ0x. Skup svih svojstvenih vrijednosti
operatora A naziva se spektar (operatora A) i označava sa σ(A).

Ponekad se umjesto svojstvena vrijednost kaže i karakteristična vrijed-
nost. U upotrebi je i termin vlastita vrijednost. Zanimljivo je da je u
engleskom jeziku uvriježena njemačko-engleska kovanica eigenvalue.

Istaknimo odmah da je skalar λ0 svojstvena vrijednost operatora A tek
ako postoji netrivijalan vektor x sa svojstvom Ax = λ0x. Ovo ograničenje
je zaista nužno jer za svaki skalar λ vrijedi A0 = λ0; dakle, za svaki skalar
možemo riješiti jednadžbu Ax = λ · x. Svojstvene vrijednosti su, medutim,
samo oni skalari za koje ta jednadžba ima i neko netrivijalno rješenje.

Napomena 5.5.2. (a) Vektor x iz navedene definicije naziva se svojstveni
vektor pridružen svojstvenoj vrijednosti λ0. Treba primijetiti da svojstveni
vektor nikako nije jedinstven: ako je x svojstveni vektor pridružen λ0 onda
je i αx svojstveni vektor pridružen istoj svojstvenoj vrijednosti, i to za svaki
skalar α iz F, α 6= 0. Zaista, A(αx) = αAx = α(λ0x) = λ0(αx). Štovǐse,
neka svojstvena vrijednost λ0 operatora A može posjedovati i vǐse linearno
nezavisnih svojstvenih vektora. Primjer je jedinični operator I: za njega su
svi vektori prostora, osim nulvektora, svojstveni za svojstvenu vrijednost 1
jer vrijedi Ix = 1 · x, ∀x ∈ V .

(b) Neka je VA(λ0) = {x ∈ V : Ax = λ0x}. Ovaj skup se naziva svojstveni
potprostor pridružen svojstvenoj vrijednosti λ0. Uočimo da je VA(λ0) zaista
potprostor jer evidentno vrijedi VA(λ0) = Ker (A− λ0I).

Primijetimo da je skup VA(λ) = {x ∈ V : Ax = λx} uvijek, za svaki skalar
λ, potprostor od V . Svojstvene vrijednosti su, medutim, oni skalari λ0 za
koje je potprostor VA(λ0) netrivijalan. Kako je VA(λ0) = Ker (A − λ0I),
iz korolara 5.1.13 zaključujemo: svojstvena vrijednost operatora A je takav
skalar λ0 za koji je operator A− λ0I singularan.

Posebno, 0 je svojstvena vrijednost operatora A ako i samo ako je A
singularan i u tom slučaju je svojstveni potprostor pridružen svojstvenoj
vrijednosti 0 zapravo jezgra operatora A.

(c) Ako je λ0 ∈ σ(A) onda se dimenzija svojstvenog potprostora VA(λ0)
naziva geometrijska kratnost (ili geometrijski multiplicitet) svojstvene vri-
jednosti λ0 i označava se s d(λ0). Iz definicije je jasno da je d(λ0) ≥ 1.

Pogledajmo sada dva jednostavna primjera. U oba do zaključaka dolazimo
jednostavnim geometrijskim argumentima.

Primjer 5.5.3. Operator A ∈ L(V 2(O)) zrcaljenja preko x-osi na prostoru

V 2(O) ima svojstvene vrijednosti λ1 = 1 i λ2 = −1; naime A
−→
i =

−→
i i
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A
−→
j = −−→j . Geometrijski je očito (u što ćemo se kasnije uvjeriti i formalno)

da su to jedine dvije svojstvene vrijednosti ovog operatora.

Idući primjer je još jednostavniji, a pokazuje da linearan operator ne mora
imati svojstvenih vrijednosti. Uočimo odmah da to ujedno znači, u skladu
s uvodnim razmatranjima, kako svaki operator ne mora dopuštati dijagona-
lizaciju (tj. ne mora postojati baza u kojoj će matrični zapis operatora biti
dijagonalna matrica).

Primjer 5.5.4. Operator Rϕ ∈ L(V 2(O)) rotacije za kut ϕ ∈ [0, 2π〉, ϕ 6=
0, π, nema svojstvenih vrijednosti. Zaista, jednakost Rϕ

−→a = λ0
−→a znači da

su vektori Rϕ
−→a i −→a kolinearni, a takvih netrivijalnih vektora pri rotaciji za

kut ϕ 6= 0, π očito nema.

Nakon ovih početnih napomena, sad možemo započeti s traženjem odgo-
vora na dva osnovna pitanja:

• kako za dani operator A odrediti sve svojstvene vrijednosti (ili utvr-
diti da ih nema),
• kako za svaku svojstvenu vrijednost odrediti pripadni svojstveni pot-

prostor.

Pokazuje se da bitnu ulogu u ovim razmatranjima igra pojam svojstvenog
polinoma kvadratne matrice.

Definicija 5.5.5. Neka je A ∈Mn(F). Polinom kA(λ) = det(A−λI) naziva
se svojstveni polinom matrice A.

I ovdje se ponekad umjesto svojstveni koriste atributi karakteristični i
vlastiti.

Primijetimo da je kA(λ) zaista polinom u varijabli λ s koeficijentima iz
polja F i to n-tog stupnja - to slijedi izravno iz definicije determinante.
Takoder iz definicije determinante odmah uočavamo da je vodeći koeficijent
tog polinoma (−1)n.

Na primjer, odmah se vidi da za jediničnu matricu n-tog reda imamo

kI(λ) = (1− λ)n. Uočimo takoder da za proizvoljnu matricu A =

[
a b
c d

]
drugog reda vrijedi kA(λ) = λ2 − tr(A)λ+ detA.

Propozicija 5.5.6. Slične matrice imaju jednake svojstvene polinome.

Dokaz. Uzmimo A,B ∈ Mn i regularnu matricu S ∈ Mn takvu da vrijedi
B = S−1AS. Tada, jer matrica λI komutira sa svakom matricom iz Mn,
uz pomoć Binet-Cauchyjeva teorema dobivamo: kB(λ) = det (B − λI) =
det (S−1AS − λI) = det (S−1(A − λI)S) = det (S−1)det (A − λI)detS =
det (A− λI) = kA(λ). �

Ova propozicija omogućuje da definiramo i pojam svojstvenog polinoma
za linearne operatore A : V → V kad god je V konačnodimenzionalan
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vektorski prostor. Naime, odaberemo li neku bazu e za V , možemo formirati
matrični zapis operatora A u bazi e i izračunati svojstveni polinom tako
dobivene matrice. Kako je u svakoj drugoj bazi matrični zapis tog istog
operatora neka matrica slična matrici [A]ee , prethodna propozicija povlači
da svaki matrični zapis operatora A dovodi do istog svojstvenog polinoma.
Zato je definicija koja slijedi dobra, tj. neovisna o izboru baze.

Definicija 5.5.7. Neka je V konačnodimenzionalan prostor, neka je A ∈
L(V ) te neka je [A]ee matrični zapis operatora A u nekoj bazi e prostora
V . Svojstveni polinom operatora A, kA, definira se kao svojstveni polinom
matrice [A]ee: kA(λ) = k[A]ee

(λ).

Primjer 5.5.8. U primjeru 5.4.4 vidjeli smo da operatoru rotacije u kanon-

skoj bazi e pripada matrica [Rϕ]ee =

[
cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

]
. Odavde se odmah

vidi da je kRϕ(λ) = (cosϕ− λ)2 + sin2ϕ.

Teorem 5.5.9. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor nad po-
ljem F te neka je A ∈ L(V ). Skalar λ0 ∈ F je svojstvena vrijednost operatora
A ako i samo ako vrijedi kA(λ0) = 0.

Dokaz. Odaberimo neku bazu e za V . Sada imamo sljedeći niz medusob-
no ekvivalentnih tvrdnji: λ0 je svojstvena vrijednost za A ⇔ ∃x ∈ V, x 6=
0, Ax = λ0x ⇔ Ker (A − λ0I) 6= {0} ⇔ (prema propoziciji 5.1.9) A − λ0I
nije monomorfizam ⇔ (prema korolaru 5.1.13) A − λ0I nije izomorfizam
⇔ (prema korolaru 5.4.14) [A − λ0I]ee nije regularna matrica ⇔ (prema
propoziciji 5.4.2) [A]ee−λ0I nije regularna matrica⇔ det([A]ee−λ0I) = 0⇔
k[A]ee

(λ0) = 0 tj. kA(λ0) = 0. �

Napomena 5.5.10. U osnovi, teorem 5.5.9 tvrdi da su svojstvene vrijed-
nosti operatora upravo nultočke njegovog svojstvenog polinoma. Primije-
timo, medutim, da je jedna od pretpostavki teorema λ0 ∈ F. To kon-
kretno znači da su u realnim prostorima svojstvene vrijednosti samo realne
nultočke svojstvenog polinoma. Pogledajmo ponovno primjer rotacije Rϕ
na V 2(O) za kut ϕ 6= 0, π: znamo da taj operator nema svojstvenih vrijed-
nosti, a isti zaključak nam daje i prethodni teorem jer svojstveni polinom
kRϕ(λ) = (cosϕ− λ)2 + sin2ϕ nema realnih nultočaka za ϕ 6= kπ, k ∈ Z.

Napomena 5.5.11. Ako je dimV = n i A ∈ L(V ) onda A ima najvǐse n
svojstvenih vrijednosti. Ovo je neposredna posljedica tvrdnje teorema 5.5.9
jer polinom n-tog stupnja ima najvǐse n nultočaka.

Napomena 5.5.12. Sve do sada izbor polja u našim razmatranjima nije igrao
nikakvu ulogu. Teorem 5.5.9 očito predstavlja mjesto na kojem se teorija
počinje dijeliti na realnu i kompleksnu. S jedne strane, polje komplek-
snih brojeva je algebarski zatvoreno (što znači da svaki polinom s kom-
pleksnim koeficijentima ima nultočku u polju C), i zato svaki operator na
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konačnodimenzionalnom kompleksnom prostoru ima svojstvenu vrijednost.
Nasuprot tomu, polje R nije algebarski zatvoreno, tj. ima polinoma s re-
alnim koeficijentima bez realnih nultočaka. Posljedično (usp. zadatak 57),
operatori na realnim prostorima ne moraju imati svojstvenih vrijednosti.
Operator rotacije je primjer jednog takvog operatora. Kasnije ćemo vidjeti
da je ovaj operator u tom smislu tipičan.

Pokažimo sada kako za danu svojstvenu vrijednost λ0 operatora A ∈ L(V )
računamo svojstvene vektore. Postupak kojim nalazimo cijeli svojstveni pot-
prostor svodi se, putem koordinatizacije, na rješavanje jednoga homogenog
sustava linearnih jednadžbi. Evo kako:

Neka je e = {e1, . . . , en} neka baza za V . Sad redom imamo: Ax =
λ0x ⇔ (A − λ0I)x = 0 ⇔ (prema propoziciji 5.4.1) [(A − λ0I)x]e = 0 ⇔
(prema propoziciji 5.4.9) [A − λ0I]ee · [x]e = 0 ⇔ (prema propoziciji 5.4.2)
([A]ee − λ0I) · [x]e = 0.

Ovo pokazuje da smo dobili homogen n × n sustav linearnih jednadžbi,
zapisan u matričnom obliku, čiji prostor rješenja je u bijekciji (koju predstav-
lja izomorfizam ϕ iz propozicije 5.4.1) sa svojstvenim potprostorom VA(λ0).
Primijetimo da je matrica sustava singularna; naime, det([A]ee − λ0I) =
0 upravo zato što je λ0 svojstvena vrijednost operatora. Zato je prostor
rješenja netrivijalan, tj. dimenzija mu je barem 1. Otprije znamo da tako i
mora biti.

Pogledajmo kako opisani postupak izgleda na konkretnom primjeru.

Primjer 5.5.13. Uzmimo operator A ∈ L(R3) dan svojim matričnim pri-

kazom u kanonskoj bazi e prostora R3: [A]ee =

 2 −1 0
1 0 0
−1 0 2

. Odredimo

najprije spektar operatora A.

Kako je [A]ee − λI =

 2− λ −1 0
1 −λ 0
−1 0 2− λ

, Laplaceovim razvojem po

zadnjem stupcu odmah dobivamo kA(λ) = (1−λ)2(2−λ). Dakle je σ(A) =
{1, 2}.

Odredimo sada svojstveni potprostor za svojstvenu vrijednost λ1 = 1.
Prema prethodnoj diskusiji trebamo riješiti pripadajući sustav jednadžbi.

[A]ee − I =

 1 −1 0
1 −1 0
−1 0 1

 ∼
 1 0 −1
−1 1 0

0 0 0

 ∼
 1 0 −1

0 1 −1
0 0 0

 .
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Dakle je x1 = x2 = x3, prostor rješenja je jednodimenzionalan i (jedna)

baza mu je vektor

 1
1
1

. Slično bismo izračunali da bazu svojstvenog

potprostora za svojstvenu vrijednost λ2 = 2 čini vektor

 0
0
1

.

Uočavamo da su obje geometrijske kratnosti (tj. dimenzije svojstvenih
potprostora) jednake 1. S druge strane, λ1 = 1 je dvostruka, a λ2 = 2 samo
jednostruka nultočka svojstvenog polinoma. Pokazat će se da je i inače ko-
risno usporediti ove podatke. Uvedimo najprije pojam algebarske kratnosti
svojstvene vrijednosti. Definicija se temelji na činjenici da je svaka svoj-
stvena vrijednost danog operatora nultočka njegovog svojstvenog polinoma.

Definicija 5.5.14. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor te
neka je A ∈ L(V ) i λ0 ∈ σ(A). Neka je kA(λ) = (λ − λ0)lp(λ), p(λ0) 6=
0, l ∈ N. Broj l zovemo algebarskom kratnošću svojstvene vrijednosti λ0 i
označavamo ga s l(λ0).

Teorem 5.5.15. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor, te
neka je A ∈ L(V ) i λ0 ∈ σ(A). Tada je d(λ0) ≤ l(λ0).

Dokaz. Označimo algebarsku i geometrijsku kratnost od λ0 s l, odnosno d.
Neka je {e1, . . . ed} neka baza svojstvenog potprostora za λ0. Ovaj nezavisan
skup nadopunimo do baze e = {e1, . . . ed, ed+1, . . . , en} prostora V . Kako je
Aei = λ0ei, ∀i = 1, . . . , d, matrični prikaz operatora A u bazi e možemo

pisati kao blok matricu oblika [A]ee =

[
λ0I B
0 C

]
, pri čemu je λ0I ∈Md(F)

i C ∈ Mn−d(F). Sad svojstveni polinom operatora A možemo izračunati
i iz ovog matričnog zapisa. Pritom smo u poziciji iskoristiti lemu 3.2.30.
Dobivamo kA(λ) = (λ0−λ)dq(λ) pri čemu je q(λ) neki polinom stupnja n−
d. S druge strane, po definiciji algebarske kratnosti svojstvene vrijednosti,
imamo kA(λ) = (λ − λ0)lp(λ), p(λ0) 6= 0. Zato je (λ0 − λ)dq(λ) = (λ −
λ0)lp(λ). Uzmimo sada da vrijedi d > l. Tada prethodnu jednakost možemo
pisati u obliku p(λ) = (−1)d(λ−λ0)d−lq(λ), a odavde odmah slijedi p(λ0) =
0, što je kontradikcija. �

Napomena 5.5.16. Već znamo da za proizvoljan linearan operator općenito
nije moguće naći bazu u kojoj bi njegova matrica bila dijagonalna. Osnovna
smetnja je nedostatak svojstvenih vrijednosti (jer smo vidjeli da su dija-
gonalni koeficijenti u dijagonalnom matričnom zapisu zapravo svojstvene
vrijednosti operatora). Mogućnost nalaženja baze u kojoj bi dani opera-
tor imao dijagonalan matrični zapis još uvijek je, medutim, otvorena za
operatore na kompleksnim prostorima, kao i za one operatore na realnim
prostorima čiji svojstveni polinomi imaju isključivo realne nultočke.
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Prethodni teorem (i primjer 5.5.13) pokazuje još jednu moguću zapreku
za egzistenciju dijagonalnoga matričnog zapisa danog operatora. Ako je za
neku svojstvenu vrijednost λ0 njezina geometrijska kratnost d(λ0) strogo
manja od algebarske kratnosti l(λ0), onda je evidentno nemoguće naći bazu
u kojoj bi taj operator imao dijagonalnu matricu. Naime, ako je matrični
prikaz operatora dijagonalna matrica, na dijagonali te matrice λ0 se mora
pojaviti točno l(λ0) puta, a to zahtijeva točno l(λ0) nezavisnih svojstve-
nih vektora pridruženih svojstvenoj vrijednosti λ0. To pokazuje da je nužan
uvjet dijagonalizacije operatora A jednakost algebarskih i geometrijskih mul-
tipliciteta svih njegovih svojstvenih vrijednosti: d(λ) = l(λ), ∀λ ∈ σ(A).

Grubo govoreći, prethodna napomena pokazuje da je nepovoljno kad su
svojstveni potprostori premali. Dobra je okolnost, medutim, da su svojstveni
vektori pridruženi različitim svojstvenim vrijednostima nezavisni.

Propozicija 5.5.17. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor,
neka je A ∈ L(V ), neka su λ1, . . . , λk medusobno različite svojstvene vrijed-
nosti operatora A te neka su x1, . . . , xk svojstveni vektori pridruženi, redom,
svojstvenim vrijednostima λ1, . . . , λk. Tada je skup {x1, . . . , xk} linearno
nezavisan.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po k. Ako je k = 1 onda je skup
{x1} nezavisan jer x1 6= 0. Pretpostavimo da je tvrdnja točna za k − 1.

Neka je
∑k

i=1 αixi = 0. Kad na tu jednakost djelujemo s A dobivamo∑k
i=1 αiλixi = 0. Od ove jednakosti oduzmimo početnu jednakost prethodno

pomnoženu s λk. Dobivamo
∑k−1

i=1 αi(λi − λk)xi = 0. Prema pretpostavci
indukcije slijedi αi(λi − λk) = 0, ∀i = 1, . . . , k − 1. Kako su, medutim, svi
λj medusobno različiti, slijedi αi = 0, ∀i = 1, . . . , k − 1. Tako je od početne
jednakosti ostalo samo αkxk = 0, a odavde je i αk = 0. �

U prethodnoj smo propoziciji za svaku svojstvenu vrijednost uzeli samo
po jedan svojstveni vektor. Općenito, kako znamo, za neku svojstvenu vri-
jednost λ0 imamo d(λ0) nezavisnih svojstvenih vektora. No sada možemo
dokazati i odgovarajući, jači rezultat.

Teorem 5.5.18. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor, A ∈
L(V ), σ(A) = {λ1, . . . , λk}, te neka je e(i) = {e(i)

1 , e
(i)
2 , . . . , e

(i)
di
} baza za

svojstveni potprostor VA(λi), i = 1, . . . , k. Tada je unija ∪ki=1e
(i) linearno

nezavisan skup u V .

Dokaz. Primijetimo prvo da smo geometrijske kratnosti u iskazu teorema
implicitno označili s d1, . . . , dk.

Neka je
∑d1

j=1 α
(1)
j e

(1)
j +

∑d2
j=1 α

(2)
j e

(2)
j + . . .+

∑dk
j=1 α

(k)
j e

(k)
j = 0. Za svaki

i = 1, . . . , k, označimo xi =
∑di

j=1 α
(i)
j e

(i)
j ∈ VA(λi). Očito, ako za svaki i

vrijedi xi = 0, dokaz je gotov jer je svaki od skupova e(i) = {e(i)
1 , e

(i)
2 , . . . , e

(i)
di
}

prema pretpostavci nezavisan.
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Pretpostavimo stoga da su neki od vektora xi različiti od 0. Bez smanjenja
općenitosti smijemo uzeti da je x1, . . . , xr 6= 0, xr+1, . . . , xk = 0, r ≤ k. Od
početne jednakosti sada nam ostaje samo x1 + x2 + . . . + xr = 0, a kako
su vektori x1, . . . , xr, svojstveni vektori (jer su netrivijalni!) za λ1, . . . , λr,
respektivno, dospjeli smo u kontradikciju s prethodnom propozicijom. �

Korolar 5.5.19. Neka je V kompleksan konačnodimenzionalan vektorski
prostor, neka je A ∈ L(V ) te neka je σ(A) = {λ1, . . . , λk}. Operator A se
može dijagonalizirati (tj. postoji baza od V u kojoj je matrični prikaz ope-
ratora A dijagonalna matrica) ako i samo ako su geometrijska i algebarska
kratnost svih svojstvenih vrijednosti od A jednake.

Dokaz. Već smo vidjeli u napomeni 5.5.16 da je jednakost algebarskih i
geometrijskih multipliciteta nužan uvjet dijagonalizacije.

Obratno, jer je prostor kompleksan, svojstveni polinom operatora A je
oblika kA(λ) = (−1)n(λ−λ1)l1 ·. . .·(λ−λk)lk , gdje je l1+. . .+lk = n = dimV .
Preostaje primijeniti prethodni teorem: unija baza svojstvenih potprostora
je linearno nezavisan skup koji ovdje, zbog pretpostavke o jednakosti alge-
barskih i geometrijskih kratnosti, ima točno n elemenata i zato čini bazu za
V . Jasno je da je u toj bazi matrica operatora A dijagonalna. �

Treba primijetiti da je tvrdnja korolara točna i za operatore na realnom
prostoru koji ispunjavaju dodatni uvjet da im se svojstveni polinom može
faktorizirati u linearne faktore nad poljem R.

Za operatore na kompleksnim prostorima ovaj preduvjet je automatski
ispunjen (jer se njihov svojstveni polinom uvijek može faktorizirati na line-
arne faktore) i jedina smetnja dijagonalizaciji je eventualni ”manjak” svoj-
stvenih vektora. Tipičan primjer operatora koji se ne može dijagonalizirati

je A ∈ L(V ) koji u nekoj bazi e prostora V ima matricu [A]ee =

[
0 1
0 0

]
.

Primijetimo da za ovu matricu vrijedi ([A]ee)
2 = 0.

Općenito, za linearan operator (matricu) A kažemo da je nilpotentan
(nilpotentna) ako je Ak = 0 za neki prirodni eksponent k. Nilpotentni ope-
ratori se prirodno pojavljuju. Najpoznatiji primjer je operator deriviranja na
prostoru polinoma D : Pn → Pn, Dp = p′. Pokazuje se da nilpotentni ope-
ratori igraju važnu ulogu u proučavanju strukture proizvoljnog operatora.
Štovǐse, uz pomoć tzv. Fittingove dekompozicije (u kojoj se proizvoljan ope-
rator rastavlja na regularan i nilpotentan dio) dolazi se do općeg teorema
koji opisuje strukturu linearnih operatora na konačnodimenzionalnim pros-
torima.

Napomena 5.5.20. Sva prethodna razmatranja o spektru, svojstvenim vri-
jednostima, svojstvenim potprostorima, dijagonalizaciji ... proveli smo za
linearne operatore na konačnodimenzionalnim prostorima. Često se, medu-
tim, govori o istim pojmovima vezanim za neku matricu bez referiranja na
neki odredeni operator. Tako se onda govori o spektru matrice ili o dija-
gonalizaciji kvadratne matrice. Formalna interpretacija se izvodi uz pomoć
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induciranog operatora iz napomene 5.4.23. Podsjetimo se da je za danu
matricu A ∈ Mn operator LA ∈ L(Mn1) definiran s LAx = Ax . Kako u
kanonskoj bazi e prostora Mn1 vrijedi [LA]ee = A, to je kLA = kA pa se
zaista može reći da su svojstvene vrijednosti operatora LA i matrice A iste.
Osim toga, za svaku svojstvenu vrijednost λ operatora LA i svojstveni vek-
tor x jednakost LAx = λx glasi Ax = λx pa se i vektor x može smatrati
svojstvenim vektorom matrice A.

U praksi, kad računamo svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore ma-
trice A, operator LA ne trebamo i ne spominjemo. No prethodna opaska
pokazuje da se svi rezultati o spektru i svojstvenim vektorima, iako izrečeni
i dokazani za operatore, primjenjuju i na matrice.

Za kraj ovih razmatranja preostalo je rasvijetliti ulogu kompleksnih nultočaka
svojstvenog polinoma operatora na realnom prostoru. Za to trebamo uvesti
još jedan pojam.

Definicija 5.5.21. Neka je V vektorski prostor i A ∈ L(V ). Kaže se da
je potprostor M ≤ V invarijantan za A ako vrijedi A(M) ⊆ M , tj. Ax ∈
M, ∀x ∈M .

Svaki operator ima dva trivijalna invarijantna potprostora; to su {0} i
V . Naravno, zanimljivi su samo pravi, netrivijalni invarijantni potprostori.
Takav je npr. ImA ≤ V za svaki singularan operator A na V . Dalje, uočimo
da je svaki svojstven potprostor operatora A ujedno i invarijantan za A.
Da obrat ne vrijedi, odmah pokazuje primjer rotacije za neki kut oko z-
osi u prostoru V 3(O): za njega je V 2(O) invarijantan, ali ne i svojstven
potprostor.

Egzistencija invarijantnih potprostora za dani operator je uvijek korisna
informacija. Zamislimo da je netrivijalan potprostor M ≤ V invarijantan
za A ∈ L(V ), dimV = n, pa odaberimo neku bazu {e1, . . . ek} za M . Neka
je (e) = {e1, . . . ek, ek+1, . . . , en} neko njezino nadopunjenje do baze cijelog
prostora V . Očito je matrični prikaz [A]ee operatora A u bazi e gornjetroku-

tasta blok-matrica oblika [A]ee =

[
A11 A12

0 A22

]
, gdje je A11 ∈ Mk. Primije-

timo i sljedeći koristan kriterij invarijantnosti: ako je dana baza {e1, . . . ek}
nekog potprostora M ≤ V onda je M invarijantan za A ∈ L(V ) ako i samo
ako je Aei ∈M, ∀i = 1, . . . , k. Naime, u jednom smjeru je tvrdnja trivijalna,

a za x =
∑k

i=1 λiei ∈M i Aei ∈M, ∀i = 1, . . . , k, očito je i Ax ∈M .

Uzmimo sada matricu A ∈Mn(R) i pretpostavimo da je kA(λ0) = 0, λ0 =
α + iβ, β 6= 0. Željeli bismo istražiti kakvo značenje za matricu A ima
ova kompleksna nultočka svojstvenog polinoma kA. (Primijetimo da ovdje
koristimo pristup spomenut u napomeni 5.5.20: polazimo od matrice, te
govorimo o njezinom svojstvenom polinomu i njegovoj nultočki.)

Pogledajmo operator LA ∈Mn1(Rn), LAx = Ax. Već smo konstatirali da
je u kanonskoj bazi e prostora Mn1(R) matrica našeg operatora [LA]ee upravo
polazna matrica A. Zato je kLA = kA. Na ovaj način u razmatranje smo
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uveli operator na realnom prostoru čiji svojstveni polinom ima kompleksnu
nultočku.

Sad primijetimo da naša matrica A može množiti i kompleksne stupce pa

zato možemo uvesti i operator L̃A : Mn1(C)→Mn1(C), L̃Az = Az. Jasno je

da je matrični prikaz operatora L̃A u kanonskoj bazi prostora Mn1(C) točno
isti kao matrični prikaz operatora LA u kanonskoj bazi prostora Mn1(R);
tj. upravo polazna matrica matrica A. Zato je i svojstveni polinom ostao
isti.

Vrijedi, dakle, k
L̃A

= kA, pa je zato i k
L̃A

(λ0) = 0. Kako je, medutim, L̃A
operator na kompleksnom prostoru, zaključujemo da mu je λ0 svojstvena
vrijednost.

Zato postoji stupac z ∈ Mn1(C), z 6= 0, takav da je L̃Az = λ0z, tj. Az =
λ0z. Pǐsimo z u obliku z = x + iy, x, y ∈ Mn1(R). Sad možemo izjednačiti
realne i imaginarne dijelove u prethodnoj jednakosti. Iz A(x + iy) = (α +
iβ)(x+ iy) dobivamo
(1) Ax = αx− βy,
(2) Ay = βx+ αy.
Uočimo da je skup {x, y} linearno nezavisan u Mn1(R). Zaista, x 6= 0: u
protivnom bismo iz (1) dobili βy = 0 i sad bi zbog β 6= 0 moralo biti y = 0, a
time i z = 0, što je kontradikcija. Sad kad znamo da x nije 0, pretpostavimo

da postoji γ ∈ R takav da je y = γx. Slijedilo bi Ay
(2)
= βx+αy = βx+αγx,

a s druge strane, Ay = γAx
(1)
= γ(αx− βy) = αγx− βγ2x. Usporedivanjem

slijedi β(1 + γ2)x = 0, no to je kontradikcija jer niti jedan faktor nije 0.
Zaključujemo: dobili smo dvodimenzionalan potprostor M od Mn1(R) ge-

neriran s x i y. Sad jednakosti (1) i (2) pokazuju da je M očito invarijantan
za operator LA. Označimo s R restrikciju našeg operatora na potprostor M ,
dakle, R ∈ L(M). Na kraju, nadimo matricu operatora R u bazi e = {y, x}

od M . Iz jednakosti (1) i (2) vidimo da je [R]ee =

[
α −β
β α

]
. Iz ove

matrice izlučit ćemo faktor
√
α2 + β2. Usput primijetimo da možemo pisati

α√
α2+β2

= cosϕ i β√
α2+β2

= sinϕ za neki ϕ ∈ R. Nakon svega, imamo

[R]ee =
√
α2 + β2

[
cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

]
.

Rezimirajmo: kompleksna nultočka svojstvenog polinoma matrice A im-
plicira postojanje jednog dvodimenzionalnog potprostora, invarijantnog za
A, na kojem A djeluje kao kompozicija jedne homotetije i jedne rotacije.
U ovom zaključku poistovjetili smo polaznu matricu A s operatorom LA
(jer, striktno govoreći, samo za operatore možemo govoriti o invarijantnim
potprostorima). Jasno je da je ovdje poanta u rotaciji koja je, kako smo
vidjeli već na početku razmatranja o spektru, prototip operatora bez svoj-
stvenih vrijednosti. Slobodnije govoreći, izvedeni zaključak možemo izreći i
na sljedeći način: svaki operator na realnom prostoru čiji svojstveni polinom
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ima kompleksnu nultočku djeluje u jednom dvodimenzionalnom ”sloju” tog
prostora poput rotacije na V 2(O).

Vratimo se svojstvenom polinomu matrice, odnosno operatora.
Najprije, ako je A ∈ Mn(F) primijetimo da su zbog asocijativnosti mno-

ženja dobro definirane potencije Ak, ∀k ≥ 0: stavljamo A0 = I, A1 = A
i induktivno Ak+1 = AAk, k ∈ N (usp. zadatak 2 u 3. poglavlju). Na isti
je način dobro definirano potenciranje operatora A ∈ L(V ) na vektorskom
prostoru V (kao i proizvoljnog elementa bilo koje druge asocijativne algebre
s jedinicom).

Sad, ako je A ∈ Mn(F) (analogno je za A ∈ L(V )) i ako je dan polinom

p(λ) =
∑k

i=0 αiλ
i, onda je dobro definirana matrica p(A) =

∑k
i=0 αiA

i ∈
Mn(F).

Za danu matricu A mogli bismo poželjeti naći polinom p, p 6≡ 0, takav da
vrijedi p(A) = 0. Zanimljivo je da takav polinom uvijek postoji. Argument

je sasvim jednostavan: skup {I, A,A2, . . . , An
2} je očito linearno zavisan u

Mn(F), te zato postoji netrivijalan izbor skalara αi, i = 0, 1, . . . , n2, takvih

da je
∑n2

i=0 αiA
i = 0. Ako sada definiramo p(λ) =

∑n2

i=0 αiλ
i, polinom p je

očito netrivijalan i zadovoljava p(A) = 0.
Sad kad znamo da polinomi koje A ponǐstava postoje, možemo pokušati

naći takav polinom čim manjeg stupnja. Sasvim neočekivano, izlazi da je i
kA jedan takav polinom.

Teorem 5.5.22. (Hamilton-Cayley.) Neka je A ∈Mn(F). Tada je kA(A) =
0.

Dokaz. Dokaz se temelji na činjenici (korolar 3.2.29) da adjunkta
∼
T kva-

dratne matrice T zadovoljava jednakost T
∼
T= (detT )I.

Neka je C = A−λI i detC = kA(λ) = αnλ
n+αn−1λ

n−1+. . .+α1λ
1+α0λ

0.

Sada je C
∼
C= A

∼
C −λ

∼
C i s druge strane C

∼
C= (detC)I. Usporedit ćemo

ova dva rezultata. Pritom uočimo: elementi matrice
∼
C su polinomi n − 1.

stupnja pa zato matricu
∼
C možemo napisati i kao polinom n− 1. stupnja s

matričnim koeficijentima. Dobivamo

αnλ
nI + αn−1λ

n−1I + . . . α1λI + α0I

= ACn−1λ
n−1 +ACn−2λ

n−2 + . . .+AC1λ+AC0

−Cn−1λ
n − Cn−2λ

n−1 − . . .− C1λ
2 − C0λ

pri čemu smo
∼
C shvatili kao polinom u λ s matričnim koeficijentima Cn−1,

Cn−2, ..., C0. Usporedba odgovarajućih koeficijenata sada daje sljedeći sus-
tav jednakosti:

αnI = −Cn−1

αn−1I = ACn−1 − Cn−2

αn−2I = ACn−2 − Cn−3

. . .
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α1I = AC1 − C0

α0I = AC0.

Ako prvu jednakost pomnožimo s An, drugu s An−1, analogno nastavimo
dalje, na kraju posljednju jednakost pomnožimo s A0 = I i nakon toga sve
dobivene jednakosti zbrojimo, izlazi kA(A) = 0. �

Korolar 5.5.23. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor i A ∈
L(V ). Tada je kA(A) = 0.

Dokaz. Uzmimo neku bazu e za V i matrični zapis [A]ee. Preostaje primijeniti
korolar 5.4.13 i prethodni teorem. �

U kontekstu Hamilton-Cayleyeva teorema, odnosno prethodnog korolara,
sad možemo za dani operator pokušati naći polinom s najmanjim mogućim
stupnjem koji će A ponǐstiti. To nas dovodi do definicije minimalnog po-
linoma, ali i izvan okvira naših razmatranja u ovom udžbeniku. Činjenica
je da za neke operatore na n-dimenzionalnom prostoru postoje i polinomi
stupnja manjeg od n koje će taj operator ponǐstiti. Takav je, na primjer,
svaki projektor. Lako se pokazuje da za svaki projektor P vrijedi P 2 = P ,
što znači da za polinom p(λ) = λ2 − λ vrijedi p(P ) = 0.

Uz pomoć minimalnog polinoma moguće je precizno ”mjeriti” razliku
izmedu algebarske i geometrijske kratnosti svojstvene vrijednosti. Zato je
minimalni polinom važan čimbenik u proučavanju strukture danog linearnog
operatora.

Na kraju, važno je spomenuti i da se na Hamilton-Cayleyjevom teoremu
temelji vrlo jednostavna metoda invertiranja kvadratnih matrica.

Izvest ćemo najprije još jedan kriterij regularnosti kvadratne matrice.
Primijetimo da je i iduća propozicija ”matrično” orijentirana (usporedite
napomenu 5.5.20).

Propozicija 5.5.24. Matrica A ∈ Mn je regularna ako i samo ako je
kA(0) 6= 0.

Dokaz. Uzmimo, kao u napomeni 5.4.23, prostor V i na njemu operator Ã
takav da u nekoj bazi e od V imamo [Ã]ee = A. Posebno, sada je kÃ = kA.

Prema korolaru 5.4.14, A je regularna matrica ako i samo ako je Ã regularan
operator. Iz napomene 5.5.2(b) znamo da je to ako i samo ako 0 nije svojstve-

na vrijednost za Ã, a to je, prema teoremu 5.5.9, ako i samo ako kÃ(0) 6= 0,
tj. ako i samo ako kA(0) 6= 0. �

Uzmimo sada matricu A ∈ Mn i njezin svojstveni polinom kA(λ) =∑n
i=0 αiλ

i. Prema prethodnoj propoziciji sada znamo da je A regularna
ako i samo ako je α0 6= 0.

Pretpostavimo da je tako. Hamilton-Cayleyjev teorem nam sada daje∑n
i=0 αiA

i = 0 što možemo pisati kao α0I = −(
∑n

i=1 αiA
i), odnosno, na-

kon izlučivanja faktora A na desnoj strani, kao α0I = −(
∑n

i=1 αiA
i−1)A.
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Konačno, nakon dijeljenja s α0 dobivamo I = − 1
α0

(
∑n

i=1 αiA
i−1)A, a znamo

da je to dovoljno da se zaključi kako je A−1 = − 1
α0

(
∑n

i=1 αiA
i−1).

Ilustrirajmo prethodni račun primjerom. Neka je A =

 1 0 2
−1 0 1

1 1 0

.

Očito je kA(λ) = −λ3 + λ2 + 3λ − 3 i, kako je kA(0) = −3, zaključujemo
da je A regularna. Kao u prethodnom izvodu sada nalazimo da je A−1 =

1
3(−A2 +A+ 3I) = 1

3

 1 −2 0
−1 2 3

1 1 0

.

5.6. Zadaci.

1. Provjerite sve tvrdnje navedene u primjeru 5.1.3.

2. Neka je L = {(x1, x2, 0) ∈ R3 : x1, x2 ∈ R}, M1 = {(a, 0, a) ∈ R3 : a ∈
R} i M2 = {(0, b, b) ∈ R3 : b ∈ R}. Pokažite da su L,M1,M2 potprostori od
R3 te da vrijedi R3 = L uM1 i R3 = L uM2. Odredite kosi projektor na
L duž potprostora M1, a nakon toga duž potprostora M2. (U oba slučaja
traži se pravilo, tj. formula kojom kosi projektor djeluje na proizvoljan vektor
(x1, x2, x3) ∈ R3.)

3. Neka su A : V → W i B : W → X linearni operatori. Pokažite da
vrijedi r(BA) ≤ r(A) i r(BA) ≤ r(B).

4. Neka je A : V →W proizvoljan linearan operator te neka su S ∈ L(W )
i T ∈ L(V ) regularni. Dokažite da je tada r(SAT ) = r(A).

5. Neka su A,B : V → W linearni operatori za koje vrijedi r(A) = r(B).
Pokažite da tada postoje regularni operatori S ∈ L(W ) i T ∈ L(V ) takvi da
je B = SAT .

6. Dokažite: ako je A : V → W izomorfizam onda je i inverzno preslika-
vanje A−1 : W → V linearno preslikavanje, dakle izomorfizam.

7. Neka je A : V → W linearan operator, neka je {y1, y2, . . . , yk}, k ∈ N,
linearno nezavisan skup u ImA ⊆ W te neka su vektori xi ∈ V odabrani
tako da vrijedi Axi = yi, ∀i = 1, . . . , k. Pokažite da je i skup {x1, x2, . . . , xk}
linearno nezavisan.

8. Neka je A : V → W linearan operator, neka je {y1, y2, . . . , yr} baza
za ImA te neka su vektori xi ∈ V odabrani tako da vrijedi Axi = yi, ∀i =
1, . . . , r. Pokažite da je tada V = [{x1, x2, . . . , xr}]uKerA.

9. Neka je A : V → W izomorfizam i {v1, . . . , vm} konačan skup vektora
u V . Pokažite da tada vrijedi dim [{Av1, . . . , Avm}] = dim [{v1, . . . , vm}].
Vrijedi li ista tvrdnja ako pretpostavimo da je A samo monomorfizam?
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10. Nadite neki izomorfizam A : R4 →M2(R).

11. Odredite opću formulu po kojoj djeluje linearan operatorA ∈ L(R3,M2(R))

ako je poznato A(1, 1, 1) =

[
0 1
1 0

]
, A(1, 1, 0) =

[
1 1
1 1

]
, A(0, 1, 0) =[

1 1
2 1

]
. Izračunajte rang i defekt operatora A.

12. Odredite jezgru i sliku operatora T ∈ L(M2) definiranog s T (X) =

XA−AX ako je A =

[
1 2
1 1

]
.

13. U ovisnosti o α ∈ R odredite rang i defekt te po jednu bazu jezgre i
slike operatora A ∈ L(R3, P2) definiranog s A(x1, x2, x3) = x1 +αx3 + (x1 +
x2 + 2x3)t+ (αx1 + x3)t2.

14. Provjerite da je preslikavanje A : P3 → M2(R) definirano s Ap =[
p(0) p′(0)

p(1) + p(−1) p′(1) + p′(−1)

]
linearan operator pa mu nadite rang i de-

fekt.

15. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor i A ∈ L(V ).
Dokažite da za svaki k ∈ N takav da je r(A) ≤ k ≤ dimV postoji B ∈ L(V )
takav da vrijedi AB = 0 i r(A) + r(B) = k.

16. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor. Dokažite da skup
svih regularnih operatora na V čini grupu s kompozicijom kao binarnom
operacijom. (Ponekad se ta grupa označava s GL(V ).)

17. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor iM ≤ V . Pokažite
da postoje linearni operatori A,B ∈ L(V ) takvi da je KerA = M i ImB =
M . Postoji li operator C ∈ L(V ) sa svojstvom KerC = ImC = M?

18. Neka je M potprostor vektorskog prostora V . Pokažite da je kvoci-
jentno preslikavanje π : V → V/M definirano s π(x) = [x] (tj. π(x) = x+M)
linearan operator. (Ovaj (očito surjektivan) operator se često naziva kanon-
ski epimorfizam.)

19. Neka su V i W konačnodimenzionalni vektorski prostori nad istim
poljem, te neka je A : V →W epimorfizam. Dokažite da je tada preslikava-
nje A\ : V/KerA→W , A\([x]) = Ax dobro definirano, linearno i bijektivno
(dakle, A\ je izomorfizam).

20. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor te neka je P ∈
L(V ) operator sa svojstvom P 2 = P . Pokažite da je tada V = ImP uKerP
i da je P kosi projektor na ImP u smjeru KerP .

21. Dokažite da je rezultat množenja linearnog operatora skalarom iz
definicije 5.2.1 takoder linearan operator.
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22. Dokažite da je L(V,W ) zaista vektorski prostor, tj. da operacije
zbrajanja i množenja skalarom na L(V,W ) zaista zadovoljavaju sve potrebne
uvjete iz definicije 2.1.2.

23. Dokažite tvrdnje (4) i (5) propozicije 5.2.4.

24. Ispitajte nezavisnost skupa {A,B,C} u prostoru L(R3,R2) ako je
A(x1, x2, x3) = (x1 + x2, x1 − x2 − x3), B(x1, x2, x3) = (x1 + 2x2 − x3, x1 +
x2 − x3), C(x1, x2, x3) = (−x1 − x2 − 3x3, x1 + x3).

25. Neka su e i f kanonske baze u prostorima R2, odnosno R3, te neka su
Eij ∈ L(R2,R3) operatori iz dokaza teorema 5.2.3. Odredite u ovoj situaciji
eksplicitne formule za djelovanje operatora Eij .

26. Pokažite da su preslikavanja f, g : Pn(R) → R definirana s f(p) =∫ 1
0 p(t)dt, odnosno g(p) =

∫ 1
−1 p(t)dt linearni funkcionali.

27. Za bazu {(1, 2, 1), (1, 0, 1), (1, 0,−1)} prostora R3 odredite dualnu
bazu.

28. Izvedite opći oblik linearnog operatora A ∈ L(Rn,Rm). (Uputa: neka
je {f1, f2, . . . , fm} kanonska baza za Rm i {f∗1 , f∗2 , . . . , f∗m} pripadna dualna
baza. Promatrajte funkcionale f∗i A na prostoru Rn i iskoristite primjer
5.3.4.)

29. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor i {f1, . . . , fn}
baza dualnog prostora V ∗. Je li ta baza dualna nekoj bazi prostora V ?

30. Provjerite da funkcionali f1(x1, x2, x3) = x1 − x2, f2(x1, x2, x3) =
x2−x3, f3(x1, x2, x3) = x1−x2 +x3 čine bazu prostora (R3)∗, i nadite bazu
prostora R3 kojoj je ona dualna.

31. Dokažite da za potprostore L i M konačnodimenzionalnog prostora
V i njihove anihilatore vrijedi (L+M)0 = L0∩M0, te (L∩M)0 = L0 +M0.

32. Neka je V konačnodimenzionalan prostor i f ∈ V ∗. Odredite bazu
anihilatora (Ker f)0.

33. Neka je M = {p ∈ P3 : p(7) = 0}. Odredite bazu od M0.

34. Nadite M0 za M = {(x1, x2, x3, x4) : x1−2x2+x3 = 0, x1−2x2+x4 =
0} ≤ R4.

35. Neka su f1 i f2 linearno nezavisni linearni funkcionali na prostoru
V pri čemu je dimV = 4. Odredite anihilator M0 potprostora M =
Ker f1 ∩ Ker f2. (Napomena. Uočite da je prethodni zadatak jedan kon-
kretan primjer situacije opisane u ovom zadatku.)
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36. Neka je V konačnodimenzionalan prostor, neka je {f1, f2, . . . fk} line-
arno nezavisan skup u V ∗ te neka je f ∈ V ∗. Dokažite da je f linearna kom-
binacija funkcionala f1, f2, . . . , fk ako i samo ako vrijedi Ker f1∩Ker f2 . . .∩
Ker fk ⊆ Ker f .

37. Neka je S podskup vektorskog prostora V . Anihilator skupa S se
definira kao S0 = {f ∈ V ∗ : f(x) = 0, ∀x ∈ S}. Dokažite da je S0 potprostor
dualnog prostora V ∗ te da vrijedi S0 = [S]0.

38. Pokažite da je, za dani operator A ∈ L(V,W ), i njegov dualni opera-
tor A∗ definiran u napomeni 5.3.11 linearan. Dalje, pokažite da je preslika-
vanje A 7→ A∗ izomorfizam prostora L(V,W ) i L(W ∗, V ∗).

39. Pokažite da za bilo koja dva operatora A,B ∈ L(V ) vrijedi (AB)∗ =
B∗A∗.

40. Neka je A ∈ L(V,W ), neka su e = {e1, . . . , en} i f = {f1, . . . , fm}
baze za V i W te neka su e∗ i f∗ dualne baze. Dokažite da je tada [A∗]e

∗
f∗ =

([A]fe )t.

41. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor. Pokažite da za
svaki linearan funkcional na L(V ) postoji jedinstven operator D ∈ L(V )
takav da je f(A) = tr (AD), ∀A ∈ L(V ).

42. Neka je f linearan funkcional na Mn takav da je f(AB) = f(BA),
za sve A,B ∈Mn, i f(I) = n. Pokažite da je tada f = tr.

43. Neka je A ∈ L(V ) regularan operator te neka je e neka baza prostora
V . Pokažite da tada vrijedi [A−1]ee = ([A]ee)

−1.

44. Neka su A,B ∈Mn slične matrice. Pokažite da A i B imaju jednake
determinante i jednake tragove.

45. Promotrimo elementarne matrice drugog reda: E1,2 =

[
0 1
1 0

]
,

E1,λ =

[
λ 0
0 1

]
, E2,λ =

[
1 0
0 λ

]
, E2,1,λ =

[
1 0
λ 1

]
, E1,2,λ =

[
1 λ
0 1

]
,

pri čemu je λ 6= 0. Neka su A1,2, A1,λ, A2,λ, A2,1,λ i A1,2,λ operatori na pros-

toru V 2(O) kojima u kanonskoj bazi {−→i ,−→j }, redom, pripadaju navedene
elementarne matrice. Interpretirajte geometrijski djelovanje ovih operatora.

46. Nadite matricu operatora T ∈ L(M2) definiranog s T (X) = XA −

AX, gdje je A =

[
1 2
1 1

]
, u kanonskoj bazi prostora M2.

47. Nadite matricu operatora A ∈ L(R3) u kanonskoj bazi, a zatim i u
bazi {(1, 1, 0), (1, 1, 1), (1,−1, 0)}, ako je A(x1, x2, x3) = (x1+x2, x2−x3, x3).
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48. Odredite neku bazu za jezgru, te defekt i rang operatora A ∈ L(R4)

kojem u kanonskoj bazi e pripada matrica [A]ee =


1 −1 0 2
1 2 1 0
0 0 1 1
3 1 1 1

.

49. Dokažite da je A ∈ L(R3), A(x1, x2, x3) = (x1+x2−x3, x2+7x3,−x3)
regularan operator i odredite [A−1]ee ako je e kanonska baza prostora R3.

50 Neka je A ∈ L(R3) dan s

A(x1, x2, x3) = (x1 + x2 + x3, x1 + x2 + 2x3, x1 + x3).

Odredite matricu operatora A u kanonskoj bazi, pokažite da je ta matrica
regularna, nadite joj inverz i iz tog inverza odredite formulu djelovanja ope-
ratora A−1.

51 Neka je {A1, A2, . . . , An2−1} neka baza potprostora M ≤ Mn svih
matrica čiji trag je 0. Odredite matricu linearnog funkcionala tr : Mn → F
u paru baza {I, A1, A2, . . . , An2−1}, {2}.

52. Neka su V i W konačnodimenzionalni prostori nad istim poljem i
A ∈ L(V,W ) operator ranga r, 0 < r < dimV . Pokažite da postoje baze
b = {b1, b2, . . . , bn} i c = {c1, c2, . . . , cm} za V , odnosno W takve da je

[A]cb = Dr =

[
I 0
0 0

]
∈Mmn

pri čemu je I ∈ Mr dok je svaki od nul-blokova odgovarajućeg formata.
(Uputa: koristite tvrdnju zadatka 8.)

53. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene potprostore
operatora A ∈ L(R3) kojem u kanonskoj bazi e pripada matrica [A]ee = −1 2 2

2 2 2
−3 −6 −6

.

54. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene potprostore
operatora A ∈ L(R3) kojem u bazi a = {(1, 1,−1), (1,−1, 0), (−1, 0, 0)}

pripada matrica [A]aa =

 0 1 0
−4 4 0
−2 1 2

.

55. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadajuće svojstvene potprostore
operatora deriviranja D ∈ L(P4), Dp = p′.

56. Neka je dana matrica A =

[
1 −1
−1 1

]
i operator K : M2(R) →

M2(R) definiran s K(X) = AX − XA. Odredite matricu operatora K u
kanonskoj bazi, pokažite da je 0 ∈ σ(K) i odredite pripadajuću algebarsku i
geometrijsku kratnost.
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57. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadajuće svojstvene potprostore
matrice A ∈Mn(R) gdje je

A =


n− 1 −1 . . . −1
−1 n− 1 . . . −1
...

...
...

−1 −1 . . . n− 1


58. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadajuće svojstvene potprostore

matrice A ∈Mn(R) gdje je

A =


n− 1 −n . . . −n
−n n− 1 . . . −n
...

...
...

−n −n . . . n− 1


59. Za n ∈ N, n ≥ 2, te i, j ∈ {2, 3, . . . , n} promotrimo matrice Aij ∈Mn

definirane formulom (13):

Aij =


1 . . . −1 . . .
...

...
−1 . . . 1 . . .

...
...

 ,
pri čemu se brojevi −1 nalaze na pozicijama (i, 1) i (1, j).

Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrica Aij za sve
i, j = 2, 3, . . . n. (Napomena: svojstveni vektori ovih matrica zapravo stoje
u pozadini definicije matrice T i preslikavanja ϕ iz propozicije 4.4.7.)

60. Uzmimo kanonsku bazu {e1, e2, . . . , en} prostora Cn i operator A ∈
L(Cn) zadan s Ae1 = en, Ae2 = e1, Ae3 = e2, ..., Aen = en−1. Pokažite da
se A može dijagonalizirati i nadite bazu u kojoj se A dijagonalizira.

61. Ako su λ1, λ2, . . . , λk svojstvene vrijednosti operatora A te ako je
zadan skalar τ , što su svojstvene vrijednosti operatora A− τI?

62. Dokažite da svaki linearan operator na realnom prostoru neparne
dimenzije ima bar jednu svojstvenu vrijednost.

63. Neka su x1 i x2 svojstveni vektori operatora A pridruženi različitim
svojstvenim vrijednostima. Može li i vektor x1 − x2 biti svojstven za A?

64. Neka su v1 i v2 svojstveni vektori pridruženi medusobno različitim
svojstvenim vrijednostima operatora A. Pokažite da v1 + v2 ne može biti
svojstven vektor za A. Postoje li skalari α1 i α2 takvi da je α1v1 + α2v2

svojstven vektor za A?
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65. Neka je VA(λ0) svojstveni potprostor operatora A ∈ L(V ) pridružen
svojstvenoj vrijednosti λ0. Pokažite da je VA(λ0) invarijantan potprostor za
svaki operator B ∈ L(V ) koji komutira s A.

66. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor. Za operator
A ∈ L(V ) definirajmo operator LA : L(V )→ L(V ) formulom LA(B) = AB.
Pokažite da je σ(LA) = σ(A).

67. Neka je V konačnodimenzionalan kompleksan vektorski prostor.
Dokažite da za svaki operator A ∈ L(V ) postoji baza b za V takva da
je [A]bb gornjetrokutasta matrica.

68. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor. Dokažite da ne
postoji pravi potprostor od V invarijantan za sve operatore iz L(V ) (u tom
smislu se kaže da je L(V ) ireducibilna familija operatora).

69. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor i A ∈ L(V ) ope-
rator za kojeg je svaki vektor v ∈ V , v 6= 0, svojstven. Pokažite da tada
postoji skalar λ0 za koji vrijedi A = λ0I.

70. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor, te neka je A ∈
L(V ) operator takav da vrijedi AB = BA, ∀B ∈ L(V ). Dokažite da tada
postoji skalar α takav da je A = αI. (Uputa: pokažite da A ima bar jednu
svojstvenu vrijednost i promatrajte odgovarajući svojstveni potprostor.)

71. Neka je λ svojstvena vrijednost operatora A ∈ L(V ). Pokažite da je
tada λk svojstvena vrijednost operatora Ak, ∀k ∈ N. Pokažite još da tvrdnja
vrijedi i za sve k ∈ Z uz uvjet da je A regularan.

72. Pokažite primjerom da obrat tvrdnje prethodnog zadatka ne vrijedi:
nadite primjer operatora A, skalara λ0 i prirodnog broja k za koje je λk0 ∈
σ(Ak), ali λ0 6∈ σ(A).

73. Neka je V konačnodimenzionalan vektorski prostor te neka je A ∈
L(V ) operator ranga 1. Pokažite da postoji polinom p drugog stupnja takav
da je p(A) = 0.

74. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadajuće svojstvene potprostore
operatora transponiranja T ∈ L(M2), T (A) = At.

75. Invertirajte pomoću svojstvenog polinoma matricu

 0 1 1
2 −4 0
0 1 −1

.

76. Dokažite da je operator A ∈ L(R3) definiran s A(x1, x2, x3) = (x1 +
x2, x1 +x2−x3, x2−x3) regularan, odredite mu matrični prikaz u kanonskoj
bazi, odredite pomoću svojstvenog polinoma inverz matrice [A]ee te odredite
formulu prema kojoj djeluje inverzni operator A−1.
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77. Neka operatoru A ∈ L(C2) u kanonskoj bazi e prostora C2 pripada

matrica [A]ee =

[
1 a
a 2

]
. Odredite a ako je poznato da je 0 svojstvena

vrijednost operatora A. Može li se A dijagonalizirati? Ako može, odredite
bazu prostora C2 u kojoj je matrica operatora A dijagonalna.

78. Za matricu A =


1 a 1 0
1 −1 0 1
0 0 1 0
1 b 0 1

 odredite parametre a i b ako

je poznato da je A singularna te da njezine svojstvene vrijednosti imaju
algebarsku kratnost 2.

79. Dokažite da za operatore A,B na konačnodimenzionalnom prostoru
V vrijedi σ(AB) = σ(BA).

80. Neka su A,B ∈Mn(R) matrice takve da postoji T ∈ GL(n,C) takva
da vrijedi B = T−1AT . Dokažite da tada postoji i S ∈ GL(n,R) takva da
vrijedi B = S−1AS.

81. Neka je A ∈ Mn te neka su λ1, λ2, . . . , λn ∈ C sve nultočke njezinog
svojstvenog polinoma kA (dakle, vrijedi kA(λ) = (λ−λ1)(λ−λ2)·. . .·(λ−λn)
- uočite da je takav rastav uvijek moguć nad poljem C čak i ako je A realna
matrica). Dokažite da je tada

∑n
i=1 λi = tr(A).

82. Neka je p polinom n-tog stupnja, n ∈ N, s koeficijentima iz polja
F. Pokažite da postoji vektorski prostor V nad F, dimV = n, i operator
A ∈ L(V ) takav da je kA = p.
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5.7. Dodatak: odabrane primjene.

U ovoj točki pokazat ćemo neke primjene dosad dobivenih rezultata. U tu
svrhu potrebno nam je uvesti pojam konvergencije u prostor Mn1. Pokazat
će se u idućem poglavlju kako se konvergencija kao i drugi pojmovi mate-
matičke analize prirodno uvode u svaki normiran, pa posebno i unitaran
prostor. U ovom trenutku to nam i nije potrebno; konvergenciju u prostoru
jednostupčanih matrica uvest ćemo direktno i sasvim neformalno.

Neka su dani niz xk ∈Mn1, k ∈ N, te x ∈Mn1. Pǐsimo

xk =


ak1
ak2
...
akn

 , x =


a1

a2
...
an

 .
Reći ćemo da niz xk konvergira k vektoru x ako vrijedi limk→∞ a

k
i = ai, za

sve i = 1, 2, . . . , n. Drugim riječima, niz xk konvergira k vektoru x što pǐsemo
kao limk→∞ xk = x, ako za svaki indeks i niz i-tih komponenti vektora xk
konvergira k i-toj komponenti vektora x.

Na primjer, ako su a1, a2, . . . , an proizvoljni realni brojevi i ako je

xk =


a1

1+ 1
k

a2
1+ 1

k
...
an

1+ 1
k

 , k ∈ N, i x =


a1

a2

...
an

 ,
jasno je da vrijedi limk→∞ xk = x.

Slično, ako imamo niz realnih brojeva γk koji konvergira u 0 onda je jasno
da za svaki vektor x ∈Mn1 vrijedi limk→∞ γkx = 0.

Sasvim analogno, po matričnim mjestima, definirali bismo i konvergenciju
niza matrica u prostoru Mmn.

Napomena 5.7.1. Pretpostavimo da se operator L ∈ L(Mn1(R)) može dija-
gonalizirati. Dakle, postoji baza b = {b1, . . . , bn} prostora Mn1(R) i postoje
skalari λ1, . . . , λn ∈ R, ne nužno različiti, takvi da vrijedi Lbj = λjbj za sve
j = 1, . . . , n.

Uzmimo sad proizvoljan x ∈ V i pǐsimo x =
∑n

j=1 αjbj . Tada je Lx =∑n
j=1 αjλjbj , L

2x =
∑n

j=1 αjλ
2
jbj i, općenito, Lkx =

∑n
j=1 αjλ

k
j bj za svaki

prirodan broj k.
Pretpostavimo sada da smo svojstvene vrijednosti poredali po veličini (to

uvijek možemo postići prenumeracijom) tako da vrijedi |λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . ≥
|λn|; uzmimo još da vrijedi |λ1| > |λ2|. Tada imamo

1

λk1
Lkx = α1b1 + α2

(
λ2

λ1

)k
b2 + . . .+ αn

(
λn
λ1

)k
bn.
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Kako je limk→∞

(
λj
λ1

)k
= 0 za sve j = 2, 3, . . . , n, zaključujemo da vri-

jedi limk→∞
1
λk1
Lkx = α1b1. Posebno, za velike k vektori Lkx i λk1α1b1 su

približno jednaki (što ćemo pisati kao Lkx ≈ λk1α1b1) u smislu da su sve
korespondentne komponente ta dva vektora približno jednake.

Napomena 5.7.2. Imamo li matricu A ∈ Mn(R), prethodna diskusija se
primjenjuje na operator LA. Štovǐse, dolazimo do istog zaključka čak i ako
se operator LA ne može dijagonalizirati kao operator na Mn1(R), ali ga
je moguće dijagonalizirati kao operator shvaćen na prostoru Mn1(C). U
tom slučaju postoji baza b = {b1, . . . , bn} prostora Mn1(C) i postoje skalari
λ1, . . . , λn ∈ C, ne nužno različiti, takvi da vrijedi LAbj = Abj = λjbj za sve
j = 1, . . . , n.

Posebno, za svaki x ∈ Mn1(R) možemo pisati x =
∑n

j=1 αjbj (samo što

su sada koeficijenti αj možda kompleksni brojevi) i opet imamo LAx =

Ax =
∑n

j=1 αjλjbj i (LA)kx = Akx =
∑n

j=1 αjλ
k
j bj . Konačno, ako opet

pretpostavimo da vrijedi |λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . ≥ |λn| i |λ1| > |λ2|, ponovo
zaključujemo da je Lkx ≈ λk1α1b1.

Primjer 5.7.3. ([2]) Pretpostavimo da izvjesna vrsta insekata ima sljedeći
životni tok: Od ukupnog broja novorodenih njih samo pola doživi jednu
godinu starosti, a od njih samo trećina doživi dvije godine starosti. Do
kraja treće godine života svi ti insekti umru; medutim, svaki od onih koji je
ušao u treću godinu života na kraju te godine ostavi šest potomaka.

Pretpostavimo da promatramo populaciju od 3000 insekata; po 1000
novorodenih, starih jednu godinu te starih dvije godine. Kako će se kre-
tati brojnost ove populacije, ukupno, i po dobnim skupinama?

Neka vektor

 xn
yn
zn

 opisuje brojno stanje po dobnim skupinama (novorodeni,

stari jednu godinu, stari dvije godine) nakon n godina. Imamo, dakle, x0

y0

z0

 =

 1000
1000
1000

 ,
 x1

y1

z1

 =

 6000
500

1
31000

 ,
 x2

y2

z2

 =

 2000
3000
1
3500

 .
Očito, odavde je  x3

y3

z3

 =

 1000
1000
1000


i brojnost populacije se dalje kreće u opisanom trogodǐsnjem ciklusu.

Sad primijetimo da je, za sve k, xk
yk
zk

 =

 0 0 6
1
2 0 0
0 1

3 0

 xk−1

yk−1

zk−1
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odakle slijedi  xk
yk
zk

 =

 0 0 6
1
2 0 0
0 1

3 0

n  x0

y0

z0

 .
Označimo A =

 0 0 6
1
2 0 0
0 1

3 0

. Lako se provjeri da vrijedi A3 = I što

objašnjava ponavljanje trogodǐsnjeg ciklusa. Korisno je uočiti da je svoj-
stveni polinom matrice A jednak λ3 − 1 te su sve (kompleksne) svojstvene
vrijednosti po modulu jednake 1.

Zamislimo sada još tri populacije sličnih insekata sa sličnim životnim to-
kom (svi insekti umru nakon tri godine života, a na kraju treće godine ostave
potomstvo) čije preživljavanje iz godine u godinu je opisano matricama

B =

 0 1 3
1
2 0 0
0 1

3 0

 , C =

 0 6 24
1
3 0 0
0 1

2 0

 , D =

 0 3 6
1
6 0 0
0 1

2 0

 .
I u sva tri ova slučaja (označimo ih kao b),c),d)) uzet ćemo da je x0

y0

z0

 =

 1000
1000
1000

 .
U slučaju b) izračuna se da je σ(B) = {1, ρ, ρ}, gdje je ρ = 1

2(−1 + i).
Nadalje, svojstveni vektori su

b1 =

 6
3
1

 , b2 =

 6ρ2

3ρ
1

 , b3
 6ρ2

3ρ
1

 .
Sad kao u prethodnom slučaju zaključujemo da za sve k ∈ N vrijedi xk

yk
zk

 = Bk

 x0

y0

z0

 ,
a kao u napomeni 5.7.2 dobivamo, ako je

(1)

 x0

y0

z0

 = α1b1 + α2b2 + α3b3,

Bk

 x0

y0

z0

 = α1b1 + α2ρ
kb2 + α3ρ

kb3.
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Kako je |ρ| < 1, ovdje je 1 najveća svojstvena vrijednost i vrijedi ρk → 0 i
ρk → 0. Zato je

lim
k→∞

 xk
yk
zk

 = lim
k→∞

Bk

 x0

y0

z0

 = α1b1.

Iz rastava (1) vektora

 x0

y0

z0

 =

 1000
1000
1000

 u bazi {b1, b2, b3} nade se da je

α1 = 400. Zato je

lim
k→∞

 xk
yk
zk

 = 400b1 =

 2400
1200
400

 .
Ovaj vektor (tj. granično brojno stanje) se naziva ekvilibrij. Uočimo da je
to ujedno i svojstveni vektor za svojstvenu vrijednost 1.

Slučajevi c) i d) analiziraju se potpuno analogno.
U slučaju c) najveća svojstvena vrijednost je λ1 = 2. Zato je

lim
k→∞

1

2k

 xk
yk
zk

 = lim
k→∞

1

2k
Ck

 x0

y0

z0

 = lim
k→∞

(
α1b1 + α2

λk2
2k
b2 + α3

λk3
2k
b2

)
,

a odavde je

lim
k→∞

 xk
yk
zk

 = lim
k→∞

Ck

 x0

y0

z0

 = lim
k→∞

2kα1b1 =

 ∞∞
∞

 .
Zaključujemo da ova populacija neograničeno raste.

Konačno u slučaju d) najveća svojstvena vrijednost je λ1 = 1
2 . Istim

načinom kao gore ovdje dobivamo da je

lim
k→∞

 xk
yk
zk

 = lim
k→∞

Dk

 x0

y0

z0

 = lim
k→∞

1

2k
α1b1 =

 0
0
0


iz čega zaključujemo da će ova populacija izumrijeti.

Kao uvod u sljedeći primjer u kojem ključnu ulogu igraju svojstveni vek-
tori i svojstvene vrijednosti operatora, odnosno matrica prisjetimo se za-
datka 60: pokažimo da se operator A ∈ L(Cn) zadan svojim djelovanjem
na kanonskoj bazi prostora e = {e1, e2, . . . , en} prostora Cn s Ae1 = en,
Ae2 = e1, Ae3 = e2, ..., Aen = en−1 može dijagonalizirati. Prvo uočimo da
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je

[A]ee =



0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0


.

Sada je

kA(λ) = det



−λ 1 0 . . . 0 0
0 −λ 1 . . . 0 0
0 0 −λ . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 −λ 1
1 0 0 0 0 −λ


.

Ako svaki redak pomnožimo s λ i dodamo onome ispod njega (redom, pošavši
odozgo) dobivamo

kA(λ) = det



−λ 1 0 . . . 0 0
−λ2 0 1 . . . 0 0
−λ3 0 0 . . . 0 0

...
...

...
...

...
−λn−1 0 0 0 0 1
1− λn 0 0 0 0 0


= (−1)n(λn − 1).

Označimo s ω = e
2πi
n primitivni n-ti korijen iz 1. Sada su svi korijeni

karakterističnog polinoma; dakle, svojstvene vrijednosti su upravo brojevi
ωj , j = 0, 1, . . . , n− 1.

Ako sad računamo svojstvene vektore za svojstvenu vrijednost ωj dobi-
vamo homogeni sustav jednadžbi čija matrica je

−ωj 1 0 . . . 0 0
0 −ωj 1 . . . 0 0
0 0 −ωj . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 −ωj 1
1 0 0 0 0 −ωj


∼



−ωj 1 0 . . . 0 0
−(ωj)2 0 1 . . . 0 0
−(ωj)3 0 0 . . . 0 0

...
...

...
...

...
−(ωj)n−1 0 0 0 0 1
1− (ωj)n 0 0 0 0 0


.

Kako je 1− (ωj)n = 0, vidimo da je svojstveni potprostor jednodimenziona-
lan te da mu je baza vektor

aj =


1
ωj

(ωj)2

...
(ωj)n−1

 .
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Kako su a0, a1, . . . , an−1 svojstveni vektori pridruženi različitim svojstvenim
vrijednostima, nezavisni su i stoga tvore bazu prostora Cn. (Nezavisnost tih
vektora možemo vidjeti i iz podatka da rang matrice koju ti vektori tvore kao
stupci iznosi n, a to je zato što je determinanta te matrice (Vandermonde!)
različita od 0). Jasno, u toj bazi operator A se dijagonalizira.

Ovo se poopćuje na sljedeći način.

Primjer 5.7.4. Neka su c1, c2, . . . , cn proizvoljni kompleksni brojevi, ne
nužno različiti, te neka je

C =


c1 c2 . . . cn−1 cn
cn c1 . . . cn−2 cn−1
...

...
...

...
c2 c3 . . . c2 c1


(svaki redak nastaje cikličkom prermutacijom prethodnog; u i-tom retku
matrice C broj c1 se nalazi na i-tom mjestu).

Neka je θj proizvoljan n-ti korijen iz 1; u gornjim oznakama θj = ωj za
neki j = 0, 1, . . . , n− 1. Lako se provjeri da vrijedi

(2) C


1
θj
...

θn−1
j

 = (c1 + c2θj + . . .+ cnθ
n−1
j )


1
θj
...

θn−1
j

 .
Naime, i-te komponente u lijevoj i desnoj strani u (2) iznose

c1θ
i−1
j + c2θ

i
j + . . .+ cn−i+1θ

n−1
j + cn−i+2 + . . .+ cnθ

i−1−1
j ,

odnosno

(c1 + c2θj + . . .+ cnθ
n−1
j )θi−1

j ,

a lako je ustanoviti da su ta dva izraza jednaka. Dakle,

fj =


1
θj
...

θn−1
j


je svojstveni vektor pridružen svojstvenoj vrijednosti c1+c2θj+. . .+cnθ

n−1
j .

Uočimo da je ovaj skup pridruženih svojstvenih vektora {f1, . . . , fn} neza-
visan te stoga čini bazu prostora Mn1(C) u kojoj se matrica C (odnosno
operator LC) dijagonalizira. Naime, ako te vektore svrstamo u stupce ma-
trice, determinanta te matrice (Vandermonde!) je različita od 0; stoga je
rang matrice maksimalan, tj. n, a to upravo znači da su svi stupci linearno
nezavisni.
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Primjer 5.7.5. Evo kako je starogrčki matematičar Teon iz Smirne računao√
2.
Uzmimo x0 = y0 = 1 i za n ∈ N stavimo xn+1 = x2 +2yn, yn+1 = xn+yn.

Tada je, za dovoljno veliki n, razlomak xn
yn

približno jednak
√

2. Na primjer,

dobiva se x5 = 99 i y5 = 70, pa je x5
y5

= 99
75 = 1, 41428.

Nije teško vidjeti da niz xn
yn

zaista konvergira k
√

2. Prvo uočimo da je

xn+1

yn+1
−
√

2 =
xn + 2yn −

√
2xn −

√
2yn

xn + yn

=
(
√

2− 1)(
√

2yn − xn)

xn + yn

=

√
2− 1

xn
yn

+ 1

(√
2− xn

yn

)
Nadalje,

√
2− 1 < 1, a u svakom koraku je xn

yn
> 1. Zato je

√
2−1

xn
yn

+1
< 1

2 i sad

iz gornjeg računa induktivnim argumentom dobivamo da je∣∣∣∣xn+1

yn+1
−
√

2

∣∣∣∣ < 1

2n

∣∣∣∣x0

y0
−
√

2

∣∣∣∣ .
Da bismo razumjeli pozadinu primijetimo najprije da je[

xn+1

yn+1

]
=

[
1 2
1 1

] [
xn
yn

]
.

Ako označimo K =

[
1 2
1 1

]
možemo zaključiti da je[

xn
yn

]
= Kn

[
x0

y0

]
.

Sad možemo pokušati protumačiti i eventualno poopćiti ovu metodu računanja
vrijednosti

√
2.

Primjer 5.7.6. ([2]) Fiksirajmo pozitivan broj x i prirodni n ≥ 2. Cilj nam
je približno odrediti n

√
x.

Za brojeve k0, k1, k2, . . . , k2n−2 formirajmo matricu

K =



kn−1 kn kn+1 . . . k2n−3 k2n−2

kn−2 kn−1 kn . . . k2n−4 k2n−3

kn−3 kn−2 kn−1 . . . k2n−5 k2n−4
...

...
...

...
...

k1 k2 k3 . . . kn−1 kn
k0 k1 k2 . . . kn−2 kn−1


∈Mn.

Matrica K ima, dakle, na dijagonali konstantnu vrijednost kn−1, na gornjoj
sporednoj dijagonali kn, na donjoj sporednoj dijagonali kn−2 i analogno
dalje, redom prema gornjem desnom te prema donjem lijevom uglu.
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Brojeve kj ćemo izabrati kao jednostavne i sasvim grube aproksimacije

vrijednosti
n
√
xj = x

j
n , ali tako da stavimo k0 = 1, da uzmemo k1, k2, . . . , kn−1

kao proizvoljne pozitivne aproksimacije za x
1
n , x

2
n , . . . , x

n−1
n te da nakon

toga stavimo kn+j = xkj za sve j = 0, 1, . . . , n− 2 (dakle, aproksimacija za

x
n+j
n mora biti konzistentna s aproksimacijom za x

j
n ). Na primjer, želimo

li izračunati 3
√

3, možemo uzeti k0 = 1, k1 = 1, k2 = 2, k3 = 3, k4 = 3 i

K =

 2 3 3
1 2 3
1 1 2

 .
Ako želimo izračunati 4

√
5 mogli bismo uzeti k0 = 1, k1 = 1, k2 = 2, k3 = 4,

k4 = 5, k5 = 5, k5 = 10 i onda je

K =


4 5 5 10
2 4 5 5
1 2 4 5
1 1 2 4

 .
Teon iz Smirne je birao k0 = 1, k1 = 1, k2 = 2 i

K =

[
1 2
1 1

]
.

Označimo opet s θ0, θ1, . . . , θn−1 sve n-te korijene iz 1; kao i prije, možemo

reći da je θj = ωj za j = 0, 1, . . . , n− 1, gdje je ω = e
2πi
n . Sad tvrdimo da je

za svaki j = 0, 1, . . . , n− 1 vektor

bj =


x
n−1
n θn−1

j
...

x
1
n θj
1


svojstveni vektor pridružen svojstvenoj vrijednosti

λj = kn−1 + knx
− 1
n θ−1

j + kn+1x
− 2
n θ−2

j + . . .+ k2n−2x
−n−1

n θ
−(n−1)
j

matrice K. Naime, i-te komponente u Kbj i λjbj iznose

(3) kn−ix
n−1
n θn−1

j +kn−i+1x
n−2
n θn−2

j + . . .+kn−i+n−2x
1
n θj +kn−i+n−1x

0θ0
j ,

odnosno

(4) (kn−1+knx
− 1
n θ−1

j +kn+1x
− 2
n θ−2

j +. . .+k2n−2x
− (n−1)

n θ
−(n−1)
j )x

n−i
n θn−ij .

Sad se usporedivanjem jednakosti (3) i (4) vidi da su u oba izraza odgova-
rajući koeficijenti uz potencije θpj jednaki. Provjeru ovdje izostavljamo.

Time smo došli do n svojstvenih vektora matrice K. Ponovo korǐstenjem
Vandermondeove determinante lako utvrdujemo da je skup {b0, b1, . . . , bn−1}
nezavisan pa se K može dijagonalizirati.
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Sad uočimo da je

λ0 = kn−1 + knx
− 1
n + kn+1x

− 2
n + . . .+ k2n−2x

−n−1
n

= kn−1 + k0x
n−1
n + k1x

n−2
n + . . .+ kn−2x

1
n .

Odavde vidimo da je λ0 > 1 te da za sve j = 1, 2, . . . , n− 1 vrijedi

|λj | = |kn−1 + knx
− 1
n θ−1

j + . . .+ k2n−2x
−n−1

n θ
−(n−1)
j |

= |kn−1 + k0x
n−1
n θn−1

j + . . .+ kn−2x
1
n θj |

< λ0.

Uzmimo sad proizvoljni a =
∑n−1

j=1 αjbj ∈Mn1. Slijedi

Ka =
n−1∑
j=1

αjλjbj ∈Mn1

i, za svaki m ∈ N,

Kma =

n−1∑
j=1

αjλ
m
j bj ∈Mn1.

Odavde je

1

λm0
Kma = α0b0 + α1

λm1
λm0

b1 + . . .+ αn−1
λmn−1

λm0
bn−1.

Kako za sve j = 1, 2, . . . , n− 1 vrijedi |λj | < λ0, zaključujemo da je

lim
m→∞

1

λm0
Kma = α0b0,

pa je

Kma ≈ λm0 α0b0.

Posebno, sve korespondentne komponente ova dva vektora su približno jed-
nake. Jer je dijeljenje neprekidno, isto vrijedi i za kvocijente. Kako je

b0 =


x
n−1
n

...

x
1
n

1

 ,
komponente vektora λm0 α0b0 se odnose kao x

n−1
n : x

n−2
n : . . . : x

1
n : 1. Stoga

su i omjeri odgovarajućih komponenti vektora Kma približno jednaki.
Konkretno, ako je n = 4, imamo

b0 =


x

3
4

x
2
4

x
1
4

1

 ,
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pa ako označimo

Kma =


a

(m)
1

a
(m)
2

a
(m)
3

a
(m)
4


slijedi

a
(m)
3

a
(m)
4

≈ x
1
4 ,

a
(m)
2

a
(m)
4

≈ x
2
4 ,

a
(m)
1

a
(m)
4

≈ x
3
4 .

Izvedenu metodu možemo sada ilustrirati na primjeru odredivanja pri-
bližne vrijednosti

√
2 i 3
√

3.
Za odredivanje

√
2 možemo uzeti

K =

[
1 2
1 1

]
i a =

[
1
1

]
.

Uz taj izbor matrice K i vektora a dobivamo upravo metodu približnog
odredivanja

√
2 koju je koristio Teon iz Smirne.

Za odredivanje 3
√

3 možemo birati

K =

 2 3 3
1 2 3
1 1 2

 i a =

 1
1
1

 .
Za m = 4 dobivamo

K4a =

 310 447 645
215 310 447
149 215 310

 1
1
1

 =

 1402
972
674

 .
iz prethodne diskusije znamo da se komponente ovog vektora približno od-

nose kao 3
2
3 : 3

1
3 : 1. Imamo dakle

1402

674
= 2, 0801187 ≈ 3

2
3 i

972

674
= 1, 448584 ≈ 3

1
3 .
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6. Unitarni prostori

Promotrimo prostor V 3 klasa orijentiranih dužina u E3, opisan u dodatku

na kraju 2. poglavlja. U V 3 je kut izmedu netrivijalnih vektora −→a = [
−→
OA]

i
−→
b = [

−−→
OB] definiran kao neorijentiran kut ]OAB koji pripada segmentu

[0, π]. Taj kut označavamo simbolom ](−→a ,
−→
b ).

Po definiciji je, dakle, ](−→a ,
−→
b ) = ](

−→
b ,−→a ). Treba primijetiti da defini-

cija kuta izmedu vektora −→a i
−→
b zahtijeva da za oba vektora najprije nademo

reprezentante s početkom u istoj točki O. Iz definicije ekvivalencije orijen-
tiranih dužina je jasno da kut ne ovisi o izboru točke O. Uočimo takoder da
su netrivijalni vektori kolinearni ako i samo ako im je kut 0 ili π, ovisno o
tome jesu li jednake ili suprotne orijentacije.

Sada se, uz ovako uveden pojam kuta, u V 3 definira skalarni produkt
· : V 3 × V 3 → R na sljedeći način:

−→a ·
−→
b =

{
0, ako je −→a =

−→
0 ili

−→
b =

−→
0

|−→a ||
−→
b | cos](−→a ,

−→
b ), ako je −→a ,

−→
b 6= −→0 .

Primijetimo da je skalarni produkt operacija množenja vektora u kojoj
je rezultat skalar; otuda i ime. Običaj je, kao i kod množenja brojeva, da

se znak množenja izostavlja pa se skalarni produkt vektora −→a i
−→
b kraće

označava s −→a
−→
b . Takoder, umjesto −→a −→a pǐsemo −→a 2. Uočimo usput da

je −→a 2 = |−→a |2. U idućem teoremu navodimo osnovna svojstva skalarnog
produkta na prostoru V 3.

Teorem A. Skalarno množenje na V 3 ima sljedeća svojstva:

(1) −→a 2 ≥ 0, ∀−→a ∈ V 3;

(2) −→a 2 = 0⇔ −→a =
−→
0 ;

(3) (α−→a )
−→
b = α(−→a

−→
b ), ∀α ∈ R, ∀−→a ,

−→
b ∈ V 3;

(4) (−→a +
−→
b )−→c = −→a −→c +

−→
b −→c , ∀−→a ,

−→
b ,−→c ∈ V 3;

(5) −→a
−→
b =

−→
b −→a , ∀−→a ,

−→
b ∈ V 3.

Dokaz. Sve tvrdnje, osim (4), su očite. Tvrdnja (4) dokazuje se računom u
kojemu bitnu ulogu igra sljedeća lema.

Lema. Za sve −→a ,
−→
b ∈ V 3 vrijedi (−→a +

−→
b )2 = −→a 2+

−→
b 2+2−→a

−→
b i (−→a −

−→
b )2 =

−→a 2 +
−→
b 2 − 2−→a

−→
b .

Dokaz. Ako su −→a i
−→
b kolinearni, obje tvrdnje su očite. Pretpostavimo zato

da vektori nisu kolinearni. Ako stavimo −→a = [
−−→
AB] i

−→
b = [

−−→
BC], onda je

−→a +
−→
b = −→c = [

−→
AC]. Uočimo da za kut ϕ kod vrha B u trokutu ABC vrijedi

ϕ = π − ](−→a ,
−→
b ). Sada iz kosinusovog poučka u trokutu ABC dobivamo:

(−→a +
−→
b )2 = −→c 2 = |−→c |2 = |−→a |2 + |

−→
b |2 − 2|−→a ||

−→
b | cosϕ = |−→a |2 + |

−→
b |2 +

2|−→a ||
−→
b | cos(π−ϕ) = |−→a |2+|

−→
b |2+2|−→a ||

−→
b | cos](−→a ,

−→
b ) = −→a 2+

−→
b 2+2−→a

−→
b .
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Slično se dokazuje i druga tvrdnja. �

Dokaz tvrdnje (4) iz teorema A. U dokazu ćemo prešutno koristiti komuta-
tivnost skalarnog množenja (to je svojstvo (5) iz teorema). Uz to, u računu

koji slijedi nekoliko puta ćemo iskoristiti lemu: 4(−→a +
−→
b )−→c = 4−→c (−→a +

−→
b ) =

(2−→c + (−→a +
−→
b ))2 − 4−→c 2 − (−→a +

−→
b )2 = (2−→c + (−→a +

−→
b ))2 − 4−→c 2 + (−→a −

−→
b )2−2−→a 2−2

−→
b 2 = ((−→a +−→c )+(

−→
b +−→c ))2 +((−→a +−→c )−(

−→
b +−→c ))2−2−→a 2−

2
−→
b 2−4−→c 2 = 2(−→a +−→c )2 +2(

−→
b +−→c )2−2−→a 2−2

−→
b 2−4−→c 2 = 4−→a −→c +4

−→
b −→c .

Preostaje podijeliti s 4 početni i završni izraz u ovom nizu jednakosti. �

Fiksirajmo sada pravokutni koordinatni sustav u E3 i označimo s
−→
i ,
−→
j ,
−→
k

vektore čiji su reprezentanti, redom, jedinične orijentirane dužine u smjeru

pozitivnih dijelova koordinatnih osi. Znamo da je {−→i ,−→j ,
−→
k } baza pros-

tora V 3. (Uočimo da ovdje koristimo uobičajeni dogovor prema kojem se s
−→
i ,
−→
j ,
−→
k označavaju i vektori i orijentirane dužine koje te vektore reprezen-

tiraju.)

Iz definicije skalarnog produkta je odmah jasno da je
−→
i 2 =

−→
j 2 =

−→
k 2 = 1

(jer modul sva tri vektora iznosi 1), i
−→
i
−→
j =

−→
j
−→
k =

−→
k
−→
i = 0 (jer su ovi

vektori medusobno okomiti). S obzirom da se inače kaže da je vektor čiji
modul iznosi 1 normiran, prethodne jednakosti možemo kratko rekapitulirati

tako da kažemo kako je skup {−→i ,−→j ,
−→
k } ortonormiran. Jer je taj skup

ujedno i baza prostora V 3, još se kaže da je riječ o ortonormiranoj bazi.
U toj, kanonskoj bazi prostora V 3 svaki vektor −→a ima prikaz oblika

−→a = a1
−→
i + a2

−→
j + a3

−→
k gdje su a1, a2, a3 ∈ R. Sada je lagano izvesti

formulu za skalarni produkt vektora ukoliko su oba dana svojim zapisom u
kanonskoj bazi. Naime, sve što trebamo je pozvati se na distributivnost i
kvaziasocijativnost skalarnog množenja (to su svojstva (3) i (4) iz teorema

A) i iskoristiti ”tablicu množenja” vektora
−→
i ,
−→
j i
−→
k .

Teorem B. Neka su vektori −→a i
−→
b dani svojim zapisom u kanonskoj bazi

prostora V 3: −→a = a1
−→
i + a2

−→
j + a3

−→
k i
−→
b = b1

−→
i + b2

−→
j + b3

−→
k . Tada je

−→a
−→
b = a1b1 + a2b2 + a3b3.

Iz ovog teorema slijedi važna nejednakost u skupu realnih brojeva.

Teorem C. (Cauchy-Schwarzova nejednakost.) Neka su (a1, a2, a3) i (b1, b2,
b3) proizvoljne uredene trojke realnih brojeva. Tada je |a1b1 +a2b2 +a3b3| ≤√
a2

1 + a2
2 + a2

3 ·
√
b21 + b22 + b23.

Dokaz. Promotrimo vektore −→a = a1
−→
i +a2

−→
j +a3

−→
k i
−→
b = b1

−→
i +b2

−→
j +b3

−→
k

i primijetimo da je, zbog | cosϕ| ≤ 1, ∀ϕ ∈ R, |a1b1 +a2b2 +a3b3| = |−→a
−→
b | =

|−→a ||
−→
b || cos](−→a ,

−→
b )| ≤ |−→a ||

−→
b | =

√
a2

1 + a2
2 + a2

3 ·
√
b21 + b22 + b23. �
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Vidimo, dakle, da je vektorski prostor V 3 snabdjeven još jednom ope-
racijom - skalarnim produktom - koja na izvjestan način nadograduje line-
arnu strukturu. Važno je uočiti da je skalarni produkt potpuno uskladen
sa zbrajanjem i množenjem skalarima u V 3 (to pokazuju svojstva (3) i (4)
iz teorema A), a istodobno nosi i dodatne geometrijske informacije poput

modula (|−→a | =
√−→a 2) ili okomitosti (jer −→a ⊥

−→
b ⇔ −→a

−→
b =

−→
0 ).

U daljnje detalje svojstava skalarnog množenja u prostoru V 3 ovdje nećemo
ulaziti (a zainteresiranog čitatelja upućujemo na [4] gdje je provedena kom-
pletna diskusija o prostoru V 3 i operacijama s vektorima). Umjesto toga,
kao i prije, željeli bismo istražiti mogućnost uvodenja skalarnog produkta i
u druge, apstraktne vektorske prostore. Kao i u izgradnji opće teorije vek-
torskih prostora, i ovdje ćemo iskoristiti prostor V 3 kao prototip te ćemo i
u apstraktnom kontekstu nastojati slijediti intuiciju utemeljenu na geome-
trijskoj prirodi skalarnog množenja u V 3.

6.1. Ortogonalnost.

Skalarno množenje u V 3 izrijekom je definirano u terminima modula i
kuta dvaju vektora. Da bismo uveli skalarni produkt u apstraktan vektor-
ski prostor gdje pojmovi poput modula i kuta nisu a priori definirani, očito
je potrebno promijeniti rakurs: umjesto ”kopiranja” definicije, definicionim
uvjetima apstraktnog skalarnog množenja ovdje ćemo proglasiti svojstva ska-
larnog produkta u V 3 koja smo utvrdili u teoremu A. U prvom redu treba
primijetiti da je skalarno množenje u V 3 preslikavanje · : V 3 × V 3 → R;
stoga će skalarni produkt na vektorskom prostoru V nad poljem F biti pres-
likavanje V × V → F.

Definicija 6.1.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Skalarni pro-
dukt na V je preslikavanje 〈·, ·〉 : V × V → F koje ima sljedeća svojstva:

(1) 〈x, x〉 ≥ 0, ∀x ∈ V ;
(2) 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0;
(3) 〈x1 + x2, y〉 = 〈x1, y〉+ 〈x2, y〉, ∀x1, x2, y ∈ V ;
(4) 〈αx, y〉 = α〈x, y〉, ∀α ∈ F, ∀x, y ∈ V ;

(5) 〈x, y〉 = 〈y, x〉, ∀x, y ∈ V .

Uočimo prvo običaj da se u apstraktnim prostorima produkt dvaju vek-
tora x i y označava simbolom 〈x, y〉 umjesto tradicionalnim x · y. U istom
duhu, i terminologija odstupa od klasične. Ovdje se svojstva (3) i (4) zovu
aditivnost i homogenost na prvom argumentu (a ne, kao u V 3, distributiv-
nost i kvaziasocijativnost).

Slično je i s posljednjim svojstvom. Prije svega, treba primijetiti da ska-
larni produkt poprima vrijednosti u polju nad kojim je dani vektorski prostor
izgraden; ako je, dakle, prostor kompleksan, zadnje svojstvo kaže da su ska-
larni umnošci 〈x, y〉 i 〈y, x〉 medusobno konjugirani kompleksni brojevi. Ako
je pak prostor realan, skalarni umnožak bilo koja dva vektora je realan broj
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pa kompleksno konjugiranje nema efekta i ovo svojstvo u realnim prosto-
rima glasi 〈x, y〉 = 〈y, x〉. Stoga se u realnim prostorima svojstvo (5) naziva
simetričnost, a u kompleksnim prostorima hermitska simetričnost.

I u nastavku ćemo se pridržavati konvencije primijenjene u iskazu tog
svojstva u prethodnoj definiciji. Bez obzira na to je li prostor realan ili
kompleksan, uvijek kad budemo mijenjali poredak faktora u skalarnom pro-
duktu primijenit ćemo kompleksno konjugiranje kao da radimo u komplek-
snom prostoru. Time se ne čini greška niti se prejudicira polje: ako je pros-
tor u kojem radimo realan, skalarni produkt je po definiciji realna funkcija i
kompleksno konjugiranje primijenjeno na realan broj 〈y, x〉 nema efekta. Na
ovaj način ćemo sve naše tvrdnje iskazivati i dokazivati, gdje god to bude
moguće, istovremeno i za realne i za kompleksne vektorske prostore.

Napomena 6.1.2. (a) Očito, svojstva (3) i (4) iz definicije skalarnog produkta
povlače 〈α1x1 +α2x2, y〉 = α1〈x1, y〉+α2〈x2, y〉, ∀α1, α2 ∈ F,∀x1, x2, y ∈ V .
Indukcijom se sada lako dokazuje da vrijedi i 〈

∑n
i=1 αixi, y〉 =

∑n
i=1 αi〈xi, y〉,

∀n ∈ N,∀αi ∈ F,∀xi, y ∈ V . Kaže se zato da je skalarno množenje linearno
u prvom argumentu.

(b) Svojstva (3) i (4), a takoder i prethodna opaska, reflektiraju se i
na drugi argument preko svojstva (5). Očito vrijedi 〈x, y1 + y2〉 = 〈x, y1〉+
〈x, y2〉, ∀x, y1, y2 ∈ V , 〈x, αy〉 = α〈x, y〉, ∀α ∈ F,∀x, y ∈ V i 〈x,

∑n
i=1 αiyi〉 =∑n

i=1 αi〈x, yi〉, ∀n ∈ N, ∀αi ∈ F, ∀x, yi ∈ V . Kako skalari s drugog argu-
menta izlaze kompleksno konjugirani, kaže se da je skalarno množenje anti-
linearno u drugom argumentu. Naravno, ako je prostor V realan, skalarni
produkt je linearan u obje varijable.

(c) 〈x, 0〉 = 〈x, y − y〉 = 〈x, y〉 − 〈x, y〉 = 0, ∀x ∈ V . Jasno je da vrijedi i
〈0, y〉 = 0, ∀y ∈ V .

(d) Uočimo da i u kompleksnom slučaju, premda su vrijednosti skalarnog
produkta općenito kompleksni brojevi, uvjet (1) iz definicije zahtijeva da
produkt 〈x, x〉 bude realan, čak ne-negativan, za sve vektore x.

Definicija 6.1.3. Vektorski prostor na kojem je definiran skalarni produkt
zove se unitaran prostor.

Primjer 6.1.4. 1. V 3 je unitaran prostor.
2. U Rn skalarni produkt je definiran s 〈(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)〉 =∑n
i=1 xiyi. Ova formula kojom je zadan skalarni produkt u Rn zapravo

je inspirirana prethodnim teoremom B.
3. U Cn skalarni produkt je definiran s 〈(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)〉 =∑n
i=1 xiyi.
4. Skalarni produkt na prostoru jednostupčanih matrica uvodi se ana-

logno: za x = [xi], y = [yi] ∈Mn1 definira se 〈x, y〉 =
∑n

i=1 = xiyi.
5. U Mmn(F) skalarni produkt je definiran s 〈A,B〉 = tr(B∗A), pri čemu

je matrica B∗ hermitski adjungirana matrici B. Podsjetimo se da se za kom-
pleksnu matricu B = [bij ] ∈ Mmn(C) definira B∗ = [xij ] ∈ Mnm(C), xij =
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bji. Primijetimo i ovdje da se za realne matrice hermitsko adjungiranje svodi
na transponiranje: ako je B ∈Mmn(R) onda je B∗ = Bt.

6. U R2 definirajmo 〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = 3x1y1 + 4x2y2. Lako je pokazati
da je ovo preslikavanje skalarni produkt. Ovdje nije bitno n = 2, i nisu
bitni faktori 3 i 4. Jasno je da analogne primjere imamo i u Rn s bilo kojim
izborom strogo pozitivnih koeficijenata. Primjer pokazuje da nije sasvim
korektno govoriti o unitarnom prostoru V jer na istom prostoru može biti
(i uvijek ima!) vǐse različitih skalarnih produkata. Ipak, mi ćemo govoriti o
unitarnim prostorima Fn i Mn(F), a kad god tako činimo podrazumijevamo
standardne skalarne produkte na tim prostorima opisane u prethodnim pri-
mjerima 2, 3, 4 i 5.

7. U prostoru realnih polinoma čiji stupanje je manji ili jednak n, Pn(R),

skalarni produkt je definiran s 〈p, q〉 =
∫ 1

0 p(t)q(t)dt. I ovdje postoje druge

mogućnosti; na primjer, 〈p, q〉 =
∫ 1
−1 p(t)q(t)dt je još jedan skalarni produkt

na istom prostoru.
8. U C([0, 1]) jedan skalarni produkt je definiran formulom 〈f, g〉 =∫ 1

0 f(t)g(t)dt. Ovaj nam primjer neće trebati u daljnjim razmatranjima
jer promatramo samo konačnodimenzionalne prostore, no istaknimo da je
skalarni produkt jednako važan koncept i u proučavanju beskonačnodimen-
zionalnih prostora.

U svim izloženim primjerima lako se utvrduje da navedena preslikavanja
zaista zadovoljavaju svojstva skalarnog produkta iz definicije 6.1.1, pa je
provjera ostavljena za vježbu (zadatak 1).

Vidjeli smo u teoremu C, razmatrajući na početku ovog poglavlja skalarni
produkt na V 3, da vrijedi Cauchy-Schwarzova nejednakost. To je bila ne-
posredna posljedica definicije i činjenice da za svaki ϕ vrijedi | cosϕ| ≤ 1.
Zanimljivo je da ista nejednakost vrijedi i općenito.

Teorem 6.1.5. (Cauchy-Schwarzova nejednakost.) Neka je V unitaran
prostor. Tada je |〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉 za sve x, y iz V . Jednakost vrijedi
ako i samo ako su vektori x i y linearno zavisni.

Dokaz. Primijetimo da nismo specificirali polje. U dokazu ćemo postupiti
kako je navedeno u komentaru iza definicije skalarnog produkta. Operirat
ćemo sa skalarnim produktom kao da je antilinearan na drugom argumentu,
tj. kao da je prostor kompleksan. Ako se zapravo radi o realnom slučaju,
time ne činimo pogrešku jer se kompleksno konjugiranje koje se u računu
pojavljuje odnosi na realne skalare pa ni nema efekta.

Ako je x = 0 ili y = 0, nema se što dokazivati. Uzmimo zato da su x i y
netrivijalni vektori. Neka je λ bilo koji skalar. Tada je

0 ≤ 〈x− λy, x− λy〉 = 〈x, x〉 − λ〈y, x〉 − λ〈x, y〉+ λλ〈y, y〉.

Uvrstimo sada λ = 〈x,y〉
〈y,y〉 - to smijemo jer y 6= 0, pa zato i 〈y, y〉 6= 0:
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0 ≤ 〈x, x〉 − 〈x, y〉
〈y, y〉

〈y, x〉 − 〈y, x〉
〈y, y〉

〈x, y〉+
〈x, y〉
〈y, y〉

〈y, x〉
〈y, y〉

〈y, y〉.

Nejednakost ima smisla unatoč tomu što je skalarni produkt na kompleks-
nom prostoru kompleksna funkcija. To je direktna posljedica prvog uvjeta
iz definicije skalarnog produkta. Nadalje, uočimo da se zadnja dva izraza
dokidaju. Kad još pomnožimo nejednakost s 〈y, y〉, dobivamo

0 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉〈y, x〉,
odnosno

|〈x, y〉|2 = 〈x, y〉〈y, x〉 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉.
Ako je y = αx za neki skalar α, očito se dobije jednakost. Ako vrijedi

jednakost, onda upravo provedeni račun pokazuje da je y = λx. �

Nejednakost koju smo upravo dokazali je korisna tehnička pomoć pri
računanju u unitarnim prostorima. No, na konceptualnom nivou, njezine
posljedice su puno dublje. Da to objasnimo, podsjetimo se da za sve −→v ∈ V 3

vrijedi |−→v |2 = −→v 2. To nas navodi na ideju da, poopćujući ovu formulu, i u
apstraktnom vektorskom prostoru uvedemo koncept modula, odnosno ”du-
ljine” vektora. Naravno, pritom se nadamo da će i ovaj apstraktno uveden
pojam duljine imati neka razumna svojstva koja intuitivno očekujemo kad
razmǐsljamo u duljini. To je zaista tako i u tom se kontekstu prethodno
dokazana nejednakost pokazuje važnom.

Definicija 6.1.6. Neka je V unitaran prostor. Norma na V je funkcija
‖ · ‖ : V → R definirana s ‖x‖ =

√
〈x, x〉.

Prvo uočimo da je norma dobro definirana jer je u svakom unitarnom
prostoru, realnom ili kompleksnom, 〈x, x〉 ≥ 0. Dalje, uz pomoć norme,
Cauchy-Schwarzovu nejednakost možemo pisati u obliku |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.
Normu nekog vektora iz unitarnog prostora zamǐsljat ćemo kao duljinu tog
vektora. Da je to razumno, pokazuje sljedeća propozicija.

Propozicija 6.1.7. Norma na unitarnom prostoru V ima sljedeća svojstva:

(1) ‖x‖ ≥ 0, ∀x ∈ V ;
(2) ‖x‖ = 0⇔ x = 0;
(3) ‖αx‖ = |α|‖x‖, ∀α ∈ F,∀x ∈ V ;
(4) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, ∀x, y ∈ V .

Dokaz. Jedino netrivijalno svojstvo je (4) koje se inače naziva nejednakost
trokuta. No, ta se nejednakost dokazuje direktnom primjenom teorema
6.1.5: ‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉 = 〈x, x〉+
〈y, y〉+ 2Re 〈x, y〉 ≤ 〈x, x〉+ 〈y, y〉+ 2|〈x, y〉| ≤ 〈x, x〉+ 〈y, y〉+ 2‖x‖ ‖y‖ =
(‖x‖+ ‖y‖)2. �

Uočimo da je norma koja potječe od standardnog skalarnog produkta
na Fn dana formulom ‖(x1, . . . , xn)‖ =

√∑n
i=1 |xi|2. Ova se norma zove
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euklidska . Analogna je formula za normu izvedenu iz standardnog skalarnog
produkta na Mn1.

Na prostoru matrica Mmn sa standardnim skalarnim produktom (vidite

5 u primjeru 6.1.4) norma je dana formulom ‖[aij ]‖ =
√∑m

i=1

∑n
j=1 |aij |2.

Ova se norma zove Frobeniusova .

Napomena 6.1.8. (a) Norma na svakom unitarnom prostoru V zadovoljava
tzv. relaciju paralelograma: ‖x+y‖2 +‖x−y‖2 = 2‖x‖2 +2‖y‖2, ∀x, y ∈ V .
Ova jednakost je izravna posljedica definicije norme i skalarnog produkta.
Interpretacija i opravdanje naziva ove jednakosti očiti su u unitarnom pros-
toru V 3 gdje se zbrajanje izvodi po zakonu paralelograma pa su stoga
‖−→x +−→y ‖ i ‖−→x −−→y ‖ duljine dijagonala paralelograma razapetog vektorima
−→x i −→y .

(b) Svaka funkcija na vektorskom prostoru sa svojstvima iz propozicije
6.1.7 naziva se norma. U našoj situaciji norma je zadana prirodno (kao i
u V 3), iz skalarnog produkta. Kad god imamo normu ‖ · ‖ na vektorskom
prostoru V , smisleno je definirati i preslikavanje d : V × V → R formu-
lom d(x, y) = ‖x − y‖. Sad se vidi da je prirodno ovakvo preslikavanje
shvaćati kao razdaljinsku funkciju ili metriku na V , tj. kao funkciju koja
mjeri udaljenost elemenata x i y. Zaista, d(x, y) ima sva razumna svojstva
koja intuitivno očekujemo. Vrijedi, naime,

(1) d(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ V ;
(2) d(x, y) = 0⇔ x = y;
(3) d(x, y) = d(y, x), ∀x, y ∈ V ;
(4) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), ∀x, y, z ∈ V .

Sva navedena svojstva slijede direktno iz svojstava norme pomoću koje je
naša metrika definirana. U drugu ruku, sva uočena svojstva metrike su
logična i očekivana, pa u tom smislu daju uporǐste našem razumijevanju ove
funkcije kao mjere udaljenosti elemenata prostora V .

Razmatranja koja se temelje na prisutnosti metrike prelaze okvir ovog
udžbenika. No, istaknimo još jednom da skalarni produkt prirodno omogu-
ćuje (na prethodno opisan način) uvodenje metrike u svaki unitaran prostor.

Napomena 6.1.9. Korisno je zabilježiti i sljedeću direktnu posljedicu defini-
cije skalarnog produkta. Vidjeli smo kako se pomoću skalarnog produkta
u proizvoljnom unitarnom prostoru V definira norma. Zanimljivo je da se
skalarni produkt u V može rekonstruirati iz tako uvedene norme. Naime, za
sve x, y iz V vrijedi sljedeća polarizacijska formula:

〈x, y〉 =
1

4
〈x+ y, x+ y〉 − 1

4
〈x− y, x− y〉

ako je prostor realan, odnosno

〈x, y〉 =
1

4
〈x+y, x+y〉− 1

4
〈x−y, x−y〉+ i

4
〈x+ iy, x+ iy〉− i

4
〈x− iy, x− iy〉
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ako je prostor kompleksan. U oba slučaja formule slijede izravno iz defini-
cionih svojstava skalarnog produkta pa verifikaciju prepuštamo čitatelju.

Definicija 6.1.10. Neka je V unitaran prostor. Kaže se da je vektor x ∈ V
normiran ako je ‖x‖ = 1.

Normirani vektori su, dakle, vektori jedinične duljine. U tom smislu se
često umjesto normiran kaže jedinični vektor. Primijetimo da je za svaki
x 6= 0, vektor 1

‖x‖x normiran.

Slično kao što smo u apstraktan unitaran prostor uveli pojam duljine
vektora, možemo uvesti i pojam okomitosti. Sjetimo se da je u V 3 skalarni
produkt dvaju vektora jednak 0 ako i samo ako su ti vektori okomiti. To
izravno motivira sljedeću definiciju.

Definicija 6.1.11. Neka je V unitaran prostor. Kaže se da su vektori x, y
iz V medusobno okomiti ili ortogonalni (oznaka: x ⊥ y) ako je 〈x, y〉 = 0.
Konačan skup vektora {e1, . . . , ek} je ortogonalan ako je ei ⊥ ej , ∀i 6= j.
Skup {e1, . . . , ek} je ortonormiran ako je ortogonalan i ako je ‖ei‖ = 1, ∀i =
1, . . . , k.

Analogno se definira pojam ortogonalnosti za beskonačne podskupove
unitarnih prostora. No ubrzo ćemo vidjeti da su u konačnodimenzionalnim
prostorima ortogonalni skupovi nužno konačni.

Uočimo da je 0 ⊥ x, ∀x ∈ V - to smo konstatirali u napomeni 6.1.2(c). U
tom smislu ortogonalan skup može sadržavati i nulvektor. Drugačije je kad
je skup ortonormiran: u njemu su svi vektori netrivijalni jer su jedinične
duljine.

Činjenicu da je skup {e1, . . . , ek} ortonormiran možemo elegantno zapisati
kao 〈ei, ej〉 = δij , ∀i, j = 1, . . . , k, pri čemu je δij Kroneckerov simbol.

U prostoru V 3 su netrivijalni vektori koji su medusobno ortogonalni evi-
dentno linearno nezavisni. Željeli bismo da koncept ortogonalnosti koji smo
upravo uveli i u apstraktne unitarne prostore takoder ima takvo svojstvo.
Iduća propozicija nam kaže da je zaista tako.

Propozicija 6.1.12. Neka je V unitaran prostor. Svaki ortogonalan skup
{e1, . . . , ek} ⊆ V, k ∈ N, čiji su svi članovi netrivijalni vektori je linearno
nezavisan. Posebno, svaki ortonormiran skup je linearno nezavisan.

Dokaz. Neka je
∑k

i=1 αiei = 0. Nakon skalarnog množenja s ej i primjene
napomene 6.1.2(a) dobivamo αj〈ej , ej〉 = 0. Kako je ej 6= 0, smijemo dijeliti
s 〈ej , ej〉, pa izlazi αj = 0. �

Definicija 6.1.13. Ortonormiran skup {e1, e2, . . . , en} u unitarnom pros-
toru V je ortonormirana baza ako je taj skup ujedno i baza za V .

Ortonormiran skup {e1, e2, . . . , en} će biti ortonormirana baza unitarnog
prostora V čim je taj skup ujedno i sustav izvodnica za V ; to je očita
posljedica prethodne propozicije.
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Lako je ustanoviti da je u unitarnim prostorima V 3 i Rn najjednostavnije
operirati s ortonormiranim bazama. Primijetimo usput da je kanonska baza

{−→i ,−→j ,
−→
k } prostora V 3 ortonormirana te da je ortonormirana i kanonska

baza {e1, . . . , en} u prostoru Rn (i u Cn). Pokažimo da su ortonormirane
baze vrlo korisne u svakom unitarnom prostoru.

Napomena 6.1.14. Neka je skup {e1, . . . , en} ortonormirana baza unitarnog
prostora V . Svaki vektor iz V dopušta jedinstven prikaz u obliku x =∑n

i=1 αiei. No sada, za razliku od obične baze u nekom običnom vektorskom
prostoru, ortonormirana baza ”dopušta” da koeficijente vektora x jedno-
stavno i prirodno odredimo: skalarnim množenjem prethodne jednakosti s
ej odmah dobivamo αj = 〈x, ej〉 za sve j = 1, 2, . . . , n. Vrijedi, dakle,

x =

n∑
i=1

〈x, ei〉ei, ∀x ∈ V.

Osim toga, i skalarni produkt dvaju vektora možemo jednostavno izrazi-
ti pomoću njihovih komponenti u bilo kojoj ortonormirnoj bazi. Zaista,
ako je {e1, . . . , en} ortonormirana baza za V , onda za x, y ∈ V imamo

〈x, y〉 = 〈
∑n

i=1〈x, ei〉ei,
∑n

j=1〈y, ej〉ej〉 =
∑n

i=1

∑n
j=1〈x, ei〉〈y, ej〉〈ei, ej〉 =∑n

i=1

∑n
j=1〈x, ei〉〈ej , y〉δij =

∑n
i=1〈x, ei〉〈ei, y〉.

Podsjetimo se da se u općem vektorskom prostoru nalaženje prikaza ne-
kog vektora u danoj bazi svodi na rješavanje jednog Cramerovog sustava
jednadžbi. U tom svjetlu, prethodna napomena pokazuje kako u unitarnom
prostoru prisutnost ortonormirane baze znatno olakšava račun. To je dovo-
ljan razlog da se posvetimo pitanju egzistencije ortonormirane baze u općim
unitarnim prostorima.

Sljedeći teorem osigurat će egzistenciju ortonormirane baze u svakom
konačnodimenzionalnom prostoru. No vidjet ćemo kasnije da su njegove
posljedice i dublje.

Teorem 6.1.15. (Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije.) Neka je dan
linearno nezavisan skup {x1, . . . , xk}, k ∈ N, u unitarnom prostoru V . Tada
postoji ortonormiran skup {e1, . . . , ek} u V takav da je [{e1, . . . , ej}] =
[{x1, . . . , xj}], ∀j = 1, . . . , k.

Dokaz. Konstrukciju skupa {e1, . . . , ek} provodimo induktivno. Baza induk-
cije je lagana: stavi se e1 = 1

‖x1‖x1 što je dobro definirano jer je x1 6= 0.

Očito su e1 i x1 kolinearni pa razapinju isti potprostor.
Pretpostavimo sada da je naden ortonormiran skup {e1, . . . , ej} takav da

je [{e1, . . . , ej}] = [{x1, . . . , xj}] i konstruirajmo ej+1.

Najprije uvedimo pomoćni vektor: fj+1 = xj+1−
∑j

i=1〈xj+1, ei〉ei. Prvo,
izravno iz definicije okomitosti vidi se da je fj+1 ⊥ ei, ∀i = 1, . . . , j. Drugo,
vrijedi i [{e1, . . . , ej , fj+1}] = [{x1, . . . , xj , xj+1}]. Da se u ovo uvjerimo,
dovoljno je utvrditi da generatori s jedne strane jednakosti pripadaju pot-
prostoru s druge strane, i obratno. Sada je e1, . . . , ej ∈ [{x1, . . . , xj , xj+1}]
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po pretpostavci indukcije, a fj+1 ∈ [{x1, . . . , xj , xj+1}] po definiciji vek-
tora fj+1. Obratno je takoder jasno (i argumenti su isti); uočimo da je

xj+1 = fj+1 +
∑j

i=1〈xj+1, ei〉ei.
Sada je jasno da skup {e1, . . . , ej , fj+1} ima gotovo sva tražena svojstva;

tek ne znamo kolika je norma vektora fj+1. No, lako je zaključiti da, za svaki
skalar λ 6= 0, i vektor λfj+1 može poslužiti umjesto fj+1. Naime, 〈fj+1, ei〉 =
0 ⇒ 〈λfj+1, ei〉 = 0, ∀i = 1, . . . , j, a iz jednakosti [{e1, . . . , ej , fj+1}] =
[{x1, . . . , xj , xj+1}] dobivamo i [{e1, . . . , ej , λfj+1}] = [{x1, . . . , xj , xj+1}] za
svaki skalar λ 6= 0.

Preostaje uzeti λ = ‖fj+1‖−1, tj. definirati ej+1 = 1
‖fj+1‖fj+1. Jedini

problem može nastati ako je fj+1 = 0 jer tada je i ‖fj+1‖ = 0, i s tim
brojem ne smijemo dijeliti. Medutim, to je nemoguće! Naime, fj+1 = 0 bi

značilo da je xj+1 =
∑j

i=1〈xj+1, ei〉ei ∈ [{e1, . . . , ej}] = [{x1, . . . , xj}], a to
se kosi s nezavisnošću polaznog skupa {x1, . . . , xk}. �

Napomena 6.1.16. Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije je zapravo
ime dokaza, odnosno konstrukcije, a ne tvrdnje teorema.

Instruktivno je promisliti kako dokaz funkcionira u V 3 (iako se tamo ovaj
postupak može sastojati od najvǐse tri koraka). Zapravo se radi o tome
da u svakom koraku od vektora xj+1 oduzimamo njegovu ortogonalnu pro-
jekciju na sve do tada uzete smjerove. Upravo tako konstrukcija teče i na
apstraktnoj razini, u što ćemo se uvjeriti u napomeni 6.1.23.

Korolar 6.1.17. Svaki konačnodimenzionalan unitaran prostor ima orto-
normiranu bazu.

Dokaz. Uzmimo bazu {b1, . . . , bn} prostora V i primijenimo Gram-Schmidtov
postupak. Kako dobiveni ortonormirani skup {e1, . . . , en} uz ostalo zado-
voljava i [{e1, . . . , en}] = [{b1, . . . , bn}], taj je skup i sustav izvodnica za
V . �

Primjer 6.1.18. Ortonormirajmo nezavisan skup {x1, x2, x3} u R3 pri čemu
je x1 = (2, 1, 2), x2 = (3, 3, 0), x3 = (9, 3, 3). Slijedimo dokaz teorema 6.1.15.
Prvo imamo e1 = 1

‖x1‖x1 = 1
3(2, 1, 2). Dalje, f2 = x2 − 〈x2, e1〉e1 = x2 −

1
9〈x2, x1〉x1 = (3, 3, 0) − 9

9(2, 1, 2) = (3, 3, 0) − (2, 1, 2) = (1, 2,−2) pa je

e2 = 1
‖x2‖f2 = 1

3(1, 2,−2). Konačno, f3 = x3− 〈x3, e1〉e1− 〈x3, e2〉e2 = x3−
1
9〈x3, x1〉x1 − 1

9〈x3, f2〉f2 = (9, 3, 3) − 27
9 (2, 1, 2) − 9

9(1, 2,−2) = (2,−2,−1)

pa je e3 = 1
3(2,−2− 1).

Definicija 6.1.19. Neka je V unitaran prostor i M potprostor od V . Orto-
gonalni komplement potprostora M je M⊥ = {x ∈ V : 〈x, v〉 = 0, ∀v ∈M}.

Po definiciji je M⊥ samo podskup od V pa je naziv ortogonalni komple-
ment prejudiciran (i bit će opravdan tek teoremom 6.1.21). Za sada možemo
primijetiti da je uvijek 0 ∈ M⊥ pa je, dakle, uvijek M⊥ 6= ∅. Takoder je
odmah jasno da vrijedi V ⊥ = {0} i {0}⊥ = V .
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Propozicija 6.1.20. Neka je V unitaran prostor i M potprostor od V .
Ortogonalni komplement potprostora M je takoder potprostor od V .

Dokaz. Za α, β ∈ F i x, y ∈M⊥, te proizvoljan v ∈M , imamo 〈αx+βy, v〉 =
α〈x, v〉+ β〈y, v〉 = 0; dakle, αx+ βy ∈M⊥.

Teorem 6.1.21. Neka je V konačnodimenzionalan unitaran prostor i M
potprostor od V . Tada je M⊥ (jedan) direktan komplement od M u V .

Dokaz. Uzmimo da je M netrivijalan potprostor jer je u slučajevima M =
{0} i M = V tvrdnja trivijalna. Neka je {b1, . . . , bk} baza za M . Proširimo
je do baze {b1, . . . , bk, bk+1, . . . , bn} za V i provedimo Gram-Schmidtov pos-
tupak ortogonalizacije. Neka je {e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en} rezultirajuća baza
prostora V .

Kako je svojstvo Gram-Schmidtova postupka [{e1, . . . ej}] = [{b1, . . . bj}],
∀j = 1, . . . , n, odmah zaključujemo da je {e1, . . . ek} ortonormirana baza za
M . Sad tvrdimo da je [{ek+1, . . . , en}] = M⊥.

Najprije, ej ∈ M⊥ za sve j ≥ k + 1 jer je svaki takav ej okomit na

bazu za M , pa stoga i na čitav M . Kako je M⊥ potprostor te stoga sadrži
sve linearne kombinacije svojih elemenata, slijedi [{ek+1, . . . , en}] ⊆ M⊥.
Obratno, uzmimo x ∈ M⊥ i napǐsimo ga u obliku x =

∑n
i=1〈x, ei〉ei (ko-

eficijente u prikazu vektora u ortonormiranoj bazi izračunali smo u napo-
meni 6.1.14). Kako je x ∈ M⊥, imamo 〈x, ei〉 = 0, ∀i = 1, . . . , k, pa je
x =

∑n
i=k+1〈x, ei〉ei.

Ovime smo pokazali da je zaista M⊥ = [{ek+1, . . . en}]. To odmah povlači
dimM⊥ = n− k = dimV −dimM . Kako je već iz definicije očito da vrijedi
i M ∩M⊥ = {0}, zaključujemo V = M uM⊥. �

Napomena 6.1.22. (a) Važno je primijetiti da prethodni dokaz daje algoritam
za efektivno nalaženje ortogonalnog komplementa.

(b) Obično pǐsemo V = M ⊕M⊥. Kako je M⊥ jednoznačno definiran
(za razliku od običnoga direktnog komplementa), ovdje je smislena oznaka
M⊥ = V 	M .

(c) Prethodni dokaz pokazuje da vrijedi (M⊥)⊥ = M . Takoder vrijedi
(L+M)⊥ = L⊥ ∩M⊥ i (L ∩M)⊥ = L⊥ +M⊥.

Napomena 6.1.23. Zadržimo oznake iz dokaza teorema 6.1.21. Neka je P ∈
L(V ) projektor na M u smjeru potprostora M⊥ uveden u primjeru 5.4.6.
U ovoj situaciji se kaže da je P ortogonalni projektor na M . Podsjetimo
se da je P definiran s Px = a ako vektoru x ∈ V pripada rastav x =
a+ b, a ∈M, b ∈M⊥. Očito je iz dokaza teorema 6.1.21: ako je {e1, . . . , ek}
ortonormirana baza potprostora M , onda je Px =

∑k
i=1〈x, ei〉ei, ∀x ∈ V .

Podsjetimo se sada koraka indukcije u dokazu Gram-Schmidtova teorema.
Uz pretpostavku da su vektori e1, . . . , ej već konstruirani, definirali smo
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pomoćni vektor fj+1 = xj+1 −
∑j

i=1〈xj+1, ei〉ei. Sad upravo izvedena for-
mula za djelovanje ortogonalnog projektora pokazuje da ovdje zaista od vek-
tora xj+1 oduzimamo njegovu ortogonalnu projekciju na potprostor {e1, . . . , ej},
koji je generiran prethodno konstruiranim vektorima e1, . . . , ej .

Gram-Schmidtov teorem ima još jednu važnu posljedicu: to je tzv. QR
faktorizacija (dekompozicija) matrica koja je vrlo korisna u primjenama.
Radi jednostavnosti ovdje ćemo se ograničiti na realne matrice.

Podsjetimo se da za svaku matricu A ∈ Mmn(R) prirodno vežemo line-
aran operator LA : Mn1(R) → Mm1(R), LAx = Ax. Primijetimo da je
potprostor KerLA ≤ Mn1(R) zapravo prostor rješenja homogenog sustava
Ax = 0. Prisjetimo se i da je Mn1(R) unitaran prostor: skalarni produkt
jednostupčanih matrica x = [xi] i y = [yi] dan je s 〈[xi], [yi]〉 =

∑n
i=1 xiyi.

Neka je A =


a11 . . . a1n

a21 . . . a2n
...

...
am1 . . . amn

 ∈ Mmn(R). Označimo stupce matrice

A s a1, . . . , an.
Pretpostavimo da je skup {a1, . . . , an} linearno nezavisan, tj. da vrijedi

r(A) = n. Podvrgnimo taj skup Gram-Schmidtovu postupku ortogonali-
zacije. Dobiveni ortonormirani skup označimo s {e1, . . . , en} i pǐsimo ej =
e1j

e2j
...
emj

 , j = 1, . . . , n. Vrijedi, dakle,

(1) 〈ej , el〉 =

m∑
i=1

eijeil = δjl, ∀j, l = 1, . . . , k.

Osim toga, zbog [{a1, . . . , aj}] = [{e1, . . . , ej}], ∀j = 1, . . . , n, postoje realni
brojevi rij takvi da vrijedi

(2)

a1 = r11e1

a2 = r12e1 + r22e2

a3 = r13e1 + r23e2 + r33e3
...
aj = r1je1 + r2je2 + . . . + rjjej
...
an = r1ke1 + r2ke2 + . . . + rnnen.

Sjetimo se i da Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije pokazuje da je
rjj > 0 za sve j = 1, . . . , n.
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Uvedimo sada matrice

Q =


e11 . . . e1n

e21 . . . e2n
...

...
em1 . . . emn

 ∈Mmn(R) i R =


r11 r12 . . . r1n

0 r22 . . . r2n
...
0 0 . . . rnn

 ∈Mn(R)

Uuočimo da su stupci matrice Q vektori ej dok su koeficijenti rij matrice R
definirani relacijama (2); kako su svi rjj pozitivni, R je regularna.

Sad tvrdimo da vrijedi

(3) A = QR.

Očito je (3) ekvivalentno s asj =
∑n

i=1 esirij , ∀s = 1, . . . ,m, ∀j = 1, . . . , n.
Kako je matrica R gornjetrokutasta, ova se jednakost svodi na

asj =

j∑
i=1

esirij = r1jes1 + r2jes2 + . . .+ rjjesj ,

a ova jednakost je upravo s-ta komponenta j-te jednakosti iz (2).

Jednakost (3) se naziva QR dekompozicija matrice A. Uočimo da stupci
matrice Q razapinju isti potprostor kao i stupci matrice A. Nadalje, vrijedi
QtQ = I ∈ Mn(R) - to je, naime, upravo relacija (1). Uočimo takoder da
vrijedi KerLA = KerLR; tj. homogeni sustavi linearnih jednadžbi Ax = 0 i
Rx = 0 imaju isti prostor rješenja. Zaista, ako je Rx = 0, onda je pogotovo
QRx = 0, tj. Ax = 0. Obratno, ako vrijedi Ax = 0, onda, jer je A = QR,
množenjem s lijeva s Qt dobivamo QtQRx = Rx = 0.

Nadalje, za 1 ≤ j ≤ n, iz (1) odmah dobivamo QQtej = ej . S druge
strane, ako uzmemo x ⊥ [{a1, . . . , an}] = [{e1, . . . , en}], onda x ⊥ ej , ∀j =
1, . . . , n povlači Qtx = 0, pa je zato i QQtx = 0. Odavde slijedi da je
LQQt = P gdje je P ortogonalni projektor na potprostor ImLA = ImLQ =
[{a1, . . . , an}] = [{e1, . . . , en}].

QR dekompozicija je korisna pri rješavanju sustava linearnih jednadžbi.
Zamislimo sustav Ax = b gdje je b ∈ Mm1(R) i promotrimo QR dekom-
poziciju matrice A. Sad dani sustav možemo pisati kao QRx = b. Pǐsimo
Rx = y i promotrimo pomoćni sustav Qy = b. Taj je trivijalno rješiv; naime,
množenjem s Qt dobivamo y = Qtb. Sad preostaje pronaći sve x za koje vri-
jedi Rx = y, tj. Rx = Qtb. Taj sustav je lako riješiti jer je matrica sustava R
trokutasta. U ovom slučaju rješenje je jedinstveno jer je dimenzija prostora
rješenja pridruženog homogenog sustava jednaka 0 (broj nepoznanica je n,
a pretpostavili smo da rang matrice sustava takoder iznosi n).

Prethodnu diskusiju možemo rekapitulirati na sljedeći način:

Teorem 6.1.24. Neka je A ∈ Mmn(R) te neka vrijedi r(A) = n. Po-
stoje matrice Q ∈ Mmn(R) čiji su stupci ortonormirani i gornjetrokutasta
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R ∈Mn(R) s pozitivnim dijagonalnim elementima takve da vrijedi A = QR.
Pritom, stupci matrice Q čine ortonormiranu bazu za ImLA, QtQ = I ∈
Mn(R), a LQQt je ortogonalni projektor na ImLA.

Općenito, matrica A može dozvoljavati vǐse faktorizacija oblika A =
QR gdje su stupci matrice Q ortogonalni, a matrica R gornjetrokutasta.
Medutim, uz zahtjev da su dijagonalni elementi u R pozitivni (a takav ras-
tav je, kako pokazuje prethodni teorem, moguć) faktorizacija ovog tipa je
jedinstvena.

Propozicija 6.1.25. Neka je A ∈ Mmn(R) te neka vrijedi r(A) = n. Ma-
trice Q i R sa svojstvima

(a) Stupci matrice Q ∈Mmn(R) su ortonormirani vektori u Mm1(R),
(b) R ∈ Mn(R) je gornjetrokutasta s pozitivnim elementima na dijago-

nali,
(c) A = QR,

su jedinstvene.

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi

(4) A = Q1R1 = Q2R2

pri čemu matrice Q1, R1, odnosno Q2, R2 zadovoljavaju i gornja svojstva (a)
i (b).

Prvo uočimo da su matrice R1 i R2 regularne. Nadalje, kako je Qt2Q2 =
I ∈ Mn(R), pomnožimo li drugu jednakost u (4) s lijeva s Qt2 i s desna s

R−1
1 dobivamo

(5) Qt2Q1 = R2R
−1
1 .

Već prilikom diskusije LU dekompozicije ustanovili smo da je inverz regu-
larne gornjetrokutaste matrice takoder gornjetrokutasta, kao i da je produkt
dviju gornjetrokutastih matrica takoder gornjetrokutasta; zbog toga je ma-
trica u (5) gornjetrokutasta. Medutim, analogno iz (4) dobivamo i

(6) Qt1Q2 = R1R
−1
2 ,

a onda istim rezoniranjem zaključujemo da je i matrica u (6) gornjetroku-
tasta. Zbog toga je transponirana matrica (Qt1Q2)t = Qt2Q1 donjetroku-
tasta. Medutim, to je matrica iz (5) za koju znamo da je gornjetrokutasta.
Zato je ta matrica zapravo dijagonalna. Možemo, dakle (6) pisati kao

(7) Qt1Q2 = R1R
−1
2 = D,

gdje je D ∈ Mn(R) dijagonalna matrica. Sad iz (4) nakon množenja s R−1
2

slijedi

Q2 = Q1D,

a odavde je

I = Qt2Q2 = (Q1D)t(Q1D) = DQt1Q1D = D2
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što znači da su svi dijagonalni elementi matrice D jednaki 1 ili −1. Konačno,
iz (7) dobivamo i

DR1 = R2.

Kako su po pretpostavci svi dijagonalni elementi i u R1 i u R2 pozitivni,
slijedi da svi dijagonalni elementi u D moraju biti jednaki 1. Zato je D = I
i R1 = R2, a odavde i Q1 = Q2. �

Sad smo u prilici pokazati kako se Gram-Schmidtov postupak efektivno
može provesti na još jedan način. Radi se, naime o tome da je do vektora
čiju konstrukciju daje Gram-Schmidtov teorem moguće doći i elementarnim
transformacijama slično kao što se i inverz matrice može izračunati Gauss-
Jordanovim transformacijama. Diskusiju koja slijedi izlažemo prema [8]. I
ovdje ćemo se radi jednostavnosti ograničiti na realne prostore Mn1(R) i
Mmn(R).

Pretpostavimo da su zadani linearno nezavisni vektori

a1 =

 a11
...

am1

 , . . . , an =

 a1n
...

amn

 ∈Mm1(R).

Neka je A ∈Mmn(R) matrica čiji su stupci ovi vektori. Jasno, r(A) = n.
Promotrimo matricuAtA ∈Mn(R). Ključna opservacija je ovdje činjenica

da je ta matrica pozitivno definitna . To znači da je hermitska (što je očito)
te da vrijedi 〈AtAx, x〉 > 0 za sve x ∈ Mmn(R), x 6= 0. Naime, vrlo lako
se provjeri da za sve x ∈ Mn1(R) vrijedi 〈AtAx, x〉 = 〈Ax,Ax〉 odakle je
evidentno da je 〈AtAx, x〉 ≥ 0. Dodatno, ako bi bilo 〈AtAx, x〉 = 0 slijedilo
bi 〈Ax,Ax〉 = 0, odnosno Ax = 0, što možemo pročitati tako da kažemo
da je x rješenje homogenog sustava Ax = 0. Medutim, dimenzija prostora
rješenja tog sustava iznosi n− r(A) = 0 i zato je x = 0.

Postupak koji ćemo opisati zasniva se na svodenju matrice AtA na gor-
njetrokutasti oblik. Primijetimo da je AtA regularna matrica. Naime, ako
je AtAx = 0 onda je i 〈AtAx, x〉 = 0, a vidjeli smo da to povlači x = 0.
Dakle, prostor rješenja homogenog sustava AtAx = 0 je trivijalan, što znači
da mu je dimenzija jednaka 0, to jest, 0 = n − r(AtA) = 0. Odavde je
r(AtA) = n što je nužan i dovoljan uvjet regularnosti matrice AtA. Sada
je jasno da ovu matricu možemo svesti na gornjetrokutasti oblik služeći se
samo transformacijama redaka. Poanta je, medutim, u tome da to možemo
učiniti na sasvim specifičan način.

Lema 6.1.26. Neka je B ∈Mn(R) pozitivno definitna matrica. Tada se B
može svesti na gornjetrokutasti oblik pri čemu će dijagonalni elementi biti
pozitivni brojevi u konačno mnogo koraka od kojih je svaki množenje nekog
retka skalarom različitim od 0 i dodavanje nekom retku ispod njega.

Dokaz ove leme izostavljamo, a čitatelja upućujemo na dokaz na str. 546 u
[8]. Primijetimo da se elementarne transformacije opisane u lemi realiziraju
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množenjem dane matrice (s lijeva) elementarnom matricom koja na dijago-
nali ima jedinice, a negdje u donjem trokutu skalar λ. Kako je i produkt
donjetrokutastih matrica donjetrokutasta, možemo zaključiti da je

(8) AtA = LU,

pri čemu je L donjetrokutasta, a U gornjetrokutasta. Osim toga, L je kao
produkt elementarnih matrica i regularna pa imamo i

(9) L−1AtA = U.

Stavimo

(10) Q1 = A(L−1)t.

Slijedi

(11) Qt1Q1 = L−1AtA(L−1)t
(9)
= U(L−1)t.

Kako je matrica Qt1Q1 simetrična, a U(L−1)t gornjetrokutasta, nužno je
Qt1Q1 dijagonalna. To znači da su stupci matrice Q1 ortogonalni vektori u
prostoru Mn1(R). Osim toga, iz (10) imamo i

Qt1 = L−1At.

Usporedimo li ovu zadnju jednakost s (9), možemo zaključiti: Qt1 se dobiva
iz At točno na isti način na koji se U dobiva iz AtA.

Neka je

(12) R1 = Lt.

Sad iz Q1
(10)
= A(L−1)t = A(Lt)−1 slijedi A = Q1L

t, odnosno

(13) A = Q1R1.

Uočimo sada matricu dijagonalnu D = Qt1Q1. Iz (10) vidimo da je r(Q1) =
r(A) = n pa kao u diskusiji ispred leme 6.1.26 zaključujemo da je matrica
Qt1Q1 regularna. To znači da su svi njezini dijagonalni elementi (a to su
zapravo kvadrati normi stupaca matrice Q1) pozitivni brojevi. Zato, ako
pǐsemo

D = Qt1Q1 =

 λ1

. . .

λn

 ,
dobro su definirane matrice

D
1
2 =


√
λ1

. . . √
λn

 , i D−
1
2 =


1√
λ1

. . .
1√
λn

 .
Sad (13) možemo prepisati u obliku

(14) A = Q1D
− 1

2︸ ︷︷ ︸
Q2

D
1
2R1︸ ︷︷ ︸
R2



188 DAMIR BAKIĆ

Primijetimo da su stupci matrice Q2 ortonormirani, a matrica R2 je gor-
njetrokutasta s pozitivnim dijagonalnim elementima. Dakle, dobili (jedins-

tvenu) QR dekompoziciju matrice A. To znači da su stupci matrice Q1D
− 1

2

zapravo dobiveni iz a1, . . . , an Gram-Schmidtovim postupkom ortogonaliza-
cije. Drugačije rečeno, retci u Qt1 su nenormirani vektori koji se dobivaju
Gram-Schmidtovim postupkom iz a1, . . . , an. Osim toga, kako iz (11) imamo
U = DLt, vidimo da su dijagonalni elementi u matricama U i D isti. Dakle,
dijagonalni elementi u matrici U su kvadrati normi stupaca matrice Q1, to
jest, kvadrati normi redaka matrice Qt1.

Time smo dokazali sljedeći teorem.

Teorem 6.1.27. Neka je {a1, . . . , an} linearno nezavisan skup u prostoru
Mm1(R), te neka je A ∈Mmn(R) matrica s tim stupcima. Tada se AtA može
svesti na gornjetrokutastu matricu U s pozitivnim dijagonalnim elementima
u konačno mnogo koraka od kojih je svaki množenje nekog retka skalarom
različitim od 0 i dodavanje nekom retku ispod njega. Neka je Q1 matrica
koja se dobiva iz At istim koracima izvedenima u istom poretku. Tada su
retci matrice Q1 nenormirani vektori koji se dobivaju Gram-Schmidtovim
postupkom iz vektora {a1, . . . , an}. Pritom su dijagonalni elementi matrice
U upravo norme tih vektora.

Napomena 6.1.28. Korisno je zabilježiti da nas postupak opisan u prethod-
nom teoremu i diskusiji koja mu je prethodila dovodi i do QR faktorizacije
matrice A.

Osim toga, primijetimo i da je (zadržavajući oznake iz prethodne disku-
sije)

AtA =


〈a1, a1〉 〈a1, a2〉 . . . 〈a1, an〉
〈a2, a1〉 〈a2, a2〉 . . . 〈a2, an〉

...
...

...
〈an, a1〉 〈an, a2〉 . . . 〈an, an〉

 .
Ova se matrica označava s G(a1, . . . , an) i zove Gramova matrica vektora

a1, . . . , an. Vidjeli smo u prethodnoj diskusiji da je ta matrica regularna čim
su vektori a1, . . . , an nezavisni. Nije teško vidjeti da vrijedi i obrat. Inače,
Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije vektora a1, . . . , an može se opi-
sati i pomoú matrica G(a1, . . . , ak) i njihovih determinanti Γ(a1, . . . , ak),
k = 1, 2, . . . , n . Takav opis zainteresirani čitatelj može naći u [6].

Ilustrirajmo primjenu teorema 6.1.27 primjerom.

Primjer 6.1.29. U unitarnom prostoru R4 treba ortonormirati vektore b1 =
(0, 1, 0, 1), b2 = (−2, 3, 0, 1), b3 = (1, 1, 1, 5).

Kako je razlika izmedu prostora R4 i M41(R) samo formalna, zadane vek-
tore možemo promatrati kao stupce (označimo ih s a1, a2, a3) i primijeniti
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prethodno opisanu metodu. Imamo, dakle,

A =


0 −2 1
1 3 1
0 0 1
1 1 5

 i AtA =

 2 4 6
4 14 6
6 6 28

 .
Sad AtA transformiramo u dijagonalni oblik isključimo transformacijama
opisanima u teoremu; istovremeno iste te transformacije provodimo nad ma-
tricom At: 2 4 6 | 0 1 0 1

4 14 6 | −2 3 0 1
6 6 28 | 1 1 1 5

 ∼

 2 4 6 | 0 1 0 1
0 6 −6 | −2 1 0 −1
0 −6 10 | 1 −2 1 2


∼

 2 4 6 | 0 1 0 1
0 6 −6 | −2 1 0 −1
0 0 4 | −1 −1 1 1

 .
Sad iz prethodne diskusije znamo da su retci desne završne matrice traženi
vektori; preostaje ih samo normirati. Prethodna diskusija bi nalagala da te
retke interpretiramo kao stupce, no u ovom primjeru pošli smo od uredenih
četvorki i upravo ti retci su traženi vektori prostora R4.

Razmatranja u ovoj točki završit ćemo diskusijom o ortogonalnoj projek-
ciji (ili, drugačije gledano, o najboljoj aproksimaciji) koja je osobito važna
u mnogim praktičnim primjenama.

Primjer 6.1.30. Neka je V konačnodimenzionalan unitaran prostor, M ≤
V i x ∈ V . Željeli bismo odrediti najbolju aproksimaciju vektora x vek-
torima iz potprostora M . Najbolju aproksimaciju ovdje interpretiramo uz
pomoć metrike d(x, y) = ‖x− y‖ koja je inducirana normom, odnosno ska-
larnim produktom na V . Tražimo, dakle, vektor iz M najbliži vektoru x,
tj. vektor a ∈M takav da bude ‖x− a‖ ≤ ‖x− y‖, ∀y ∈M .

Klasična verzija ovog problema glasi: za danu ravninu π i točku T0 izvan
π treba odrediti točku iz π najbližu točki T0. Rješenje je naravno ortogo-
nalna projekcija točke T0 na π. Ovo sugerira kako da nademo rješenje i
u apstraktnoj situaciji: poslužit ćemo se ortogonalnim projektorom P na
potprostor M iz napomene 6.1.23. Ako je {e1, . . . , ek} ortonormirana baza

za M znamo da operator P djeluje po formuli Px =
∑k

i=1〈x, ei〉ei, x ∈ V .
Sad tvrdimo: ‖x−Px‖ ≤ ‖x−y‖, ∀y ∈M , s tim da je nejednakost stroga

čim je y 6= Px.

Da to pokažemo, uzmimo proizvoljan y ∈M, y =
∑k

i=1 λiei. Sada je:

‖x− y‖2 − ‖x− Px‖2

= 〈x−
k∑
i=1

λiei, x−
k∑
i=1

λiei〉 − 〈x−
k∑
i=1

〈x, ei〉ei, x−
k∑
i=1

〈x, ei〉ei〉
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= 〈x, x〉 −
k∑
i=1

λi〈x, ei〉 −
k∑
i=1

λi〈ei, x〉+
k∑
i=1

|λi|2

−〈x, x〉+

k∑
i=1

〈ei, x〉〈x, ei〉+

k∑
i=1

〈x, ei〉〈ei, x〉 −
k∑
i=1

|〈x, ei〉|2

=
k∑
i=1

(|λi|2 − λi〈x, ei〉 − λi〈ei, x〉+ |〈x, ei〉|2)

=
k∑
i=1

(λi − 〈x, ei〉)(λi − 〈x, ei〉) =
k∑
i=1

|λi − 〈x, ei〉|2 ≥ 0.

Pritom, ako je y 6= Px, onda je bar jedan pribrojnik u zadnjem izrazu
netrivijalan i razlika ‖x− y‖2 − ‖x− Px‖2 je zato striktno pozitivna.

Primjer 6.1.31. Promotrimo sustav od m linearnih jednadžbi s n nepoz-
nanica:

(15)

a11x1 + a12x2+ · · · +a1nxn = b1
a21x1 + a22x2+ · · · +a2nxn = b2
· · ·
am1x1 + am2x2+ · · · +amnxn = bm.

Sustav (15) matrično pǐsemo u obliku Ax = b, pri čemu je b = [bi] ∈Mm1 i
x = [xi] ∈Mn1.

Pretpostavimo dalje da je sustav nerješiv, ali da je r(A) = n, tj. da su svi
stupci od A linearno nezavisni. Ova je situacija zapravo vrlo česta u praksi
kad koeficijenti sustava dolaze kao rezultat vǐsekratnih samo približno točnih
mjerenja.

Označimo li stupce matrice A sa sj ∈ Mm1, j = 1, . . . , n, znamo da je
nerješivost sustava ekvivalentna činjenci b 6∈ [{s1, . . . , sn}] = M ≤ Mm1

(usp. dokaz Kronecker-Capellijeva teorema). Kako je Mm1 unitaran prostor
sa skalarnim produktom 〈[xi], [yi]〉 =

∑m
i=1 xiyi, možemo na potprostor M

primijeniti diskusiju iz prethodnog primjera.
Uzmimo ortogonalan projektor P ∈ L(Mm1) na potprostor M i stavimo

Pb = p. Kako je p ∈ M , sustav Ax = p sad ima rješenje, i to jedinstveno
zbog korolara 4.2.5. Označimo to jedinstveno rješenje sa c = [γi] ∈ Mn1;
vrijedi, dakle, Ac = p.

Sad iz prethodnog primjera znamo da je ‖p− b‖ ≤ ‖y − b‖, ∀y ∈ M . To
znači da je ‖Ac − b‖ ≤ ‖Ax − b‖, ∀x ∈ Mn1 (zaista, za x ∈ Mn1, x = [λi],
jasno je da je vektor Ax zapravo jednak linearnoj kombinaciji λ1s1 + . . . +
λnsn, pa je zato Ax ∈M).

Kvadrirajmo posljednju nejednakost i napǐsimo je eksplicitno:

|
n∑
j=1

a1jγj − b1|2 + . . .+ |
n∑
j=1

amjγj − bm|2
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≤ |
n∑
j=1

a1jλj − b1|2 + . . .+ |
n∑
j=1

amjλj − bm|2, ∀[λi] ∈Mn1.

Ovo pokazuje da se jedinstveni vektor c dobiven kao rješenje sustava Ax =
p = Pb može smatrati najboljom aproksimacijom rješenja, tj. najboljim
približnim rješenjem nerješivog sustava Ax = b u smislu ”metode najmanjih
kvadrata”: Jednadžbe (15) ne mogu biti simultano zadovoljene niti jednom
n-torkom (x1, . . . , xn), ali n-torka (γ1, . . . , γn) čini sumu kvadrata razlika
lijevih i desnih strana svih jednadžbi iz (15) minimalnom.

Pokažimo na kraju jedan konkretan primjer ”preodredenog” (pa zato ne-
rješivog) sustava na kakav se može primijeniti prethodna diskusija. Zamis-
limo problem u kojem se pojavljuju dvije veličine a i b za koje se ima razloga
vjerovati da su u linearnoj ovisnosti (ili to pokazuje iskustvo, ili neka mje-
renja upućuju na to, ili je barem takva naša radna pretpostavka). Traže se
dakle realni koeficijenti k i l takvi da bi bila zadovoljena relacija b = ka+ l.

Sad se izvrši niz nezavisnih promatranja, odnosno mjerenja, i za veličine
a i b se dobije niz empirijski utvrdenih podataka: a1, b1, a2, b2, . . . , am, bm.
Dobivamo, dakle, sustav jednadžbi:

ka1 + l = b1
ka2 + l = b2
. . .
kam + l = bm

s nepoznanicama k i l. Naravno, dobiveni sustav je vrlo vjerojatno nekon-
zistentan i sad smo u uvjetima prethodnog primjera (ako smo izvršili barem

tri mjerenja) jer je m > n = 2, a rang matrice sustava A =


a1 1
a2 1
...

...
am 1

 je 2,

dakle jednak broju njezinih stupaca.
Zato, kao u prethodnom primjeru, kad već sustav ne možemo riješiti,

možemo naći optimalne k i l koji će empirijskim podacima odgovarati naj-
bolje u smislu metode najmanjih kvadrata.

Primjer 6.1.32. Za ilustraciju razmatranja iz prethodnog primjera za-
mislimo izbore u kojima se natječu dva kandidata (ili stranke): A i B.
Predvidanja ukazuju na to da šanse kandidata A rastu ukoliko raste izlaznost
na izbore. U sljedećem prikazu navodimo rezultate terenskog istraživanja
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koji pokazuju očekivani postotak glasova koji će kandidat A osvojiti u ovis-
nosti o postotku birača koji su pristupili izborima:

izlaznost (u %) glasovi za A (u %)
a b

33 30
36 40
42 44
45 48
54 58
60 62

Želimo procijeniti kolika bi trebala biti minimalna izlaznost (izražena u pos-
totku) uz koju bi, sukladno gornjim podacima, kandidat A osvojio vǐse od
50% glasova.

Pretpostavimo li linearnu ovisnost veličina a i b, trebale bi postojati kons-
tante (realni brojevi) k i l za koje vrijedi b = ak + l. U skladu s danim
podacima te bi konstante trebale zadovoljavati sljedeći sistem jednadžbi:

33k + l = 30
36k + l = 40
42k + l = 44
45k + l = 48
54k + l = 58
60k + l = 62

Lako se vidi da ovaj sustav nema rješenja pa smo točno u uvjetima prethod-
nih razmatranja. Zato nam sad treba vektor

d =


d1

d2

d3

d4

d5

d6

 = Pb = P


30
40
44
48
58
62


pri čemu je P ortogonalni projektor na potprostor

M = [


33
36
42
45
54
60

 ,


1
1
1
1
1
1

].



LINEARNA ALGEBRA 193

Vidljivo je da za bazu potprostora M možemo uzeti vektore

v1 =


1
1
1
1
1
1

 i v2 =


5, 5
6
7

7, 5
9
10

 .

Ako rezultat ortonormiranja ova dva vektora označimo s e1, e2, napomena
6.1.23 nam kaže da je P dan formulom Px = 〈x, e1〉e1 + 〈x, e2〉e2. Lako se
izračuna da je

e1 =
1√
6


1
1
1
1
1
1

 i e2 =
1√
60


−4
−3
−1

0
3
5


te je zato

d = Pb

=
1

6
〈


30
40
44
48
58
62

 ,


1
1
1
1
1
1

〉


1
1
1
1
1
1

+
1

60
〈


30
40
44
48
58
62

 ,

−4
−3
−1

0
3
5

〉

−4
−3
−1

0
3
5



=
1

3


101
111
131
141
171
191

 .

To znači da sada imamo riješiti sistem (sve jednadžbe pomnožili smo s 3)

99k + 3l = 101
108k + 3l = 111
126k + 3l = 131
135k + 3l = 141
162k + 3l = 171
180k + 3l = 191

a prethodna razmatranja jamče da će ovaj sistem imati jedinstveno rješenje.
Zaista, lako izlazi k = 10

9 i l = −3.

Dakle, relevantan nam je pravac b = 10
9 a − 3. Željeni ishod b ≥ 50 je,

dakle, ekvivalentan nejednadžbi 10
9 a− 3 ≥ 50 čije je rješenje a ≥ 47, 7.
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Time smo primjenom linearne regresije iz danih podataka izveli zaključak:
ukoliko izborima pristupi vǐse od 47, 7% birača, kandidat A će osvojiti vǐse
od 50% glasova.

6.2. Operatori na unitarnim prostorima.

Načelno, sve što je u petom poglavlju rečeno općenito o linearnim operato-
rima vrijedi i ovdje. Medutim, operatori na unitarnim prostorima posjeduju
dodatna korisna svojstva koja proizlaze iz strukture unitarnog prostora.

Prvi rezultat koji navodimo govori o linearnim funkcionalima. Ma koliko
jednostavan, taj je zapravo fundamentalan.

Neka je V unitaran prostor nad F, neka je a ∈ V proizvoljno odabran i
fiksiran vektor iz V . Uočimo da je preslikavanje fa : V → F definirano s
fa(x) = 〈x, a〉 linearan funkcional na V - jednostavno zato što je skalarni
produkt linearan u prvom argumentu. Ovo nam omogućuje da linearne
funkcionale na unitarnim prostorima zadajemo na vrlo jednostavan način.
No, bit je u tome da su svi funkcionali na konačnodimenzionalnim unitarnim
prostorima takvi.

Teorem 6.2.1. Neka je V konačnodimenzionalan unitaran prostor i f li-
nearan funkcional na V . Tada postoji jedinstven vektor a ∈ V takav da je
f = fa, tj. f(x) = 〈x, a〉, ∀x ∈ V .

Dokaz. Neka je {e1, . . . , en} ortonormirana baza za V . Tada svaki x ∈ V
prema napomeni 6.1.14 možemo pisati u obliku x =

∑n
i=1〈x, ei〉ei. Odavde

je f(x) = f(
∑n

i=1〈x, ei〉ei) =
∑n

i=1〈x, ei〉f(ei) = 〈x,
∑n

i=1 f(ei)ei〉 = 〈x, a〉
ako smo za vektor a odabrali a =

∑n
i=1 f(ei)ei.

Da pokažemo jedinstvenost, zamislimo da je f(x) = 〈x, a〉 = 〈x, b〉, ∀x ∈
V . Odavde je 〈x, a − b〉 = 0, ∀x ∈ V , pa posebno i 〈a − b, a − b〉 = 0. Iz
drugog uvjeta u definiciji skalarnog produkta slijedi a− b = 0. �

Napomena 6.2.2. Kad je V konačnodimenzionalan unitaran prostor onda
prethodni teorem uspostavlja prirodni izomorfizam izmedu prostora V i du-
alnog prostora V ∗. Podsjetimo se da to nismo mogli načiniti u općim vektor-
skim prostorima. Naime, ovdje možemo definirati preslikavanje ϕ : V → V ∗

formulom ϕ(a) = fa. Sad teorem 6.2.1 jamči da je ϕ bijekcija.
Problem je, medutim, u tome što je ovo preslikavanje u kompleksnom

slučaju antilinearno, tj. vrijedi fλa = λfa.

Posvetimo se sada operatorima. Kad je riječ o izomorfizmima vektorskih
prostora (ili regularnim operatorima) onda je jasno da bismo ovdje željeli
imati na raspolaganju operatore koji bi čuvali i unitarnu, a ne samo linearnu
strukturu. To nas dovodi do sljedeće definicije.
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Definicija 6.2.3. Neka su V i W unitarni prostori takvi da je dimV =
dimW . Kažemo da jeA ∈ L(V,W ) unitaran operator ako vrijedi 〈Ax,Ay〉 =
〈x, y〉, ∀x, y ∈ V .

Primijetimo da se u navedenoj jednakosti na lijevoj strani pojavljuje ska-
larni produkt u W , dok desno stoji skalarni produkt u domeni V . Vidjet
ćemo u idućem teoremu da unitarni operatori, čuvajući skalarne produkte
svih vektora, čuvaju i kompletnu strukturu prostora; otuda i dolazi njihov
naziv.

Napomena 6.2.4. (a) Uočimo da je za A ∈ L(V,W ) zahtjev 〈Ax,Ay〉 =
〈x, y〉, ∀x, y ∈ V , ekvivalentan uvjetu ‖Ax‖ = ‖x‖, ∀x ∈ V . Ovo se svojstvo
zove izometričnost. U jednom smjeru je ovaj zaključak trivijalan (naprosto
se uzme x = y), dok je u drugom, netrivijalnom smjeru to izravna posljedica
polarizacijskih formula iz napomene 6.1.9.

(b) Svaki operator sa svojstvom 〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉, ∀x, y ∈ V , je injekti-
van. Naime, ako je Ax = 0, onda zbog ‖Ax‖ = ‖x‖ odmah slijedi i x = 0.

(c) Svojstvo očuvanja skalarnih produkata, kao i izometričnost smisleno
je i za operatore na beskonačnodimenzionalnim prostorima. No i ovdje se
ograničavamo na istraživanje operatora na prostorima konačne dimenzije.

(d) I općenito, ako i nije dimV = dimW , mogli bismo za operatore
A : V → W promatrati zahtjev 〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉, ∀x, y ∈ V . Medutim,
to ima smisla tek ako je dimV ≤ dimW ! Zaista, kako pokazuje prethodna
opaska (b), takav operator je nužno injektivan i zato je zbog teorema o rangu
i defektu dimV = r(A) ≤ dimW .

(e) Ako je dimV < dimW operatorA ∈ L(V,W ) sa svojstvom 〈Ax,Ay〉 =
〈x, y〉, ∀x, y ∈ V , se naziva izometrija. Termin unitaran operator je re-
zerviran za operatore A ∈ L(V,W ) koji zadovoljavaju uvjet 〈Ax,Ay〉 =
〈x, y〉, ∀x, y ∈ V , a pritom je dimV = dimW . Primijetimo da su takvi
operatori zbog prethodne opaske (b) i korolara 5.1.13 izomorfizmi.

Sljedeći teorem u osnovi kaže da unitarni operatori prevode ortonormirane
baze u ortonormirane baze. Usporedba s propozicijom 5.1.14 pokazuje da se
unitarni operatori zaista mogu smatrati izomorfizmima unitarnih prostora.

Teorem 6.2.5. Neka su V i W konačnodimenzionalni unitarni prostori i
A ∈ L(V,W ). Sljedeći su uvjeti medusobno ekvivalentni:

(i) A je unitaran;
(ii) za svaku ortonormiranu bazu {b1, . . . , bn} od V skup {Ab1, . . . , Abn}

je ortonormirana baza za V ;
(iii) postoji ortonormirana baza {e1, . . . , en} od V takva da je i skup

{Ae1, . . . , Aen} ortonormirana baza za V .

Dokaz. (i) ⇒ (ii): Uzmimo proizvoljnu ortonormiranu bazu {b1, . . . , bn}
prostora V . Prema pretpostavci, A čuva sve skalarne produkte, pa posebno
za sve i, j = 1, . . . , n, vrijedi 〈Abi, Abj〉 = 〈bi, bj〉 = δij . To pokazuje da
je skup {Ab1, . . . , Abn} ortonormiran. Kako pretpostavka da je A unitaran
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podrazumijeva i da su dimenzije prostora V i W jednake, taj skup je i baza
za W .

(iii) ⇒ (i): Pretpostavka odmah pokazuje da vrijedi dimV = dimW .
Preostaje pokazati da operator A čuva skalarne produkte. Uzmimo x, v ∈ V .
Prema napomeni 6.1.14 znamo da je x =

∑n
i=1〈x, ei〉ei, y =

∑n
i=1〈y, ei〉ei i

〈x, y〉 =
∑n

i=1〈x, ei〉〈ei, y〉.
S druge strane imamo 〈Ax,Ay〉 = 〈

∑n
i=1〈x, ei〉Aei,

∑n
j=1〈y, ej〉Aej〉 =∑n

i=1

∑n
j=1〈x, ei〉〈ej , y〉〈Aei, Aej〉 =

∑n
i=1〈x, ei〉〈ei, y〉. Primijetimo da po-

sljednja jednakost dolazi iz ortonormiranosti skupa {Ae1, . . . , Aen}; zato je
〈Aei, Aej〉 = δij , ∀i, j = 1, . . . , n. �

Teorem koji smo upravo dokazali omogućuje da unitarne operatore kons-
truiramo na jednostavan način upotrebom propozicije 5.1.5. Posebno, uoča-
vamo da unitarnih operatora ima u izobilju. Konkretan primjer unitarnog
operatora je operator rotacije Rϕ za kut ϕ na prostoru V 2(O) - naime, jasno
je da Rϕ prevodi ortonormiranu bazu u ortonormiranu bazu. Da je ovaj ope-
rator unitaran vidljivo je takoder i iz napomene 6.2.4(a): Rϕ je evidentno
izometričan.

Napomena 6.2.6. Prethodni teorem pokazuje da je kompozicija dva uni-
tarna operatora takoder unitaran operator. Osim toga, i inverzni operator
A−1 unitarnog operatora A (inverzni operator zaista postoji zbog napomene
6.2.4(e)) takoder je unitaran. To je zato što i A−1 ortonormirane baze pre-
vodi u ortonormirane baze - samo u obrnutom smjeru.

Uočimo još jedno zanimljivo svojstvo unitarnih operatora.

Propozicija 6.2.7. Neka su V i W unitarni prostori i A ∈ L(V,W ) unita-
ran operator. Tada je 〈Ax, y〉 = 〈x,A−1y〉, ∀x ∈ V,∀y ∈W .

Dokaz. Uzmimo proizvoljne x i y i nadimo v ∈ V takav da je Av = y.
Odmah uočimo da je tada i v = A−1y. Sada je 〈Ax, y〉 = 〈Ax,Av〉 =
〈x, v〉 = 〈x,A−1y〉. �

Sljedeća propozicija govori o spektru unitarnog operatora. No, primjetimo
da i unitarni operatori, unatoč brojnim dobrim svojstvima, mogu biti bez
svojstvenih vrijednosti (već znamo da je operator rotacije takav).

Propozicija 6.2.8. Neka je V unitaran prostor i A ∈ L(V ) unitaran ope-
rator s nepraznim spektrom. Sve svojstvene vrijednosti operatora A imaju
apsolutnu vrijednost jednaku 1. Svojstveni potprostori pridruženi različitim
svojstvenim vrijednostima medusobno su okomiti.

Dokaz. Neka je λ svojstvena vrijednost od A, neka je x pridruženi svoj-
stveni vektor. Uočimo da je i e = 1

‖x‖x svojstveni vektor operatora A pri-

družen istoj svojstvenoj vrijednosti λ. Osim toga, e je i normiran. Sada je
〈Ae,Ae〉 = 〈e, e〉 = 1 s jedne, i 〈Ae,Ae〉 = 〈λe, λe〉 = λλ〈e, e〉 = |λ|2 s druge
strane.
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Uzmimo sada različite λ, µ ∈ σ(A) i proizvoljne vektore x ∈ VA(λ),
y ∈ VA(µ). Uočimo da primjenom operatora A−1 na jednakost Ay = µy
dobivamo y = µA−1y. Već smo dokazali da je |µ| = 1, pa je zato µ 6= 0 te
vrijedi 1

µ = µ. Zato prethodnu jednakost možemo pisati u obliku A−1y = µy.

Sada je λ〈x, y〉 = 〈Ax, y〉 = (sad primjenjujemo prethodnu propoziciju)
= 〈x,A−1y〉 = 〈x, µy〉 = µ〈x, y〉. Dobivenu jednakost možemo prepisati u
obliku (λ − µ)〈x, y〉 = 0. Jer je prema pretpostavci λ 6= µ, slijedi 〈x, y〉 =
0. �

Primijetimo da su, zbog prethodne propozicije, jedine moguće svojstvene
vrijednosti unitarnog operatora na realnom unitarnom prostoru brojevi 1 i
−1. No, kao što smo već konstatirali, unitaran operator na realnom prostoru
ne mora imati svojstvenih vrijednosti. U tom su smislu unitarni operatori
na kompleksnim prostorima znatno bolji. Može se pokazati da se svaki
unitarni operator A na kompleksnom konačnodimenzionalnom prostoru V
može dijagonalizirati u nekoj ortonormiranoj bazi prostora V .

Primjer 6.2.9. Opǐsimo unitarne operatore na dvodimenzionalnom real-
nom unitarnom prostoru V 2(O). Pokazat ćemo da je operator rotacije Rϕ
zapravo tipičan primjer unitarnog operatora na ovom prostoru.

Neka je S ∈ L(V 2(O)) operator zrcaljenja po x-osi. Primijetimo: ako

je e = {−→i ,−→j } standardna ortonormirana baza u V 2(O) onda je [S]ee =[
1 0
0 −1

]
. Kako operator S očito ortonormiranu bazu e prevodi u ortonor-

miranu bazu {−→i ,−−→j }, i on je unitaran.
Uzmimo sad proizvoljan unitaran operator A ∈ L(V 2(O)). Jer je unita-

ran, preslikava ortonormiranu bazu e u neku drugu ortonormiranu bazu b;

stavimo b = {
−→
b1 ,
−→
b2} gdje je

−→
b1 = A

−→
i i
−→
b2 = A

−→
j . Baza b je orijentirana

pozitivno ili negativno. Ukoliko je njena orijentacija pozitivna, onda postoji
jedinstven kut ϕ ∈ [0, 2π) takav da baza e rotacijom za kut ϕ prelazi u
bazu b. To znači da operatori A i Rϕ jednako djeluju na bazi e, te su zato,
prema napomeni 5.1.4, jednaki. Ako je pak baza b negativno orijentirana

onda postoji jedinstven kut ϕ ∈ [0, 2π) takav da baza {−→i ,−−→j } rotacijom
za kut ϕ prelazi u bazu b. Primijetimo da to zapravo znači A = RϕS - jer
kompozicija s desne strane jednakosti djeluje na bazi e točno kao operator
A. Pǐsući matrične prikaze u bazi e možemo rekapitulirati: svaki unitaran
operator A ∈ L(V 2(O)) u kanonskoj bazi e ima matrični zapis

[A]ee =

[
cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

]
ili [A]ee =

[
cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

] [
1 0
0 −1

]
za neki ϕ ∈ [0, 2π).

Vratimo se sada na trenutak propoziciji 6.2.7: svaki unitaran operator
A ∈ L(V,W ) spregnut je sa svojim inverznim operatorom A−1 ∈ L(W,V )
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jednakošću 〈Ax, y〉 = 〈x,A−1y〉, ∀x ∈ V, ∀y ∈ W . Jedan od fundamental-
nih rezultata teorije operatora na konačnodimenzionalnim unitarnim pros-
torima je činjenica da takav operator-partner postoji za svaki operator A ∈
L(V,W ).

Teorem 6.2.10. Neka su V,W konačnodimenzionalni unitarni prostori i
A ∈ L(V,W ). Postoji jedinstven operator A∗ ∈ L(W,V ) takav da je 〈Ax, y〉 =
〈x,A∗y〉 za sve vektore x ∈ V i y ∈W .

Dokaz. Fiksirajmo y ∈ W i promotrimo preslikavanje fA,y : V → F defini-
rano s fA,y(x) = 〈Ax, y〉. Očito smo dobili linearan funkcional na V i zato
prema teoremu 6.2.1 postoji jedinstven vektor - označimo ga s A∗y - takav
da je fA,y(x) = 〈x,A∗y〉, ∀x ∈ V . Drugim riječima, dobili smo

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉, ∀x ∈ V.

Provedemo li ovaj postupak sa svakim y ∈W dobivamo i

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉, ∀x ∈ V, ∀y ∈W.

Time smo definirali preslikavanje A∗ : W → V, y 7→ A∗y, koje ima traženo
svojstvo. Preostaje pokazati da je A∗ linearno. No, to sada lako slijedi
iz prethodne jednakosti. Uzmimo λ1, λ2 ∈ F i y1, y2 ∈ W , te proizvoljan
x ∈ V .

Jasno je da vrijedi 〈x,A∗(λ1y1+λ2y2)〉 = 〈Ax, λ1y1+λ2y2〉 = λ1〈Ax, y1〉+
λ2〈Ax, y2〉 = λ1〈x,A∗y1〉+λ2〈x,A∗y2〉 = 〈x, λ1A

∗y1+λ2A
∗y2〉. Ako ovaj po-

sljednji izraz oduzmemo od početnog, dobivenu jednakost možemo zapisati
kao

〈x,A∗(λ1y1 + λ2y2)− λ1A
∗y1 − λ2A

∗y2〉 = 0.

Kako ova jednakost vrijedi za svaki vektor x ∈ V , posebno vrijedi i za
x = A∗(λ1y1 + λ2y2) − λ1A

∗y1 − λ2A
∗y2, a tada drugi uvjet iz definicije

skalarnog produkta povlači A∗(λ1y1 + λ2y2)− λ1A
∗y1 − λ2A

∗y2 = 0.
Da bismo pokazali kako je konstruirani operator jedinstven, zamislimo

da je 〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 = 〈x,By〉, ∀x ∈ V, ∀y ∈ W , gdje je B još jedan
linearan operator iz W u V . Posebno je 〈x,A∗y−By〉 = 0, ∀x ∈ V, ∀y ∈W .
Sad je, za proizvoljan y, A∗y−By okomit na sve vektore prostora V . Nužno
je zato A∗y −By = 0. Jer je y bio proizvoljan, slijedi A∗ = B. �

Definicija 6.2.11. Neka su V,W konačnodimenzionalni unitarni prostori i
A ∈ L(V,W ). OperatorA∗ ∈ L(W,V ) sa svojstvom 〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉, ∀x ∈
V, ∀y ∈W , zove se hermitski adjungiran operator operatoru A.

Prema prethodnom teoremu, svaki operator na konačnodimenzionalnom
unitarnom prostoru posjeduje hermitski adjungiran operator. Ponekad se
taj operator kraće naziva adjungirani operator. Vidjeli smo u propoziciji
6.2.7 da je adjungirani operator unitarnog operatora upravo njegov inverz.
Definiciono svojstvo adjungiranog operatora sugerira da su i inače A i A∗

blisko povezani. To se ogleda i u njihovim matričnim prikazima. Sljedeća
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propozicija otkriva važnost pojma hermitski adjungirane matrice, koji je
uveden u zadatku 16 u 3. poglavlju.

Propozicija 6.2.12. Neka su V i W konačnodimenzionalni unitarni pros-
tori te neka su e = {e1, . . . , en} i f = {f1, . . . , fm} ortonormirane baza za

V i W . Tada za svaki operator A ∈ L(V,W ) vrijedi [A∗]ef = ([A]fe )∗.

Dokaz. Stavimo [A]fe = [αij ] i [A∗]ef = [βij ]. Po definiciji hermitski adjun-

girane matrice, sve što trebamo dokazati je jednakost αij = βji, ∀i, j. Po
definiciji matričnog zapisa operatora imamo Aej =

∑m
i=1 αijfi, a prema

napomeni 6.1.14, vrijedi αij = 〈Aej , fi〉. No sada je αij = 〈Aej , fi〉 =

〈ej , A∗fi〉 = 〈A∗fi, ej〉 = (opet prema napomeni 6.1.14) = βji. �

Korolar 6.2.13. Neka su V , W i X konačnodimenzionalni unitarni pros-
tori. Tada vrijedi:

(1) (A+B)∗ = A∗ +B∗, ∀A,B ∈ L(V,W );
(2) (αA)∗ = αA∗, ∀α ∈ F, ∀A ∈ L(V,W );
(3) (BA)∗ = A∗B∗, ∀A ∈ L(V,W ), ∀B ∈ L(W,X);
(4) (A∗)∗ = A, ∀A ∈ L(V,W ).

Dokaz. Sve tvrdnje su očigledne posljedice prethodne propozicije - jer to su
evidentno osobine hermitskog adjungiranja matrica, a znamo da je preslika-

vanje A 7→ [A]fe je izomorfizam.
Alternativno, sve tvrdnje se mogu dobiti i direktno iz definicije hermitski

adjungiranog operatora pozivanjem na njegovu jedinstvenost. Demonstri-
rajmo ovu tehniku na primjeru dokaza za tvrdnju (3).

Neka su x i y proizvoljni vektori iz V , odnosno X. Tada je 〈BAx, y〉 =
〈Ax,B∗y〉 = 〈x,A∗B∗y〉. Kako je adjungirani operator operatora BA je-
dinstven i kako prethodna jednakost pokazuje da svojstvo tog operatora
ima operator A∗B∗, to mora biti (BA)∗ = A∗B∗. �

Propozicija 6.2.14. Neka su V,W konačnodimenzionalni unitarni prostori
i A ∈ L(V,W ). Tada je V = KerA⊕ ImA∗ i W = KerA∗⊕ ImA. Nadalje,
r(A∗) = r(A).

Dokaz. Za dokaz prve tvrdnje zapravo treba provjeriti da je (ImA∗)⊥ =
KerA, a to zaključujemo na sljedeći način: x ∈ KerA ako i samo ako je
Ax = 0 ako i samo ako je 〈Ax, y〉 = 0 za svaki y iz W . Jer je 〈Ax, y〉 =
〈x,A∗y〉, prethodni zaključak je ekvivalentan s 〈x,A∗y〉 = 0 za sve y iz W ,
a to upravo znači da je x ∈ (ImA∗)⊥.

Druga jednakost slijedi primjenom prve jednakosti na operator A∗.
Konačno, primjenom prve tvrdnje i teorema o rangu i defektu slijedi

r(A∗) = dimV − d(A) = r(A). �

Napomena 6.2.15. Iz posljednje tvrdnje prethodne propozicije, uz pomoć
propozicije 6.2.12 opet možemo zaključiti da je u svakoj matrici jednak broj
linearno nezavisnih redaka i stupaca.
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Dokaz koji ćemo ovdje izvesti temelji se i na jednoj sasvim očitoj činjenici:

vektori x1 =

 x11
...

xm1

 , . . . , xk =

 x1k
...

xmk

 ∈Mm1 su linearno nezavisni ako

i samo ako su konjugirani vektori x1 =

 x11
...

xm1

 , . . . , xk =

 x1k
...

xmk

 ∈Mm1

linearno nezavisni a to je ako i samo ako su vektori xt1 = (x11, . . . , xm1), . . . , xtk =
(x1k, . . . , xmk) ∈ Fm linearno nezavisni.

Promotrimo sada proizvoljnu matricu A = (aij) ∈ Mmn. Neka je r(A) =
r. To znači da u skupu

S =

s1 =

 a11
...

am1

 , . . . , sn =

 a1n
...

xmn




ima točno r nezavisnih elemenata. Sad pogledajmo operator LA : Mn1 →
Mm1 uveden u napomeni 5.4.23: LAx = Ax. Ako su e i f kanonske baze

u prostorima Mn1 i Mm1, vidjeli smo da vrijedi [LA]fe = A. Još je važno
prisjetiti se da su obje ove baze ortonormirane. Sad imamo sljedeći niz
zaključaka: r(A) jednak je broju nezavisnih elemenata u skupu S što je,
prema propoziciji 5.4.12, isto što i r(LA). Medutim, korǐstenjem propozicije
6.2.14 i propozicije 6.2.12 imamo

r(A) = r(LA)=r((LA)∗) = r([(LA)∗]ef ) = r(([LA]fe )∗) = r(A∗).

Preostaje se pozvati na opasku s početka dokaza.

Vratimo se unitarnim operatorima. Propozicija 6.2.7 pokazuje: ako je
A ∈ L(V,W ) unitaran operator, onda je A∗ = A−1. Lako se vidi da vrijedi
i obrat: operator A ∈ L(V,W ) koji zadovoljava relaciju A∗ = A−1 nužno
je unitaran. Zaista, neka su x i y proizvoljni vektori u V i neka vrijedi
A∗ = A−1. Tada je, posebno, 〈Ax,Ay〉 = 〈x,A∗Ay〉 = 〈x,A−1Ay〉 = 〈x, y〉
i operator A je po definiciji unitaran. (Korisno je primijetiti da već pret-
postavka A∗ = A−1 implicitno garantira da je A bijektivan, te su stoga
dimenzije prostora V i W nužno jednake.)

Razmotrimo sada pobliže matrični zapis unitarnog operatora u ortonor-
miranoj bazi. Radi jednostavnosti ovdje ćemo se ograničiti na unitarne
operatore koji djeluju na jednom prostoru.

Propozicija 6.2.16. Neka je A ∈ L(V ) unitaran operator i neka je e =
{e1, . . . , en} ortonormirana baza prostora V . Tada za matrični zapis [A]ee
operatora A vrijedi [A]ee([A]ee)

∗ = ([A]ee)
∗[A]ee = I.

Dokaz. Zbog A−1 = A∗ vrijedi AA∗ = A∗A = I pa primjenom izomor-
fizma ψ : A 7→ [A]ee iz korolara 5.4.13 dobivamo [A]ee[A

∗]ee = [A∗]ee[A]ee = I.
Preostaje primijeniti propoziciju 6.2.12, tj. uvažiti da je [A∗]ee = ([A]ee)

∗. �
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Definicija 6.2.17. Kaže se da je kompleksna kvadratna matrica A unitarna
ako vrijedi AA∗ = A∗A = I. Realna kvadratna matrica A je ortogonalna
ako vrijedi AAt = AtA = I.

Uočimo da atribut ortogonalna naprosto znači da je riječ o realnoj uni-
tarnoj matrici. Stoga ćemo u daljnjem koristiti univerzalan termin unitarna
matrica i u kompleksnom i u realnom slučaju.

Korolar 6.2.18. Neka je V konačnodimenzionalan unitaran prostor i A ∈
L(V ) unitaran operator. Matrica [A]ee operatora A u svakoj ortonormiranoj
bazi e prostora V je unitarna.

Teorem 6.2.19. (1) Stupci s1, . . . , sn unitarne matrice U = (uij) ∈Mn

čine ortonormiranu bazu prostora Mn1.
(2) Retci r1, . . . , rn unitarne matrice U = (uij) ∈ Mn čine ortonormi-

ranu bazu prostora Fn.
(3) Ako su stupci neke matrice V = (vij) ∈ Mn ortonormirani vektori

onda je ta matrica unitarna te su joj i retci ortonormirani.
(4) Ako su retci neke matrice V = (vij) ∈ Mn ortonormirani vektori

onda je ta matrica unitarna te su joj i stupci ortonormirani.
(5) Ako je U ∈Mn unitarna matrica onda je operator LU : Mn1 →Mn1,

definiran s LUx = Ux, unitaran. Posebno, svaka unitarna matrica
je matrični zapis u nekoj ortonormiranoj bazi nekog unitarnog ope-
ratora.

(6) Produkt dviju unitarnih matrica je takoder unitarna matrica. Inverz
unitarne matrice je unitarna matrica.

Dokaz. (1) Prema pretpostavci imamo U∗U = I; dakle, za sve indekse k, j
vrijedi (U∗U)kj = δkj . To znači da je

∑n
i=1 uikuij = δkj , ∀k, j. Očito, ovu

jednakost možemo pisati i kao 〈sj , sk〉 = δkj , ∀k, j.
(2) Počnemo li od jednakosti UU∗ = I, dokaz je potpuno analogan pret-

hodnom.

(3) Neka su xj =

 v1j
...
vnj

 , j = 1, . . . , n stupci matrice V . Kao u dokazu

tvrdnje (1) uočavamo da se pretpostavka 〈xj , xk〉 = δkj , ∀k, j može zapisati
kao (V ∗V )kj = δkj , ∀k, j. Dakle, imamo V ∗V = I. Znamo da je to dovoljno
da se zaključi i V V ∗ = I i sad prema tvrdnji (2) zaključujemo da su i retci
matrice V ortonormirani.

(4) Potpuno analogno prethodnom: pretpostavka nam odmah daje V V ∗ =
I, a iz te jednakosti onda slijedi i V ∗V = I što prema tvrdnji (1) povlači
ortonormiranost stupaca matrice V .

(5) Ako je e = {e1, . . . , en} kanonska baza za Mn1 znamo da vrijedi
[LU ]ee = U . Uočimo da za sve j vrijedi LUej = Ueu = sj , pri čemu smo sa sj
označili j-ti stupac matrice U . Kako je po pretpostavci matrica U unitarna,
tvrdnja (1) jamči da je skup {s1, . . . , sn} ortonormiran. Dakle, operator LU
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ortonormiranu bazu {e1, . . . , en} prevodi u ortonormiranu bazu {s1, . . . , sn}.
Prema teoremu 6.2.5 LU je zato unitaran operator.

(6) Obje tvrdnje se mogu dokazati direktno. Ovdje ćemo izložiti dokaze
temeljene na korespodenciji matrica U i V i operatora LU i LV . Pret-
postavimo da su matrice U i V unitarne. Prema prethodnoj tvrdnji sad
su i operatori LU i LV unitarni. Iz napomene 6.2.6 slijedi i da je kom-
pozicija LULV unitaran operator. Prema korolaru 6.2.18 i matrični zapis
[LULV ]ee operatora LULV u kanonskoj bazi e prostora Mn1 je unitarna ma-
trica jer baza e je ortonormirana. Medutim, znamo da je (propozicija 5.4.10)
[LULV ]ee = [LU ]ee[LV ]ee = UV .

Druga tvrdnja se dokazuje potpuno analogno jer prema napomeni 6.2.6 i
inverzni operator unitarnog operatora je unitaran. �

Napomena 6.2.20. Primijetimo da je matrica prijelaza [S]ee = [I]ee′ iz jedne
ortonormirane baze e u drugu ortonormiranu bazu e′ uvijek unitarna, od-
nosno ortogonalna. To je zato što je zapravo riječ o matričnom zapisu ope-
ratora zadanog sa S : ei 7→ e′i, a on je, jer prevodi ortonormiranu bazu
u ortonormiranu bazu, unitaran zbog teorema 6.2.5. Sada djeluje korolar
6.2.18.

Preostalo je još proučiti iznimno važnu klasu operatora: onih operatora
koji su sami sebi hermitski adjungirani.

Definicija 6.2.21. Neka je V konačnodimenzionalan unitaran prostor i A ∈
L(V ). Kažemo da je operator A hermitski ako vrijedi A∗ = A.

Najprije primijetimo da hermitskih operatora ima. Takvi su npr. jedinični
i nuloperator. Medutim, važno je uočiti da se hermitski operatori prirodno
pojavljuju u mnogim razmatranjima. Zabilježimo jedan jednostavan, ali
važan slučaj.

Primjer 6.2.22. Neka je V unitaran prostor, neka je M pravi potprostor
od V . Na temelju dekompozicije V = M ⊕ M⊥ i jedinstvenog prikaza
svakog vektora x ∈ V u obliku x = a + b, a ∈ M, b ∈ M⊥, definira se
ortogonalni projektor na M , P : V → V, Px = a. Operator P već smo
susreli u napomeni 6.1.23. Pokažimo sada da je P hermitski operator: neka
je y ∈ V, y = c+ d, c ∈ M,d ∈ M⊥. Tada je 〈Px, y〉 = 〈a, c+ d〉 = 〈a, c〉 =
〈a+ b, c〉 = 〈x, Py〉.

Zabilježimo i direktnu posljedicu propozicije 6.2.14.

Korolar 6.2.23. Neka je V konačnodimenzionalan unitaran prostor i neka
je A ∈ L(V ) hermitski operator. Tada je V = KerA⊕ ImA.

Definicija 6.2.24. Kaže se da je kvadratna matrica A = [αij ] ∈ Mn her-
mitska ako vrijedi A∗ = A, tj. αij = αji, ∀i, j = 1, . . . , n.

U slučaju kad je matrica realna pojam hermitske matrice svodi se na
pojam simetrične matrice. Sljedeća propozicija je izravna posljedica korolara
5.4.13 i propozicije 6.2.12.
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Propozicija 6.2.25. Neka je V konačnodimenzionalan unitaran prostor i
neka je A ∈ L(V ). Sljedeće tvrdnje su medusobno ekvivalentne:

(i) A je hermitski operator;
(ii) za svaku ortonormiranu bazu b u V matrica [A]bb je hermitska;
(iii) postoji ortonormirana baza e u V takva da je matrica [A]ee hermitska.

Sljedeća propozicija je jedna od fundamentalnih činjenica u proučavanju
hermitskih operatora. Naglasimo da propozicija govori o hermitskim opera-
torima na kompleksnim prostorima.

Propozicija 6.2.26. Neka je V kompleksan konačnodimenzionalan unita-
ran prostor i A ∈ L(V ) hermitski operator. Sve svojstvene vrijednosti ope-
ratora A su realni brojevi.

Dokaz. Uzmimo svojstven vektor x pridružen svojstvenoj vrijednosti λ ope-
ratora A. Sada je λ〈x, x〉 = 〈λx, x〉 = 〈Ax, x〉 = 〈x,Ax〉 = 〈x, λx〉 = λ〈x, x〉.
Nakon dijeljenja s 〈x, x〉, što je različito od 0 jer x je svojstven vektor,
dobivamo λ = λ. �

Propozicija 6.2.27. Neka je V konačnodimenzionalan unitaran prostor i
A ∈ L(V ) hermitski operator. Svojstveni potprostori pridruženi različitim
svojstvenim vrijednostima operatora A medusobno su okomiti.

Dokaz. Uzmimo λ, µ ∈ σ(A), λ 6= µ i pripadajuće svojstvene vektore x i
y: Ax = λx, Ay = µy. Sada je, prema prethodnoj propoziciji, (čak i ako
je prostor kompleksan) µ = µ pa imamo λ〈x, y〉 = 〈λx, y〉 = 〈Ax, y〉 =
〈x,Ay〉 = 〈x, µy〉 = µ〈x, y〉 = µ〈x, y〉, a odavde je (λ − µ)〈x, y〉 = 0 i zato
〈x, y〉 = 0. �

Sada je sve spremno za dokaz ključnog rezultata za hermitske operatore.
Najprije slijedi pripremni teorem, no i sam za sebe važan. Uočimo da je
odgovarajuća tvrdnja za operatore na kompleksnim prostorima trivijalna.

Teorem 6.2.28. Neka je V konačnodimenzionalan realan unitaran prostor,
neka je A ∈ L(V ) hermitski operator. Tada je spektar operatora A neprazan.

Dokaz. Uzmimo ortonormiranu bazu b u V i formirajmo matricu [A]bb =

[αij ]. Prema propoziciji 6.2.25, matrica [A]bb je hermitska (simetrična). Neka
je kA svojstveni polinom operatora A (odnosno, po definiciji, njegovog ma-
tričnog zapisa [A]bb) i neka je kA(λ) = 0. Pokazat ćemo da je λ realan broj
(čime će biti dokazano i vǐse nego što se u iskazu propozicije tvrdi: pokazat
ćemo da su sve nultočke svojstvenog polinoma opratora A realne).

Ostatak dokaza se provodi sasvim analogno razmatranjima iz točke 5.5,
gdje smo analizirali ulogu kompleksnih nultočki svojstvenih polinoma ope-
ratora na realnim prostorima. Promotrimo operator množenja s matricom
[A]bb na unitarnom prostoru jednostupčanih kompleksnih matrica L[A]bb

:

Mn1(C)→Mn1(C), L[A]bb
(

 z1
...
zn

) = [A]bb

 z1
...
zn

.
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Dobili smo linearan operator na kompleksnom unitarnom prostoru. Jasno
je, medutim, da u standardnoj ortonormiranoj bazi e prostora Mn1(C)
imamo matrični zapis [L[A]bb

]ee = [A]bb. Zato je, prema propoziciji 6.2.25,

operator L[A]bb
hermitski, a i svojstveni polinom operatora L[A]bb

je isti kao i

svojstveni polinom operatora A. Dakle, λ je nultočka svojstvenog polinoma
operatora L[A]bb

na kompleksnom prostoru Mn1(C). Kako je prostor kom-

pleksan, to znači da je λ svojstvena vrijednost operatora L[A]bb
! Propozicija

6.2.26 sada pokazuje da je λ ∈ R. �

Prethodni teorem je toliko važan u primjenama da se često susreću njegove
različite reformulacije. Zabilježimo jednu.

Korolar 6.2.29. Realna simetrična matrica ima svojstvenu vrijednost.

Sljedeći teorem može se smatrati glavnim rezultatom za hermitske ope-
ratore: svaki hermitski operator dopušta dijagonalizaciju u nekoj ortonor-
miranoj bazi. Treba uočiti da u formulaciji teorema nema razlike izmedu
realnih i kompleksnih prostora.

Teorem 6.2.30. Neka je V konačnodimenzionalan unitaran prostor, neka
je A ∈ L(V ) hermitski operator. Postoji ortonormirana baza e prostora V
u kojoj je matrični zapis [A]ee operatora A dijagonalna matrica.

Dokaz. Teorem ćemo dokazati indukcijom po dimenziji prostora. Za dimV =
1 tvrdnja je (na trivijalan način) točna.

Pretpostavimo da je tvrdnja teorema točna za svaki hermitski operator
na unitarnim prostorima dimenzije n−1. Uzmimo unitaran prostor V takav
da je dimV = n i hermitski operator A ∈ L(V ).

Najprije nadimo jednu svojstvenu vrijednost λ za A - to možemo prema
prethodnom teoremu. (Primijetimo ulogu prethodnog teorema. Ako je pros-
tor kompleksan, postojanje svojstvenih vrijednosti je nesporno.) Neka je a
jedinični svojstveni vektor pridružen svojstvenoj vrijednosti λ. Definirajmo
M = [{a}] ≤ V . Tada je V = M ⊕M⊥ i zato je dimM⊥ = n− 1.

Pokažimo da je potprostor M⊥ invarijantan za A, tj. da vrijedi x ∈M⊥ ⇒
Ax ∈ M⊥. Zaista, za to je dovoljno vidjeti 〈a,Ax〉 = 0, no 〈a,Ax〉 =
〈Aa, x〉 = λ〈a, x〉 = 0 jer smo uzeli x ∈M⊥.

Označimo s A1 : M⊥ → M⊥ restrikciju operatora A na potprostor M⊥.
Jasno je da je i taj operator linearan, a jasno je da vrijedi i 〈A1x, y〉 =
〈x,A1y〉 za sve x i y iz M⊥ zato što jednakost 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 vrijedi za
sve vektore prostora V .

Nakon svega, vidimo da smo dobili hermitski operator A1 na unitarnom
prostoru M⊥ dimenzije n − 1. Prema pretpostavci indukcije, postoji orto-
normirana baza {e2, . . . , en} ovog prostora u kojoj je matrica operatora A1

dijagonalna; tj. vrijedi A1ei = λiei, ∀i = 2, . . . , n.
Sada je jasno da je e = {a, e2, . . . , en} ortonormirana baza prostora V u

kojoj se polazni operator A dijagonalizira. �
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Vrlo često se susreće i sljedeća matrična formulacija prethodnog teorema.
Zbog važnosti tvrdnje uvrštavamo i precizan dokaz, premda je u stvari sve
već dokazano.

Korolar 6.2.31. Svaka hermitska matrica je unitarno slična nekoj dijago-
nalnoj matrici. Preciznije: ako je H ∈ Mn hermitska matrica onda postoje

dijagonalna matrica D =

 λ1

. . .

λn

 pri čemu su λ1, . . . , λn realni

brojevi i unitarna matrica U takve da je H = UDU−1.

Dokaz. Neka je e kanonska baza za Mn1. Jer je e ortonormirana baza,
prema propoziciji 6.2.25 LH je hermitski operator. Sad teorem 6.2.30 jamči
da postoje ortonormirana baza b = {b1, . . . , bn} prostora Mn1 i realni brojevi
λ1, . . . , λn takvi da je LHbi = λibi, ∀i = 1, . . . , n. Odavde imamo

[LH ]bb =

 λ1

. . .

λn

 = D.

Neka je U matrica prijelaza iz baze e u bazu b. Napomena 6.2.20 nam kaže
da je U unitarna matrica. Znamo da je H = [LH ]ee i D = [LH ]bb. Zato je

prema korolaru 5.4.17 D = [LH ]bb = U−1[LH ]eeU = U−1HU odakle slijedi
H = UDU−1. �

U literaturi se često susreće i sljedeća formulacija prethodnog korolara u
slučaju kad je matrica H realna. Uočimo da nema novih momenata; jedina
razlika je u terminologiji:

Korolar 6.2.32. Svaka simetrična matrica je ortogonalno slična dijagonal-
noj matrici: ako je H ∈Mn(R) hermitska matrica onda postoje dijagonalna
matrica D ∈ Mn(R) i ortogonalna matrica U ∈ Mn(R) za koje vrijedi H =
UDU−1.

Na kraju, korisno je zabilježiti i sljedeću opservaciju.

Napomena 6.2.33. Neka je H ∈Mn hermitska matrica.
Prema korolaru 6.2.31 postoje dijagonalna matrica D ∈ Mn i unitarna

matrica U ∈ Mn takve da je D = U−1HU . S obzirom da je U−1 = U∗

možemo pisati D = U∗HU , odnosno HU = UD. Označimo s u1, . . . , un
stupce matrice U . Po definiciji matričnog množenja stupčana reprezentacija
matrice HU je (Hu1, . . . ,Hun). S druge strane, ako dijagonalne elemente
matrice D označimo s λ1, . . . , λn stupčana reprezentacija matrice UD očito
je (λ1u1, . . . , λnun). Sad iz HU = UD slijedi Hui = λiui za sve i = 1, . . . , n.
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Odavde izvodimo sljedeći zaključak: Ako je U unitarna matrica za koju vri-

jedi U−1HU = D =

 λ1

. . .

λn

 pa ako s u1, . . . , un označimo stupce

od U , onda vrijedi Hui = λiui za sve i = 1, . . . , n.
Lako je uvidjeti da vrijedi i obrat: ako je {u1, . . . , un} ortonormiran skup

u Mn1 i ako je Hui = λiui za sve i = 1, . . . , n, onda je matrica U sastavljena

od stupaca u1, . . . , un unitarna te vrijedi U−1HU = D =

 λ1

. . .

λn

.

Izlaganje u ovoj točki ćemo završiti primjerom koji se temelji na teoremu
6.2.30, a igra važnu ulogu u različitim primjenama.

Primjer 6.2.34. Neka su a, b, c realni brojevi pri čemu je a2 + b2 + c2 > 0.
Preslikavanje q : R2 → R definirano s q(x1, x2) = ax2

1 + 2bx1x2 + cx2
2 zove se

kvadratna forma s koeficijentima a, b, c.
Koeficijent uz x1x2 napisan je u obliku 2b iz tehničkih razloga. Naime,

ako smo tako postupili, možemo uvesti simetričnu matricu A =

[
a b
b c

]
∈

M2(R) i onda, koristeći skalarni produkt u M21(R), kvadratnu formu q za-

pisati u obliku q(x1, x2) = 〈
[
a b
b c

] [
x1

x2

]
,

[
x1

x2

]
〉.

Ukoliko sada pogledamo operator LA : M21 → M21, LAx = Ax, kva-
dratnu formu q možemo interpretirati i vektorski, odnosno operatorski. Sje-
timo se da u kanonskoj bazi e prostora M2 imamo [LA]ee = A. Kako je ta
baza ortonormirana, a matrični zapis našeg operatora simetrična matrica,
zaključujemo iz propozicije 6.2.25 da je LA hermitski operator. No sada
smo u prilici primijeniti teorem 6.2.30: možemo naći ortonormiranu bazu
(a) = {a1, a2} svojstvenih vektora za LA (odnosno za A) i svojstvene vri-
jednosti α1, α2 tako da je Aa1 = α1a1 i Aa2 = α2a2. To očito povlači da u
ovoj bazi forma q poprima znatno jednostavniji oblik: ako je vektor x ∈M21

napisan u obliku x = x′1a1 +x′2a2, onda je q(x) = α1(x′1)2 +α2(x′2)2. U ovoj
situaciji, gdje je ǐsčeznuo mješoviti član, kažemo da smo kvadratnu formu
dijagonalizirali.

Sve potpuno analogno možemo načiniti i za kvadratne forme od n vari-
jabli; to su preslikavanja q : Rn → R zadana pomoću simetrične matrice
A ∈ Mn(R) formulom q(x) = 〈Ax, x〉, pri čemu smo prešutno uredenu n-
torku x shvatili kao stupac.

Kvadratne forme se prirodno pojavljuju u raznim problemima i često su
njihova svojstva bitna za rješavanje tih problema (npr. pozitivna definitnost
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ili indefinitnost). U svim problemima takve vrste od znatne je pomoći po-
stupak dijagonalizacije koji se temelji na teoremu 6.2.30. Spomenimo jednu
takvu primjenu: klasifikaciju krivulja drugog reda.

Neka su a, b, c, d, e, f realni brojevi pri čemu je a2 + b2 + c2 > 0. Treba
riješiti jednadžbu drugog stupnja u x1 i x2 oblika ax2

1 + 2bx1x2 + cx2
2 +

dx1 + ex2 + f = 0. Preciznije, treba odrediti skup S svih točaka ravnine čije
koordinate zadovoljavaju ovu jednadžbu.

Poznato je da je skup S zapravo jedna krivulja drugog reda. Do njezinog
opisa, odnosno standardne jednadžbe najlakše se dolazi dijagonalizacijom
pridružene kvadratne forme q(x1, x2) = ax2

1 + 2bx1x2 + cx2
2. Pokazuje se

da je skup S zapravo (ako zanemarimo neke degenerirane situacije) elipsa
ili hiperbola ili parabola, ovisno o tome je li detA > 0 ili detA < 0 ili
detA = 0, gdje je A simetrična matrica kvadratne forme q.

Precizna formulacija i izvod ove činjenice može se naći u [5] u točki 2.8.
Analognom metodom mogu se klasificirati i plohe drugog reda ([5], točka
3.5).

Daljnja vrlo značajna primjena dijagonalizacije kvadratne forme susreće
se u matematičkoj analizi pri odredivanju lokalnih ekstrema funkcija vǐse
varijabli. Za dovoljno glatke funkcije vǐse varijabli prirodno se u svakoj
kritičnoj točki uvodi kvadratna forma zadana drugim derivacijama. Dijago-
nalizacijom ove forme lako se utvrduje njezina definitnost, odnosno indefi-
nitnost, a to na kraju odlučuje o naravi dane kritične točke.

6.3. Dekompozicija singularnih vrijednosti i pseudoinverz.

Neka su V i W konačnodimenzionalni prostori nad istim poljem i L ∈
L(V,W ) operator ranga r, 0 < r ≤ dimV . Prema tvrdnji zadatka 52 u
petom poglavlju postoje baze b = {b1, b2, . . . , bn} i c = {c1, c2, . . . , cm} za V ,
odnosno W takve da je

[L]cb = Dr =

[
I 0
0 0

]
∈Mmn

pri čemu je I ∈Mr dok je svaki od nul-blokova odgovarajućeg formata. To
zapravo znači da vrijedi

Lbi =

{
ci ako je i = 1, . . . , r
0 ako je i = r + 1, . . . , n

.

Imamo, dakle, za proizvoljan operator vrlo jednostavan matrični zapis u
ovom paru baza. Medutim, ove baze se ne sastoje od svojstvenih vektora
(što ne može ni biti ako su prostori V i W različiti), niti su na ikoji drugi
način intrinsično povezane s operatorom, te stoga od ovog rezultata nema
osobite praktične koristi.
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U ovoj točki pokazat ćemo da za operatore izmedu različitih prostora (ili,
drugačije gledano, za matrice koje nisu nužno kvadratne) ipak možemo do-
biti odredenu standardnu matričnu formu čvršće povezanu sa strukturom
operatora, a čija konstrukcija se temelji na teoremu o dijagonalizaciji her-
mitskih operatora. Ovdje ćemo se ograničiti na proučavanje operatora na
prostorima jednostupčanih matrica; u stvari, gotovo isključivo promatrat
ćemo operatore oblika LA : Mn1 →Mm1, LAx = Ax, pri čemu je A ∈Mmn

zadana matrica. Podsjetimo se da je Mn1 unitaran prostor uz skalarni pro-
dukt 〈 x1

...
xn

 ,
 y1

...
yn

〉 =

n∑
i=1

xiyi.

Podsjetimo se takoder i činjenice da je kanonska baza prostora Mn1 ortonor-
mirana. Konačno, važno je imati na umu i to da u paru kanonskih baza e i
f prostora Mn1 i Mm1 za operator LA induciran matricom A ∈Mmn vrijedi

[LA]fe = A.
Započet ćemo s lemom čije tvrdnje smo zapravo već susretali. Navodimo

je radi potpunosti.

Lema 6.3.1. Neka je A ∈ Mmn. Tada je (LA)∗ = LA∗. Nadalje, ako je
B ∈Mnp onda je LALB = LAB.

Dokaz. Označimo s e i f kanonske baze u Mn1 i Mm1. Uočimo da je A∗ ∈
Mnm i LA∗ : Mm1 →Mn1. Znamo da je [LA∗ ]

e
f = A∗. S druge strane, prema

propoziciji 6.2.12 je [(LA)∗]ef =
(

[LA]fe
)∗

= A∗. Dakle, operatori (LA)∗ i

LA∗ imaju jednake matrične zapise i zato su jednaki.
Druga tvrdnja je očita. �

Napomena 6.3.2. Neka su A ∈ Mmn i B ∈ Mnp. Znamo da je r(AB) ≤
r(A), r(B) (zadatak 45 u trećem poglavlju). To možemo vidjeti i na sljedeći
način.

Prema propoziciji 5.4.12 imamo r(AB) = r(LAB) = r(LALB), gdje smo
drugu jednakost dobili primjenom prethodne propozicije. S druge strane,
opet prema propoziciji 5.4.12, vrijedi r(A) = r(LA) i r(B) = r(LB). Sad
tvrdnja slijedi primjenom odgovarajuće operatorske tvrdnje: ako su L1 i L2

operatori koji se mogu komponirati, onda je r(L1L2) ≤ r(L1), r(L2) (zadatak
3 u petom poglavlju).

Lema 6.3.3. Neka su V i W konačnodimenzionalni unitarni prostori i L ∈
L(V,W ). Tada je KerL∗L = KerL, d(L∗L) = d(L) i r(L∗L) = r(L).

Dokaz. Očito je KerL ⊆ KerL∗L. Ako je pak x ∈ KerL∗L onda je L∗Lx =
0 iz čega slijedi 〈L∗Lx, x〉 = 0, odnosno 〈Lx,Lx〉 = 0. Dakle, Lx = 0,
tj. x ∈ KerL.

Druga tvrdnja je očita posljedica prve, a treća slijedi iz druge i teorema
o rangu i defektu. �
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Lema 6.3.4. Neka je A ∈Mmn. Tada je r(A∗A) = r(A).

Dokaz. Prema propoziciji 5.4.12 imamo r(A) = r(LA).
S druge strane, korǐstenjem iste propozicije kao i leme 6.3.1 dobivamo

r(A∗A) = r(LA∗A) = r(LA∗LA) = r((LA)∗LA).
Tvrdnja sad slijedi iz prethodne leme. �

Sad je sve spremno za dokaz teorema o dekompoziciji singularnih vrijed-
nosti. Riječ je zapravo o jednoj univerzalnoj i vrlo korisnoj faktorizaciji koju
je moguće izvesti za svaku matricu.

Teorem 6.3.5. (Dekompozicija singularnih vrijednosti) Neka je A ∈Mmn.
Postoje unitarne matrice U ∈Mm i V ∈Mn te dijagonalna matrica

D =


√
λ1

. . . √
λr

 ∈Mr

takve da vrijedi

A = U

[
D 0
0 0

]
V ∗,

pri čemu su navedeni nul-blokovi formatirani tako da je

[
D 0
0 0

]
∈ Mmn,

a λ1, . . . , λr su sve netrivijalne ( 6= 0) svojstvene vrijednosti matrice A∗A.

Napomena. Obično se navedena blok-matrica označi sa Σ pa dekompozicija
glasi A = UΣV ∗.

Na primjer, u slučaju m = 6, n = 4, r = 3 navedena dekompozicija
matrice A ima oblik
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗


︸ ︷︷ ︸

A

=


∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗


︸ ︷︷ ︸

U



√
λ1 0 0 0
0

√
λ2 0 0

0 0
√
λ3 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


︸ ︷︷ ︸

Σ


∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗


︸ ︷︷ ︸

V ∗

Dokaz. Neka je A 6= 0. U slučaju A = 0 tvrdnja teorema je točna na
trivijalan način. Prvo uočimo da je matrica A∗A ∈ Mn hermitska. Zaista:
(A∗A)∗ = A∗(A∗)∗ = A∗A. Kako u kanonskoj bazi e prostora Mn1 imamo
[LA∗A]ee = A∗A, propozicija 6.2.25 nam kaže da je LA∗A hermitski operator.
Zato prema teoremu 6.2.30 postoje λ1, . . . , λn ∈ R i ortonormirana baza
{x1, . . . , xn} prostora Mn1 takvi da vrijedi

(16) LA∗Axj = A∗Axj = λjxj , j = 1, . . . , n.
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Uočimo da je za sve j = 1, . . . , n

‖Axj‖2 = 〈Axj , Axj〉(17)

= 〈LAxj , LAxj〉
= 〈(LA)∗LAxj , xj〉

lema 6.3.1
= 〈LA∗LAxj , xj〉

lema 6.3.1
= 〈LA∗Axj , xj〉
= 〈A∗Axj , xj〉
= λj .

Posebno, odavde zaključujemo da je λj ≥ 0 za sve j = 1, . . . , n. Nije sma-
njenje općenitosti ako pretpostavimo da je λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn. Nadalje,
neka je

(18) λ1, . . . λr > 0 i λr+1 = . . . = λn = 0.

Ovdje je 1 ≤ r ≤ n; uočimo da je zaista r ≥ 1 jer bi r = 0 povlačilo
A = 0. Primijetimo takoder da smo ovime rekli i da je r(A∗A) = r (jer

A∗A i

 λ1

. . .

λn

 su kao matrični zapisi operatora LA∗A u bazama e,

odnosno {x1, . . . , xn} slične matrice).
Zbog leme 6.3.4 imamo i r(A∗A) = r(A) = r ≤ m,n.
Neka je sada V ∈ Mn matrica čiji stupci su x1, . . . , xn. Kako ovi stupci

čine ortonormiranu bazu za Mn1, matrica V je prema teoremu 6.2.19 uni-
tarna.

Dalje, neka je

(19) σj =
√
λj > 0 i qj =

1

σj
Axj ∈Mm1, j = 1, . . . , r.

Sada za sve j, k = 1, . . . , r imamo:

〈qj , qk〉 =
1

σj

1

σk
〈Axj , Axk〉

=
1

σj

1

σk
〈LAxj , LAxk〉

=
1

σj

1

σk
〈(LA)∗LAxj , xk〉

lema 6.3.1
=

1

σj

1

σk
〈LA∗Axj , xk〉

=
1

σj

1

σk
〈A∗Axj , xk〉

=
σj
σk
〈xj , xk〉 = δjk
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Dakle, skup {q1, . . . , qr} je ortonormiran. Možemo ga nadopuniti do ortonor-
mirane baze {q1, . . . , qr, . . . qm} prostora Mm1. (Proširenje ortonormiranog
skupa do ortonormirane baze konačnodimenzionalnog unitarnog prostora
izvodi se u dva koraka točno kako smo to učinili u dokazu teorema 6.1.21.)

Neka je U ∈ Mm matrica čiji su stupci upravo q1, . . . , qr, . . . qm; prema
teoremu 6.2.19 unitarna je. Pǐsimo

V =

 x11 . . . x1n
...

...
xn1 . . . xnn

 ∈Mn i U =

 q11 . . . q1m
...

...
qm1 . . . qmm

 ∈Mm.

Sad želimo izračunati umnožak U∗AV . Neka je 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. Na
poziciji (i, j) u tom umnošku imamo

(U∗AV )(i,j) = (i− ti redak od U∗A) · (j − ti stupac od V )

= ((q1i, . . . , qmi) ·A)

 xij
...
xnj


= (q∗iA)xj

= q∗i (Axj).

Ako je j > r krajnja jednakost u (17) nam kaže da je rezultat 0. Za j ≤ r
prema (19) imamo Axj = σjqj pa u tom slučaju, nastavljajući gornji račun,
dobivamo

(U∗AV )(i,j) = q∗i (Axj)

= (q1i, . . . , qmi)σj

 q1j
...
qmj


= σj

m∑
k=1

qkjqki

= σj

〈 q1j
...
qmj

 ,
 q1i

...
qmi

〉

= σj〈qj , qi〉
= σjδji.

Dakle, ako označimo U∗AV = Σ onda imamo

U∗AV = Σ =

[
D 0
0 0

]
∈Mmn gdje je D =


√
λ1

. . . √
λr

 ∈Mr.



212 DAMIR BAKIĆ

Odavde je

A = U

[
D 0
0 0

]
V ∗ = UΣV ∗.

�

Napomena 6.3.6. U dokazu smo vidjeli da je skup {q1, . . . , qr} ortonormirana
baza za ImLA. Naime, taj je skup ortonormiran, sadržan je u ImLA i sastoji
se od r vektora, a znamo da je r(LA) = r(A) = r(A∗A) = r.

S druge strane, krajnja jednakost u (17) pokazuje da da imamo Axr+1 =
. . . = Axn = 0 i, kako je d(LA) = n − r(LA) = n − r, vidimo da je skup
{xr+1, . . . , xn} ortonormirana baza za KerLA.

Nadalje, to povlači da je {x1, . . . , xr} ortonormirana baza za (KerLA)⊥ =
Im (LA)∗ = ImLA∗ .

Napomena 6.3.7. Pretpostavimo da je A ∈Mn hermitska matrica čije su sve
svojstvene vrijednosti ne-negativne. (Može se pokazati da je ovo svojstvo
zapravo ekvivalentno uvjetu 〈Ax, x〉 ≥ 0, ∀x ∈ Mn1.) Tvrdimo da se u
ovom slučaju teorem o dekompoziciji singularnih vrijednosti svodi na teorem
o dijagonalizaciji hermitske matrice.

Da se u to uvjerimo, prodimo iznova kroz prethodni dokaz. Podimo od
svojstvenih vrijednosti λ1, . . . , λn ≥ 0 matrice A, odnosno operatora LA i
ortonormirane baze {x1, . . . , xn} prostora Mn1 za koju je Axj = λjxj za sve
j = 1, . . . , n. Sad je, naravno, A∗Axj = A2xj = λ2

jxj za sve j = 1, . . . , n.
Dakle, konstrukcija iz dokaza prethodnog teorema zapravo započinje s ovim
istim vektorima x1, . . . , xn i brojevima λ2

1, . . . , λ
2
n.

Opet uzmimo da je λ1 ≥ . . . ≥ λr > 0 i λr+1 = . . . = λn = 0.
Nadalje, ovdje za j = 1, . . . , r imamo qj = 1

σj
Axj = 1

λj
λjxj = xj . Kako

je ovdje m = n, ortonormirani skup {q1, . . . , qr} = {x1, . . . , xr} možemo
proširiti vektorima xr+1, . . . , xn do ortonormirane baze prostoraMn1. Dakle,
ovdje konstrukcija daje U = V . Konačno, ovdje je

Σ =

[
D 0
0 0

]
=



λ1

. . .

λr
0

. . .

0


∈Mn.

Slijedi

A = UΣU∗, odnosno Σ =

[
D 0
0 0

]
= U∗AU,

što pokazuje da se dekompozicija singularnih vrijednosti u ovom slučaju
svodi na formulaciju iz napomene 6.2.33.
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Napomena 6.3.8. Dekompozicija singularnih vrijednosti nije jedinstvena što
je eksplicitno vidljivo iz konstrukcije matrice U . Naime, postupak nadopune
ortonormiranog skupa do ortonormirane baze nije jedinstven.

Medutim, ako krenemo od dekompozicije A = U

[
D 0
0 0

]
V ∗ i uočimo

da je D∗ = D, dobivamo

A∗A = V

[
D 0
0 0

]∗
U∗U

[
D 0
0 0

]
V ∗ = V

[
D2 0
0 0

]
V ∗

odakle je vidljivo da je

[
D2 0
0 0

]
∈ Mn nužno dijagonalni oblik matrice

A∗A (koji je jedinstven uz dogovor da su svojstvene vrijednosti poredane si-
lazno po veličini), dok su stupci od V upravo odgovarajući svojstveni vektori
od A∗A, odnosno od LA∗A (usp. napomenu 6.2.33).

Korolar 6.3.9. Za svaku matricu A ∈ Mmn i svaki λ 6= 0 vrijedi λ ∈
σ(A∗A)⇔ λ ∈ σ(AA∗).

Dokaz. Stavimo A = U

[
D 0
0 0

]
V ∗. Tada je

A∗A = V

[
D2 0
0 0

]
V ∗ i AA∗ = U

[
D2 0
0 0

]
U∗.

Dakle, A∗A i AA∗ su slične s ove dvije dijagonalne matrice pa su im i svoj-
stvene vrijednosti iste. Uočimo, medutim, da ove dvije dijagonalne matrice
nisu iste; isti im je samo blok D2 u lijevom gornjem uglu. Naime, radi se o
matricama[

D 0
0 0

]∗ [
D 0
0 0

]
∈Mn i

[
D 0
0 0

] [
D 0
0 0

]∗
∈Mm.

Na primjer, ako je Σ =

[
D 0
0 0

]
=

[
5 0 0
0 6 0

]
, onda se lako utvrdi da je

Σ∗Σ =

 25 0 0
0 36 0
0 0 0

 i ΣΣ∗ =

[
25 0
0 36

]
.

�

Dekompozicija singularnih vrijednosti ima još jedno vrlo važno svojstvo.

Napomena 6.3.10. Neka je A ∈ Mmn i A = UΣV ∗ njezina dekompozicija
singularnih vrijednosti. Kao i prije, ovdje su U ∈ Mm i V ∈ Mn unitarne
matrice,

D =


√
λ1

. . . √
λr

 ∈Mr,
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A = U

[
D 0
0 0

]
V ∗ = UΣV ∗,

pri čemu su navedeni nul-blokovi u Σ formatirani tako da je Σ =

[
D 0
0 0

]
∈

Mmn. Kako su matrice A i Σ ekvivalentne, vidimo da je r(A) = r.
Uzmimo sada proizvoljan k < r i promotrimo matrice

Dk =


√
λ1

. . . √
λk

 ∈Mk,

Ak = U

[
Dk 0
0 0

]
V ∗ = UΣkV

∗,

pri čemu su naznačeni nul-blokovi u Σk opet formatirani tako da je Σk =[
Dk 0
0 0

]
∈Mmn. Dakle, matrica Ak je iste grade kao i A s tim da je lijevi

gornji blok u Σk sada formata k × k.
Uočimo da je r(Ak) = r(Σk) = k. Osim toga, za Frobeniusovu normu na

prostoru Mmn imamo

‖A−Ak‖2 = 〈A−Ak, A−Ak〉
= tr((A−Ak)∗(A−Ak))
= tr(V (Σ− Σk)

∗U∗U(Σ− Σk)V
∗)

= tr((Σ− Σk)
∗U∗U(Σ− Σk)V

∗V )

= tr((Σ− Σk)
∗(Σ− Σk))

= tr((D −Dk)
∗(D −Dk))

= |λk+1|2 + . . .+ |λr|2.
Štovǐse, može se pokazati (to je Eckart-Youngov teorem) da za svaku drugu
matricu B ∈Mmn ranga k vrijedi ‖A−Ak‖ ≤ ‖A−B‖; drugim riječima, Ak
je najbolja aproksimacija u smislu Frobeniusove norme matrice A matricama
ranga k.

Za kraj ovih razmatranja pogledajmo konkretan primjer.

Odredimo dekompoziciju singularnih vrijednosti matrice A =

[
2 2
1 1

]
.

Slijedit ćemo konstrukciju iz dokaza teorema 6.3.5, zadržavajući iste oz-

nake. Očito je r(A) = 1 i A∗A =

[
5 5
5 5

]
. Lako se izračuna da su svoj-

stvene vrijednosti matrice A∗A brojevi λ1 = 10 i λ2 = 0, a pridruženi

normirani svojstveni vektori x1 = 1√
2

[
1
1

]
i x2 = 1√

2

[
1
−1

]
. Dakle,

V = 1√
2

[
1 1
1 −1

]
.
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Nadalje, q1 = 1√
10
Ax1 = 1√

10

[
2 2
1 1

]
1√
2

[
1
1

]
= 1√

5

[
2
1

]
. Nadopu-

nimo taj vektor s q2 = 1√
5

[
1
−2

]
do ortonormirane baze prostora M21 pa

dobivamo U = 1√
5

[
2 1
1 −2

]
.

Konačno, imamo

A =
1√
5

[
2 1
1 −2

] [ √
10 0
0 0

]
1√
2

[
1 1
1 −1

]
.

Još uočimo da je prema prvoj tvrdnji napomene 6.3.6 skup {q1} ortonormi-
rana baza za ImLA. Dakle, ortogonalni projektor P na taj potprostor dan
je formulom Px = 〈x, q1〉q1.

Nastavak ovog odjeljka posvećen je konstrukciji i svojstvima pseudoinverza
linearnog operatora na konačnodimenzionalnom unitarnom prostoru. Te-
meljnu ulogu u tim razmatranjima igra sljedeći teorem.

Teorem 6.3.11. Neka su V i W konačnodimenzionalni unitarni prostori
i L ∈ L(V,W ). Postoji jedinstven linearni operator L† ∈ L(W,V ) sa svoj-
stvima:

(a) LL† je ortogonalni projektor na ImL,
(b) L†L je ortogonalni projektor na ImL†,
(c) LL† i L†L su hermitski operatori,
(d) LL†L = L i L†LL† = L†.

Dokaz. Najprije uočimo da svojstva (a)-(d) nisu nezavisna. Zapravo, tvr-
dimo da je (a) i (b) ekvivalentno s (c) i (d). Da to provjerimo, pretpostavimo
najprije da vrijedi (a) i (b). Tada očito vrijedi i (c). Osim toga, ako vrijedi
(a), onda za sve x ∈ V imamo LL†(Lx) = Lx što je upravo prva jednakost
u (d). Analogno, svojstvo (b) odmah daje drugu jednakost u (d).

Pretpostavimo sada da vrijedi (c) i (d). Tada je (LL†)2 = LL†LL†
(d)
=

LL†. S druge strane, (c) nam kaže da je (LL†)∗ = LL†. Sad prema tvrdnji
zadatka 35 slijedi da je LL† ortogonalni projektor. Kao i svaki ortogonalni
projektor, LL† je ortogonalni projektor na vlastitu sliku. Prva jednakost
u (d) nam govori da je LL†(Lx) = Lx odakle zaključujemo da je ImL ⊆
ImLL†. Obratna inkluzija ImLL† ⊆ ImL je jasna pa slijedi ImLL† = ImL.
Dakle, možemo reći da je LL† ortogonalni projektor na ImL. Time smo
dokazali (a). Potpuno analogno se dokaže (b).

Dokažimo sada postojanje operatora L† ∈ L(W,V ) s traženim svojstvima.
U tu svrhu sjetimo se da vrijedi V = ImL∗ ⊕ KerL i W = ImL ⊕ KerL∗.
Promotrimo restrikciju L̃ = L|ImL∗ : ImL∗ → ImL. Operator L̃ je injek-

tivan jer ako je x ∈ Ker L̃ imamo x ∈ ImL∗ i Lx = 0 što znači da je
x ∈ ImL∗ ∩ KerL = {0}. Operator L̃ je i surjektivan jer za proizvo-
ljan y ∈ ImL možemo naći x ∈ V takav da je Lx = y. Sad, medutim,
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možemo pisati x = a + b pri čemu je a ∈ ImL∗ i b ∈ KerL. Sada je
y = Lx = L(a+ b) = La+Lb = La = L̃a. Dakle, L̃ je bijekcija pa zato ima

inverz L̃−1 : ImL→ ImL∗ koji je takoder linearan.
Sad ćemo L† definirati tako da stavimo L†|ImL = L̃−1 i L†|KerL∗ = 0.

Preciznije, L† je definiran na sljedeći način: proizvoljan w ∈ W zapǐsemo u
obliku w = y + z, gdje je y ∈ ImL, y = La = L̃a za jedinstveni a ∈ ImL∗,
dok je z ∈ KerL∗, i onda je

(20) L†w = L†(y + z) = L†(La+ z) = a.

Primijetimo da je ImL† = ImL∗. Tvrdimo da ovako definiran operator L†

ima svojstva (a)-(d).
Najprije, za svaki y ∈ ImL imamo jedinstveni a ∈ ImL∗ za koji je y =

La = L̃a i sada je LL†y = La = y. S druge strane, za sve z ∈ KerL∗ =
(ImL)⊥ imamo LL†z = 0. Dakle, LL† djeluje jednako kao ortogonalan
projektor na ImL, tj. vrijedi (a). Osim toga, za a ∈ ImL∗ imamo L†La = a,
dok je za sve b ∈ KerL, jasno, L†Lb = 0. To znači da L†L djeluje jednako
kao i ortogonalni projektor na ImL∗ = ImL†. Time je dokazano (b). Prema
prvom dijelu dokaza, operator L† zadovoljava i (c) i (d).

Konačno, dokažimo jedinstvenost. Pretpostavimo da postoji operator
B ∈ L(W,V ) sa svojstvima

(a′) LB je ortogonalni projektor na ImL,
(b′) BL je ortogonalni projektor na ImB,
(c′) LB i BL su hermitski operatori,
(d′) LBL = L i BLB = B.

Sada je L∗
(d′)
= (LBL)∗ = (BL)∗L∗

(c′)
= BLL∗. Odavde slijedi

(21) (KerL)⊥ = ImL∗ ⊆ ImB.

Ako je y ∈ ImL onda postoji jedinstven a ∈ ImL∗ = (KerL)⊥ takav da je

y = La. Zbog (21) imamo a ∈ ImB. Zato je By = BLa
(b′)
= a = L†y. Dakle,

B i L† se podudaraju na ImL.
Ako je pak z ∈ (ImL)⊥ = KerL∗ onda zbog (a’) imamo LBz = 0 i zato

je Bz
(d′)
= BLBz = 0. To znači da se B i L† podudaraju i na (ImL)⊥. �

Napomena 6.3.12. Operator L† se zove pseudoinverz ili Moore-Penroseov
inverz operatora L. Evidentno je iz prethodnog dokaza da u slučaju kad je
L bijekcija imamo L† = L−1.

Korolar 6.3.13. Neka su V i W konačnodimenzionalni unitarni prostori i
L ∈ L(V,W ). Tada je (L∗)† = (L†)∗.

Dokaz. Iz (a) u prethodnom teoremu slijedi da je (L†)∗L∗ ortogonalni pro-
jektor na ImL = Im (L∗)∗ = Im (L∗)†. Takoder, iz (b) slijedi da je L∗(L†)∗
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ortogonalni projektor na ImL† = ImL∗. Dakle, operator (L†)∗ zadovo-
ljava u odnosu na operator L∗ svojstva (b) i (a) iz prethodnog teorema. Iz
jedinstvenosti sad zaključujemo da je (L∗)† = (L†)∗. �

Napomena 6.3.14. Ako je L surjekcija svojstvo (a) iz prethodnog teorema
povlači da je LL† = IW (jedinični operator na prostoru W ). Ako je pak L
injekcija onda svojstvo (b) iz prethodnog teorema povlači da je L†L = IV .

Lema 6.3.15. Neka su V i W konačnodimenzionalni unitarni prostori i
L ∈ L(V,W ). Ako je L surjekcija, operator LL∗ ∈ L(W ) je regularan.

Dokaz. LL∗w = 0 povlači L∗w ∈ KerL pa zato imamo L∗w ∈ KerL ∩
ImL∗ = {0}. Zato je L∗w = 0, tj. w ∈ KerL∗ = (ImL)⊥. Medutim, kako je
L surjekcija, imamo (ImL)⊥ = {0} i zato je w = 0. Dakle, LL∗ je injekcija.
Preostaje primijeniti korolar 5.1.13. �

Korolar 6.3.16. Neka su V i W konačnodimenzionalni unitarni prostori
i L ∈ L(V,W ). Ako je L surjekcija onda je L† = L∗(LL∗)−1 (i tada je
LL∗(LL∗)−1 = IW , a L∗(LL∗)−1L je ortogonalni projektor na ImL∗).

Dokaz. Prvo primijetimo da je operator LL∗ hermitski. Zato je i njegov
inverz hermitski operator. Sad se lako ustanovi da operator L∗(LL∗)−1 ima
svojstva (c) i (d) iz teorema 6.3.11. �

Korolar 6.3.17. Neka su V i W konačnodimenzionalni unitarni prostori
i L ∈ L(V,W ). Ako je L injekcija onda je L† = (L∗L)−1L∗ (i tada je
(L∗L)−1L∗L = IV , a L(L∗L)−1L∗ je ortogonalni projektor na ImL).

Dokaz. Iz leme 6.3.3 znamo da je KerL∗L = KerL. Ako je L injekcija
odatle odmah zaključujemo da je i L∗L ∈ L(V ) injekcija. Zato je prema
korolaru 5.1.13 L∗L regularan operator. Uočimo i da je (L∗L)−1 hermitski
operator (kao u prethodnom dokazu; to je zato što je L∗L hermitski).

Nadalje, ako je L injekcija, iz V = KerL ⊕ ImL∗ zaključujemo da je L∗

surjekcija. Sad nam korolar 6.3.16 kaže da je (L∗)† = L(L∗L)−1. Adjungi-
ranjem slijedi ((L∗)†)∗ = (L∗L)−1L∗. Medutim, lijevu stranu ove jednakosti
primjenom korolara 6.3.13 na operator L∗ možemo pisati kao ((L∗)†)∗ =
((L∗)∗)† = L†. �

Na kraju ovog dijela diskusije zabilježimo još jednu tvrdnju (i njezinu
posljedicu) koja je zapravo vidljiva već iz konstrukcije u dokazu teorema
6.3.11. Ipak, korisno ju je formulirati i kao zasebnu propoziciju.

Propozicija 6.3.18. Neka su V i W konačnodimenzionalni unitarni pros-
tori i L ∈ L(V,W ). Za svaki y ∈ ImL jednadžba Lx = y ima jedinstveno
rješenje minimalne norme i to je upravo x0 = L†y.

Dokaz. Prema svojstvu (a) iz teorema 6.3.11 imamo Lx0 = LL†y = y.
Dakle, x0 jest rješenje jednadžbe Lx = y. Ako je x1 bilo koje rješenje te
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jednadžbe možemo pisati x1 = a + b, pri čemu je a ∈ ImL∗, b ∈ KerL. To
zapravo znači da je a ortogonalna projekcija vektora x1 na ImL∗ = ImL†, a
iz svojstva (b) u teoremu 6.3.11 znamo da je to L†Lx1 = L†y = x0. Dakle,
proizvoljno rješenje jednadžbe Lx = y je oblika x1 = x0 + b, b ∈ KerL.
Odavde je ‖x1‖2 = ‖x0‖2 + ‖b‖2 i sad je jasno da je rješenje minimalne
norme ono za koje je b = 0, tj. upravo x0. �

Napomena 6.3.19. Uzmimo opet da su V iW konačnodimenzionalni unitarni
prostori i L ∈ L(V,W ). Ako je y ∈ W ali y 6∈ ImL, jednadžba Lx =
y nema rješenja. Medutim, ako je P projektor na ImL možemo riješiti
jednadžbu Lx = Py. Kako znamo iz (a) u teoremu 6.3.11, P = LL†. Dakle,
možemo riješiti jednadžbu Lx = LL†y. Kao u primjeru 6.1.31 svaki x1 koji
zadovoljava ovu jednadžbu ima svojstvo da je ‖Lx1 − y‖ ≤ ‖Lx− y‖ za sve
x ∈ V .

Sad prema prethodnoj propoziciji minimalno (u smislu najmanje norme)
rješenje jednadžbe Lx = LL†y je x0 = L†LL†y. Medutim, prema svojstvu
(d) iz teorema 6.3.11 imamo L†LL† = L† i opet je x0 = L†y.

U rekapitulaciji možemo reći: ako nam je zadana jednadžba Lx = y, onda
je x0 = L†y njezino minimalno rješenje ako je ta jednadžba uopće rješiva, a
ako nije, x0 = L†y je minimalno najbolje približno rješenje te jednadžbe.

Sada je prirodno postaviti pitanje matričnog zapisa pseudoinverza. Pre-
ciznije, ako u nekom paru baza imamo matrični zapis operatora L, možemo
li iz njega dobiti matrični zapis operatora L†? Sasvim konkretno: ako je za-
dana matricaA ∈Mmn i pripadajući operator LA : Mn1 →Mm1, LAx = Ax,

postavlja se pitanje možemo li naći matrični zapis operatora L†A?

Definicija 6.3.20. Neka je A ∈Mmn i

A = U

[
D 0
0 0

]
V ∗, D =

 σ1

. . .

σr

 ∈Mr,

gdje su U ∈Mm i V ∈Mn unitarne matrice, a σ1, . . . , σr > 0, dekompozicija
singularnih vrijednosti matrice A. Pseudoinverz matrice A se definira kao
matrica

A† = V

[
D−1 0

0 0

]
U∗ ∈Mnm,

pri čemu su nul-blokovi u matrici

[
D−1 0

0 0

]
formatirani tako da ta matrica

bude tipa (n,m).

Lema 6.3.21. Za svaku matricu A ∈Mmn vrijedi

(e) AA† i A†A su hermitske matrice,
(f) AA†A = A i A†AA† = A†.
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Dokaz.

AA† = U

[
D 0
0 0

]
V ∗V

[
D−1 0

0 0

]
U∗ = U

[
I 0
0 0

]
U∗ ∈Mm,

A†A = V

[
D−1 0

0 0

]
U∗U

[
D 0
0 0

]
V ∗ = V

[
I 0
0 0

]
V ∗ ∈Mn.

Obje ove matrice su hermitske; dakle, vrijedi (e). Osim toga,

AA†A = U

[
D 0
0 0

]
V ∗V

[
D−1 0

0 0

]
U∗U

[
D 0
0 0

]
V ∗ = A.

Analogno, direktno slijedi i A†AA† = A†. �

Teorem 6.3.22. Za svaku matricu A ∈Mmn vrijedi (LA)† = LA†.

Dokaz. Zbog jedinstvenosti iz teorema 6.3.11 dovoljno je vidjeti da operator
LA† zadovoljava uvjete (c) i (d) iz teorema 6.3.11 u paru s operatorom LA.
Medutim,

(LALA†)
∗ = (LAA†)

∗ = L(AA†)∗
(e)
= LAA† = LALA† ,

pri čemu smo prve dvije, kao i posljednju jednakost u ovom nizu dobili
primjenom leme 6.3.1. Time smo pokazali da je LALA† hermitski operator.
Potpuno analogno se vidi i da je LA†LA hermitski operator. Dakle, provjeren
je uvjet (c).

Slično, primjenom leme 6.3.1 pa nakon toga korǐstenjem uvjeta (f) iz
leme 6.3.21 dobivamo LALA†LA = LAA†A = LA. Istim načinom slijedi i
LA†LALA† = LA† . To pokazuje da imamo ispunjen i uvjet (d). �

Korolar 6.3.23. Neka je A ∈Mmn.
Ako je r(A) = n onda je A† = (A∗A)−1A∗ i A†A = I.
Ako je r(A) = m onda je A† = A∗(AA∗)−1 i AA† = I.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je r(A) = n. Jer je r(A) ≤ m,n, ovdje je
nužno n ≤ m. Dakle, svi stupci matrice A su nezavisni. Kako je A matrični
zapis operatora LA : Mn1 → Mm1 u paru kanonskih baza, znamo da je
r(LA) = r(A) = n. Odavde je d(LA) = n − n = 0 što znači da je operator
LA injekcija. Prema napomeni 6.3.14 sada je (LA)†LA = IMn1 (gdje je IMn1

jedinični operator na prostoru Mn1) što možemo pisati i kao LA†LA = IMn1 ,
odnosno LA†A = IMn1 . Jednakost ova dva operatora povlači i da su im isti
matrični zapisi u kanonskoj bazi; dakle, vrijedi A†A = I ∈Mn.

Štovǐse, prema korolaru 6.3.17, (LA)† = ((LA)∗LA)−1(LA)∗. Sad uočimo
da je matrica A∗A regularna jer je prema lemi 6.3.4 r(A∗A) = r(A) = n.
Zato jednakost (LA)† = ((LA)∗LA)−1(LA)∗ možemo zapisati kao LA† =
(LA∗A)−1(LA)∗ = L(A∗A)−1LA∗ = L(A∗A)−1A∗ . Dakle, A† = (A∗A)−1A∗.

Sada pretpostavimo da je r(A) = m. U ovom slučaju je m ≤ n. Opet
promatramo LA : Mn1 → Mm1 i iz r(LA) = r(A) = m zaključujemo da je
LA surjekcija. Prema napomeni 6.3.14 sada je LA(LA)† = IMm1 i slično kao
u prvom dijelu dokaza slijedi AA† = I ∈Mm.
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Dalje, u ovom slučaju je prema korolaru 6.3.16 (LA)† = (LA)∗(LA(LA)∗)−1.
Sad uočimo da je matricaAA∗ ∈Mm regularna jer prema lemi 6.3.4 r(AA∗) =
r(A∗) = r(A) = m. Zato polaznu jednakost (LA)† = (LA)∗(LA(LA)∗)−1

možemo zapisati kao LA† = LA∗(LAA∗)
−1 = LA∗L(AA∗)−1 = LA(AA∗)−1 . To

je dovoljno da se zaključi A† = A∗(AA∗)−1. �

Napomena 6.3.24. Neka je A ∈ Mmn i A = U

[
D 0
0 0

]
V ∗ njezina dekom-

pozicija singularnih vrijednosti. U napomeni 6.3.6 smo konstatirali da je
skup {q1, . . . , qr} - to je prvih r stupaca matrice U - ortonormirana baza za
ImLA. Dakle, ortogonalni projektor P na ImLA dan je formulom Px =∑r

i=1〈x, qi〉qi, x ∈Mm1. Medutim, sad iz teorema 6.3.11 znamo da je orto-

gonalni projektor ImLA zapravo LA(LA)†, tj. LAA† . Matrica tog operatora
u kanonskoj bazi je, naravno, AA†, a iz gornje dekompozicije vidimo da je

AA† = U

[
D 0
0 0

]
V ∗V

[
D−1 0

0 0

]
U∗ = U

[
I 0
0 0

]
U∗.

Napomena 6.3.25. Promotrimo proizvoljan sustav linearnih jednadžbi:

a11x1 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + . . . + a2nxn = b2

...
...

...
am1x1 + . . . + amnxn = bm.

U matričnom zapisu imamo Ax = b. Ako sa s1, . . . sn označimo stupce
matrice A znamo da je si = Aei, i = 1, . . . , n, gdje je {e1, . . . en} kanonska
baza prostora Mn1. Pretpostavimo da je sustav rješiv; znamo da to znači
da je

b =

 b1
...
bm

 ∈ [{s1, . . . , sn}] = [{Ae1, . . . , Aen}] = ImLA.

Riješiti sustav znači naći sve x ∈ Mn1 za koje je Ax = b ili, drugačije
zapisano LAx = b. Sad nas propozicija 6.3.18 uči kako da nademo rješenje
s najmanjom normom: to je x0 = (LA)†b. Konačno, koristeći teorem 6.3.22
dobivamo x0 = (LA)†b = LA†b = A†b.

Zaključak koji smo izveli neobično je koristan u mnogim praktičnim si-
tuacijama. Ukoliko nam je, dakle, zadan rješivi sustav linearnih jednadžbi
Ax = b i želimo naći njegovo minimalno rješenje (u smislu najmanje norme),
recept je sljedeći: treba naći dekompoziciju singularnih vrijednosti matrice
A, iz nje odrediti A† i onda samo izračunati A†b.

Ako pak zadani sustav nije rješiv, onda b 6∈ LA pa smo u situaciji iz na-
pomene 6.3.19 i zaključujemo: A†b je minimalno najbolje približno rješenje
danog sustava.
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Na kraju, korisno je reformulirati zaključke prethodne napomene u slučaju
kad su svi stupci matrice sustava nezavisni.

Napomena 6.3.26. Neka je dan sustav Ax = b pri čemu su svi stupci matrice
A ∈ Mmn linearno nezavisni. Tada je r(A) = n (dakle, nužno je n ≤ m)
i zbog toga je i r(LA) = n. Iz napomene 6.3.23 znamo da je tada matrica
A∗A regularna te da je A† = (A∗A)−1A∗.

Prema prethodnoj napomeni minimalno rješenje sustava Ax = b (ili u
slučaju nerješivosti minimalno približno rješenje) je x0 = A†b. Ovdje je,
dakle, x0 = (A∗A)−1A∗b. S obzirom da je matrica A∗A regularna, to je
ekvivalentno s A∗Ax0 = A∗b.

Jer je matrica A∗A regularna, sustav linearnih jednadžbi A∗Ax = A∗b je
Cramerov. Dakle, minimalno rješenje sustava Ax = b u slučaju kad je r(A)
maksimalan dobiva se kao rješenje Cramerovog sustava A∗Ax = A∗b.

Zaključak ove napomene ilustrirajmo primjerom.

Primjer 6.3.27. Vratimo se primjeru 6.1.32 u kojem smo trebali naći naj-
bolje (s minimalnom normom) približno rješenje nerješivog sustava

33k + l = 30
36k + l = 40
42k + l = 44
45k + l = 48
54k + l = 58
60k + l = 62

.

Matrica tog sustava

A =


33 1
36 1
42 1
45 1
54 1
60 1


je ranga 2 pa smo u uvjetima prethodne napomene. Prema tome, traženo
najbolje približno rješenje x0 je zapravo jedinstveno rješenje Cramerovog
sustava

A∗Ax = A∗b,

to jest,

[
33 36 42 45 54 69
1 1 1 1 1 1

]


33 1
36 1
42 1
45 1
54 1
60 1


[
k
l

]
=

[
33 36 42 45 54 69
1 1 1 1 1 1

]


30
40
44
48
58
62

 .
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Nakon množenja dobivamo[
12690 270

270 6

] [
k
l

]
=

[
13290

282

]
.

Matrica ovog sustava A∗A =

[
12690 270

270 6

]
je nužno regularna (to je

takoder konstatirano u prethodnoj napomeni). Nakon dijeljenja prethodne
jednakosti sa 6 i množenja s (A∗A)−1 dobivamo[

k
l

]
=

1

90

[
1 −45

−45 2115

] [
2215

47

]
=

1

90

[
100
−270

]
=

[
10
9
−3

]
.

Rezultat k = 10
9 , l = −3 znamo već od ranije; korisno je, medutim, uspore-

diti tehnike. Svakako je značajna ušteda to što u ovom načinu nismo trebali
računati ortonormiranu bazu prostora ImLA (to jest, potprostora razape-
tog stupcima matrice A) niti eksplicitnu formulu djelovanja ortogonalnog
projektora na taj potprostor.

6.4. Zadaci.

1. Provjerite da su preslikavanja navedena u primjerima 6.1.4 zaista
skalarni produkti.

2. Pokažite da je formulom 〈p, q〉 = p(1)q(1) + 2p(0)q(0) + p(−1)q(−1)
definiran skalarni produkt na P2(R).

3. Neka je V unitaran prostor, te neka su vektori a, b ∈ V medusobno
okomiti. Odredite nužan i dovoljan uvjet da vrijedi (a− b) ⊥ (a+ b).

4. Dokažite relaciju paralelograma iz napomene 6.1.8.

5. Dokažite polarizacijske formule iz napomene 6.1.9.

6. Neka je e = {e1, . . . , en} baza vektorskog prostora V . Dokažite da
postoji skalarni produkt na V s obzirom na koji je e ortonormirana baza za
V .

7. U unitarnom prostoru R4 Gram-Schmidtovim postupkom ortonormi-
rajte skup S = {(1, 2, 2,−1), (1, 1,−5, 3), (3, 2, 8,−7)}.

8. U unitarnom prostoru M2(R) Gram-Schmidtovim postupkom ortonor-

mirajte skup S = {
[

1 0
0 0

]
,

[
1 1
1 1

]
,

[
1 2
0 1

]
} .

9. Odredite bar jednu ortonormiranu bazu unitarnog prostora P3(R) sa

skalarnim produktom 〈p, q〉 =
∫ 1
−1 p(t)q(t)dt.

10. Neka su L i M potprostori konačnodimenzionalnog unitarnog pros-
tora V . Dokažite da je (L+M)⊥ = L⊥ ∩M⊥ i (L ∩M)⊥ = L⊥ +M⊥.
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11. Za vektore a = (1, 3, 0, 2), b = (3, 7,−1, 2), c = (2, 4,−1, 0) ∈ R4 i
potprostor M = [{a, b, c}] odredite jednu ortonormiranu bazu potprostora
M⊥.

12. U unitarnom prostoru Rn zadan je potprostor M = {(x1, . . . , xn) :
x2−x1 = x3−x2 = . . . = xn−xn−1 = x1−xn}. Odredite neku ortonormiranu
bazu za M⊥.

13. Neka je {e1, e2, . . . , en} ortonormirana baza unitarnog prostora V .
Uvedimo vektore fk = ek − 1

n

∑n
i=1 ei za k = 1, 2, . . . , n te vektor fn+1 =

1√
n

∑n
i=1 ei. Pokažite da tada za sve x ∈ V vrijedi x =

∑n+1
k=1〈x, fk〉fk.

14. Neka je Bx =
∑n

k=1〈x, fk〉fk, gdje su f1, f2, . . . , fn vektori iz pret-
hodnog zadatka. Odredite sve svojstvene vrijednosti i baze pripadajućih
svojstvenih potprostora operatora B.

15. Neka je Cx =
∑n+1

k=2〈x, fk〉fk, gdje su f2, f2, . . . , fn+1 vektori iz za-
datka 13. Odredite sve svojstvene vrijednosti i baze pripadajućih svojstvenih
potprostora operatora C.

16. U unitarnom prostoru R4 zadan je potprostor M svojom bazom
{(1, 1, 2,−1), (1, 0, 0, 2)}. Prikažite vektor x = (1, 1, 1, 1) u obliku x = a +
b, a ∈M, b ∈M⊥.

17. U unitarnom prostoru M2(R) sa skalarnim produktom 〈X,Y 〉 =

tr(Y tX) odredite najbolju aproksimaciju matrice

[
4 2
1 −2

]
matricama iz

potprostora Ker tr.

18. U unitarnom prostoru M2(R) sa skalarnim produktom 〈X,Y 〉 =

tr(Y tX) odredite ortogonalnu projekciju matrice A =

[
1 0
1 0

]
na potpros-

tor Ker tr.

19. U unitarnom prostoru M2(R) sa skalarnim produktom 〈X,Y 〉 =
tr(Y tX) promotrimo potprostor M svih simetričnih matrica (St = S).

Prikažite matricu A =

[
1 0
1 0

]
u obliku A = B + C gdje je B ∈ M ,

C ∈M⊥.

20. U unitarnom prostoru M2(R) sa skalarnim produktom 〈A,B〉 =
tr(ABt) promotrimo potprostor S ≤ M2(R) svih simetričnih matrica. Za

zadanu matricu A =

[
a b
c d

]
nadite matricu B ∈ S za koju je

‖A−B‖ ≤ ‖A− C‖, ∀C ∈ S.
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21. U unitarnom prostoru M2(R) sa skalarnim produktom 〈X,Y 〉 =

tr(Y tX) odredite ortogonalnu projekciju matrice A =

[
1 0
1 0

]
na potpros-

tor Ker tr.

22. Odredite najbolje približno rješenje (u smislu najmanjih kvadrata)
sustava

2x1 + x2 = 2
x1 − x2 = 2

2x1 − x2 = 1
.

23. Neka je V unitaran prostor. Pokažite da je preslikavanje ϕ : V → V ∗

definirano formulom ϕ(a) = fa antilinearno, tj. da za sve skalare α, β i
vektore a, b vrijedi ϕ(αa+ βb) = αϕ(a) + βϕ(b).

24. U prostoru P2(R) sa skalarnim produktom 〈p, q〉 =
∫ 1
−1 p(t)q(t)dt

zadan je linearan funkcional f(p) = p(−1) + p(1). Odredite polinom q ∈
P2(R) takav da vrijedi f(p) = 〈p, q〉, ∀p ∈ P2(R).

25. Na unitarnom prostoru M2(R) sa skalarnim produktom 〈X,Y 〉 =

tr(XY ′) promotrimo funkcional f zadan s f

([
x11 x12

x21 x22

])
= x11 − x22.

Odredite matricu A ∈M2(R) za koju vrijedi f(X) = 〈X,A〉, ∀X ∈M2(R).

26. Neka za linearan operator A na konačnodimenzionalnom unitarnom
prostoru V vrijedi x, y ∈ V, x ⊥ y ⇒ Ax ⊥ Ay. Dokažite da tada postoje
skalar α i unitaran operator U na V takvi da je A = αU .

27. Neka su V i W unitarni prostori nad istim poljem. Dokažite da je
za linearan operator A ∈ L(V,W ) svojstvo očuvanja skalarnih produkata
〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉, ∀x, y ∈ V , ekvivalentno svojstvu izometričnosti ‖Ax‖ =
‖x‖, ∀x ∈ V .

28. Neka je V unitaran prostor i A : V → V preslikavanje sa svojstvom
〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉, ∀x, y ∈ V . Dokažite da je A linearan operator.

29. Na unitarnom prostoru R3 zadan je linearan operator A(x1, x2, x3) =
(3

5x1 − 4
5x3,

4
5x1 + 3

5x3, x2). Provjerite je li operator A unitaran te odredite

A−1.

30. Neka je {e1, e2, e3} kanonska baza unitarnog prostora R3, te neka je
A ∈ L(R3) zadan s

Ae1 = (−6, 0,−8), Ae2 = (8, 0,−6), Ae3 = (0, 10, 0).

Za vektor x = (7,
√

2, 7) izračunajte ‖Ax‖. Uputa: promotrite operator
1
10A.
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31. Nadopunite matricu A = 1
2

[
1 −1 −1 1
1 1 1 1

]
s još dva retka tako

da dobijete unitarnu matricu U ∈M4.

32. Neka je V konačnodimenzionalan unitaran prostor i A ∈ L(V ). Poka-
žite da postoji ortonormirana baza prostora V u kojoj je matrični zapis
operatora A gornjetrokutasta matrica.

33. Dokažite da skup svih ortogonalnih matrica čini grupu s obzirom na
matrično množenje. (Usp. teorem 6.2.19.)

34. Neka je V konačnodimenzionalan unitaran prostor i A ∈ L(V ) uni-
taran operator. Ako je potprostor M ≤ V invarijantan za A, dokažite da je
tada i M⊥ invarijantan za A.

35. Neka je V konačnodimenzionalan unitaran prostor i P ∈ L(V ).
Dokažite da je operator P ortogonalan projektor na neki potprostor ako
i samo ako vrijedi P 2 = P = P ∗.

36. Neka su V i W konačnodimenzionalni unitarni prostori te neka je
A ∈ L(V,W ). Označimo s ϕV i ϕW operatore iz napomene 6.2.2 koji
predstavljaju (u slučaju da su prostori kompleksni antilinearne) izomorfizme
prostora V i W i njihovih duala V ∗ i W ∗, respektivno. Pokažite da je du-
alni operator operatora A definiran u napomeni 5.3.11 jednak kompoziciji
ϕV ◦A∗◦ϕ−1

W . (Uočite da A∗ ovdje označava hermitski adjungirani operator.)

37. Neka je V kompleksan konačnodimenzionalan unitaran prostor i A ∈
L(V ) hermitski operator. Dokažite da je tada 〈Ax, x〉 ∈ R, ∀x ∈ V .

38. Neka je V konačnodimenzionalan unitaran prostor i A ∈ L(V ) opera-
tor sa svojstvom 〈Ax, x〉 ∈ R, ∀x ∈ V . Pokažite da je A hermitski operator.

39. Zadan je linearan operator A ∈ L(R3) svojim prikazom u kanonskoj

bazi [A]ee =

 2 2 −2
2 5 −4
−2 −4 5

. Pokažite da je A hermitski operator i nadite

ortonormiranu bazu prostora R3 u kojoj je matrica operatora A dijagonalna.

40. Zadan je linearan operator A ∈ L(R3) svojim prikazom u kanonskoj

bazi [A]ee =

 3 2 0
2 4 −2
0 −2 5

. Pokažite da je A hermitski operator i nadite

ortonormiranu bazu prostora R3 u kojoj je matrica operatora A dijagonalna.

41. Za matricu A =

 9 −6 2
−6 8 −4

2 −4 4

 odredite ortogonalnu matricu S

tako da StAS bude dijagonalna.
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42. Za linearan operator A na konačnodimenzionalnom unitarnom pro-
storu V kažemo da je pozitivan (što označavamo s A ≥ 0) ako je A hermitski
i zadovoljava nejednakost 〈Ax, x〉 ≥ 0, ∀x ∈ V . Pritom se kaže da je A
strogo pozitivan (što označavamo s A > 0) ako dodatno zadovoljava i uvjet
〈Ax, x〉 > 0, ∀x 6= 0. Dokažite da za svaki pozitivan operator A postoji
jedinstven pozitivan operator B ∈ L(V ) takav da vrijedi B2 = A. (Operator
B zato se naziva pozitivan drugi korijen iz operatora A.)

43. Neka je V konačnodimenzionalan unitaran prostor sa skalarnim pro-
duktom 〈·, ·〉 te neka je A ∈ L(V ) strogo pozitivan operator. Pokažite da
je formulom [x, y] := 〈Ax, y〉 definiran jedan novi skalarni produkt na V .
Obratno, ako je [·, ·] neki skalarni produkt na V , onda postoji strogo poziti-
van operator na V s obzirom na originalan skalarni produkt takav da vrijedi
[x, y] = 〈Ax, y〉, ∀x, y ∈ V .

44. Neka je A regularan hermitski operator na konačnodimenzionalnom
unitarnom prostoru V . Dokažite da je tada i operator A−1 hermitski.

45. Odredite dekompoziciju singularnih vrijednosti matrice

A =


1 0 0 0 2
0 0 3 0 0
0 0 0 0 0
0 2 0 0 0

 .
46. Odredite dekompoziciju singularnih vrijednosti matrice

A =

[
3 2 2
2 3 −2

]
.

47. Odredite dekompoziciju singularnih vrijednosti matrice

A =

[
1 0 1 0
0 1 0 1

]
.

48. Neka je V konačnodimenzionalan unitaran prostor i P ∈ L(V ) orto-
gonalan projektor. Odredite P †.

49. Odredite pseudoinverz matrice A =

 1 2 3
3 2 1
2 0 −2

.

50. Pokažite da za matricu A =

[
1 0
0 0

]
svaka matrica B =

[
a b
c d

]
za koju je bc = d zadovoljava uvjete navedene pod (d) u teoremu 6.3.11, ali
samo jedna od njih zadovoljava i uvjet (c).
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konačnodimenzionalan vektorski

prostor, 31
Kronecker-Capellijev teorem, 99
Kroneckerov simbol, 58
kut, 172
kvocijentni prostor, 48

227



228 INDEKS

kvocijentno preslikavanje, 155

Laplaceov razvoj determinante,
73

linearan funkcional, 130
linearan operator, 120
linearna jednadžba, 98
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homogenog sustava linearnih
jednadžbi, 100
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(trodimenzionalnom)
prostoru, 10

oznaka Ei,j , Ei,λ, Ei,j,λ
elementarne matrice, 87

oznaka GL(n,F) grupa regularnih
matrica n-tog reda s
koeficijentima iz polja F, 60

oznaka I jedinična matrica, 57
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pridružen svojstvenoj
vrijednosti λ, 143

oznaka x ⊥ y vektor x je okomit
na vektor y, 179

oznaka x+M linearna
mnogostrukost, 47

parna permutacija, 63
partikularno rješenje sustava
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polumagični kvadrat, 109
potenciranje matrica, 93
potprostor, 37
pozitvno definitna matrica, 186
projektor, 121
prostor linearnih operatora, 128
pseudoinverz, 216

QR faktorizacija, 183

radijvektor, 1
rang matrice, 81
rang operatora, 123
realan vektorski prostor, 19

regularan operator, 127
regularna matrica, 60
relacija paralelograma, 178
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suma potprostora, 42
suprotan vektor, 20
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trivijalni potprostori, 38
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unitaran operator, 195
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[10] T. Tao, Bilješke uz predavanja iz linearne algebre,
http://www.math.ucla.edu/~tao/resource/general/115a.3.02f/

http://www.math.ucla.edu/~tao/resource/general/115a.3.02f/

	Predgovor
	1. Uvod
	1.1. Radijvektori u ravnini
	1.2. Vektorski prostor V3(O)
	1.3. Vektorska interpretacija sustava linearnih jednadžbi s dvije i tri nepoznanice
	1.4. Zadaci

	2. Vektorski prostori
	2.1. Pojam vektorskog prostora
	2.2. Baza i dimenzija
	2.3. Potprostor
	2.4. Zadaci
	Dodatak: vektorski prostor V3

	3. Matrice
	3.1. Operacije s matricama
	3.2. Determinanta
	3.3. Rang
	3.4. Zadaci

	4. Sustavi linearnih jednadžbi
	4.1. Rješivost i struktura skupa rješenja
	4.2. Gaussova metoda eliminacije
	4.3. Zadaci
	4.4. Dodatak: magicni kvadrati

	5. Linearni operatori
	5.1. Osnovna svojstva linearnih operatora
	5.2. Prostor linearnih operatora
	5.3. Dualni prostor
	5.4. Matricni zapis linearnog operatora
	5.5. Spektar
	5.6. Zadaci
	5.7. Dodatak: odabrane primjene

	6. Unitarni prostori
	6.1. Ortogonalnost
	6.2. Operatori na unitarnim prostorima
	6.3. Dekompozicija singularnih vrijednosti i pseudoinverz
	6.4. Zadaci

	Indeks
	Literatura

