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Predgovor

Namjera ove skripte je dati studentima dobar pisani materijal na hrvatskom jeziku na osnovu
kojeg bi mogli lakse nauciti predmetno gradivo koje obraduje financijsku i osnove aktuarske
matematike. Razlog viSe je nedostatak literature na hrvatskom jeziku koja se bavi aktuarskom
matematikom uopce i drugacijim pristupom u financijskoj matematici.

Ova skripta je u osnovi prijevod dijelova knjiga ’An Introduction to the Mathematics of
Finance’ [9] i 'Life contingencies’ [10] u kojima se obraduje gradivo iz financijske i aktuarske
matematike prilagodeno preddiplomskim studijskim programima.

Zacetak ove skripte je materijal za uc¢enje napravljen prema rukopisu predavanja prof. dr. sc.
Damira Baki¢a na kolegiju Financijska matematika, kojeg je odrzao na Odjelu za matematiku
Sveucilista J. J. Strossmayera u Osijeku, akademske godine 2004./2005.. U prvoj fazi, izrade
materijal za ucenje, pri prepisivanju materijala u IATEX, uvelike su pomogli studenti Odjela za
matematiku koji su Financijsku matematiku slusali u akademskoj godini 2005./2006. na ¢emu
im se zahvaljujem.

U cilju boljeg razumijevanja gradiva, u potetnom materijalu za ucenje, pojasnjen je dio
teksta, dodane su neke slike i dosta komentara, proSireni su neki primjeri, detaljnije objasnjena
rjeSenja nekih primjera i zadataka, te sistemati¢nije organizirani neki pododjeljci. Takoder je
preveden i dodan pododjeljak 2.4 koji se odnosi na otplatu zajma jednakim anuitetima, kao i
nekoliko primjera u pododjeljku 3.1 . Dodan je odjeljak Dodatak koji sadrzi znacenje osnovnih
simbola i formule (sa zamjenskim funkcijama) vezanih za aktuarsku matematiku, te aktuarske
tablice smrtnosti (tablice dozivljenja) potrebne za rjesavanje primjera i zadataka u skripti.

Ulozeno vrijeme i rad na ovoj skriptu posveéeno je studentima zZeljnjih znanja, naroc¢ito onima
koji su danas magistri i doktori znanosti ili su na putu da to postanu.

Zahvaljujem se svima koji su na bilo koji na¢in doprinijeli u stvaranju i izlasku ove skripte.
Posebno se zahvaljujem recenzentima dr. sc. Tomislavu MaroSevicu i dr. sc. Mireli Jukié¢-Bokun
sa Sveucilisnog odjela za matematiku Sveucilista J. J. Strossmayer u Osijeku.

mr. sc. Drago Franciskovié Osijek, 31.10.2013.
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1 Teorija kamatnih stopa

1.1 Kamatna stopa

Uzet ¢emo da je jedini¢ni vremenski interval 1 godina - u teoriji je to nebitno, a u praksi je
cesto tako. Razmatranje zapocinjemo s opisom sustava u kojem se kamata ispla¢uje na kraju
fiksnog perioda.

Promotrimo investiciju u iznosu 1 ulozenu na period od 1 godine u trenutku ¢; pretpostavimo
da se u trenutku ¢ + 1 isplacuje (odnosno vraca) iznos 1+ i(t). Po definiciji, i(¢) je kamatna
stopa za jediniéni vremenski period [t,¢ + 1] (relativna kamata jedini¢nog kapitala za
jediniéni interval). Ponekad se i(t) naziva i godisnja efektivna kamatna stopa (za razliku od
nominalne kamatne stope o kojoj ¢emo govoriti kasnije).

Daljnja pretpostavka je da kamatna stopa i(t) ne ovisi o visini ulozenog kapitala. Ako dakle
ulozimo iznos C, nakon jedne godine dobit ¢emo C(1 + i(t)).
Ako sada u sustavu slozene kamate, u trenutku ¢ = 0 investiramo iznos Cp, imat ¢emo u

trenutku t = n, n € N (dakle, nakon n godina)
Cn=Co(1+i(0) (1 +4(1) (1 +4(2) --- 1+in—2)(1+i(n—-1)), neN. (1.1.1)
Ukoliko je naSa efektivna kamatna stopa konstantna u vremenu, gornji izraz prelazi u
Cpn=0Cy(1+14)", neN. (1.1.2)

C,, se zove akumulacija od Cy za n godina po godisnjoj kamatnoj stopi ¢ .

1.2 Nominalne kamatne stope

Ponovo, i ovdje i kasnije, uzimamo da je vremenska jedinica 1 godina. Zelimo promatrati
transakcije u trajanju A > 0 vremenskih jedinica pri ¢emu h nije nuzno cijeli broj.

Promotrimo period [t, ¢+ h|. Uz pretpostavku da kamatna stopa ne ovisi o visini investiranog
kapitala, gledamo povrat na depozit u trenutku ¢ u iznosu 1 (tj. C; = 1), a sve ostale veli¢ine
dobivamo proporcionalno.

Neka depozit u iznosu 1 investiran u trenutku ¢ u trenutku ¢ + h vrijedi A(t,t + h).! Pisemo
A(t,t +h) =1+ hig(t), (1.2.1)

a broj i(t) zovemo (godisnja) nominalna kamatna stopa u trenutku ¢ za transakciju na

intervalu [t,t + h] .

Drugim rije¢ima, definirali smo

At,t+h)—1
. .

Za h = 1 ocito je nominalna kamatna stopa ista kao efektivna kamatna stopa i(t) za godinu
[t,t + 1]. Vrijedi dakle

in(t) = (1.2.2)

i) = i(t). (1.2.3)

'Proporcionalno, investicija u iznosu C; investirana u trenutku ¢, u trenutku ¢ +h vrijedi Cyip, = Cy A(t, t+h).
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U praksi su ¢esto kamatne stope, odnosno akumulacije A(¢,t + h) neovisne o vremenu, tj. o t.
Tada piSemo
in(t) =in, Vt. (1.2.4)
1
U tom slucaju, u konkretnim situacijama za h < 1, ¢esto ¢emo imati h = — gdje je p € N.

Na primjer, ako gledamo polugodisnje, kvartalne, mjesecne ili dnevne transakcije imat ¢emo

1 1 1
redom, h=—-,h=-, h=—, h=—.
2 4 112 365
Obicaj je u slucajevima h = —, gdje je p prirodan broj, pisati
p
ir=i?, peN. (1.2.5)
p

1
Istaknimo, ovo je samo oznaka, u slu¢aju h = — formula (1.2.1) kaze da investicija u iznosu 1

poloZena u bilo kojem trenutku po isteku — godine daje povrat
p

. 11? @ (1.2.6)

Kaze da je i (godisnja) nominalna kamatna stopa plativa ili konvertibilana p puta

godiSnje.
1.3 Akumulacijski faktor

Zamislimo da se prati (u proslosti) ili prognozira (u buduénost) povrat koji investicije daju u
raznim vremenskim intervalima; ovdje dakle ne polazimo od unaprijed zadane kamatne stope
(k.s.), nego samo pratimo ili prognoziramo realizirane povrate.

Za t; < to definiramo veli¢inu A(t1,t2) kao akumulaciju (tj. povrat) u trenutku ¢e koju
proizvodi jedini¢ni kapital (depozit u iznosu 1) investiran u trenutku ¢;. Kazemo da je t;
trenutak investicije, a to trenutak dospijeca.

Prema formuli (1.2.1), vrijedi
A(t,t+h) =14+ hip(t).
Po definiciji uzimamo da je A(t,t) = 1,V ¢. Istaknimo, veli¢ine A(t, ¢ + h) smatramo poznatima

(odnosno predvidivima) V¢, h. A(t,t + h) je akumulacijski faktor na [t, ¢ + h].

Za iznos C(t1) investiran u t;, akumulacija u ta je
C(t2) = C(t1) A(t1,t2) , (1.3.1)

tj. vrijedi proporcionalnost, a koeficijent proporcionalnosti je akumulacijski faktor.

Uzmimo sada tg < t; < t9 i promotrimo investiciju u iznosu 1 u trenutku ¢g. U trenutku ¢o
imamo A(tp,t2). S druge strane, ako akumulirani iznos u trenutku ¢;, a to je A(to, t1), povucemo i
onda reinvestiramo, u trenutku ¢2 dobit ¢emo iznos A(to, t1)A(t1,t2) . U konzistentnim trzistima

ovo se mora podudarati. Zato uzimamo da je

A(to, to) = Alto, t1)A(t1,t2), Vg <t; <te. (princip konzistencije). (1.3.2)



Financijska i aktuarska matematika 3

Indukcijom lagano slijedi
A(to,tn) = A(to,tl)A(tl,tg) s A(tnfl,tn), Vto <t1 <t ... <ty,nE N. (1.3.3)

Od sada na dalje ¢emo pretpostavljati da trziste zadovoljava ovaj uvjet (no moze se primijetiti

da u praksi zapravo nije tako zbog poreza, administrativnih troskova i sl.).
Uzmimo sada fiksnu godisnju efektivnu kamatnu stopu i = konst. (dakle i je neovisno o

t). Izracunat ¢emo odgovarajuée nominalne kamatne stope uz pomoé¢ principa konzistencije.

Fiksirajmo p € N i nadimo iP). Gledamo vremenski interval [0,1]. Prema (1.2.1) imamo

A <t,t+1> = 1+lz‘<p), V.
p p

A(0,1> :14_1@'(?):14(172) :A<2,3> :...:A<p_171)
p p b p b p p

i onda princip konzistencije (1.3.2) daje

p _
<1+1¢<p>> :A<0,1>A<1,2> A(pl,1> — A0, 1) =144 "2 144
p p pp p

Dokazali smo dakle
MO
14+ — | =1+14, (1.3.4)
b

odnosno za sluc¢aj konstantne k.s. imamo vezu izmedu nominalne i efektivne kamatne stope

Zato je

i{® =p ((1 +i)r — 1) . (1.3.5)

Kazemo da je efektivna kamatna stopa (e.k.s.) i ekvivalentna (tj. da odgovara) nominalnoj k.s.

i®) i obratno. Iz prethodnog slijedi da je
A(t,t+h) =1 +i)

Pokazimo da je i > i?), ¥p > 1 . Binomna formula primijenjena na (1.3.4) daje

ORI O TR o)\ "
tri=(1+=) =3 (P) (=) rr=14p—+ S (P) [ =140
p o B\ P P \E P

Dakle je,
i” < i, Vp>1 (odnosno, Vp>2). (1.3.6)

Primjer 1.3.1. Neka je efektivna godisnja kamatna stopa i = 6%. Tada imamo sljedeée vri-
jednosti za iP

p || 1 2 3 4 6 12
# 1] 0.06000 0.05913 0.05884 0.05870 0.05855 0.05841 °
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Primjer sugerira da opcenito vrijedi
i =i > i@ >G5 :

ovo je zaista toéno i dokazat ¢emo to u sljedeéoj tocki (vidi Primjer 1.4.2).

Primjer 1.3.2.

(a) Nadite ekvivalentnu godisnju efektivnu kamatnu stopu za nominalnu godisnju kamatnu

stopu 4% plativu tromgjesecno.

(b) Izracunagte iznos na koji se akumulira investicija u iznosu 100 po nominalnoj godisnjoj
kamatnoj stopi 6% s trajanjem % godine. Kolika ja ekvivalentna godisnja efektivna kamatna
stopa?

Rjesenje:

() h="1p=4i® =004 2 ;= (1400 10,0406, tj. i = 4.06%

(b) h = %,p = 2.7 = 0.06 pa se akumulira
1\ (2 1
100 A (o, 2) 129 10001 + 50.06) = 103,

Nadalje je i = (14 2%)2 — 1 =1,032 — 1 = 0,0609, tj. i = 6,09%.

1.4 Intenzitet kamata

U prosloj tocki vidjeli smo da pomoéu akumulacijskih faktora A(t1,t2) definiramo veli¢inu

in(t) (vidi (1.2.2)). Razumno je pretpostaviti da postoji
O(t) :== lim dp(t). (1.4.1)

Ova veli¢ina se zove intenzitet kamate u trenutku ¢ (puni naziv bi bio intenzitet kamate po

jedinici vremena u trenutku ¢). Vrijedi

(1.4.2)

Kao primjer promotrimo najprije slucaj fiksne efektivne kamatne stope 7. U tom slucaju za,
1
h = 1/p, imamo prema (1.3.5) i® = p((1+i)» —1); sjetimo se da je i) zapravo i1. Dalje,
P
po definiciji je jasno da ée ovdje biti §(¢t) = const. = 6 . Da ga nademo, ovdje ¢emo gledati

lim i,
pP—r00
1
14+4)r —(1+44)° 1
§ = lim i” = lim A+ 1 d+9) = | definicija derivacije od (1 4 1)*| = <(1 +i)x)
p—00 p—o0 = T=

p
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Slijedi 6 =1In(1+14), odnosno
e =1+i. (1.4.3)

r = 1+ se Cesto naziva dekurzivni kamatni faktor. (Pitanje: Da li vrijedi 4(t) =
In(1+i(t))? Zasto?)

Teorem 1.4.1. Ako su 6(t) i A(to,t) neprekidne funkcije u varijabli t € [tg,00) te ako je
na snazi princip konzistencije (1.8.2), (1.3.3), onda?® je

to
A(t1,t2) = exp (/ 6(t)dt), Vi >t >t (1.4.4)
t1

Dokaz: Definirajmo funkciju f(t) = A(to,t) (Sto je akumulacija investicije u iznosu 1 u

periodu [tg, t]). Primijetimo da vrijedi

A(to,t + h) = A(to,t) - A(t,t + h) = A(t,t+h) = W
pa zato imamo
t+h
50—t ALEER =T S Onb SN S (R Y ()
A0+ h ) (b)) oo+ h

(koristimo obje pretpostavke o neprekidnosti)

1 d
O = g (ms0)
Dakle je 6(t) = %(111 f(t)). Integracijom od t; do to slijedi
& b2 f(t2) f(t2) 2 6(t)d
§(t)dt = In t‘ =Inf(t2) —Inf(t;) =In — = el S0
) (t) o), f(t2) —In f(t1) i) )
Na kraju, lijeva strana po principu konzistencije je upravo A(ti,t2). O

U prethodnom dokazu se vidi da A(tp, t) zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

d
Al(to, t
tj. da je §(t) = I ((t(?’t)) , Sto znaci da je §(t) brzina kapitalizacije jedini¢nog kapitala (brzina

akumulacije po jedinici kapitala) u trenutku ¢.
Iz (1.3.1), za t; =tg,t2 =t i (1.4.5) slijedi da je

C'(t) =6(t)C(t). (1.4.6)
Koristeéi ovaj teorem formulu (1.2.2) mozemo pisati kao

exp (/tt+h 5(s)ds) -1

in(t) = N

(1.4.7)

*Vrijedi i obrat. Vidi [8] str.7.
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Posebno, za h = 1 imamo i1 (t) = i(t) Sto je efektivna kamatna stopa za godinu [t, ¢+ 1]. Slijedi

i(t) = exp (/tm 5(s)ds) 1. (1.4.8)

Ovo je u skladu i sa zdravim razumom; naime, teorem nam kaze da je prvi ¢lan s desne strane
upravo akumulacija A(t,t+ 1), tj. akumulacija investicije u iznosu 1 u periodu [t,t+ 1], a to
po definiciji znaéi 1+ i(t).

Iz (1.4.8) slijedi da ako je d(s) = 6(¢),Vs € [t,t + 1], onda je 6(t) = In(1 + i(¢)). Dalje, kada

je 0(t) =9, Vt (tako je npr. u slucaju fiksne efektivne kamatne stope i), onda teorem daje

to+n
A(to,to +n) = exp (/ 5dt) =e™, Vi,n € R, n>0. (1.4.9)

to

Posebno, za n =1 izraz na lijevoj strani je 1 + i te je zato 1 +i = e°.

Sada formula (1.4.9) daje
Alto,to+1) = e = () = (144)!, vt >0, (1.4.10)
§to znaci da formula iz uvoda (1.1.2) (povrat C, = Co(1 +14)" ) vrijedi i za realne brojeve n!

Primjer 1.4.1. Neka je 6(t) = 0.12 (vrijeme se mjeri u godinama). Treba naéi nominalnu

godisnju kamatnu stopu na depozite za vremenski period od
(a) 7 dana, (b) 1 mjesec, (c) 6 mjeseci.
Rjesenje: Formula (1.4.7) daje

in(t) =i %(6511 - 1) - %(60-12"1 - 1).

Supstituiramo redom h = &=, h = &, h = 1 i dobivamo 0.120138, 0.120602, 0.123673 (jo3

uoc¢imo da je ovdje prema (1.4.3) i = 12.7497%). <&

Primjer 1.4.2. Neka je dana konstantna efektivna godisnja kamatna stopa i > 0. PokazZimo da
vrijedi
i>i? >0 >i® >
RjeSenje: Sjetimo se da je prema (1.3.5) i? = p((1+14)'/? —1). No, i ovdje je primjenjiva
tt+h(5(s)ds) —1). Medutim, kako je u ovom slucaju 6(s) = (14%)
In(1 + 4); kad uvazimo h = }D dobije se

formula (1.4.7) ij = 3 (exp(

iP) — i1
p
kako i mora biti.

Opcéenito je ovdje za bilo koji h ij, = £ (e’ —1). Promotrimo funkciju f(z) = z(ed*—1),x >

0 gdje je § > 0 konstanta. Dokazat ¢emo da je funkcija f padajuéa. To ée za posljedicu imati

m>p = f(m)<f(p) g i(m)<i(p),
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drugim rijec¢ima
i=iM > i@ > i® 5@ 5 (1.4.11)
Preostaje vidjeti da f zaista pada na (0,00). Kako je

0 o s 0
) =€ —1 — gl er —ex(l—2)—1
J'(w) = e poset =et(1-5) -1,
. . . . . . / . . . y 5 ~ . .. . + + .
sada je dovoljno vidjeti da je f'(x) < 0. Supstituirajuéi — <— y sto je bijekcija u RT u R™ jer
x

d > 0, dobijemo funkciju g(y) =e¥(1 —y) —1<0. SadajeeV (1 —y) —1<0<=1—-y<e Y,
a ovo je evidentno Vy > 0. <&

Primjer 1.4.3. Banka posluje s akumulacijskim faktorima baziranim na promgjenjivom inten-
zitetu kamate. Na dan 1.7.2000. klijent je poloZio depozit u iznosu od 50000. Dana 1.7.2002.
depozit je narastao na 59102. Pretpostavimo da je godisnji intenzitet kamate tijekom tog vre-
menskog razdoblja bio linearna funkcija. Odredite intenzitet kamate na dan 1.7.2001.!
Rjesenje: Kao u dokazu teorema definirajmo f(t) = A(tg,t); i imamo §(t) = (In f(¢)) =

ﬁf(t)’. Odavde je
t

In f(t) = t d(s)ds (1.4.12)

(ovo je samo parafraza formule (1.4.4) iz teorema). Ako sada iskoristimo pretpostavku da je
d(s) linearna funkcija, onda zadnja formula direktno pokazuje da je In f(¢) kvadratna funkcija.

Zamislimo sada proizvoljnu kvadratnu funkciju g(t) = at? + Bt +, tela — h,a + h]. Vrijedi

(a) = g (gla+ 1)~ gla — b))

dakle vrijednost derivacije kvadratne funkcije u sredini nekog intervala je razlika vrijednosti na
krajevima podijeljene s duzinom intervala. Zaista, ¢'(t) = 2at + 8 pa je ¢'(a) = 2aa + 3, a s
druge strane je (lako se vidi) 5-(g(a +h) — gla — h)) = -+ = 2aa + B.

Sada je nasa funkcija In f(¢) = g(t), znamo da je kvadratna, a promatrane vremenske tocke su
0,1,2 (dakle vrijeme ¢ = 0 pocnemo mjeriti na dan 1.7.2000.). Nama treba (1) = (1n f(t))
a poznajemo In f(0) i In f(2). Dakle je

/
)
t=1

5(1) = %(lnf(Z) —In f(0)) = % <1n?)gé8§

> = 0.083621.

Primjedba. Ponekad éemo promatrati i po dijelovima neprekidne funkcije kao npr.

0,06,t <5
5(,5):{ 0,04,t>5.

Pokazuge se (ali to ovdje neéemo uciniti) da i u takvim sluéajevima vrijede i Teorem 1.4.1 i sve

navedene formule.
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1.5 Sadasnje vrijednosti

to
Neka je t1 < to. U Teoremu 1.4.1 smo dokazali A(t1,t2) = exp (/ (5(t)dt). Posebno, to znaci

t1
to

= Cexp (— o (t)dt) investiran u trenutku ¢1, naraste u trenutku

o C
da depozit u iznosu ———
A(tl, tz) t1

to do iznosa C.

Kazemo da je

C exp ( . /t2 5(t)dt> (1.5.1)

t1
diskontirana vrijednost u trenutku ¢; iznosa C koji dospijeva u trenutku ts. Posebno, di-

skontirana vrijednost u trenutku ¢t = 0 ("sada”) zove se sadasnja vrijednost, i iznosi:

t
C'exp ( — / 5(s)ds) (1.5.2)
0
(Puno ime: sadasnja vrijednost iznosa C koji dospijeva u trenutku t).

Definirajmo funkciju koja mjeri sadas$nje vrijednosti iznosa 1

v(t) = exp ( — /Ot(S(s)ds) = A((l),t)’ t>0. (1.5.3)

Primijetimo da gornja formula ima smisla i za t < 0. Zaista, tada je

v(t) = exp ( - /Ot 5(s)ds) = exp (/to 5(s)ds>,

§to tocno po teoremu predstavlja akumulaciju od 1 u intervalu [t, 0].

Uz ovako uvedenu funkciju v(t) formulu (1.5.2) mozemo pisati kao
Co(t), t>0 (1.5.4)

i istaknimo jos jednom: v(t) je sadasnja vrijednost iznosa 1 koji dospijeva u trenutku ¢.

U specijalnom sluc¢aju kad je d(t) = const = ¢ (dakle kad je efektivna kamatna stopa kons-
tantna, tj. i(t) = ¢) imamo
v(t) =e % = (e7)". (1.5.5)

Uvedemo i veli¢inu v (diskontni faktor) formulom

v=uv(l)=¢"°= , (1.5.6)

prethodna formula prelazi u
v(t) =0, t>0. (1.5.7)
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Primjer 1.5.1. Neka je 6(t) = 0.06 - 0.9, Vt. Ukoliko je to = 0, traZi se sadasnja vrijednost
iznosa C' = 100 koji dospijeva nakon 3.5 godine.

Rjesenje:

t
v(t) = exp ( - /0 0.06 - 0.93d3> = exp(—0.06- ﬁ(o 9t —1)).

Posebno, v(3.5) = 0.838927 i trazena vrijednost iznosi 83.89. &

1.6 Stoodleyjeva formula

Ponekad je moguée §(t) aproksimirati funkcijom oblika

S

o(t) = —_
(*) p+1+7"65t

(1.6.1)

pri ¢emu se parametri p, r, s trebaju odabrati tako da rezultirajuéi intenzitet kamate dovoljno
dobro slijedi praksu. Vise o tome se moze naé¢i u (J.J. McCutcheon [9], Some remarks on
Stoodly’s formule).

Neka je 0(t) kao gore. Tada imamo

t

iy

v(t) = exp
t
exp

- [ 5w
_A 1+r¢yﬁw)

t eSy
_ d)
/0 ts 1+ esy)y

= exp(
t
= exp( (p+s)y —In(1l +re® )}0)
= exp( (p+ 8)t +In(1 + re’t) — 1n(1—|—r)>
1+ rest
_ - £t )
o (e
_ s LETe”
1+7r
1 r
— —(pts)t ;. -pt 1.6.2
T+r° e (16.2)

Uvedimo veli¢ine v; = e~ P9) | g = ¢7P (8to su diskontni faktori koji odgovaraju konstantnim

intenzitetima kamate 6 =p+ s ,1d = p). Sada je

Ly Tt
1.6.3
11T (1.6.3)

v(t) =

Sto objasnjava ideju u pozadini. Funkcija v(t), uvedena formulom (1.5.3) kojom se racunaju

r

sadasnje vrijednosti, ovdje je tezinski prosjek s ponderima 57 1er dviju takvih funkcija
T T

koje dolaze od konstantnih intenziteta kamate d =p+si d=p
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1.7 Sadasnje vrijednosti tokova novca

U mnogim problemima je potrebno odrediti sadasnju vrijednost visekratnih novc¢anih uplata
i isplata - Cesto se kaze tokova novca, koje se imaju izvrsiti u buduénosti. Razlikujemo dva

slucaja.

1.7.1 Diskretni tokovi novca

Sadasnja vrijednost iznosa C1, ...C,, koji dospijevaju u trenucima t1,...t,, t1 < t9 < ... < t, ocito

iznosi

Cro(tr) + Cov(ta) + .o+ Cro(tn) = > Cio(t;) | (1.7.1)
j=1

kada je C; > 0 radi se o uplati, a za C; < 0 o isplati.

U sluc¢aju beskona¢no mnogo transakcija (isplata ili uplata) sadasnja vrijednost je
o
> Ciu(ty), (1.7.2)
j=1

s tim da red treba konvergirati (Sto ¢e u praksi uvijek i biti slucaj).

1.7.2 Neprekidni tokovi novca

Ovaj koncept je zapravo sasvim teorijski. RijeC¢ je o matematickoj idealizaciji, no ona ima
primjenu u praksi i moze se primijeniti kad se radi o vrlo frekventnim isplatama.
Pretpostavimo da je 7' > 01 da se u vremenskom intervalu [0, T'] novac ispla¢uje kontinuirano.
Oznacimo s p(t) stopu isplate (uplate) po jedinici vremena (dakle u nasem dogovoru p(t) je
godisnja stopa isplate) u trenutku ¢.
Objasnimo prvo pojam ’stopa isplate’. Stopa isplate u trenutku ¢ je ustvari brzina isplate u
trenutku ¢. Analogija je s brzinom pri prelasku neke udaljenost ili s brzinom punjenja bazena.
Neka M (t) oznacava ukupnu isplatu u intervalu [0, ¢t]. Zamislimo da je to derivabilna funkcija.
Definiramo
p(t) = M'(t), Vt. (1.7.3)
Sada uzmimo da je 0 < o < f < T. Ukupna izvrsena isplata u intervalu [a, ] je
B B
M(B) — M(a) = / M/ ()t = / p(t)dt (1.7.4)
o @
Ako je p(t) neprekidna funkcija (dovoljno je i po dijelovima neprekidna), onda mozemo rezonirati
ovako: izmedu ¢ i t+dt ukupna isplata je M (t+dt)— M (t). Ako je dt vrlo malen, onda je isplata

priblizno M'(t)dt, odnosno p(t)dt. Teoretski je dakle sadasnja vrijednost isplate u intervalu
[t,t + dt] dana s v(t)p(t)dt. Ukupna sadasnja vrijednost neprekidne isplate/uplate je zato

T
/0 o(B)p(t)dt, (1.7.5)
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odnosno

/000 v(t)p(t)dt (1.7.6)

(pod uvjetom da integral konvergira).
Op¢enito, sve isplate ne moraju biti pozitivne (istosmjerne). U tom opéem slucaju je sadasnja
vrijednost zapravo razlika odgovarajué¢ih suma, odnosno integrala.

Neka je C(t) iznos kapitala u trenutku ¢, onda se njegova vrijednost na [t, ¢ + dt] povecava za
S(t)C(t)dt+ M'(t)dt (6(t)C(t)dt dolazi od ukamadivanja, a M’ (t)dt od isplate/uplate), odnosno
C zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

C'(t) =6(t)C(t) + p(t). (1.7.7)

Primjer 1.7.1. Neka je

0,04, ¢t < 10
5(t)_{ 0,03, ¢>10 "

Treba izracunati sadasnju vrijednost kontinuiranih isplata koje ée se vrsiti kroz 15 godina pocevsi
od sada (t = 0) po konstantnoj godisnjoj stopi isplate 1. Kolika je ukupna isplata na tom
intervalu?

Rjesenje: Ovdje je p(t) =1, Vt € [0,15]. Po definiciji (1.5.3) imamo

t
u(t) = eXp(—/ §(s)ds), t>0.
0
Sada je
t
t<10 = w(t) = exp(~ / 0.04ds) = 004,
0
10 t
t>10 = o(t) = exp(— d(s)ds —/ §(s)ds) = exp(—0.4 — (t — 10)0.03) = ¢~ -1-0-03¢,
10

0

Odavde je trazena sadasnja vrijednost prema (1.7.5)

15 10 15
/0 v(t)p(t)dt = /0 u(t)-1dt Jr/l v(t)-1dt

0
10 15
_ / o004t gy | 6—0.1/ o—0.03t 3y
0 10
1 — 04 e—03 _ ,—045
= e
0.04 0.03

=8.242 + 3.112 = 11.3543.

Ukupna isplata, prema (1.7.4), je

15
M(15) — M(0) :/ p(t)dt = 15.
0
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1.8 Vrednovanje tokova novca

Uzmimo u razmatranje dvije vremenske tocke t1 i t3. Vrijednost u trenutku ¢; iznosa C koji
dospijeva u trenutku to je:

t2
(a) ako jet; <ty: Cexp(— §(t)dt);
t1

(b) ako je t; > ts onda se zapravo radi o akumulaciji u intervalu [to,t1] iznosa C; dakle

t1
uplacenog u to, gledano u t1; rezultat je dan teoremom kao C'exp ( ) (t)dt), a primjenom
to

to
uobicajene konvencije to opet mozemo pisati kao C exp ( — ) (t)dt).
t1

Sve zajedno: neovisno o odnosu t1 i t9, vrijednost iznosa C, racunata u trenutku ¢, koji dospijeva

u trenutku to je
to

Cexp ( - / 5(t)dt). (1.8.1)
t1
To mozemo izraziti i preko sadasnjih vrijednosti. Kako je
t1 to to
o(t)dt + d(t)dt = o(t)dt,
0 t1 0
bilo t; manji ili veéi od t2, imamo

to

Cexp (- /t s(t)dt) = Cexp ( ~ /0 ® Syt + /0 ! (1)

to 1
:Cexp<_/0 5(t)dt)'exp(_ o 6(1)dt)
v(ta)
) CU(;), (1.8.2)

Sto predstavlja vrijednost u trenutku t; iznosa C koji dospijeva u ts.
Ovo sada mozemo kombinirati s rezultatima prethodne tocke da izra¢unamo vrijednost to-

kova novca, ne u trenutku 0 (sadasnjem), veé u trenutku ¢,. Rezultat je:

n

3 Cj”(tj) (1.8.3)

= v(ta)’
odnosno T(o0) "
> v(t

/0 plt) (1.8.4)

i to vrijedi za svaki ¢,, bio on prije, poslije, ili u toku (izmedu) pojedinih transakcija. Ocito, kad
je tg = 0, dobiju se sada8nje vrijednosti.
Alternativni pogled: ako znamo sadasnje vrijednosti koje smo izracunali u prethodnoj tocki,

stavljajuéi to = 0, t; = t, dobijemo gornje izraze (jer je v(0) = 1, po definiciji, (1.5.3)).
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Obje gornje formule mozemo is¢itati i na sljedeéi nacin:

(1.8.5)

u trenutku ¢, v(tq) toka novca

( Vrijednost toka novca ) 1 . ( Sadasnja vrijednost )

analogno,

(Vrijednost toka novca u trenutku tb) = ﬁ . (Sadaénja vrijednost toka novca),

iz Cega slijedi:

Vrijednost Vrijednost Sadasnja
v(tg) - < toka novca u ) = u(ty) - ( toka novca u ) = < vrijednost > (1.8.6)
trenutku ¢, trenutku ¢ toka novca
Primjer 1.8.1. Duzni smo platiti 1000 na dan 1.1.2006., dana 1.1.2007. daljngih 2500, te dana
1.7.2007. zavrsnih 3000. Uz konstantan iznos intenziteta kamata § = 0.06 treba nacéi vrijednost

ovih isplata 1.1.2004., te 1.5.2005.
Rjesenje: (Ovo se moze interpretirati i kao Stednja u banci uz fiksnu kamatnu stopu.)

Vrijeme poctnemo mjeriti 1.1.2004., naravno u godinama. Ovdje je

v(t) = exp ( - /Ot 5(s)d5) = ¢ 0-06¢,

Zato je vrijednost na dan 1.1.2004, tj. u ¢asu tg, dakle, sadasnja, prema (1.7.1)
1000 - (v(2)) + 2500 - (v(3)) + 3000 - (v(3.5)) = 5406.85.

Prema (1.8.5) vrijednost tog istog toka je u t = % dana kao

1

(sad. vr.) - o(10)

= 5798.89.

<

Primjedba. Rezultati ove tocke omogucuju mijenjanje trenutka vrednovanja. U praktiénim
problemima to éesto u startu éinimo prikladnim izborom ”sadasnjeg trenutka”, (u ovom primjeru

1.1.2004.) no to moZemo samo kada je §, odnosno i vremenski invarijantno (tj. konstantno).
Primjer 1.8.2. Neka je 6(t) dan Stoodleyevom formulom uzp = 0.076961, r = 0.5, s = 0.12189.
(a) Koliko treba uplatiti u t = 10, da bi u t = 20 vrijedilo 300007

(b) Koliki je akumulirani iznos nakon 10 godina serije od 10 godisngih uplata po 1000, koje se
uplacuju na pocetku svake godine, prva ut = 0%

S

Rjesenje: Imamo 6(t) = p+ ———, a izracunali smo da je tada
1+rest
1 r
f = t ¢
U() 1+T,’U1+1+Tv27
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gdje je v; = e~ (P15) = 0.819672, vy = e P = 0.925926.

Uoc¢imo da vrijedi % =1.22, i = 1.08, pa mozemo pisati
2 1
t)=-122""+-1.087".
v(t) 3 + 3
(Uvijek je dobro provjeriti reciprocne vrijednosti u slucaju 6 = const., jer svejedno je da li
1 1
poznajemo 1 + i ili v (znamo da je v = e™® = - = ?), ovdje se dakle radi o kamatnim
e i
stopama 22%, odnosno 8%.)
. . v(20) 0.084010
Rjes : 30000 - = 30000 - ————— = 10259.18.
(a) Rjesenje je v(10) 0.245664

g

(b) Ovdje imamo diskretni tok novca. Vrijednost sada (ut = 0) je, prema (1.7.1) 1000-2 v(t).
t=0

Sad ima posla u ra¢unanju (inace, za to trebaju tablice, o tome naknadno). Dalje, prema

(1.8.5) imamo:
1 1000 <

(Vrijednost u ¢ = 10) = (Sadasnja vrijednost) - 2(10) = o(10) tz:;v(t) = 22821.01.

1.9 Prihod od kamata

Pretpostavimo situaciju u kojoj investitor nije zainteresiran za akumulaciju kapitala veé¢ zeli
samo ubirati prihod od kamata zadrzavajuéi svoj kapital uvijek u istom iznosu C. U slucaju
fiksne efektivne godisnje kamatne stope i na isteku svake godine prihod je C'i sve dok se kapital
ne povuce.

Sada zamislimo investiciju u iznosu C' u trenutku £y, koju se namjerava povuéi u trenutku
t > to. Zamislimo da investitor Zeli da mu se isplati prihod od kamata u n > 1 vremeskih toc¢aka
to+ h, to+2h, -+, to + nh =t (dakle je h = %) Kamata plativa u trenutku tg + (5 + 1)h
za vremenski interval [tg + jh,to + (j + 1)h] po definiciji nominalne kamatne stope (tu dode u

obzir nominalna stopa iy (to + jh), vidi (1.2.1)) iznosi
C hip(to + jh).
Dakle, ukupni prihod od kamata je

n—1

CY hin(to + jh). (1.9.1)

§=0
Prema nasoj stalno prisutnoj pretpostavci je i, (t) — 6(t) za h — 0. Ako je jos d(t) neprekidna
funkcija i ako n — oo (pa zato h = % — 0) onda gornja suma prelazi u integral pa ukupni

prihod od kamata I(t) u intervalu [tg,t] za n — oo konvergira k

I(t)y=C té(s)ds. (1.9.2)

to
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Ako je ovo prihod od kamate u intervalu [to, t] onda vrijedi da je
I'(t) = Co(t), (1.9.3)

Sto je po definiciji stopa prihoda po jedinici vremena (godina kod nas) za ulozeni kapital C'.

Primjeéujemo da I'(t) ima istu ulogu kao p(t) = M'(t) (vidi (1.7.3)) u diskusiji kontinuiranog
toka novca. Isto rezoniramo kao tamo, i sad zakljucujemo da je sadasnja vrijednost prihoda od
kamata u intervalu [0, 7] dana s

T T T
/ v(t)I'(t)dt = / v(t)Co(t)dt = C/ §(t)v(t)dt. (1.9.4)
0 0 0
Naime, sadasnja vrijednost povucenog kapitala C u trenutku 7T je
Co(T). (1.9.5)

U drugu ruku, ukupnu sadasnju vrijednost znamo - to je toéno C! Zato je

C = Co(T) + C/OT s(tyu(t)dt = O () + /OT S(t)e(t)at).

Zaista,

/OT d(t)v(t)dt = /OT d(t) exp ( - /Ot 5(5)ds)dt =— [exp ( - /Ot 5(8)d$)}: =1—o(T).

Sliénim rezoniranjem kako smo ovdje pokazali da je
T
v(T) —I—/ d(t(t)dt =1, (1.9.6)
0

[e.e]
pokazalo bi se da je i / d(t)v(t)dt =1 (ili pustanjem u prethodne jednakosti limes po 7' — oo
0

uz hipotezu da je v(T) -0 za T — o0).

Zadaci i rjeSenja
Zadaci

Zadatak 1. Banka isplacuje kamatu na depozite uz varijabilni intenzitet kamate. Na pocetku
neke godine investitor deponira iznos 20000. Na sredini te godine akumulacija je iznosila 20596,21
a na kraju 21183,70. Mjereci vrijeme u godinama, pocevsi od te godine, izvedite izraz za godisnji
intenzitet kamate 6(t), 0 < t < 1 uz pretpostavku da je u tom periodu §(t) linearna funkcija.

Odredite akumulaciju nakon 9 mjeseci.

Zadatak 2. Duznik treba platiti banci 6280 za 4 godine od danas, 8460 za 7 godina, te 7350 za

13 godina. Ovaj plan se Zeli reprogramirati na nacin da se odabere jedna od sljedeée dvije opcije:

(a) Jednokratna isplata, 5 godina od danas;
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(b) Jednokratna isplata ukupnog zaduZenja 22090 u odgovarajuéem trenutku.
Precizirajte reprogramirane obveze uz § = const. = 0,076961.

Zadatak 3. Neka je zadano, mjereno u godinama, 6(t) = p + % uz parametre

re’t

p = 0,058269, s = 0,037041, r = % Investitor ce uplatiti 5 puta iznos 600 na pocetku 5

uzastopnih godina, prvu u trenutku t = 0. Zauzvrat moZe birati jednu od ponudenih opcija:
(a) Isplatu ukupnog akumuliranog iznosa po isteku svih 5 godina;

(b) Seriju od 5 jednakih isplata, svaku u iznosu 900 na pocetku 5 uzastopnih godina od kojih
prva dospijeva 5 godina od sada.
Sto je povoljnije?
Zadatak 4. Intenzitet kamate §(t) po godini u trenutku t je linearna funkcija prvih m godina

(mjereno od t = 0), a zatim konstanta na nivou dostignutom u trenutku m.

(a) Nadite akumulaciju od 1 u vremenskom intervalu [0,n] u terminima n, m, §(0), d(m).
(b) Specificirajte za m = 16, §(0) = 0,08, 6(16) = 0,048, n = 15 i onda n = 40.

(c) Nadite konstantan intenzitet koji daje isti uéinak kao u (b) nakon 15 te nakon 40 godina.

0,08, 0<t<5
Zadatak 5. Neka je, mjereno u godinama 0(t) = { 0,06, 5<t<10.
0,04, 10< ¢
Investitor ée uplatiti 15 premija godisnje unaprijed, svaku u iznosu 600, prou u t = 0. Zauzvrat

moZe birati jednu od sljedece dvije opcije
(a) Ukupni akumulirani iznos godini dana nakon zadnje uplate
(b) 8 jednakih godisngih isplata koje ée se isplatiti u jednakim intervalima, a prva dospijeva
jednu godinu nakon zadnje uplate
Odredite iznose pod (a) i (b).

ala+1)
(a+t)(a+t+1)
i efektivnu kamatnu stopu i(n) za period [n,n + 1]. Odredite sadasnju vrijednost a(n) od n

Zadatak 6. Neka je v(t) = t > 0, a > 0 je konstanta. Odredite 6(t)

uzastopnih uplata, svaka u iznosu 1 od kojih se k-ta uplacuje u trenutku t = k. Specificirajmo
a = 15. Nadite iznos godisnje premije koja bi se placala godisnje unaprijed tokom 12 godina
koja bi osigurala isplatu 10 godisnjih isplata, svaka u iznosu 1800 s tim da prva dospijeva jednu

godinu nakon zadnje uplate. Odredite u t = 12 wrijednost svih uplata, odnosno isplata.

Zadatak 7. Investitor kupuje rentu koja se isplacuje neprekidno n godina. Stopa isplate je

linearna funkcija vremena, Vt.

(a) Neka I, oznacava iznos isplacen u r-toj godini, r = 1,2,...,n. Izvedite izraz stopa isplate
p(t) u trenutku t po jedinici vremena (=godini) u terminima Iy i Is. Nadite ukupni

isplaceni iznos do t < n.
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(b) Neka je intenzitet kamate po godini § = const. Nadite sadasnju vrijednost rente u termi-
nima n,0,I11,Io. Za n= 20,1 =1.0711,i = 6% i sadasnju vrijednost rente 9047 nadite

I te iznos isplacen u zadnjoj goding.

Rjesenja

t
1. Prema (1.4.4) imamo A(0,t) = exp (/ d(s) ds), a iz pretpostavke §(s) = a + bs slijedi
0

b b
A(0,t) = exp (a-t+§-t2) — In A(o,t):at+§t2, vt < 1.
Tada
1 20596,21 a b 1 a b
21183,70 b b
t=1 daje In———— = — - = .
aje In 20000 a+2 — a+2 0, 057500

Odavde je a = 0,06, b = —0,005, pa je 6(t) = 0,06 — 0,005t , t < 1 i zato akumulacija
3

nakon 9 mjeseci iznosi 20000 exp(/4 (0,06 — 0,005)dt) = 20891, 16.
0

2. Iz
S.V. = 6280 - v* + 8460 - v7 4 7350 - v'3,

jer je v =e™0 = b, izlazi S.V. = 12254, 90.

(a) X -o° =12254,90 = X = 18006, 47;
(b) 22090 - v = 12254,90 = t = 7,66 ~ 7godina i 8 mjeseci.

3. Vrijedi

_ 1 t r t _ —(pt+s) _ _ P _
v(t) = Ty v + T vy, v =¢e =0,9090911, w9 =€ P =0,943396.

1 1 3 1
Kakoje — =1,11i — =1,06 imamo v(t) = - -1,17" + 1 1,067".
U1 V2
Sadasnja vrijednost svih uplata iznosi 600 (1 + v(1) + v(2) +v(3) + v(4)) .

Akumulacija svih uplata u trenutku ¢t =5 iznosi dakle

600
—(1 1) + -+ +v(4)) = 3902, 16.
U(5)( +ov(1) 4+ +v(4))
t |1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,59996 0,55113 0,50674 0,46605

v(t) ‘ 0,91767 0,84233 0,77339 0,71028 0,65251

Neka je Y iznos fer godidnje isplate (s.v. svih isplata jednaka je s.v. svih uplata). Iz-

jednacCavanjem sadasnjih vrijednosti uplata i isplata slijedi
600(1 + v(1) + -+ +v(4)) = Y(v(5) +0(6) + 0(7) + v(8) + v(9)> — Y = 917, 09.
Vidimo da bi u drugom slucaju investitor trebao dobiti 917,09 , a ne 900, 00.

Prva je opcija dakle bolja (ako su sve druge okolnosti neutralne).
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4.

(a) A(0,n) =exp ([, 6(t)dt). Oznacimo 6(0) = &g, 6(m) = oy,
Zat € [0, m] imamo

5(t) = 8o + %(5,” — 80).

Za n < m vrijedi

/O 5(t)dt_/0 (50+ —(3m —50)>dt - [50t+ 5 (3 — do)t ]0
_ 1 9 n _
= don + %(57,1 - 50)77, = n((S() + o (5m (50))
Slijedi
" n
n<m = A(0,n)=exp (/0 5(t)dt> = exp(n<50 + %(@n - (50))),

n>m = A(0,n) :exp</0m5(t)dt+/n5(t)dt)

m

= exp (%(5@ +6m) + (n— m)ém)

(b) Imamo:

(¢) U ovom slucaju je
e =26512 = §=0,065,i=e—1=6,72,
¢l =8 8110 = §=0,0544, i = 5,509.

5. Vrijedi:

exp(—0,06t —0,1) , 5<t<10 .

exp(—0,04¢t —0,3) , 10 < ¢

exp(—0,08¢) ,0<t<5b
o) = e~ [ 565305 ={ v -

Jednadzbe vrijednosti glase

(a) 600(v(0) +v(1) + ...+ v(14)) = Sv(15) = S = 14119,
(b) 600(v(0) +v(1) + ... + v(14)) = X (v(15) + v(16) + ... + v(22)) = X =2022.

6.

B t t B B a V(1)
v(t) = e:vp( —/0 5(s)ds) = /0 i(s)ds = —=Ilnv(t) = I(t)= —(lnv(t)) = — o0
U naSem slucaju je

V() —(a+t)(a+t+1) —afa+1)(20+2t+1) 2t + 20+ 1

6(t):_v(t): a(a+1) et t2att+1)?2  (tta)ttatl)
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Prema (1.4.8) je "
i(t) = exp (/t 5(s)ds) -1,

a kod nas je (trik!)

o n+1 B n+1 n ~v(n) _
Z(n)—eXP</n 6(5)d5>—1_exp(/0 5(5)ds—/0 5(s)d5)—1—m 1
pa je
() = ala+1) .(a+n+1)(a+n+2)_1fL"+2_1f 2
M e ) atnt) afa+1) ~ atn S atn

Dalje, uvazavajuéi da prva uplata dospijeva u trenutku ¢ = 1, a n-ta u ¢t =n imamo
a(n) =v(1) + ... + v(n).

Sad primijetimo da je

1 1
t) = 1( _ )
vit) =ale+ (T — T
Odavde je
1 1 1 1 1
= 1 — —
a(n) a(a+ )(oz—|—1 a+2+a+2+ +a+n a—l—n—|—1)
1 1
p— 1 —_—
cle+ D7~ a3ns 1)
(n) no
a(n) = ————.
a+n+1

Oznac¢imo s P iznos uplate (premije). Jednadzba vrijednosti u ¢t = 0 (danas) je

P(1 +a(11)) = 1800(a(21) — a(11)).

Slijedi
a(21) — a(11) ikl
P = ]_ . —_— p— 1 = - 1 p—y .11.
800+ S Ja=15/ =2 T 1800 =608

Neka je X vrijednost u trenutku t=12 (obje strane su jednako vrijedne; tako smo i odredili

premiju). Prema (1.8.5) je

X = v(;) -1800(a(21) — a(11)) = 13621.62.

Isto bismo dobili i da smo rac¢unali vrijednost svih premija za ¢t = 12.

7. Stavimo p(t) = p + qt. Po formuli (1.7.4) u r-toj godini je ispla¢eno

Ir:/ (p+qt)dt.
r—1
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Slijedi
Ir:p+g(r2—(r—1)2):p—}—g(Qr—l), r=1,2,..
Odavde je
L=p+d p=pt?
1=DP 27 2=0D 2Q7
pa je
3 1
=1 -1 =] — =T
q 2 1, P B 1 22,
odnosno

3 1
p(t) = (511 — 512) + (IQ — Il)t, 0<t<n.

Dalje, po (1.7.5) je sada3nja vrijednost izrazena s

n n n
/ (p+ qt)e %dt = p/ e Otdt + q/ te 0 = (parcijalna integracija)
0 0 0

+ Iy —1I1) -

1—e ™0 1—e ™ _ pie—nd

1
— —(3I — I) -
530 — D) 5

Racunom izlazi I, = 500, I,, = 1165.

52
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2 Osnovne funkcije slozenog ukamacivanja

2.1 Osnovne relacije

U ovom poglavlju operirat ¢emo s fiksnom efektivnom godiSnjom kamatnom stopom
i = konst., a vremenska jedinica je opet godina. Ponovimo neke temeljne relacije.

Vrijednost u trenutku s iznosa 1 koji dospijeva u s+t dana je, Vs, izrazom
t S-‘rt
vs+t) = exp ( - / (5(7")dr> = exp(—dt) = e, (2.1.1)
v(s) s

Uz oznaku (veé ranije navedenu)
v=e0=(1+i)"" (2.1.2)

mozemo rekapitulirati: vrijednost u trenutku investicije iznosa investiranog bilo kada, koji dos-

pijeva t godina kasnije u iznosu 1 je

v(t) = e % = (e70) = ot (2.1.3)
Uvedimo jos
d=1-v, (2.1.4)
pa imamo relacije
v=1—d=e¢"°, (2.1.5)
v(t) = (1 —d)". (2.1.6)

Predzadnja formula se interpretira ovako: U zamjeni za uplatu iznosa 1 u trenutku ¢ = 1 (a
sadasnja vrijednost toga prema (2.1.3) je v = e~ %) investitor u ovom trenutku ¢ = 0 raspolaze
s iznosom v = 1 — d. Ovo mozemo dozivjeti kao sljede¢u kreditnu pogodbu: 1 — d se moze
shvatiti kao zajam u trenutku ¢ = 0 koji ¢e biti isplac¢en u iznosu 1 u ¢asu t = 1 s tim da je veé
placena kamata d u trenutku ¢ = 0.
Ukratko: banka nam odobri zajam u iznosu 1 na rok od jedne godine; mi vracamo to¢no 1, no
na pocetku raspolazemo ne s 1, ve¢ s 1 — d.

Kazemo da je d diskontna ili anticipativna kamatna stopa po jedinici vremena (kod
nas je godidnje). Preciznije, d se zove efektivna anticipativna kamatna stopa (kasnije ¢e
se pojaviti i nominalne) .

Primijetimo jo$ da je i = const < & = const.

t+1
Iz ranije formule i(¢) = exp (/ d(s)ds) —1 znamo da je
t

i=e — 1,
d =In(1+1).
Kombinirajuéi prethodne relacije imamo jos
1
V= —,
141
1 1
Y 1+i 1+

d=1v.
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Zadnja relacija upravo potvrduje prethodnu opservaciju: d je sadaSnja vrijednost iznosa ¢ koji

dospijeva jednu godinu kasnije.

Koja bi bila odgovarajuéa svota koja bi se plac¢ala kontinuirano kroz interval [0,1]7 Iznos

ozna¢imo sa o, pretpostavimo stopu uplate p(t) = const = p pa po formuli (1.7.4) daje

1
a—/ pdt =p .
0

Sad formula (1.7.5) kojom se ra¢una sadasnja vrijednost izjednacena s d daje

d— /1v(t)p(t)dt: /106—5%@5 A L R
0 0 ) )
Rezimirajmo: 4,d,d su alternativni opisi iste stvori; platiti iznos d u t = 0 je isto kao platiti
i u trenutku ¢ = 1 (je isto kao kontinuirana uplata svote ¢ kroz interval [0, 1] po konstantnoj
stopi uplate ).
Velic¢ine i, 9, v, d se naravno mogu izraziti svaka pomocéu svake. Prethodne relacije daju sljedeci
tabelarni pregled

\ vrijednost ) i v d
u terminima od \
o =1 e? |1—¢?
1 ?
. (1 4 g
i n(l+1) i | 1+
v —Inw -—-1 1—v
v
d
d —In(l—-d) | —— | 1—-d
n(l—d) | 17—
Tablica 1.

Kada je 7 malen mogu se vrsiti i razlicite aproksimacije koje pokazuju da su 1,9, d istog reda
veli¢ine dok je v~ 1 —i. Na primjer, za |i|] < 1 razvojem logoritma u red dobiva se
1 1., 1
S=In(1+i)=1i— =i+ -i® — —i* + ...
(1+4) 2 + 3 4 +
pa za male ¢ vidimo
1,

~1— =i,

Slicno, d = 1Z+Z,=z'(1—z'+i2—z'3+m)za li| < 1, pa je

d=~i— i
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Takoder iz i = ¢ — 1 razvojem e® u Taylorov red vidimo za male &

1
i~ 8+ —0°.
1 + 5
Za male ¢ sli¢no se izvode i )
1
d~§— - .
2

U konkretnim situacijama moguce su i preciznije ocjene.

Neka je f(x) = e*. Prema Taylorovom teoremu je

+ f/l(0)$2+ f///(6)$3

f(z) = f(0) +zf(0)

zanekie € [0,z], z>0.

2! 3! ’
Dakle, za
52 3
§>0, Jel0,0, td €= L0+ o+ e (2.1.7)
Odavde je
52 5
. 1) €
=e' —1=6+ — 4+ —¢°. 2.1.
i=e + 5 + 5 ¢ (2.1.8)
- . 1 .
Zamislimo sad da je ¢ € (0, E) Tada je Ve € [0, 0]
ef 60'1
— > — < 0.185.
6 6
Zakljucak:
52 52
0<01 = 45 <i< 5+5+0.18553.
2.2 Jednadzbe vrijednosti i prinos u transakciji
Promotrimo transakciju u kojoj investitor treba u vremenima t1,...,t, platiti iznose ay,...,a,
i u tim istim trenucima primiti uplate b1,...,b, (u praksi ¢e samo jedan od brojeva a;,b; biti

# 0, Vj). Postavlja se pitanje uz koju konstantnu efektivnu kamatnu stopu je vrijednost svih
uplata jednake vrijednosti svih isplata; znamo da je to jednako jednom < jednako ut =0 <
jednako uvijek (bazi¢no, to je (1.8.6)).

Ako gledamo sada$nje vrijednosti dobivamo jednadzbu

D ajult;) =D biu(ty). (2.2.1)
j=1 i=1

—ot

Uz oznaku ¢; = b; — a; ="neto tok novca u trenutku t;”, kako je v(t;) = e7°%, imamo

n

> e =0. (2.2.2)

J=1

Ovo se zove jednadzba vrijednosti za intenzitet kamate § implicirane transakcijom.
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1

Ako uvazimo ¢’ =141i , v = T mozemo pisati i
7
n n
Z cj(1+4)7% =0, odnosno Z cjuti = 0. (2.2.3)
j=1 j=1

Suma moze i¢i i do co samo §to tada moramo osigurati da redovi konvergiraju.

Analogno jednadzba za kontinuirani tok isplate i uplate je

T(0)
/ p(t)e Otdt = 0 (2.2.4)
0

ako su pi(t), p2(t) stope isplate i uplate, te je p(t) = pa(t) — p1(t) stopa toka novca u t.

Vratimo se jednadzbi (2.2.2), odnosno (2.2.3). Ako ona ima jedinstveno rjeSenje onda se ono,

u oznaci dy zove se intenzitet kamate impliciran transakcijom, a pripadajuca efektivna

kamatna stopa ig = €% — 1 se zove prinos po jedinici vremena (dakle kod nas godisnji

prinos). Uo¢imo da je nuzno ig = e —1>—1.

Primjer 2.2.1. Pogledajmo dva projekta u kojima investitor ¢ini inicijalnu investiciju od 10000,
nakon jedne godine ocekuje se prihod, a nakon jo§ jedne godine potrebna je nova, finalna inves-

ticija:

(a) -10 000 21 500 -11 550

(b) -10 000 20 400 -10 395

RjeSenje: Jednadzbe vrijednosti su :

(a) — 10000 + 21500 v — 11550 0% = 0,
(b) — 10000 4 20400 v — 10395 v* = 0.

Prva jednadzba ima dva pozitivna rjeSenje i; = 0,05 i 79 = 0.10, druga ima doduse isto 2 (i; =
0,05 i i = —0.01), no samo jedno je pozitivno (naime, ¢ > 0 trazi da bude 6 =1In(1+1i) > 0).
Ovdje se lako vidi $to se dogada. Medutim, opcéenito je znatno teze dobiti rjeSenje, ¢ak i doznati

je li jedinstveno. &

Teorem 2.2.1. Za svaku transakciju u kojoj sve isplate prethode svim uplatama (ili obrnuto)

jednadzba (2.2.2) ima jedinstveno rjesenje (tj. prinos je dobro definiran).
Dokaz: Pretpostavimo da imamo k isplata i n — k uplata. PiSemo
—(a1e™M 4o age ) f gy e O e = 0 / — e,

pri cemu je a; > 0, Vj = 1,...,n, t; < t3 < --- < t,. Primijetimo da nisu sva placanja s

istim predznakom; inace cijeli problem uopée nema smisla - vidi (2.2.1). Zato je ovdje k > 11
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k <n (tj. s negativnim/isplatama smo zapoceli, bila je barem jedna isplata i nisu sve iskljuc¢ivo
isplate, nego od trenutka tx; slijede uplate).

Naznaceno mnozenje s —e%% daje

a1€5(tk—t1) 4ot akeé(tk—tk) _ (ak+16—5(tk+1—tk) e an€—5(tn—tk)) =0.

Uz oznake i
5) = Zaje(s(t’“_tj), h(d) = Z ozje_‘s(tj_t’“),
j=1 j=k+1

trebamo dakle po § rijesiti jednadzbu

Medutim ¢(§) rastuéa (ili konstanta ako je k=1), h(d) strogo padajuéa pa je f(d) strogo rastuca.

Kako je lim f(6) = oo, o¢ito f ima toéno jednu nul-tocku. O
d—to0

Primijetimo da su oba sluc¢aja iz prethodnog primjera izvan dosega teorema. Postoje i drugi

dovoljni uvjeti. Sljede¢i navodimo bez dokaza.

Teorem 2.2.2. Za neto tokove novca Cy,C1,...,C, u vremenskim tockama tog < t1 < --- <ty

definirajmo S, = Z C;, r=0,1,...,n. Pretpostavimo da je Sy, S, # 0, da su So, Sy razlicitih
j=0
predznaka, te da se predznak u nizu Sp, S1, . . ., Sy, mijenja toéno jednom. Tada jednadzba (2.2.2)

1ma jedinstveno pozitivno rjeSemje.
Vidi primjer (2.2.1 (b)).

Primjer 2.2.2. Neka su Cj: —5,1,-3,8,4 . Tada su S, : —5,—4,-7,1,5 . <&

Primjer 2.2.3. Neka se ut = 0 investira iznos X, neka se na kraju svake godine tijekom
n godina uprihodi jX te neka se u t = n povuce pocetnu investiciju X. Odredite prinos ove
transakcije.

Rjesenje: Jednadzba vrijednosti je (koristimo oblik (2.2.3))

X 4 XA )T XA 4 P4 X ()T X (1 +4) T =0 /(1+z) /%
A+ 4+ + (1 +0)" ] = (1 +0)"
JLCR) i SR L

Ocito je jedno rjeSenje j = i; (rjeSavamo po i uz zadani j). Primjer je porkiven s oba prethodna
teorema, pa je rjeSenje jedinstveno.

Ovo je u skladu sa zdravim razumom. Za ¢ < j investitor ¢e biti na dobitku, za ¢ > j na
gubitku; naime, predlozena shema je identi¢na shemi ”prihoda od kamata”. I opéenito, problem
se moze "bankovno” ilustrirati: trazi se ona efektivna kamatna stopa ¢ uz koju su nase uplate

i bankine isplate u ravnotezi. &
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Primjer 2.2.4. Investitor moZe birati izmedu sljedeca dva plana Stednje:
(1) Deset godisnjih premija u iznosu 100 plativih unaprijed koje donose 1700 nakon 10 godina

(2) Petnaest godisnjih premija u iznosu 100 plativih unaprijed koje donose 3200 nakon 15

godina

Koji plan nudi visi prinos? Koje druge faktore investitor moze uzeti u obzir?
Rjesenje: Prema prvom teoremu postoji jedinstveno rjeSenje! Trazimo vrijednost kamatne

stope inducirane transakcijom.

(1) Jednadzba vrijednosti je

100 +100(1 4+4) "t + -+ +100(1 4 4) "2 = 1700(1 + i)~ 1© /%1-+i)10
1700 = 100(1 +4)(1 + (1 44) + - -- 4+ (1 +4)?),

dakle

(1+i)10—1
i

Oznac¢imo f(i) = 17 = (1 +14) . Trebamo dakle rijesiti jednadzbu

f(i) —17 = 0.

Ona se rjesava numericki. Pronademo i, i s takve da su f(i1) — 171 f(i2) — 17 suprotnog
predznaka, odnosno da se trazena vrijednost ¢ nalazi izmedu i; i i2 (ok, jer je f(7)
neprekidna za i > 0). Zatim koristimo linearnu interpolaciju. Imamo f(0.08) = 15.6455,
£(0.09) = 16.5603, f(0.10) = 17.5312. Kako je f(0,09) — 17 < 0 i f(0,10) — 17 > 0,
trazena vrijednost i je izmedu i3 = 0.09 i i2 = 0.10. Linearna interpolacija daje (sliéni

trokuti)
i—i da—i
f) = f@ir) — flin) — fia)’
1 — 0.09 0.1 —0.09

17 — 16.5603  17.5312 — 16.5603
odatle je i = 0.0945, 9.45% . Kad to uvrstimo gore u desnu stranu dobije se 16.990053 $to

je zadovoljavajuce.

(2) Ovdje je jednadzba
1445 —1
32:a+@LJ3L——
i
i istim nac¢inom iznademo da je rjesenje tocno 9% (u biti uvrstavanje daje 32.0034).

Dakle prvi plan izgleda bolji. Da li je?
Smisao je ovaj: uz kamatnu stopu 9.45%, odnosno 9% planovi su potpuno uravnotezeni. Dakle:
prihvacajuéi prvi plan mi odabiremo ”Stednju” u kojoj nam se priznaje ve¢a kamatna stopa.

Jasno, treba vidjeti §to bismo s novcem. Ako ga namjeravamo potroSiti, nema daljnjih
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razmatranja. Ako ga namjeravamo reinvenstirati onda treba vidjeti koju kamatnu stopu mozemo
postiéi u periodu [10,15]. Ako je taj manji, onda treba ponovo razmisliti.
Zamislimo da je na trziStu na snazi efektivna godisnja kamatna stopa 8% i da ée takva biti

na snazi tokom iduéih 15 godina. Izra¢unajmo sadasnju vrijednost oba plana
(1) 8%) s.w.1=1700v' — (100 + 100v + - -- + 1000Y) = 62.74,
(2) 8%) s.v.2=23200v' — (100 + 100v + - -- + 100 v1*) = 84.35.
Za (8,5%) sw.1=39,979, a s.v.2 =40,238,
Za (8,7%) s.w.1=231,259, a s.v.2= 23,670,
Za (9,0%) s.v.1=18,573,a s.v.2=0,00,
Za (10,0%) s.v.1 = —20,480.

Dakle, ovako gledano drugi plan je bolji.
Zakljucak: vazno je kakva je kamatna stopa na trzistu ne samo u [10, 15] nego ¢itavo vrijeme.
&

Primjer 2.2.5. U zamjenu za uplatu 500 sada i uplatu 200 nakon dvije godine investitor ce
dobiti 1000 nakon 5 godina od sada. Nadite prinos na transakciju.

Rjesenje:
1000 = 500(1 4 7)® + 200(1 + 7)*
10 = 5(1 +4)° + 2(1 +i)®
= i =8.3248%.

<

Primjer 2.2.6. U zamjenu za zajam u iznosu 100 duznik treba platiti 110 nakon 7 mjeseci.
Nadite godisnju kamatnu stopu, godisnju diskontnu stopu i godisnji intezitet kamate za ovu
transakciju.

Ubrzo nakon posudbe duznik predlaZe reprogramiranje: platio bi 50 nakon 7 mjeseca a drugu,
preostalu uplatu izvrsio bi 6 mjeseci kasnije. Uz suglasnost druge strane podrazumijevajuci istu
kamatnu stopu odredite odgovarajuci iznos druge uplate.

Rjesenje: Imamo

T

100(1 +4)12 = 110,
§to daje
7
i+ =mLl = i=017749.

Dakle je i =17.75%, d =1 —v = 0.15074, §(1 4+ i) = 0.16339.
Oznacimo drugu uplatu s X. Da sve bude u ravnotezi, preostalih 60 (60=110-50) bi nakon
iduc¢ih 6 mjeseci trebalo vrijediti X; dakle,

X =60(1+1)2 = 65.1075.
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100e12% — 50e2% — X = 0.
o

Primjer 2.2.7. Duznik treba platiti iznose z1, ...,z uw vremenima ty,...,t,. Umjesto toga, on
predlaze jednokratnu uplatu ukupnog duga xi + --- + x u trenutku t* koji je tezinski prosjek

originalnih vremena

o $1t1+"’+$ktk'
1+ g
Da li ovo korektno? (Uoci t* € [t1,tx].)
Rjesenje: Neka je T trenutak u kojem bi ukupna jednokratna uplata te svote bila fer.
Izjedna¢imo S.V.:

(w1 + -+ ap)e T =ze™ 4 ape ™ - e O,

Sad zamislimo da ra¢unamo u lipama - svi z; su tada cijeli brojevi. Sad zamislimo skup koji se
sastoji od z; brojeva od kojih je svaki jednak e~%%1, x5 brojeva, svaki e %2 | ... | x; brojeva
e~ 0% Svi nisu jednaki jer t; # t;. Iskoristimo li poznatu nejednakost aritmeticke i geometrijske

sredine (a + b > 2v/ab), dobivamo

o7 _ z1e7 4 poe0 4 gy e O
1+ -+ g

1
> ((efatl)m (e~8t2)o2 ... (efatk)xo [Cr==m

( x1t1+"'+$ktk>
=exp| —90 .

Ty 4+ g

Kako je logaritam rastuca funkcija slijedi
—0T > —=6t" = T <t"
Investitor je lukav. Korektna uplata treba doéi ranije. &

Primjer 2.2.8. (Komercijalni diskont) Zajmodavac temelji svoje kratkoroéne transakcije na
stopi komercijalnog diskonta D, 0 < D < 1. Ako je 0 < t < 1 nudi se zajam u iznosu X (1 — Dt)
u t=0 u zamjenu za otplatu X u casu t. Za takvu transakciju za period |o,t] treba izvesti izraz
za efektivnu godisnju diskontnu stopu d u terminima D, t.

Jasno je da d ovisi o t. PokazZite da d raste s t.

Rjesenje: Jednadzba transakcije u 0 glasi
1 — Dt =,

dakle je
1-Dt=(1-d! = d=1-(1- Dt



Financijska i aktuarska matematika 29

Dalje,
1-Dt=(1-d! = tin(l—d)=In(l- Dt
(jer |Dt| < 1 razvijemo u red)
Dt)? Dt)3
o tn(l—d)=—pt— P _(DHT
2 3
ot st
— In(l—d)=-D- D> —D3% —
2 3
Ako t raste desna strana pada, dakle In(1 — d) pada = 1—d pada = d raste. &

2.3 Financijske rente (annuity-certain): sadasnje vrijednosti i akumulacije

Renta je seriji od n jednakih isplata/uplata, u jednakim vremenskim intervalima. Sve is-
plate/uplate su izvjesne, neovisne o smrti ili dozivljenju neke osobe. Takva serija se naziva
renta ili financijska renta (annuity-certain)®. Pretpostavljamo da se opet operira s konstant-
nom kamatnom stopom i.

Promotrimo prvo slucaj isplate u iznosu 1 na kraju svake od n uzastopnih godina (jedini¢nih

intervala).

¢ C C
1 1 1
0 1 2 n

Sadasnja vrijednost takve rente je

1—2" 1—-2v" 1-=2"
am:vjt...—l—v”:U(1+v+...—|—v"_1):vl_v =7 =— (2.3.1)
-1

v

Ovakva se renta zove postnumerando ili plativa unatrag (ordinary annuity).
Uocimo da je stvar translaciono invarijantna; rezultat je isti kad ra¢unam vrijednost jednu godinu

prije prve isplate. Jasno, s.v. = C ay ako se ispla¢uje iznos C.

im 1 1 1 1 5
anl 1 1 1 1 Snl
0 1 2 n—1n

Vrijednost u trenutku prve isplate (prenumerando, plativo unaprijed) (annuity due) je

1—" 1—"
dg=1+v+..+0" 1= it (2.3.2)

3Ukoliko isplate nisu izvjesne i ovise o smrti ili o dozivljenju, radi se o Zivotnoj renti (contingent annuity).
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Ocito vrijedi (i aritmeticki i zdravorazumski)
dp = (141) ap, am =1+ az=n, Vn > 2. (2.3.3)

Vrijednost ovakve serije od n godisnjih isplata u trenutku zadnje isplate je

o , 144" -1
sm=(1+9)" 1+...+(1+Z)+1:(13, (2.3.4)
a godinu dana nakon zadnje isplate
149" —-1 144" -1
§m:(1+i)"+...+(1+i)2+(1+i):(1+i)( H? R : (2.3.5)

i d
Primijetimo da vrijedi

sopm— sm = sa(1+ 0" S — ¥ = Sa(1 +0)".

Ponekad se vrijednosti s; i S5 zovu i akumulacije, odnosno akumulirane vrijednosti renti.

Primijetimo jos da smo npr. sz mogli izvesti iz a5 i formule

1
(vr. toka novca u t,) = (s.v. toka novca).

”(ta)

U nasem slucaju bi bilo

1 apl—2" 1+4)" -1
sziam:(l—k@)n - :( ) .

v(n) i i
Lako se vide sljedece formule prispjela
kamata
kamata
ANT— ]
, s s
o (1 + Z)nam, ¢ ¢ vttt
g = (1+14)" dz, '0 '1 '2 ' ' n 1l 1 'n
snFn = 1+ 33,
S = (141)sq7, (2.3.6)
1=1iay+0",
1 =dazm+v"™. — (1+4+i)"=isg+1
— (14" =dsz+1

Ove jednakosti se mogu i algebarski izvesti i interpretirati. Npr. Predzadnja je jednadzba
vrijednosti na n godina u iznosu 1 u kojem se kamata (u godisnjem iznosu i) pla¢a na kraju
svake godine.

Sada zamislimo sve vece i ve¢e n i pustimo n — oo. Dobiveni nizovi isplata zovu se vjecne

rente (perpetuities). (Primjetimo: ¢ >0 — v = l%rz <l=v"—0zan— .

Jasno je da vrijedi

, 11 i 2% | 4% | 6% | 10% | 15%

UG =V +0v°+...=0 = -, " "

T—v i as3 | 50 | 25 | 16.66 | 10 | 6.66

=140t 0l = 1 :é i= | 51 | 26 | 17.66 | 11 | 7.66
— v
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Takoder je jasno da mora biti

1 1 i+1 1

Gm—om=g=y= =k

Korisno je imati navedene veli¢ine tabelirane za razne konkretne vrijednosti <. U praksi se obi¢no

tabeliraju ag i sy, a druge dvije se izvode iz njih.

Primjer 2.3.1. Na dan 15.11. svake godine od 1984 do 1999 ukljucivo investitor je uplacivao
iznos 500 na specijalan racun. Dana 15.11.2008. ce podici svoju uStedevinu. Odredite njezin
iznos ako je i=7%. Koliko bi bio iznos ustedevine na dan 31.12.2003.7

Rjesenje: Izvrseno je 16 uplata. Zato je vrijednost 500s1g na dan zadnje uplate (po definiciji
veli¢ine s5). Rezultat je 500s1g(1 + )%

Alternativno, 500(s35 — sz). Iznos ustedevine na dan 15.11.2003. je 18277,77. Na dan
31.12.2003. iznos bi bio

500s1g(1 +4)* (1 +14)%?* = ... = 18433, 01.

Odgodene rente (deferred annuities)
Opisimo sada odgodene rente. Odgodena postnumerando renta (renta plativa unazad) koja traje

n godina uz rok odgode m godina ima sljedeéi dijagram i sadasnju vrijednost.

1 1 1
1 1 1 1
0 1 m m +1 m+n
mlag =" ap = angpm — am)- (2.3.7)
Analogno se vidi,
mlim = v"dn = ) — Gm- (2.3.8)

Neprekidne rente
Neka je n > 0 (ne nuzno cijeli). Vrijednost u ¢ = 0 rente koja se ispla¢uje kontinuirano u
vremenskom intervalu [0,n] pri ¢emu je godiSnja stopa isplate konstantna i iznosi p(t) = 1,

oznacava se s @,y. Jasno je od prije

1—e o 1—o"

ayp :/ p(t)v(t)dt :/ e Odt = { 5 -5 0F0 (2.3.9)
0 0 n R 0=0
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Ako imamo takvu odgodenu rentu onda je

. (2.3.10)

m|aﬁ' = Qprm| —

Iz (2.3.9) i (2.3.1), za ¢ # 0, slijedi
Ay = <Ay - (2.3.11)

a a,y je tabelirana.

Rastuce rente
Preostalo je opisati rastucée i padajuce rente. Opcenito se ovo izvodi iz ve¢ poznate formule za
s.v. toka novca. Vazan je sljedeéi konkretan slucaj.

Promatramo postnumerando rentu u kojoj se u vremenskim tockama 1,2,...,n isplac¢uju

iznosi 1,2, ..., n.

(Iiz) 1 2 3 n
(Lazm) 1 2 n—1n
0 1 2 n—1mn

Sadasnja vrijednost takve rente je
(Ia)g =v4+20* 430+ -+ (n—1)v" L +no”. (2.3.12)
Odavde je
(1+d)Ia)g =1+20+30* + -+ (n—1)v" % +no" L
Oduzimanjem te jednakosti od (2.3.12) slijedi

i(Ta)g =1+v+0>+ - 40" =" =iy —n0"

ap — no™

—  (la)y = (2.3.13)

i

Obicaj je i funkciju (Ia),; tabelirati.

Ako sada imamo rentu, ¢iji iznosi isplate ¢ine aritmeticki niz, njezina se sadasnja vrijednost

moze napisati u terminima a; i (Ia);.

P P+@Q P+2Q P+ (n—1)Q

0 1 2 3 n—1 n
Konkretno, ako je prva isplata P, druga P+ @, k—ta P+ (k—1)Q, s.v. svih takvih uplata je

(P—Q)an+ Q(Ia)y,
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ili analogno (2.3.13);

Ir,4.
sv.= = |Qin+P—Q—(P+(n- 1)Q)v"].
Analogno imamo sadasnju vrijednost u trenutku prve isplate (prenumerando)

(Ia)g =14+ 20430 + 303+ "' = (1 +i)(Ta)q
dpy —no™

Takoder, lagano se vidi
(ld)y =1+ =y + (Ia)m‘ . (2.3.14)

Neprekidne rastuée rente
Slucaj neprekidnih renti koje se isplac¢uju tokom perioda [0,7] moze se poopéiti na dva nacina:
(a) stopa isplate je konstantna tokom godine p(t) =7, Vt € [r—1,r]za r=1,2,....n;

(b) stopa isplate je u trenutku ¢t p(t) =t¢, Vit € [0,n] .

U oba slucaja rezultat, tj. s.v. znamo iz (1.7.5)

(1) :/0 oty oty dt =3 (/ 1rvtdt) = deonv (2.3.15)
r=1 r—
Takoder, lagano se vidi
(Ia)y = / tv(t) dt = (parcijalna integracija) = w (2.3.16)
0

Padajuce rente
Diskusija padajuc¢ih renti se dobije kombinacijom konstantnih i rastu¢ih. Npr. niz n,n —
1,---,3,2,1 dobijemo tako da od n,n,--- ,n oduzmemo 0,1,2,--- ,n — 1.

Izvedite izraze za odgovarajuée sadasnje vrijednosti: (Da),;, (Di)y, (Da)., (Da),p!

Ako je prva isplata P, druga P — Q , k-ta P — (k — 1)@, s.v. svih takvih uplata je

(P+Q)ap — Q1a);.

Jos na kraju spomenimo da kad se pojavljuje viSe kamatnih stopa cesto pisSemo anm;, sp; ,
i sli¢no.
Primjer 2.3.2. Rente se isplacuju godisnje unatrag (krajem svake godine). Prva isplata je 8000,

a iznos svake sljedeée se umanjuje za 300. Ukupno se vrsi 20 isplata. Za i = 5% nadite s.v. u

oznaci X.
Kolika bi bila s.v. rente ako bi se isti iznosi isplacivali mjesecéno unatrag?
Rjesenje: 1. nacin:
X = 8000w + 7700v* + 740003 + - - - 4 (8000 — 19 - 300)v°
= (14+14)X = 8000 + 77000 + - - - + 23000™.
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Oduzimanjem slijedi
i X = 8000 — 300(v 4+ v? + - - - 4+ v1%) — 2300 0%
— X= %(8000 — 300 a9 — 23000%%) = 70151, 28.
2. nacin:

X =8300(v +v? + - - +0v?°) — 300(v + 2v% 4 30 + - - - + 200%),
X = 8300035 — 300(Ia)z = -~ = 70151, 08.

2.4 Otplata zajma jednakim anuitetima

Pretpostavimo da u ¢ = 0 investitor posudi nekome (duzniku) iznos L u zamjenu za seriju od n

uplata u trenucima ¢t = j, j = 1,...,n. Pretpostavimo da je kamatna stopa ¢ po kojoj je zajam
ponuden konstantna, i da duznik u trenucima 1,2, ...,n otplac¢uje jednake iznose (anuitete) .
1 1 1 1
0 1 2 n—1mn
L

S F, ozna¢imo ukupan ostatak duga neposredno nakon uplate r-tog iznosa x u trenutku
t=r, r=1,2,...,n (tj. F, je vrijednost u trenutku ¢ svih neuplaéenih anuiteta). Uz oznaku
Fy = L, imamo, F} = (1 +1) Fp —x itd., tj. vrijedi

Foy=(1+4i)F —=x. (2.4.1)

U iznosu F,, kao ostatku duga u t = r, primijetimo da je iznos kamata jednak 0 (prispjele
kamate su u potpunosti otplac¢ene anuitetom x) — kamate ¢e se nagomilati od  do r+1 u iznosu
i Fy. Iznos z se sastoji od prispjelih kamata (i F}.) i dijela glavnice (zajma).

S f, ozna¢imo dio iznosa zajma (dio glavnice 4) u anuitetu  upla¢enom u trenutku t = r;
tada je

r=xpp1 =10 F + fry1, r=0,1,2,....n—1.
Odatle i iz (2.4.1) imamo:
fre1=Fr — Fry1.

Akood F,=(1+41i)-F,_1 —x oduzmemo (2.4.1) dobivamo

FoeFp =+ 1D)F1—F) = fo1=0+f-

Kako sadasnja vrijednost svih anuiteta z mora biti jednaka zajmu L, imamo (vidi Financijske
rente) da je L = x - ay . Iz Cega slijedi izraz za anuitet plativ krajem ’godine’.

$:£:L' i- (14"

p TR (2.4.2)

40tplaéeni dio glavnice se u nekoj literaturi naziva i ’otplatna kvota’.
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Ukupne kamata koja se plati tokom otplate zajma (cijena zajma) je
n-x—L=n-x—agzr=2x(n—ay) .
Primjedba. U drugoj literaturi, cesto se anuitet izraZava u ovisnosti od dekurzivnog kamatnog
faktora R = (1 +1). Tada (2.4.2) poprima poznatiji oblik

R—-1

=L -R" .
T RR’”—I

Odnosno, ako se uplate vrse p puta u jedinicnom intervalu (godisnje), tijekom n jedinicnih

intervala, tada, uz oznaku m = pn, gdje je m broj uplata; imamo izraz za anuitet x :

m Rr —1 Rr —1
=1L - =L -R" . 2.4.
T R» - R 1 (2.4.3)

Primjer 2.4.1. Zajam od 100000, na 5 godina, uz kamatnu stopu od 6% otplacuje se tjedno.
Uz pretpostavku da 1 godina ima toéno 52 tjedna treba naci iznos (tjednog) anuiteta. Za koliko
% se poveéa anuitet kada k.s. skoci na 8% ?

Rjesenje: Uzmimo za jedini¢ni interval jedan tjedan. Tada u 5 godina imamo n = 5-52 =

260 jedinicnih intervala, a kamatna stopa na jediniénom intervalu je
i=(1+0,06)5 —1=0,0011211.

Nadalje je,
0?00 = 0,7472581, gy = - - = 225, 44.

Tada iz (2.4.2) slijedi da je tjedni anuitet z = 443, 58.
Za 5 godina se ukupno plati
260 - 443,58 = 115330, 8.

Cijena uzimanja zajma je 115330,8 — 100000 = 15330, 8.

Za i = 8% anuitet je 463.69, tj. anuitet se poveéa za 4.54%.

2. nacin: Ako bismo koristili prethodnu primjedbu imamo p =52,m =5,n = 260,R =
1.06, te iz (2.4.3) dobivamo da je x = 443,60 . &

Tablica plana otplate

Sada se moze konstruirati tablica plana otplate koja pokazuje koji dio anuiteta (otplate) x u
svakom trenutku 7, r = 1,2,...,n, se odnosi na kamate, a koji dio otpla¢uje glavnicu (zajam),
kao i koliki je ostatak duga.

Neposredno nakon §to je r-ta uplata ucinjena, preostaje n —r nepodmirenih uplata i u tom
trenutku ostatak duga je

Fr =T an—p- (244)

Tada iznos dijela zajma otpla¢enog u t =1 je

fr = lr—1 —FT :x-am—x-am:x-v"_rﬂ, (2.4.5)
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a iznos prispjelih kamata u trenutku r pla¢enih u anuitetu x u trenutku r, je

Investitorov plan otplate za x = 1 (za x # 1 veli¢ine su proporcionalne) prikazan je sljede¢om

kr =2 — fr.

tablicom:
kr f'r‘ Fr
redni broj kamate placene u dio Z%Jma .
otplate (r) rtoi otplati otpladenog u r-toj | ostatak duga nakon r-te otplate
P J OtP otplati
0 am
1 toapg=1—0" (i am — V" = ag=7
2 1+ Gp=7 = 1—ont pnl am—v"_l = an—7
r i - =TT = 1— ,Unfr+l ,Unf'r+1 =TT — ,Unf'r‘Jrl = a7—n
n—1 i-ag=1—10v? 02 az —v? = ag
n i-ag=1—0ot v an—v=ag=0
Ukupno n— an an

Tablica 2. z,, = x = f. + k.

Primjer 2.4.2. Zajam od 10000 ée biti vracen u 10 godina, s jednakim anuitetima plativim
mjesecno unazad (krajem mjeseca). Iznos mjesecne otplate je racunat na osnovi efektivne ka-
matne stope od 12,6825% (1% mjesecno). Treba naéi:

(a) iznos mjesecne otplate?

(b) Ukupni otplacéeni dio zajma i kamate placene u
i) prvoj godini
i1) posljednjoj godini

(c) Nakon koje po redu otplate ée ostatak duga biti mangi od 50007 (Planom otplate s jednakim
vremenskim anuitetima u jednakim vremenskim razmacima se uwvijek pri svakoj otplati u

potpunosti otplate sve do tada prispjele kamate, plus neki dio zajma.)
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(d) Kada ¢ée (pri kojoj po redu otplati) u anuitetu, dio kojim se otplacuje zajam biti veéi od

dijela kojim se otpladuju prispjele kamate?

Rjesenje: Odaberimo 1 mjesec kao nasu jedinicu vremena! Tada je i = 1% = 0.01.

(a)

(b)(ii)

L = 10000, iz (2.4.2) slijedi
L 10000

- - — 14347
. arm  69.7005 ’
1— ,U120
120 T "1
o 1 120
o (1.01)

= g = 69.7005.
Primijetimo da je totalna otplata u 1. godini 12 - 143.47 = 1721.64..

1. pristup: Ostatak zajma na kraju 1. godine (neposredno nakon 12-te otplate) je jednos-

tavno vrijednost ostalih uplata u tom trenutku (r = 12) tj.
T - atgg = 9448.62, pri i = 1%.
To znaci da je ukupno otplaceni dio zajma u prvoj godini
10000 — 9448.62 = 551.38,

odnosno, kamate plac¢ene u prvoj godini su 1721.64 — 551.38 = 1170.26.
2. pristup: Dio zajma otpla¢enog u prvom obroku je

143.47 — 10000 - 0.01 = 43.47.

Buduéi da se radi o otplati jednake anuitetima, iznosi otplate zajma u svakom anuitetu
¢ine geometrijski niz s kvocijentom (1-+14), tj. 1.01. Prema 3. stupcu tablice plana otplate
slijedi
a1 =zv" =4347, a, =a,_1-q, ¢g=1.01
tj.
ay =43.47, ay =a1-1.01, ..., a, = ay - (1.01)" L.

Zato je suma prvih 12 dijelova u otplati koji se odnosi na otplatu zajma

43.47 - s19 = 551.31.

Dio zajma otplacen u posljednjoj godini je jednostavno ostatak duga neposredno nakon

108 otplate, tj. na startu posljednje godine. To je
143.47 - atg = 1614.77.

Kamate pla¢ene u toj godini su 1721.64 — 1614.71 = 106.87.
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(c) Poslije otplate u r-tom mjesecu ostatak duga na zajam je 143.47- a5 - Iz nejednadzbe
143.47 - am S 5000
slijedi
a5 =5 < 34.85 pri i =1%.

Kako je azz = 34.81 i agg = 35.4555, ostatak duga na zajam je prvi puta manji od 5000
za

120 —r =43
pajer ="177.

(d) r-ta otplata zajma (dio otplate z u t = r) je 43.47 - (1.01)"~!. Zelimo znati za koji
r € {1,...,n} je taj iznos prvi puta veéi od polovice mjese¢ne otplate x. Tj. za koji

najmanji r vrijedi:

43.47 - (1.01)"! > 14?;'47.
Odavde je 16502
nl.
r—1> W:50.34.
Dakle, trazena vrijednost je 52!
O
Primjedba. Ispodgodisnja efektivna kamatna stopa: [0,1], p € N, % - duljina ispodgodisnjeg
intervala za koju trazimo efektivnu kamatu. (Npr. {O, H, [%, %}, r € {l,...,p}.) Oznacimo

traZenu efektivnu kamatnu stopu s i, .

Mora biti

da bi i’y bio ekvivalentan s i, tj.
P

o= (L4+i)r —1=¢1+i— 1. (2.4.6)
p

=L =, (2.4.7)

tj. ispodgodisnja efektivna kamatna stopa iy, , ekvivalentna je godisnjoj efektivnoj kamatnoj stopi
i, jednaka je odgovarajucoj godisnjoj nomfnalnoj kamatnoj stopt plativoj p puta godisnje, podi-
jeljenoj s brojem ispodgodisnjeg intervala p.

Za bilo koji interval duljine t vrijedi da je efektivna kamatna stopa i), koja se odnosi na taj

interval, a ekvivalentna je godisnjoj efektivnoj kamatnoj stopi i, dana sa:

i, = (1+14)" — 1. (2.4.8)
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Zadaci i rjesenja
Zadaci

Zadatak 1. Duznik je suglasan da kredit u iznosu 3000 otplati s 15 godisngih uplata u iznosu
500 od kojih prva dospijeva 5 godina od sada. Nadite prinos ove transakcije.
1 1
Zadatak 2. DokaZite da vrijedi — +1=—, n € N/
Snl Qpy
Zadatak 3. Odredite onu konstantnu efektivnu kamatnu stopu uz koju se iznos C investiran na

rok od 11 godina utrostruci.
Zadatak 4. U zamjenu za jednokratnu uplatu u iznosu 1000 banka nudi opcije:
(a) Jednokratnu isplatu u iznosu 1330 nakon 3 godine.
(b) Jednokratnu isplatu u iznosu 1550 nakon 5 godina.
(c) Cetiri godisnje isplate, svaku u iznosu 425 od kojih prva dospijeva nakon 5 godina.

Nadite prinos svake od ovih transakcija.
Pretpostavimo da investitor odabere plan (a) te da isplacenu svotu reinvestira uz fiksnu ka-
matnu stopu. Kolika mora biti ta stopa da bi nakon 2 godine akumulacije iznosila 15507
Pretpostavimo da investitor odabere plan (b) te da nakon isplate odluci kupiti “prenume-
rando” rentu plativu tokom 4 godine. Koliko bi trebala biti kamatna stopa da bi iznos te rente

bio 4257

Zadatak 5. Neka se u danom planu Stednje premija placa godisnje unaprijed u iznosu X tokom
n godina. Za uzvrat investitor dobiva m godisnjih isplata u iznosu Y s tim da prva isplata

dospijeva 1 godinu nakon zadnje uplate.
(a) Napisite jednadzbu vrijednosti.
(b) Neka je X = 1000, Y = 2000, n = 10. Odredite prinos na transakciju za m = 10.
(¢c) Za koje m, uz X, Y, n kao u (b), ée prinos na transakciju biti izmedu 8 1 10 %?

Zadatak 6. Postnumerando rente se placa 20 godina; prvih 6 godina w iznosu b, daljnjih 9
godina u iznosu 7 4 preostalih 5 godina w iznosu 10. PokaZite da je vrijednost u trenutku prve
uplate

10aﬁ| — 3aﬁ| — 2ag| + 5.

Zadatak 7. Prenumerando godisnja renta se placa n godina, prva isplata je u iznosu 1, a svaka
sljedeca je za faktor (14 1) veéa od prethodne. DokaZite da je uz fiksnu godisnju kamatnu stopu
1 sadasnje vrijednost takve rente jednaka

1—7

14r

inj,  gdje je j =

Odredite i sadasnju vrijednost takve postnumerando rente.
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U zamjenu za jednokratnu uplatu iznosa 10 000 osoba cée primati rentu godisnje unatrag s
tim da je svaka isplata 5% veéa od prethodne.

Za i = 9% odredite iznos prve isplate.

Zadatak 8. Investitor uplacuje 20 premija godisnje unaprijed. Nakon 20 godina primit ce
akumulirani iznos svojih uplata. Taj je izracunat na bazi i = 8% za prvih 5 godina, i = 6% za
iducih 7, te i = 5% za zavrsnih 8 godina. Nadite iznos isplate ako je svaka uplata iznosila 100.

Izracunagte 1 prinos na transakciju.
Rjesenja
1. Jednadzba vrijednosti je
3000 = 500(v° + - - - + v'?) = 500(ag — azg) = 500(dgy — i)
ili pak
3000 = 5000°(1 + - - - + v'*) = 5000°digy.

Sve zajedno

1—w 1—v
Prvi teorem u ovom poglavlju jamé¢i da imamo jedinstveno rjeSenje. Uoc¢imo inace da je
desna strana ocito padajuca funkcija. RjeSenje mozemo aproksimirati po volji dobro.

Rac¢unamo desnu stranu:

Za i = 8% dobivamo 6.29147 .
Za i = 9% dobivamo 5.71039.

Linearna interpolacija daje cca i = 8.5%.

2. Vrijedi

1, i L i i i
_— 12_7 1 = - = = =
S (14+i)»—1 (1+i)r—1 1—@ 1—om

)
:J‘“

3. CU+)"=3C,i=V3-1,i=105%.

4. Jednadzbe vrijednosti glase:

—1000 + 13300 =0 = 1000(1 + )3 = 1330

= 1 =0.0997, odnosno  9.97%
—1000 4 15500° =0 = 1000(1 + 7)® = 1550

= 1= 0.0916, odnosno  9.16%

—1000 + 425azv?, odnosno  1000(1 +4)* = 425az.
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(14 4)*
az

Opet pogadamo i linearno interpoliramo; treba nam = 0.425. Kako

i =8% daje 0.41076,

i =9% daje 0.43571,

interpolacija daje i = 8.57%. (Primijetimo da v*ag po definiciji pogodbe daje : kad i raste

s.v. mora padati).
Oznacimo novu stopu s j. Mora biti 1330(1 + j)? > 1550 §to daje j > 0.07954.

U tre¢em slucaju opet oznac¢imo novu kamatnu stopu s j. Treba biti
425d7 ; < 1550

(veéa kamatna stopa — jeftinija renta). Pisemo

1550
azj=1+ag; < 15 = 3.64706 — ag; < 2.64706.
Vrijedi
az6% — 26730, az 7% = 2.6243.

Interpolacija daje j = 6.53265% .

5. U trenutku 1 godine prije prve uplate je
—Xag+Y plag = 0.
Dakle je
—Xap + Y (a55m —an) =0
(jasno, moguce je ovo izraziti i u terminima dy, i slicno).

U (b) imamo
Yagm — (X +Y)ay =0, odnosno 2000agzy — 3000agg = 0.

Linearnom interpolacijom slijedi 7 = 7.19%.
Jasno je po zdravom razumu: ako je n = 10 fiksirano onda kako m raste, raste i prinos na

transakciju. Za m = 12 prvi puta prijedemo 8% , sad se vidi m € [12,16] .

6. Vrijednost u trenutku prve isplate je

Sdg + 76\%‘ +10 15]dg| = Big + 7(dﬁ| — dg‘) + 10(d70‘ — dﬁl)
= 10dg5 — 3dgs — 2dg
=10(1 + agg) — 3(1 +agg) — 2(1 + ag)
= 10aﬁ| — 3aﬁ| — 2a5| +5.
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7. Oznacimo trazenu vrijednost s dz;,, odnosno az;,. Vrijedi

o =1+ L+ r)L+ )7+ (L) (L4072 4 (L) (1) 70,

T 14, dakle
T

1
Oznacimo 1

1+i71+i—r+r71+i—r71+.
T+r  1+4r 14 r P

dakle, j = % . Slijedi
T

1

dmir =14 (L4+5) 7 4+ (14 §)7 7D =g,

anir =1+ + L4140+ (L) 1407 = ——an;.

Ovdje je izraz malo kompliciraniji od prethodnog, ali jos uvijek je lagan.
Neka je prva isplata X. Jednadzba vrijednosti je

1+i 1,09
1+ 1,05

1 , .
10000 = X ~reagg ;o 1+ = =1,0381, j=3,81.

Opet linearnom interpolacijom dobijemo rezultat X = 758,95 .

8. Akumulacija nakon 5 godina 100 53,8% , akumulacija nakon 12 godina
100 35 g9, - 1,067 + 100 37 6

ukupna akumulacija

100(33) g9 - 1,067 - 1,05% + 87 5o, - 1,05° + 3 50) = 3724, 77,

Prinos na transakciju ¢ dobijemo rjesavanjem jednadzbe
100 83g; = 3724, 77

(izjednacavanjem vrijednosti u trenutku isplate). Rezultat je i = 5,59%.
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3 Nominalne kamatne stope i necjelobrojne funkcije

3.1 Kamate plative p puta godisnje

Nadalje, opet pretpostavimo da je efektivna kamatna stopa i fiksna. Neka je p prirodan broj,
gledat ¢emo transakcije koje se odvijaju p puta godisnje u jednakim razmacima duljine 1/p.
Definirali smo u 1. poglavlju nominalnu kamatnu stopu i®) konvertibilnu (plativa) p puta

godisnje relacijom
1 1
)=A(tt+ =) =1+ -i?, v
p

A(0,
( p

D=

Pokazali smo da vrijedi (1.3.4) tj.

;(P)
(1—1—%)1):1—}—1', odnosno i® :p((l—i—i)% -1).

Velicine i(P) mozemo opisati i alternativno. Zamislimo da duznik koji je uzeo zajam u iznosu

1 u trenutku 0 svoju kamatu zeli platiti u p jednakih obroka u trenucima

1

Tvrdimo da je ukupni iznos i?), tj. svaka “rata” je =i®): tada bi trebalo vrijediti (iz-
p

jednacavanjem vrijednosti u t = 1)

p

3 i 1+i)5 =1, (3.1.1)
=1 P

a provjera je jednostavna
162) 162) N ) ((1+34 1 162) ;
v 1—|—z P —’p ]_]4;‘ Z ((1+Z)p) :Lu:’i%:Z
= P —o P P14 -1 P (1+4)p —1
Sad mozemo zamisliti i analogni manevar. Zamislimo da se kamata zeli otplatiti u p jednakih
obroka, ali u trenucima
1 p—1
0,—,...,
p p

Oznac¢imo ukupnu otplatu s d), tako da je svaka "rata” jednaka %d(p). Inace, sjetimo se da

je, po nagoj analizi, odnosno interpretaciji jednakosti d = iv, dV) = d. Izjednac¢imo vrijednosti

u t = 0 dobivamo

d(P) -1
(1+vp+up+ +vP):d (3.1.2)
d® 1 — (U%)p d» 1y d®) d
= &= o T T Ty 1= p 4t
1 —or p v p 1—(1—d)1’
()
]
—  4® :p[l—(l—d)l/”] = @ (3.1.3)
P
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d®) se zove nominalna diskontna (anticipativna) kamatna stopa plativa(konvertibilna)
p puta godiSnje.
Uocimo da svake od velicina 4, i®, d, d?) definira ostale. Iz svega §to je receno sljedeca

shema predstavlja ekvivalente nacine pla¢anja kamate.

i 2 3 p—1
o » D p 1
d
O O R OR ) i
»p p  p P P

DR O R0} DR}

P  p P P P

Primjer 3.1.1. Neka je nominalna kamatna stopa 12% godisnje, plativa kvartalno. Tada je

sadasnja vrijednost od iznosa 1 koji dospijeva za t godina jednak

1+~ =1+ ij)]—‘“ =1+ 0’412)—‘“ =1,037%.
O
Primjer 3.1.2. Za dani 6 = 0,1 nadite vrijednosti:
(i) i,i® (12, 3(52) ;(365)
(i) d,d®,d1? 62 ((365)
Rjesenje:
(i) i® = p[(L+)'/P — 1] = p[e?/? — 1] = p[e®!/P — 1]
(i) d® =p[1 — (1 —d)"/?] = p[1 — /] = p[1 — e~ O:1/7]
p 1 4 12 52 365
i® 110,105171 | ——— [ 0,100418 - — 0,100014
d® |1 0,095163 | 0,098760 | — — — ——— 0, 099986
O

Sjetimo se da smo pokazali (vidi (1.4.11)) da vrijedi

Z:@(l) >’L.(2) >Z(3) > .,
Uocimo da je jasno d® < i®) vp (jer se % placa ranije nego %, a jednak je broj pla¢anja).
Kako je d =iv iz (3.1.1) i (3.1.2) slijedi da je

4@ — i) /e (3.1.4)
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Dalje, sjetimo se da smo imali v =¢e"9, d=1—v,
i®) =p (7 — 1), (3.1.5)
a sad isto lagano dobijemo iz (3.1.3)
d® =p (1- 6—6/19) ) (3.1.6)
Sad se moze analizirati funkcija
g(x) =z(1— 6_%), x>0, § = konst.
Pokazuje se da je rastuca i to odmah povlaci
o> d® > d® > g =g, (3.1.7)

Dalje, kako je

. s . . _3s
xlingom(ez—l)—5 i ychﬁ]ngoa;(l—e @) =20

(oboje ide L’Hospitalovim pravilom) slijedi

lim i® =4, lim d® = .

p—00 p—o0

(prvu relaciju znamo otprije) i kako su to limesi padajuéeg, odnosno rastuéeg niza to su njihovi

infimum, odnosno supremum.

Zakljucujemo
Dalje,
1 1 1 1

) i) . I

A0 iy (1 —d)r) p((1 i) 1)
1 1
- 1

p(L—wvr) p((1+i)r —1)

Dakle je (iznenadujuée, neovisno o i)

1 1_1 31.9
oo (3.1.9)
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3.2 Rente koje se isplaé¢uju p puta godisnje

Uzmimo rentu koja se isplac¢uje p puta godisnje, postnumerando, u godisnjem iznosu 1, tijekom

n godina, dakle u intervalu [0, n]; dakle dijagram je

1 1 1 1 1

p p p P P
1 2 pt+l

0 > 5 1 » n
Sadasnja vrijednost je .

w_ _*
Uy = oy G- (3.2.1)
1 2 p—1 i

Naime, uplate/isplate u trenucima = 1 u iznosu TP) vrijede u t = 1 toc¢no i (vidi

D’ 57 ccy Ta
(3.1.1)). Tada uplata/isplata u tim trenucima u iznosu 1/p u trenutku t = 1 vrijede tocno i/i(®).

Dakle, situaciju koju imamo vidimo iz sljedeéeg dijagrama

i/i(P) i/i®) . i/iP)

0 1 2 n

Alternativno, koristeéi osnovne principe mozemo doéi do jednakosti (3.2.1). Naime,

np n_ _.n _.n
n 1 _1 1
=1 P Poowr—1 pr—-1) p((A+i?r—1)
I S T R A
T e T e e

Definicija simbola dg) je analogna. Prvim principom dobijemo

. 1
i = T (3.2.2)
Zapisimo i alternativne formule koje smo dobili putem
w _ 1"
A - Z(p) ) (3.2.3)
. 1—"

Napomena: Ukoliko se isplac¢uje p puta godiSnje u godisnjem iznosu C, tada se s.v. svih uplata
dobije tako da se s C' pomnoze jednakosti (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) i (3.2.4).

1
Iz dijagrama josS vidimo ag) =or dg) i takoder

iay T 0@ = iy 5@ = q@) g BV e (3.2.5)

n n
Nastavljajuci dalje dobivamo

" (i“)ddﬁ (23.9) 5. (3.2.6)

tap=1—w
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Kad u prethodnim relacijama uvazimo lim i) = lim d® = § slijedi

pP—00 P—00
. o _ (239 1 —o"
plggo al?) :plirgo a(mp) =ay = 5 (3.2.7)

Sto je i intuitivno jasno; kad p — oo isplate se kontinuiraju. (Sjetimo se da je 6 = In(1 +1).)

Lako bi dobili i akumulacije a takoder i odgodene rente. Za vje¢ne ispodgodisSnje rente

imamo: .
»_ L
Uog = i) (3.2.8)
) _ L
(o5 = Ok (3.2.9)
Specijalno,
~(p) _ (p) (3.19) 1
aO& — (Zoo—| = 1;,
Sto je opet i intuitivno jasno.
3.3 Rente koje se isplac¢uju u intervalima duzim od godisnjih
Ovdje ¢emo opet primijeniti tehniku kojom smo izveli izraze za sadasnje vrijednosti a,;” i d,;’ .

Fiksirajmo » € N i promotrimo seriju isplata koje se dogadaju svakih r godina, dakle u vre-
menskim tockama r,2r,3r,...,kr, k € N fiksan.
Ideja je da iznos koji se ispla¢uje svakih r godina, recimo X, zamijenimo odgovarajuéim

iznosom Y koji bi se placao svake godine, ali tako da vrijednost bude ista.

X X X
Yy Vv ... Yy Vv ... Y 'V VY Y Y
0 1 2 r r4+1 2r kr

Po definiciji akumulacije u trenutku ¢ = r (nakon r-te isplate iznosa Y') vrijedi:

1
X=s51Y, V=—X

57l
pa je
s.v. (svih k uplata u iznosu X) =Y - agp,

tj.

X 1—o"

SV.= —agA = 7——~—— - 3.3.1

sq T A+ —1 (3:3.1)

(kr godina postnumeranto renta u iznosu ).
. . . Sﬂ
Za vjecnu rentu u ovom sluc¢aju imamo

X 1 X
s vV.= —+ 7= ——m——.
spoi (1+4d)r—1

Naravno, to se moze dobiti i primjenjujué¢i osnovne principe.
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Primjer 3.3.1. Kupujemo rentu koja ée se u godisnjem iznosu 120 plaéati u jednakim iznosima
na kraju svakog kvartala tokom 5 godina. Odredite sadasnju vrijednost ako je godisnja kamatna
stopa 12%.

(a) efektivna,
(b) nominalna, plativa polugodisnje,
(¢) nominalna, plativa kvartalno,
(d) mominalna, plativa mjesecno.
Rjesenje:
(a) Jedinica vremena je jedna godina. i = 12%, ™ =4((14i)%/* —1) = 0,1149494, pa je

. . 5
— 19200 — 120 L gn— 120 L LT
s.v.=120ay" =120 @ az = 120 @ 451,5795.
(b) Ovo je kao da imamo vremensku jedinicu % godine i efektivnu kamatnu stopu 6% po jedinici
vremena. U toj vremenskoj jedinici imamo postnumerando rentu u iznosu 60 po jedinici

vremena koja se ispla¢uje 2 puta po jedinici vremena tokom 10 vremenskih jedinica.

1 10

_ (2 _ —v
s.v. =60 aﬁl =60 @

- (z — 0,06, i® = 0,059126) — 448,1328.

(c)
1— 020

30aszp (po 3%) = 30 = 446, 3243 .

(d) Ovdje mozemo iskoristiti (3.3.1) pa imamo (iz perspektive rezultata(c) iz kvartalne pers-

pektive)

30
— agp (po 1%) = 445,0847.
3

Zadaci i rjesenja
Zadaci

Zadatak 1. Neka je na snazi efektivna kamatna stopa j. Banka A nudi zajam koji se otplacuje u
jednakim godisnjim iznosima na kraju svake godine. Za isti zajam i na isti rok banke B traZi iste
godisnje iznose, ali zahtijeva da se uplate vrse svake godine u jednakim iznosima koji dospijevaju
p puta godisnje, postnumerando. PokaZite da za efektivnu kamatnu stopu i koju koristi banka B
vrijedi i > j = (1 + %)p — 1 za svakin (dakle neovisno o broju godina trajanja zajma,).
[Uoéimo da je j > j §to i mora biti, naime po uvjetima zadatka banka B ocito koristi vecu
kamatnu stopu - jer godisnja uplata je ista u iznosu, no u slu¢aju B dospijeva mnije.]

Odredite i ako je j = 0,08, p =12, n = 10.
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Zadatak 2. Svake 3 godine se uplati 100 na racun koji donosi kamatu po fiksnoj stopi. Nadite
akumulirani iznos meposredno prije Seste uplate, ako je

(a) kamatna stopa efektivna, 10% godisnje,

(b) kamatna stopa nominalna, 10% godisnje, konvertibilna polugodisnje.

Zadatak 3. Neka je efektivna godisnja kamatna stopa 12%. Nadite sadasnju vrijednost rente

koja se isplacuje u godisnjem iznosu 600, tijekom 20 godina.
(a) godisnje, postnumerando,
(b) kvartalno, postnumerando,
(c) mjeseéno, postnumerando,
(d) kontinuirano.
Zadatak rijesite i kada je zadana nominalna godisnja kamatna stopa 12%, plativa kvartalno.

Zadatak 4. Renta se isplac¢uje postnumerando 15 godina, polugodisnje prvih 5 godina, kvartalno
iduéih 5 godina i mjesecno zadnjih 5 godina. Svakih 5 godina godisnja isplate se udvostrucuju.
Na bazi nominalne kamatne stope 8% plative kvartalno za prve 4 godine, nominalne kamatne
stope 8% plative polugodisnje za iduéih 8 godina, te efektivne kamatne stope 8% za zadnje 3

godine, izracunata je sadasnja vrijednost u iznosu 2049. Odredite pocetni godisnji iznos rente.

Zadatak 5. Renta se isplac¢uje 20 godina, iznos u godini k neka je k%, k = 1,2,---,20. Neka

je efektivna kamatna stopa 5%. Nadite sadasnju vrijednost ako se renta placa:
(a) godisnje unaprijed,
(b) kvartalno unaprijed u jednakim godisnjim iznosima,
(c¢) polugodisnje unatrag u jednakim godisnjim iznosima,
(d) kontinuirano uz konstantnu stopu isplate tokom svake godine.
Zadatak 6. Dana 1.11.2005. investitor je imao pravo na primitak triju renti (od istog drustva).
(1) 200 godisnje, na dan 1.2.2006. do ukljucivo 1.2.2027.

(2) 320 godisnje, plativo kvartalno na dane 1.1., 1.4., 1.7., 1.10. svake godine s tim da zadnja
isplata dospijeva 1.1.2022.

(3) 180 godisnge, plativo mjesecno, pocetkom svakog mjeseca i zadnjom isplatom na dan 1.8.2024.

Neposredno nakon primitka mjeseéne isplate 1.11.2005. investitor je podnio zahtjev da se ove 3
rente objedine u rentu plativu polugodisnje na dane 1.2. ¢ 1.8. svake godine s tim da isplata krene
1.2.2006., da zadnja isplata bude 1.2.2027.. Odredite iznos nove rente ako je i = 0.08.
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Rjesenja

1. Jasno je da na rezultat ne utjece iznos kredita X veé samo ev. broj godine n; to mora

pokazati i racun.

Godisnji iznos otplate za oba drustva je ; za banku A to daje racun, za banku B

uvjet zadatka. Sada je dalje

i ova strana odreduje i. Lijeva strana je za zadane j,n,p padajuca funkcija od i jer kako

. (p) .. , . e e . ~ . .
i raste s.v. az; ocito opada. Zato, ako ho¢emo pokazati da vrijedi ¢ > j, dovoljno je

pokazati

p)

a-’, - ——>1, tj. a(3>a,~;7j.

nl,j aﬁj nl,
Uocimo da je

N Al .
JP =p((1+5)r —1) =3

(po definiciji od 7). Zato je

W L=+ 1= (14 1= (L)
wj 5@) B 5@ - j ‘

Sad koristimo

(L+2)" > (14)",
p
§to dolazi od )
1+2P>1+]
p
Zato, nastavljajuéi gornji racun nalazimo

— Y
a(f)c > —1 (1Ti_]) =
n,J j
Posebno, za j = 0,08 imamo a;p = 6, 7101 pa sad dakle trazimo ¢ tako da bude aggz =
6,7101. Vidi se da lijeva strana gornje nejednakosti iznosi 6,95273 za ¢ = 0,08 i takoder

6,67826 za i = 0,09. Linearna interpolacija daje ¢+ = 0, 0887.
2. Uplate su po 100 u tockama t =10,3,6,9,12,....

(a) Ovdje racunamo u godinama. Efekt je kao da ra¢unamo s godi$njim uplatama u

iznosu %. Vrijednost na dan 5. uplate, usitnjeno 15, je
100
——  STE;
83

vrijednost 3 godine kasnije - to je vrijeme neposredno prije Seste uplate je

100 1+i)P -1
7'Sm'(1+i)3=100'(1+i)3'%

= 1277.62.
. (1+4)3 -1
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b) Rac¢unamo polugodisnje, istim rezoniranjem dobivamo
( godisnj \
100 .
— - s35- (1+14)°
56l
samo $to je ovdje ¢ = 0.05. Rezultat je 1308.96.
3. :=0.12
Ovdje racunamo u kvartalima, stopa
je 3%, vrijeme je 20 godina.
1—o" 600
(a) 600 - Z,U = 4481.67 0= 4331.28
1
1 — "
(b) 600 - TZJ — 4678.59 150 - aggy = 4530.11
i
1—o" (3)
(c) 600 - FON 4723.11 150 - ag = 4575.13
1—9" 1— 80
(d) 600 - ;= 4745.49 150 - = 4597.33
4. Neka je pocetni godisnji iznos rente X. Uoc¢imo podintervale [0,4], (4, 5], (5,10], (10,12],

(12,15].

Na [0,4] jedini¢ni interval je kvartal, a isplata iznosa X/2 je polugodisnja (X godisnja).

Dakle, imamo rentu koja se isplacuje svaka 2 jedini¢na intervala te koristimo (3.3.1), gdje

je =2, a broj uplata k = 8. Kamatna stopa na jedini¢cnom intervalu je 2%.

Na (4,5] jedini¢ni interval je polugodiste i isplata iznosa X/2 je polugodisnja, te koristimo

(2.3.1), gdje je n =2. Kamatna stopa na jedini¢cnom intervalu je 4%.

Na (5,10] jedini¢ni interval je polugodiste. Na jediniénom intervalu isplac¢uje se iznos X

(godisnje sada 2X) tako da je isplata iznosa X/2 kvartalna. Dakle, imamo rentu koja se

isplacuje u intervalima upola manjim od jedini¢na intervala te koristimo (3.2.1), gdje je

p=2,a n=10. Kamatna stopa na jedinicnom intervalu je 4%.

Sliéno rezoniramo i za preostala dva intervala.

Na (10, 12] u jedini¢nom intervalu (polugodisnje) se isplati 2X (4X godisnje) u 6 obroka

po X/3; p=6,n=4,a i=4%.

Na (12,15] u jediniénom intervalu (godinsnje) se isplati 4X u 12 obroka po X/3; p =12,

n=3,ai=38%.

Jednadzba za sadasnju vrijednost glasi:

2049 = % ' 3112% 10182% + ﬁ g fan Tt ﬁ ' 1.;42 X - dig
X - (3,360819 + - - 0, 943047 + —— o 0216 o 8,191209
+ 1,0% Toaz 379864+ oms T 0416 10,681110) = 17,076328 - X.

Rjesenje je X = 119.99 ~ 200.
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5.
(a) U trenutku k — 1 isplacuje se k2.

sv=X=14+4-v+9-v>+ ... +361-0v'%+400- 0¥
= v X=v4+4-v"4+9-03+ ... +361 0 4+400- 0%,
X—v-X=143-v4+5- 0>+ ...+ ((k+1)?=k¥ 0"+ ... +39 0¥ —400- 0%
=14+v4+0 4+ .+ +2 (v +202+ 303 + ..+ k¥ 4 . 4 1901
— 4000%°,
X(1—v)=1+arg+2-(Ia)g — 400 - v*°
— X =s.w.=1452.26.

(b) Na [k — 1, k] ispla¢uje se ukupno k?; i to % u trenucima k — 1, k — %, k— %, k— %.
Prema (3.2.4) za n = 1 imamo da je ukupna vrijednost te 4 uplate na poé¢etku godine
tj. u trenutku & — 1 jednaka o k?. Sada smo u situaciji kao u sluéaju (a), samo
se sve isplate mnoze s faktorom d%‘i), pa imamo da je

sv. =~ 145996 — 1426, 06.
d4)

. . DR . .
(¢) Rezoniramo kao u slucaju (b). Iznosi % se ispla¢uju u trenucima k— 3 i k.

Uvazavajuéi (3.2.3), za n = 1 dobivamo

S.v. = _i1452, 26 = 1400, 18.
i@
(d)

S.v. = %452, 26 = 1417, 40.

6. Neka je X godisnji iznos nove rente. Na dan podnosSenja zahtjeva jednadzba vrijednosti
je:

X (1)t afily = 20001 - gy + 320 - (1+14)72 - algys + 180 - a2y

Alternativno, iz temeljnih principa

Xoo () (1402 + (02)% 4 o+ (02)2) =200 (012)2 - (1 4+ v+ 0> + ... + 02)
320
R (v%)2 1+ i+ (Ui)Q +..+ (Ui)64)

+ % iz (1 +v% + (v$)2 + ..+ (U%)224)

DN | =

= X = 656.56.
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4 Diskontirani tokovi novca i osiguranje otplate kapitala

4.1 Diskontirani tokovi novca

Cesto je potrebno procijeniti tokove novca povezane s nekom buducom investicijom i to s viSe

strana, ponekad i uz koristenje raznih skupova pretpostavci, odnosno scenarija.

Sjetimo se da je neto tok novca u trenutku ¢; bio definiran sa
cr = dotok u t; - odljev u ty . (4.1.1)

Ako je rije¢ o toku novca povezanom s nekom poslovnom investicijom onda se sadasnja vrijednost

1
NPV (i) = E cr vt = E e v= T (4.1.2)
i
t t

zove sadasnja vrijednost (net present value) ulaganja pri efektivnoj kamatnoj stopi .

Kao i prije, jednadzba vrijednosti u ¢t = 0 glasi

NPV (i) =0,

a njezino rjesenje ip (ako postoji i ako je jedinstveno) zove se prinos od transakcije. Jasno je

da je projekt profitabilan ako i samo ako je

NPV (iy) >0,

gdje je i1 ona efektivna kamatna stopa po kojoj se investitor moze zaduzivati, odnosno posudivati
svoj novac. Tipicna je sljedeca situacija: ig postoji; NPV (i) je padajuéa funkcija u okolini ig.
Tada je

Vi<iy, NPV(i)> NPV(i) =0

pa ¢e dakle projekt biti profitabilan ako je i1 < 9. Ovo pomaze pri usporedbi dva investicijska

projekta.

Zamislimo dva potencijalna projekta A, B. Pretpostavimo da su ulagacke moguénosti inves-
titora neogranic¢ene. Neka su i, ip prinosi od transakcija (recimo da postoje); zamislimo da su
obje funkcije NPVy(i), NPVp(i) padajuce. Ako bi bilo ig4 > ip to jos uvijek ne znaci da je
projekt A bolji izbor. Relevantno je ono §to se dogada s NPV4(i1), NPVpg(i1) za onu kamatnu
stopu i1 po kojoj investitor moze ostvariti prihod od ulaganja i zaduzivati se. Projekt B je
profitabilniji ako je NPVpg(i1) > NPVy4(i1), bez obzira da li je i4 > ip ili ne.



54 Financijska i aktuarska matematika

Zamislimo situaciju kao na slici. Ocito je
da je u danim okolnostima projekt B pro-
fitabilniji. Dok je projekt A fleksibilniji ili
sigurniji; veéi je raspon ”dozvoljivih” vri-
jednosti za 7 .

Neka je i t.d. je NPVp(ir) = NPVy(i).
Tada je za i1 < © projekt B profitabilniji;

za i < i1 < i projekt A je profitabilniji, a
za 1] > 14 oba projekta su neprofitabilna.
Za i1 > ip projekt B je neprofitaban. Za

i1 < i < i4 oba projekta su profitabilna. NPVB (I )\ NPVa (i)

Pogledajte Primjer 2.2.4.
Primjer 4.1.1. Investitor moze odabrati jedan od sljedeéa dva ulaganja (zajma)
(A) Za uloZenih 10000 dobit ée 1000 godisnje plativo kvartalno unatrag kroz 15 godina;

(B) za ulozenih 11000 dobit ée 605 godisnje plativo godisnje unatrag kroz 18 godina te na kraju

tog razdoblja povrat uloZenog novca.

Kroz sve to vrijeme on se moze zaduZivati i posudivati svoj novac po stopi 4% efektivno godisnje.
Da li bi trebao uéi u neki od ovih projekata, ako da, u koji?
Rjesenje: Vrijedi
NPV, (i) = —10000 + 1000 a%
(Uotimo da funkcija N PV4(i) opada kako ¢ raste.) Iz

. 4
NPV4(i) =0 = a%l = 10,

nalazi se da je

4 _ “
O35 50 = 10, 57, 15 6% = 9,93.

Interpolacijom dobijemo i4 = 5,89 i sad, jer NPV4(i) opada, znamo:
i<is = NPV(i)>0

i projekt je profitabilan.
Takoder,
NPV3(i) = 11000 + 605 agg + 11000 v'®

(takoder opada) i ip = 5,50. Kako je i =4% < i4, ip oba projekta su profitabilna.
Medutim, kako je NPV4(0,04) = 1284, NPVi(0,04) = 2088, 78 treba birati projekt B, ako

su svi ostali ¢imbenici neutralni. o

Treba naravno opéenito razmatrati jos kojesta; efekte inflacije, razlic¢ite kamatne stope pri

zaduzivanju i posudivanju, i dr.
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4.2 Police povratka kapitala

Polica povratka kapitala® je ugovor kojim se, u zamjenu za jednokratnu uplatu ili niz uplata u
zadanom iznosu, osigurava isplata unaprijed utvrdene svota novca na kraju odredenog poznatog
razdoblja. Uplate, od strane nosioca police, se nazivaju premije a svota koja se isplac¢uje na
datum dospijeca zove se osigurana svota. Premije se u pravilu upla¢uju unaprijed.

Uplacene premije osiguravajuée drustvo investira kako bi na datum dospije¢a moglo isplatiti
ugovorenu osigurani svotu. Pri izrac¢unu premije osiguravajué¢e drustvo mora uciniti prikladnu
pretpostavku o kamatnoj stopi, po kojoj ¢e biti u moguénosti investirati prikupljene premije
tokom ugovorenog vremenskog razdoblja. Ono takoder mora voditi ra¢una o troskovima vezanih
uz policu i njih na neki na¢in ukalkulirati u premije.

Jednadzba vrijednost je
< Vrijednost ) _ < Vrijednost ) N (Vrijednost) .
svih premije osigurane svote troskova
Premija u kojoj su uracunati troskovi naziva se bruto premija, a ukoliko troskovi nisu ura¢unati
rije¢ je o neto premiji. Troskovi (administrativni i drugi) mogu biti pocetni i troskovi obnove,

odnosno troskovi pri uplati premije (svi drugi nastaju pri placanju premija i ponekad se zovu

inkaso troskovi).

Primjer 4.2.1. Osigurana svota 10000, rok 15 godina, jednake godisnje premije plative unapri-
jed kroz c¢itavo razdoblje trajanja police. Kamatna stopa je 8 %, pocetni troskovi 100 plus 10%
prve premije, troskovi obnove 4 %, od druge i daljnjih premija.
Rjesenje: n = 15,7 = 0,08. Neka je P’ godisnja premija. Jednadzba vrijednosti (u t = 15)
je
14
(0.9P" —100)(1 + i)15 + Z 0.96P"(1 + z')j = 10000.
j=1

Jednadzba vrijednosti u ¢ = 0 bi se mogla ovako postaviti
P'itg = 100000 + 0,1 P' 4 100 + 0,04 P'azy.

Dobiva se P’ = 368.99.
Inace da nema troskova jednadzba vrijednosti bi bila Pig = 10000 v'® i P = 329,7662. <

Vrijednost police
Promatrajmo slucaj konstantne kamatne stope od investicije premija, tijekom ugovornog perioda
u trajanju od n godina. Pretpostavimo da nema troskova vezanih uz policu. U tom slucaju
govorimo o neto premiji, koja se u ovom kontekstu obiéno oznacava s P,y (godisnje) odnosno A,;

(jednokratne) pri ¢emu je vrijednost osigurane svote 1. Tada imamo:

Ap=v"=1—day (4.2.1)
1 1

Py = — = — —d, godisnje unaprijed paje Pysp=1. (4.2.2)
S dgy

®Nekada su takve police bile éeste u UK, no danas su vrlo rijetke. Bez obzira na to, korisno ih je proucavati
kao uvod u neki od koncepta police zivotnog osiguranja, o ¢emu ¢e biti rijeci u poslije.
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Uzmimo da se premije pla¢aju godisnje unaprijed u jednakim iznosima tijekom n godina,
neka je n i rok osiguranja. Uzmimo da je osigurana svota 1. Tada s V5, 0 <t < n oznatimo

akumulirani iznos premija pla¢enih neposredno prije trenutka ¢, u trenutku ¢. To znaci da

premija koja dospijeva u t nije uklju¢ena u ;V,3. Jasno je da vrijedi
Va=PFPgsg , VteN (retrospektivno) (4.2.3)

pa slijedi
57 (1449t -1
Vao=—=—"7-". 4.2.4
P e T i —1 (42.4)

Mnozeéi razlomak s 0™ /v™ dobivamo

Unft — " 1— ,Unft a‘m|
Vpg=———=1-—-—"=1-— . 4.2.5
o 1—on 1—on P (4.2:5)
Jasno se vidi da je alternativni zapis
tVin = 0" — Py - (4.2.6)

t

A ovako ide tumacenje: vrijednost osigurane svote u trenutku ¢, v~ minus vrijednost (u t) svih

premija koje dospijevaju u trenutku ¢ i svih kasnijih. Zbog toga je formula (4.2.6) prospektivna.

Cilmerizirana rezerva (pricuva)
Opet neka je osigurana svota 1 na rok od n godina i neka se premije upla¢uju poc¢etkom godine,
neto premija godisnja neka je Py, a bruto premija P/ s tim da su ura¢unati inicijalni troskovi I
i troskovi pri svakoj uplati premije e; oboje moze biti izrazeno bilo u apsolutnom iznosu, bilo u
postotku premije ili osiguranog iznosa. Godisnja bruto premija (kada su e i I dane u apsolutnom

iznosu) je dana jednadzbom

/o .. n , ot 1
Prip—eap—I=v = Py,=—+—+e
Ay Ay
Iz (4.2.2) i 1 — damy = o™ slijedi
1
Pypip=1" — P;; =P+ —+e (4.2.7)

Rezerva u trenutku ¢t € N, V3 se moze izracunati prospektivno kao vrijednost osigurane svote
v"~t i budu¢ih troskova edz—3, umanjene za vrijednost nedospjelih bruto premija PLin=y;

(sve iskazano u trenutku ¢). Dakle je

Vi = v tedy — Phigy
n—t . I .
= U dednm — (Pat — te) i
n
é/i
—t . n—t|
= " —Pﬁlam|—17._
i
(4.2.6) Ay
= 4Va—-1—
(i
(4.25)

(1+1) Vg —1I (4.2.8)
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6

Ovo se zove Cilmerizirana® rezerva (pric¢uva). Primijetimo da je oV; = —1I .

Alternativno, retrospektivno:
Vi = Padp—1(1+1)' — e

Tumacenje: naplaéivali smo bruto i prvi ¢lan odaje kao da je cijeli bruto ¢uvan, no nije, nego
smo trosili na rezije; tih novaca nema pa ih moramo odbiti ba$ na isti na¢in kako su u rac¢un i

usli; dakle akumulirane u ovisnosti kad i kako su dospjeli.

Primjer 4.2.2. Iznos je 10000, n = 15, premije godisnje unaprijed, i = 4%, troskovi 3% svake
bruto premije + 1% osigurane svote. Odredite godisnju bruto premiju ¢ Cilmeriziranu rezervu
neposredno nakon pete godisnje uplate.

Rjesenje: t =4, n=15,1=0,04,1 = 1% od 10000 = 100, e = 3% od premije.

Bruto premija je P’ godisnja;
0.97 P’ 515 — 100(1 + i) = 10000 = P’ = 503,9702.
Uoc¢imo da za godisnju neto premiju P imamo:
Py =0"10000 = P = 480, 20.

Prema (4.2.7) je
503,9702 = 480, 2029 + 8, 6482 + 15, 1191.

Cilmerizirana rezerva neposredno prije pete uplate je

. (128
A T
Vi U2V 02120731,

tj. ovdje je
100004 V75 = 10000((1 + 0,01) 4Vi5 — 0, 01) = 2041, 94
(I ude u postotku jer V5 su simboli koji odgovaraju svoti 1). Rezerva neposredno nakon pete
uplate je :
2041,94 4 503,97 - 0,97 = 2530, 79.

(0,97) — 3% premije je odmah umanjeno (potroseno) za troskove. O

Sprema njemackom aktuaristi Augustu Zillmeru 1831-1893.
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5 Tablica smrtnosti

Kao i u izlaganju osnova financijske matematike i ovdje ¢emo slijediti deterministicki pristup.
Tako je zapravo rije¢ o distribuciji dobi umiranja unutar odredene populacije, ovo je uglavnom
zadovoljavajuée jer u stvarnosti ¢esto drugi momenti (inflacija, administrativni trogkovi, diskon-

tinuiteti u industriji i zakonodavstvu) budu utjecajniji od smrtnosti.

5.1 Vjerojatnosti dozivljenja i umiranja

Promatramo grupu od [y novorodenih individua (dakle u dobi 0). Zamislimo da u toj skupini
nema novih radanja, ni useljavanja, ni iseljavanja. Kako vrijeme prolazi grupa se postepeno
smanjuje, jer njeni ¢lanovi umiru. Tablica smrtnosti je reprezentacija smrtnosti takve grupe. To
je ustvari, model dozivljenja izrazen pomocu ocekivanog broja prezivjelih od poc¢etnog broja lj.

Prvu tablicu smrtnosti konstruirao je engleski astronom Sir Edmond Halley 1693. Danas
su one sveprisutne u djelovanju osiguravajuéih drustava. Izdaju se i u Hrvatskoj. Cesto se
za, potrebe zivotnog osiguranja konstruiraju tablice odvojene po spolovima jer praksa pokazuje
razli¢ite stope smrtnosti za zene u odnosu na muskarce. Za naSe potrebe u ovom kolegiju to nije
bitno. U nasim primjerima koristit éemo LAT A 1967-70 (”Life Assurance table”).

Pocetni broj [y se naziva korijen tablice i obi¢no se uzme da je [y = 100000. No to nije bitno;
LAT A 1967-70 ima [y = 34489. U svakoj tablici x oznacava dob (ponekad se y uzme kao oznaka
dobi za Zene). Obicno se tabeliraju samo veli¢ine za x € N. Sad veli¢ina [, oznacava broj
svih osoba, odnosno ¢lanova promatrane skupine, koji su dozivjeli dob = (tj. koji ¢e dozivjeti
najmanje dob z). Broj onih individua koji ée dozivjeti dob z; I, se nade iz prakse, a onda
to koristimo za predvidanje smanjenja populacije za koju vjerujemo da je podvrgnuta istim
stopama smrtnosti kao ona ¢ijim smo promatranjem dobili brojeve [,. Kako i koliko dobro to
¢inimo drugo je pitanje.

[ je fundamentalna funkcija, no vazno je razumjeti da brojevi [, sami za sebe nemaju
nekakvog korisnog smisla. Oni smisao dobivaju samo u usporedbi s pocetnim [y, odnosno, svaki
I u usporedbi sa prethodnim I,_1. To je razlog zbog kojeg neke tablice poc¢inju s nekom drugom
dobi zg, zg > 0 - takav je npr. slucaj kod nekih primjena u mirovinskom osiguranju.

U svijetlu ¢injenice da [, ima samo relativni smisao - uglavnom kao medusobni omjeri -
nije niti vazno da oni budu cijeli brojevi. NajcesCe jesu, jer empirijski podaci se podvrgnu
zaokruzivanju, tako da ne moramo govoriti o 3,18 osoba. Primjer LAT A 1967-70.

Granicna dob tablice smrtnosti oznacava se s w i definira se kao ona dob za koju vrijednost
l; postaje zanemarivo mala (u odnosu na ly), te se proglasava [, = 0. U LAT A1967-70 imamo
w = 110, a u stvari w = 112 kako pokazuje ekspandirana verzija tih tablica. U Hrvatskoj je
obic¢aj bio uzeti w = 101.

Za necjelobrojne x funkcija [, se obi¢no odredi nekom interpolacijom tako da [ u stvari
postane neprekidna funkcija. U stvari, u teorijskim razmatranjima se pretpostavlja da je [, :=
[(x) cak glatka, tj. derivabilna funkcija. I mi ¢emo tako pretpostavljati. Pritom je vazno da mi
zamisljamo da je rije¢ o derivabilnoj funkciji, bez da je nuzno poznajemo. Sto je poznato to su:

njezine vrijednosti u cjelobrojnim tockama x € [0,00) N Ny. Kada se [, interpolira, njezin graf



Financijska i aktuarska matematika 59

obi¢no izgleda ovako (uo¢imo dvije tocke infleksije).

x 10°
10 T T T T T T T T T

0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Sljedeca veli¢ina u tablici smrtnosti je d,; po definiciji je d, = broj smrti u dobnom intervalu
[z, 4+ 1);
dy = lp — lpyq; (5.1.1)

dakle d, je broj onih osoba koje su dozivjele dob x no ne i dob = + 1. Kako uzimamo da je

lo =0 to je d,—1 = l,—1 1 takodjer je d, = 0. Zato je

w—1
lo =Y d. (5.1.2)
k=x

Ova formula, kao i mnoge koje slijede, moze se dobiti i opéim, zdravorazumskim rezoniranjem
(1 je broj svih onih koji su dozivjeli dob z, a umrli su bilo kada kasnije; ili prije  + 1, njih d,

ili prije  + 2, njih dy41, ... ) ili pak analiticki/aritmeticki. Ovdje npr. imamo

w—1 w—1
Z dk’:Z(lk_lk:—i—l):lx_lirl+la:+1_l:p+2+---+lw71_lw:lz-
k=x k=x

Nadalje, definira se stopa smrtnosti osobe u dobi z, ¢,, kao uvjetna vjerojatnost smrti u

dobnom intervalu [z, + 1) uz uvjet da je osoba dozivjela dob x. Dakle,

dy 1y —1g o
= SRR P an (5.1.3)

T L s

4z

Analogno, p, je uvjetna vjerojatnost doZivljenja dobi x + 1 uz uvjet da je osoba dozivjela dob x.

Zato je
lz+1
ly

Uoc¢imo da je jednakost l,11 = p; Il mozemo interpretirati i ovako:

Pz = =1-q. (514)

ocekivani broj onih koji\  (ocekivani broj onih koji uvjetna vijerojatnost
ée dozivjeti dob = +1 '

su dozivjeli dob =z dozivljenja dobi =z + 1
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Ovdje jos mozemo primijetiti da tablice mogu biti generirane i tako da se pored korijena [y zadaju
i ove prijelazne vjerojatnosti (uvjetne vjerojatnosti dozivljenja) pa se brojevi l,4; definiraju
jednakoséu (5.1.4); tada naravno nema nade (a niti potrebe) da rezultati budu cijeli brojevi.
Dalje se definira ,p, kao wwvjetna vjerojatnost dozivljenja dobi x + n uz uvijet da je osoba
dozivljela dob z; dakle je
logn  lat14n—1 lota

nPzx = = = Pxn—1Pz+1 = Pz Pz+1" " Pz4+n—1- (515)
lm lm lz+1

Analogno se definira ,,q,, kao uvjetna vjerojatnost smrti u dobnom intervalu [x,x + n)

lm - lm n
nqe =1— npy = ] + . (516)

Nadalje primijetimo da je 1p; =ps 1 1¢z = ¢o.

Jos definiramo

l —1
x

Sto je wvjetna vjerojatnost smrti u dobnom intervalu [ +m,z 4+ m + n) uz uvjet da je osoba

dozivjela dob 7 Za m = 0 imamo ¢/,qz = n¢z. Zan =1piSemo ,,/qz =p/1 ¢z 1 imamo
m/9x = mPx — m+1Pz = mPz Qa+m - (518)
Zaista,

m/Qgc _ lerm _llz+m+1 _ l:rler (1 . lx+m+1)

mPzx dx+m -

Primjer 5.1.1. Izrazite formulom i onda izracunajte (koristeéi LAT A 1967-70) vjerojatnost

da ée osoba koja doZivi dob 30
(a) dozivjeti dob 40,
(b) umrijeti prije dobi 40,
(c) umrijeti nakon navrsenja dobi 60 ali prije dobi 80.

Rjesenje: Vidi tablice na str. 416, stupac l,49, za = + 2 = 30, 40, ... .
lygo  33542.311

_ A0 999%50 00 () 99122

(a) 10Ps0 lso  33839.370 ’

lso — Lo 33839.370 — 33542.311
b _ _ — 0.00878
(b) 10830 a0 33839.370 ’

leo — sy 30039.787 — 12522.890

_ _ — 0.51765.

(¢) s0/20030 30 33839.370 0.51765
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5.2 Intenzitet smrtnosti

Pogledajmo funkciju [, := I(z), smatrajuéi da smo interpolirali necjelobrojne vrijednosti. Pret-
postavimo i da je tako dobivena funkcija derivabilna. Intenzitet smrtnosti se definira kao
funkcija p, := p(x), x € (0,w), zadana s

1 d d

T g le = g () = —[n()] - (5.2.1)

Kz =
Kako je funkcija [, padajuca, derivacija joj je negativna pa ¢e predznak minus osigurati pu, > 0.
Faktor — osigurava neovisnost o korijenu ly. Ako se naime uzme neki drugi korijen s istim
x
uvjetnim vjerojatnostima dozivljenja dobit ¢emo funkciju proporcionalnu s [, i u, Ce ostati
isti.

Pisemo formalno varijablu ¢t umjesto z i integrirajmo Iy po [z, w]:

/ﬁmﬁz/—Mn:%

w

lx = /lt ot dt . (522)

T

= la,

R

dakle je

(Ponekad se napiSe i gornja granica oo, no to nema efekta jer je [y = 0, V¢ > w.) Prethodna

formula odmah daje

z+1
Dalje
i [d 2 la o — )t
/thtz—/dt(ln(lt))dt:—lnltoz—lnlo = E_e 0
0 0
= ;=1 exp(—/,ut dt). (5.2.4)

0

Uoc¢imo analogiju s intenzitetom kamate; prethodna formula je potpuno analogna formuli za
akumulaciju - treba samo primijetiti da je ovaj proces padajuéi za razliku od akumulacije.

Formula (5.2.4) inace vrijedi Vz > 0; uzmimo sada z,n € N pa imamo

z+n
lysn = loexp(— / pedt).
0
Dijeljenjem s (5.2.4) dobivamo
z+n z z+n

l:l? n
l+ ZEXP(—/Mtdt‘F/Mtdt):eXp(—/Mtdt)

0 0 T
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pa je
T+n
nPx = exp(— / pe dt), (5.2.5)
x
odnosno
n
nPzr = exp(— /,ufcﬁ dt). (5.2.5”)
0

Primijetimo da i ova formula, kao i (5.2.4) ima smisla i za necjelobrojne x ,n.
Dalje,
x+n
ndez =1— ppr=1— exp(— / Mtdt)‘

T

Alternativno,
x+n T+n
/ Lipgdt = — / Ldt = ly — lytn
X x
povlaéci
T+n z+n T4n
_ l:c — l:c—l—n _ 1 _ lt —
e = ———— = — lippdt = —pdt = t—aPapitdl.
I Ly l
x xX x

Nakon zamjene y =t — x dobivamo

n
ndx = / yPz Hx+y dy, (526)
0
a specijalno za n =1 je
1
qz = / yPx Hxty dy . (527)
0

Naravno, sve postaje bitno jednostavnije kada je p; = const = p (kao i u slucaju konstantnog
intenziteta kamate). Realni zivot nije takav, ali takva aproksimacija je ¢esto dovoljno dobra. U
tom slucaju je npr.

(5.2.5)

—-n
np = K

(5.2.6)

e b
n
t tu|™
nlz e Pudt = —e 0= 1—e ",
0

kako 1 mora biti.

5.3 Procjene intenziteta smrtnosti i interpolacija

U praksi naravno nisu poznate vrijednosti funkcije [, u necjelobrojnim tockama x tako da niti

funkcija p, nije poznata niti je mozemo eksplicitno rekonstruirati. Ostaje nam na raspolaganju



Financijska i aktuarska matematika 63

procjenjivanje:
Prvo, iz (5.2.5),
xT+n
nPz = exp(— [ udl)
€T
za n = 1 imamo
x+1

a odavde je
x+1

mm=—/um%—%%,

x

ako smo p; na segmentu [z, x 4+ 1] aproksimirali njenom vrijednoséu u sredini intervala, u tocki

T+ 5.
Sli¢no,
1 z+1 T 1 z+1
1 1
—i(lnpx +Inpy1) = 2(/ pedt + / pedt) = 2(/ pedt) =~ 3 2ty
z z—1 z—1
pa je
1
pa =5 (Inpy +1npgr). (5.3.1)

Nadalje, ako pretpostavimo da je [, kvadratna funkcija na [x — 1,2 + 1] onda se dobije,

_ l:pfl - lx+1
Ha 26

Opcenito medutim I, nije kvadratna, pa imamo pribliznu formulu

1 lx—l_lx—i-l
N . 3.2
Ha ™ 5 L (5.3.2)

Sliéno dobivamo aproksimaciju polinomom ¢etvrtog stupnja. Uz pretpostavku da je I, dovoljno

puta derivabilna funkcija, Taylorov razvoj daje

h? h3

~ / o " v " o (ZU)
lopn Lot bl op L )+ 5 107,
Odavde je
oy ~ lp—20 +20 — 517 + 16
ooy~ =L+ 30 =10+ L)

g
t
Q

1

6
b+ U+ 5 0+ 1+ 3 18
Lo +20,+ 20 + 817 + 164

;3\4

+
[\
%
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Oduzmemo li od prve jednakosti ¢etvrtu, od druge treéu pa slijedi

/ 8 "
lp—o —lpyo = —(41, + 3 ly )

/ 1 "
l:ﬂ—l — l:v—l—l =~ —(2l$ + g ll‘ )

o e e . " .
Eliminiranjem /,, dobivamo

loeo — loyo — 8 (It — lpy1) ~ 121,

l
Iz p, = —-=, slijedi

le
1
Mg = 121 (8 (lx,1 - l:L“Jrl) — (ZI,Q - lx+2)) . (533)
.. . . 1
Primjer 5.3.1. Nadite 1, ako je p, = .
100 — x

Rjesenje: —u, = (In l;c)l povlaéi

T x / . L
—/utdt:/(ln 1) dt = In zt‘ —In 2
0 lo

0 0

Uvrstavanjem dobivamo

T

! 1 x 100 —
w1 g —1n(10 —t) = 1n (100 — ) — In 100 =1 :
In o /100—t n (100 )0 n (100 —z) —In 100 = In 100
0
pa je
le 00—z _, 100z
lo 100 =000

<

Primjer 5.3.2. Zivot u dobi 60 podvrgnut je konstantnom intenzitetu smrtnosti od p = 0.05.

Nadite vjerojatnost smrti u dobi izmedu 65 ¢ 75 godina.

Rjesenje:
65 75
5.1.7 5.2.5 _ _
5/10460 6L )5p60 —15P60 (525) exp(—/,utdt) — exp(—/utdt) = e O — 15 = .30643 .
60 60

Primjer 5.3.3. Odredite pgo priblizno iz LAT 1967-70.
Rjesenje:
(a) pgo ~ —3(In poo + In psg) = 0.23422
(b) gy & 1=ttt — 0.23407

x

(©) p9o = 13 (8(la—1 — loy1) — (lo—2 — luy2)) = 0.23399,.
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(Tabelirano je 0.23398.) <&

Slican problem predstavlja i rekonstrukcija funkcije I, tj. njezinih vrijednosti u necjelobroj-

nim tockama z. Jedna je moguénost linearna interpolacije, tj. za 0 <t <1 imamo:
lore = (L=t)lp+tlprr =1y —t (o —lpp1) = lp — tdy . (5.3.4)

Zadnja jednakost sugerira da su smrti uniformno rasporedene unutar dobnog intervala [z, x4 1).

Od ukupnog broja koji ¢e tokom tog dobnog intervala umrijeti, a taj je d, do trenutka/dobi

x + t nastupit ée t d, smrti (konkretno, ako je t = % ,k € N onda do = + % nastupi % d, smrti)
1

Posebno, za t = 5 imamo

1 1 1

Nacinjena interpolacija ¢ini funkciju I, po dijelovima linearnom. Primijetimo da ovo implicira i
linearnu interpolaciju za funkciju d;, ako d,1¢ i ovdje oznacava broj smrti tokom jedne godine,
tj. u dobnom intervalu [z + ¢,z + 1 +t). Zaista, tada je
ot = lpt —lprrae ~ (L= lp+tlprr — (1 =) lpg —tlpyo = (1 =) (lp —lpy1) +t (los1 — lza2)
pa je

Ayt = (L —1t)dy +tdyyq . (5.3.6)

Za funkcije ¢p; 7 +q, imamo

lx - lz+t (5-3-4) td:v
Ly T
the =1— 1@z =1 —1¢s. (5.3.8)

e = =t qg, (8to se uklapa s t = 1) (5.3.7)

Primijetimo jo$ da linearna interpolacija (dakle linearni pad funkcije [, u dobnom intervalu
[,z + 1)) ne znaci da je tada intenzitet smrtnosti konstantan. Vrijedi

Gz &
thz 1 —1qy

Hz+t =
Fiksirajmo y € N i pogledajmo z € [y,y + 1] te pretpostavimo da je
=1y~ (&~ )y~ 1), Vrelyy+1]
Tada je

P by —lyn
’ Lo do " 1y — (= y)(ly = ly1)

Odatle je prema formuli (5.2.5)

(5.3.9)

y+h
hpyzexp(— /,uzdx), h <1.
Yy

Slijedi
y+h

o= ([ = (xly_‘y)l(ylj_ ) = e (10— @ =) - L)),




66 Financijska i aktuarska matematika

dakle L= h(ly— L)\ Ly —h(ly L)
hDy = €xp <ln Y ly yt+l ) = ly y+l
y y
1 zato
ly —h (ly — ly+1) ly — ly+1 ly - ly+1 .
hPy Hy+h = : = = const (neovisno o h).
vt l by —h(ly —ly1) l

Drugim rije¢ima dokazali smo da je
hPy - Hy+h = Qy -

5.4 Zakoni smrtnosti

Postoje mnogi pokusaji da se iz tabeliranih vrijednosti [, funkcija [ (ili mozda funkcija u)

pokusa odrediti eksplicitno, tj. da se nade analiticki opis za [. Koliko god su takvi pokusaji bili

nedovoljno precizni, ponekad su dobiveni rezultati imali prilicno veliku praktié¢nu vaznost.
Opcenito pod zakonom smrtnosti podrazumijeva se matematicki izraz za neku od tabeliranih

funkcija Iz, gz, pe ili pz. Najpoznatiji su sljededi:

(1) De Moivreov (1725) :

ly = k(w—x). (5.4.1)
Ovdje izlazi
1 k 1
r = — T ll’ / = e
a lx( ) Elw—2) w-=
(2) Gompertz (1825) :
py = Bc”. (5.4.2)
Ovdje je
r r 1 z  B(c*-1 —B
/ prdt = / Bcldt = —Bct‘ = M = (g = const, Ing = —) =—(c"~1)Ing.
0 0 Inc 0 Inc Inc
Sada je

- r ly T _
= eXp(—/ pedt) = = =g 1
lo 0 lO

l @
i ako jos uvedemo k = L imamo Il =kg® .
g

(3) Makeham (1860)
pe = A+ B, (5.4.3)

A

c* gdjesu g i k kao gore, a s=e .

Sliénim racunom se ovdje dobije [, = ks®g

Uocimo da niti jedan od ovih zakona ne specificira konstante; one se moraju pripisati em-
pirijskim podacima. Obi¢no je u praksi (da se dobiju kakve takve valjane aproksimacije)
0,001 < A<0,003,10°<B<1073 i 1,08<c<1,12.

Spomenimo jos i sljedeée zakone:
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(4) Dvostruki geometrijski (1867)

pe = A+ Bc® + Mn”*, x>0, (5.4.4)
(5) Makeham II. (1889)
e = A+ Hzxz+ B&”, x>0, (5.4.5)
(6) Perk (1931)
A+ Bc®
= 0 5.4.6
IU’LE KC_'I+1+DCm7 r > ’ ( )
(7) Weibull (1939)
e = K z%, x>0,a0a>0,K>0. (5.4.7)

5.5 Odabrane (select), krajnje (ultimate) i slozene tablice smrtnosti

Do sada smo vjerovali da su svi potencijalni osiguranici podlozni istom intenzitetu smrtnosti.
Opcenito, nije tako. Naravno, jasno je da osoba bitno narusenog zdravlja ne bi mogla participi-
rati u grupi (pool-u) koju ¢ine sve osobe iste dobi koje su pristupile osiguranju zivota.

U praksi, osiguravaju¢e kompanije poduzimaju mjere da se zastite od takvih osiguranika,
drugim rije¢ima da osiguraju da svi osigurani zivoti budu razumno dobrog zdravlja. Najcesce se
radi o zahtjevu za posebnim lije¢nickim pregledom. Povezan s tim je problem osiguranja renti
- samo na drugu stranu. Rente kupuju samo oni osiguranici koji imaju razloga vjerovati da
su natprosjecno dobrog zdravlja (u biti ovdje je rije¢ o tipi¢nom primjeru negativnog, odnosno
nepovoljnog izbora). Bilo kako bilo osiguravajuée drustvo ima pravo vjerovati da su obje skupine
osiguranika podlozne nizim stopama smrtnosti nego je to slucaj s ostatkom populacije ili ¢ak s
ostalim ¢lanovima unutar grupe (pool-a) osiguranika.

U praksi se obi¢no uzima da osobe koje pristupaju osiguranju podlijzu nizim stopama smrt-
nosti nego osobe iste dobi koje su ve¢ u pool-u osiguranika. No nakon nekog vremena, recimo
s godina ta] period se zove period odabira, smatra se da ove osobe podlijezu istim, opéim
stopama smrtnosti.

Tablice smrtnosti u kojima je posvetena paznja trajanju clanstva u grupi zovu se tablice s
odabirom (select). Nakon $to protekne period odabira (kad dakle osiguranici potpadnu pod
opée pravilo) za zivot se kaze da je krajnji i koriste se krajnje (ultimate) tablice. Tablice u
kojima se ovaj fenomen ignorira zovu se skupne (agregatne).

Opisimo tablice s odabirom. U tu svrhu prosirit éemo svoju notaciju. Sa s ozna¢imo period

odabira. Za r < s, tj. kada period odabira jos nije prosao, pisemo’

td[z]+r

je vjerojatnost za osobu koja je pristupila osiguranju u dobi x, a dozivjela je = + r godina, da

¢e umrijeti do dobi x + r + ¢ . Analogno je znacenje simbola

tp[x]Jrr .

7[X] znali da se osoba prikljuéila osiguranju u zivotnoj dobi x. Za viSe informacija vidi Gupta-Varga ”An
Introduction to Actuarial Mathematics” str. 103 [8].
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Za t =1 lijevi indeks ispustamo i piSemo kao i ranije

Az +rs  Pla)+r -

Ako je r =0 injega ispuStamo i piSemo

tq[z],  tP[z] -

Neka je r = s, gdje s oznacava period odabira. Deklariramo da je

td(z]+s = tz—1]+s+1 = tz—2]+s+2 = " = tqx+s - (5.5.1)

Drugim rije¢ima, svaka osoba koja ima 2z godina, a provela je u grupi barem s godina podlijeze
istoj smrtnosti;
z=r+s=x—1+s+1l=0—-2+s5+2="---

Dakle, g, je uobicajena oznaka za vjerovatnost smrti u danom intervalu [z, z + t), ali uz uvjet
da je osoba u ¢lanstvu s ili vise godina. Drugim rije¢ima, za r > s imamo stare oznake (g, za
vjerojatnost da osoba koja je pristupila u dobi x, a dozivi x +r, da ¢e umrijeti do dobi = +r +¢.

Konkretno, to znaci: ako je npr. s = 2— za izgradnju tablice nam trebaju brojevi

Qia]s 9lz)+1s G VT

Sada se moze pristupiti izgradnji tablice. [jo) je proizvoljno odreden.
loj+1 = o) - 1P0) = Ljo)Pfo)
loy2 = l2 = ljoj+1P[0]+1 = 11 P1,

loyz = I3 = lapa,

Opcenito lo1r =1l = l_1pr—1, za T > 2.

Za x > 0 stavi se
Ua)+1 = diaj1 = las2

lm+2

B 2P[x]

)

Primijetimo takoder da je

o) = dia] = lig+1> a1 — a1 = lay2.
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Konkretno, u tablicama osobu koja pristupi najprije ¢itamo horizontalno. Relevantni brojevi su

z]s d[z)+1s 9z+2 Pa onda nize,
qi50) = 0.00286243, g(5041 = 0.00388866, g[50]12 = 0.00603064.
Uocimo jos, da je
qp50) = 0.00286243, gpu9)4+1 = 0.00351979, g50 = 0.00478880.

Sliéno dalje: kada se budemo referirali na ove tablice uvijek ¢emo za osobu u dobi x morati

oznaciti z ili [z] (krajnji ili odabrani).

Zadaci i rjesenja
Zadaci

Zadatak 1. Pretpostavimo da grupa osoba podlijezZe smrtnosti koja se izmedu dobi 80 i 90 moZe
predstaviti krajnjom (ultimate) tablicom LAT A1967-70 uz odbitak od intenziteta smrtnosti u
iznosu od 0.05 u dobi od 80 godina koji se (taj odobitak) poveéava linearno do iznosa 0.15 u dobi
od 90 godina. Izracunajte 5/5qs0 (vjerojatnost smrti u [85,90)).

Zadatak 2. Koristeci pretpostavke o uniformnoj distribuciji smrti kroz godinu izracunajte na
temelju LAT A 1967-70 o.25q38.5 (krajnje/ultimate).

Zadatak 3. Uz pretpostavku da LAT A 1967-70 slijedi Gompertzovu formulu p, = Bc*

izracunajte vrijednost ¢ koristeéi tabelirane lgy, l7g, lso -

Zadatak 4. Koristeéi pretpostavku o uniformmnoj distribuciji smrti kroz godinu, izracunaj na
temelju LAT A 1967-70 vrijednosti za ¢.25q38.5 © [65.5 -

Zadatak 5. Za osobu u dobi od 55 pretpostavijamo da je izloZena konstantnom intenzitetu
smrtnosti p = 0,02 do dobi od 62 godine nakon cega se pretpostavlja da je izloZena intenzitetu

smrtnosti prema LAT A1967-T7y. Izracunajte
(a) Vjerojatnost smrti prije navrsene 60-te godine
(b) Vierojatnost dozivljene dobi 70 godina
(c) Vijerojatnost smrti izmedu 60-te i 65-te godine.

Zadatak 6. Ako je ,p, = L, nadite p.
r+n

Zadatak 7. Neka je l, = 1004/100 — z. Odredite puss egzaktno i priblizno.
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Rjesenja

1. Neka je novi intenzitet smrtnosti oznacen s ,u,:,c 14 ¢ =280, 0 <t <10 1ineka je originalni
intenzitet smrtnosti oznacen s piy4¢. Vrijedi

flyis = patt — (0.05+0.01-2), 0<t<10
80 80 ¥
linearna funkcija iz pocetnih uvjeta

Znamo prema (5.1.7) da je
5/5980 = 5P80 — 10P80-

Za n < 10 prema (5.2.5°) vrijedi
nPgo = €XP ( - / H;;0+tdt> = exp ( - / (pgo+t — 0.05 — 0.01t)dt>
0 0

=exp( — dt) -e / 0.05 + 0.01t)dt
XP( /0 H80+¢ ) Xp( ; ( ) )
= ((5.1.5), (5.2.5)) = npso - exp (0.05n + 0.005n2).

Sada je
5Pag = lss £0-25+0.125 _ 6766.5922 375
807 12522.890
10Pso = 7€ = 12522800 €

i slijedi 5/5q50 = (razlika) = 0.219967.

2.
o o < o l:v+t+s o l:v+t+s Z:L"th
0.25438.5 =1 — 0.25P38.5 = | t4+sPx = = :
l:v Zert l:r
D.
= t4+sPz = sPz+t * tPz = sPax+t = M)
tPx
(x =38, t=0.5, s= 0.25)
—1_ 0.75P38
0.5P38
_,_ 1~ 075038
1 — 05438

Sad znamo da pretpostavka o uniformnoj distribuciji smrti, linearna interpolacija za [,
(od ukupnog broja smrti u [z,z + 1), a to je d, do x + t nastupit ¢e td, smrti) povlaci
hz = hgy (vidi (5.3.7)).

S obzirom da je g3g = 0.00114973 slijedi

0.25938.5 = 0.0002876.
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ls; B Beo
— nl=- (B =— —a
nla lnc(C ) Ine (e )
. BCﬁO 10 .
a =60, g8 =70 daje 0.24034 = ] (¢ =1) 8 = 80 daje 0.634625 =
ne
B 70
¢ (¢'® — 1), i podijelimo
Inc
0.634625
10
= = 1.10194.
0.2403399 ¢
4.
_ _ 0.75P38 1 — 075438
0259385 =1 —o25p3gs=1———=1— —7——,
0.5P38 1 — 05938
jer

t+sPx = tPx * sPx+t,
gdje je x =38,t=0.5,5s=0.251

lm+t+s o lm+t+s la:—i—t

t+sPx =

lm lm+t lx ‘
Pretpostavka o uniformnoj distribuciji smrti u [38,39] (vidi (5.3.7) i (5.3.9)) daje

sq3s = S-q3s, 0<s<1; ¢33=0.0011497 = (259385 = 0.00029,

l65 — 166 . l65 - l66

H65.5 = les — (65.5 — 65) - (Igs — leg) % ~(les + lo6)

= 0.02432.

70,02 o4 23622,102

29132,138

(b) 15P55 =7P55 "8P62 = €

5
5. (a) 5q55 =1 —5ps5 = 1 — exp /u55+tdt =1—e%'=0,0951626, .
0
7
= = 0,70493,
62

_ _ l
(c) 5/5455 = |(5.1.7)] =s5ps55 —10p55 = € 01 _ =014, % = 0, 08590.
6. Prema (5.2.5) je

]
sPz = €Xp ( - / ,utdt>
pa je
T+

Ingp, = pedt = (supstitucija: u =t — z; du = dt)

S

/uﬁudu ={u—t}=— /uertdt
0

0
0 0 T 0 1
=P, = -2 — % (a1 _
= Mot s P ds "zt 85( na —In(z + 5)) r+s
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1
Dakle je p, = —
x

1 -1 —100

1
[ — l ,: .
Ha (Iz) 100v/100 — 7 2¢/100 — =

100 — 2’

1
I, 2

posebno pgq = 0,03125.
Mozemo jos koristiti i npr.
1
(a) pg =~ —g(hlpx +Inpy_1) = —§<ln— +In —)

1 1
= —§(ln lss —Inlgy + Inlgy — In 183) = —5(111 lgs — In lgg) =0,03129,

lss — 1
(b) pss ~ 225 —0,03127.
2134
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6 Osiguranje zZivota i osobne rente - osnove

Ovo poglavlje bavi se formulama za (sadasnje) vrijednosti isplata koje ovise o dozivljenju ili o

smrti neke osobe. Zato ¢e funkcije koje ¢emo uvesti ukljucivati i kamatne stope i smrtnosti.

Osnovni princip: Ako je F(t) iznos koji dospijeva na naplatu u trenutku ¢ pri ¢emu obveza

isplate ovisi o dozivljenju ili smrti neke osobe, onda je
(s.v.od F(t)) = F(t)I(t)P(t),
gdje je:
1(t) sadasnja vrijednost iznosa 1 koji dospijeva u trenutku ¢,

P(t) vjerojatnost isplate u trenutku ¢ (tj. vjerojatnost nastupanja ugovorenog dogadaja).

Ukoliko se radi o nizu isplata, onda je
sv. =Y F)I(t)P(t).
t

I(t) moze ovisiti o promjenjivoj kamatnoj stopi. Mi ¢emo se medutim ovdje ogranic¢iti na fiksnu

kamatnu stopu i. Tada je jednostavno
I(t) ="

Naravno, izbor adekvatne kamatne stope kao i izbor adekvatnih stopa smrtnosti, odnosno tablica
smrtnosti, su teska pitanja u koja ovdje ne ulazimo. Najcesce ¢e P(t) biti ;p, ili ;q, ili nesto
drugo.

Vremenska jedinica ée u opéem razmatranju biti neodredena, ali ¢éemo radi lakse formulacije
ponekad eksplicitno re¢i da se radi o godini. U problemima to naravno nije tako pa ¢emo

vremensku jedinicu birati ovisno o prirodi zadatka.

6.1 Osiguranje dozivljenja (Pure endowment)

Osiguranje dozivljenja® se sastoji od jednokratne isplate na odredeni datum u buduénosti pod
uvjetom da je osigurana osoba (osiguranik) u tom trenutku ziva. Jednokratna isplata se naziva
osigurana ili ugovorena svota, a interval od dana ugovaranja osiguranja do dana isplate osigurane
svote naziva se period osiguranja ili ugovoreni period.

Osigurana osoba neka je u dobi x, osigurana svota 1, ugovoreni period neka je n godina.
Sadagnja® vrijednost takvog osiguranja se oznacava simbolom!® A x:% . Iz osnovnog principa

slijedi

l
Ayt =1.0" pp =07 “7". (6.1.1)
X

8Osiguranje jednokratnog prihoda u nekoj dobi za slucaj dozivljenja te dobi.

9U trenutku kada je osigurana osoba u dobi z, tj. na pocetku perioda osiguranja

107 simbolu broj 1 iznad n u u indeksu oznacava da ée osigurana svota (u iznosu 1) biti ispla¢ena ako period
osiguranja od n godina prode prije nego §to smrt dode. Za vise informacija vidi Gupta-Varga ” An Intoduction to
Acturial Mathematics” str. 130 [8]. U nekoj literaturi se koristi i nesto jednostavnija oznaka , E, .
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Sadas$nja vrijednost osiguranja A l.:% naziva se i (jednokratna) neto premija osigurane je-
diniéne svote na n godina za osobu u dobi z. U slucaju kada je vrijednost osigurane svote
jednaka S, neto premija je A,.Z -S. Ona predstavlja jednokratnu premiju koju osiguravajuéa
kuca (osiguravatelj) trazi u zamjenu za obavezu pla¢anja ugovorene svote u iznosu S nakon
n godina, ukoliko osiguranik tada bude ziv. Rije¢ "neto” govori da osiguravatelj nije u iznos
premije uracunao svoje troskove ni ostale naknade. U protivhom govori se o bruto premiji.
Uplaéene neto premije osiguravajuce drustvo investira kako bi moglo isplatiti ugovorenu osigu-
rani svotu. Pri izra¢unu premije osiguravajuce drustvo mora uciniti prikladnu pretpostavku o
kamatnoj stopi, po kojoj ¢e biti u moguénosti investirati prikupljene premije tokom ugovorenog
vremenskog razdoblja.
Prethodnu jednakost (6.1.1) mozemo zapisati i kao
V¥t

x+n
= 6.1.2
ol (6.1.2)

A

3~

x:

§to sugerira uvodenje zamjenske funkcije D, formulom

D, =v"l;, (6.1.3)
pa sada imamo
D
Ax:% = 5—1—71 . (614)
xr

Vrijednosti funkcije D, standardno se tabeliraju, tako je i u LAT A1967-70.
Primijetimo da je za kreiranje tabela nuzno prethodno fiksirati kamatnu stopu'!. Tabeliranje

je naravno bilo neusporedivo vaznije u proslim vremenima prije upotrebe racunala.

Primjer 6.1.1. Treba naci sadasnju vrijednost osiguranja, tj. premiju osiguranja doZivljenja
osobe u dobi 30 na period od 25 godina na osiguranu svotu od 1000. Pretpostavilja se g.k.s od
4% i da je na snazi A1967-70 ultimate (krajnja).

Rjesenje: i = 0.04, S = 1000,z = 30, n = 25, A1967-70 ultimate .

1. 1 D 3664, 568
o= A 1000 10004 0 O 1000 02 6L 1000 228 — 1000222200 _ 351 9y
S-Ve = £30: 35 30:25 v P30 Dso 10433, 310 :
Primijetimo da bi u financijskoj matematici bilo s.v. = v?°1000 = 375.12. o

Uoc¢imo da jednakost u (6.1.1) mozemo zapisati i kao
lCC Ax% =" lx+n7

§to smo mogli uzeti i kao pocetnu jednadzbu vrijednosti za odredivanje nepoznate velicine A ﬂ% .
Prethodnu jednakost mozemo interpretirati ovako : [, osoba (sada u dobi z) polozi tu svotu (tj.

AI:% ) s idejom da svi koji dozive dob z + n, a njih ¢ée biti l;4,, imaju pravo na isplatu iznosa

17 tabelama koje mi koristimo kamatna stopa i = 4%. Dakle tako ¢e biti i u svim primjerima vezanih za
ovakav tip problema.



Financijska i aktuarska matematika 75

1. Mozda ovom osiguranju necée pristupiti [, osoba, nego manje, recimo A -[, gdje je A <1
no dok god ta populacija biva podlozena stopama mortaliteta iz nasih tablica broj onih koji ¢e
dozivjeti isplatu biti ¢e A - lp4p,.

Primijetimo da je akumulirana vrijednost od 1 u trenutku n , ako djeluje samo kamata

jednaka (1+4)" = — . Ovdje je akumulirana vrijednost od AL utrenutku n jednaka 1!
v

Po proporcionalnosti je dakle akumulirana vrijednost od 1 u trenutku n jednaka sto je

A

S

xT:

1
vete od —. Zaista, zbog lyin <l vrijedi
v

Dakle, uz pretpostavku jednake primjene kamatne stope, vise se dobije takvim osiguranjem
nego oro¢enom S§tednjom, ukoliko se naravno pozivi dovoljno dugo. Akumulacija je veéa jer
benefit dolazi i od kamate i od dozivljavanja. (Radi se dakle o horizontalnoj solidarnosti ,
odnosno o solidarnom udruzivanju rizika.)

Teoretski, moguce je promatrati i slucaj kada je ¢ = 0. Tada bi akumulacija iznosa 1 u
l l
trenutku n iznosila T =L "= To je slucaj kada ljudi, sada u dobi z, poloze
D:EJrn l:BJrn lachn
svi po 1 novéanu jedinicu, stave na hrpu, zakopaju to u zemlju, oni koji su prezivjeli, vrate se

nakon n godina i podijele medu sobom iskopano blago tako da svaki dobije 1, /lz+p .

Primjer 6.1.2. Treba naéi (neto) premiju P za 20-godisnje osiguranje doZivljenja u iznosu 100
za Zivot u 50-0j koristedi tabelu smrtnosti A1967-70 ultimate u kojoj se pretpostavija 4% kamatna
stopa. Kolika bi bila premija uz g.k.s. od 6% 7
Rjesenje:
D7y 1517.00

P =100—— =100

= . = 33.00.
D5 4597.06

Dakle premija je 33.00!

Zanimljivo je provjeriti ovaj rezultat na sljedeé¢i na¢in. Pretpostavimo da je isto osiguranje
u isto vrijeme uzeo veliki broj osoba u dobi 50. Uzmimo npr. da je taj broj l5g = 32670, tada ¢e
ukupna upladena premija za sve njih biti 32670 - 33,00 = 1078110 ¢ija ¢e akumulacija (prirast)
tokom sljedeéih 20 godina uz k.s. od 4% biti 1078110 - (1.04)%° = 1078110 - 2.19112 = 2362268 .
Podijelimo li taj iznos na raspolaganju nakon 20 godina s brojem tada zivih iz skupine l7g =
23622 vidimo da svako od prezivjelih dobije po 100, koliko je bilo ugovoreno i oc¢ekivano.

U slucaju k.s. od 6% ne raspolazemo s izradenim tablicama za vrijednosti D, te ra¢unamo
direktno iz poznatih jednakosti (vidi (6.1.1)).

_90 b0 23622, 102
P =100A-) 5 =100(1,06)"2° = =100 -3, 11804727 - ———2——= — 22 5452.
50:20 (1,06) Iso ’ 32669, 855 ’

Ocito uz veéu k.s. premija je niza. <
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6.2 Zivotne rente (Life annuities)

Za razliku od financijskih ove se rente nazivaju osobne (zivotne) rente. Mi ¢emo kratko govoriti

rente kad nece biti opasnosti od zabune.

Zivotna renta je opéenito niz isplata u jednakim vremenskim intervalima ¢ija isplata je
uvjetovana dozivljenjem odredene osobe. Renta moze biti neposredna ili odgodena (deffered),
dozivotna ili privremena, plativa unatrag, tj. na kraju intervala (immediate annuity) ili unapri-
jed, tj. na pocetku intervala (annuity-due). (Kod nas se kaze postnumerando/prenumerando.)
Iznos koji se ispla¢uje moze biti konstantan ili varijabilan. Ako je konstantan, dovoljno je izvesti
izraz za sadaSnju vrijednost rente koja se ispla¢uje u iznosu 1, ostale vrijednosti su proporci-
onalne.

Prakti¢no je ovdje kao vremensku jedinicu fiksirati 1 godinu. Oznake za sadasnje vrijednosti

su analogne s oznakama kod financijskih renti.

Neposredne doZivotne rente (Whole life annuities)

Neka a, oznacava sadasnju vrijednost (vrijednost u trenutku x) neposredne dozivotne godisnje

rente u iznosu 1, plative unatrag (postnumerando). Tada je

pa slijedi
w—x UJ*CUD 4 1
— 1 Tt _
aa:tzle:ﬂ tzl Dg; *D7x<Dx+1+Dg;+2+"'+Dw—l)

(suma zapravo ide do w —x — 1 jer D, =", =0).

Uvedimo novu funkciju N, formulom

w—1
Ne=> Dypt=Dyp+ Dyi1+--- (6.2.2)
t=0
tako da mozemo pisati
Nz+1
= ) 6.2.3
Gy D, ( )

Sadasnja vrijednost neposredne dozivotne godiSnje prenumerando rente je ocito

Nx—i—l _ Dy +Nx+1 o & (6 2 4)

i =1+a; =1+ 5 =5
X xX xr

Vrijednosti N, su takoder tabelirane. Uoc¢imo da je Ny4+1 + D, = N,, takoder N, 1 = D, 1
(N, = 0). Jos uo¢imo da mi uvijek operiramo s pozitivnom kamatnom stopom ¢ .

Teoretski, moguce je promatrati i slu¢aj ako bi bilo 7 = 0. Tada bismo imali
Dw:’l)xla;:lx i Nx:Dx+Da:+1+"':l$+lac+1+"' .

Uoc¢imo da bismo ovdje imali

&:lm+lm+1+1x+2+"‘ :1+la;+1+l;v+2+lx+3+”'

2,
D, Iy Ly (6.2.5)
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Primijetimo da se ovaj zadnji razlomak moze interpretirati kao srednja vrijednost (aritmeticka
sredina) preostalog trajanja zivota ”svih” osoba koje su sada u dobi x. Naime, od svih njih [,
lz+1 ¢e prezivjeti cijelu jednu godinu, njih l;y2 joS jednu godinu, samo njih I,;3 joS jednu ...
— tako da je u brojniku ukupan broj godina koje ¢e prozivjeti sve osobe sada u dobi z.

U ovom razmatranju ignorirali smo sve smrti tokom godine - kao da su sve smrti nastupile

na pocetku godine pa je doprinos svih zivota koji su prestali tokom godine jednak 0. Ako bismo

sve smrti koncentrirali u tocke = + %, x+1+ %, ... tada bismo jo$ u brojniku imali
1 1 1
§(lx - lirl) + §(l:r+1 - la?+2) +...= §l:t s

tj. gornjem razlomku bi trebalo dodati % Ako bi sve smrti nasupile na kraju godine, onda bi

gornjem razlomku trebali dodati 1. Inace, razlomak u (6.2.5) se moze zapisati i kao

1Pz + 2Dz + 302 + - -

Neposredne privremene rente (Temporary life annuities)

Ako se radi o rentama ¢&ije placanje prestaje nakon n godinal? (ili naravno ranije ako osiguranik

umre), onda je sadasnja vrijednost rente

D D D Nzy1 — N,

a:c:ﬁ| :Al‘% +Ax% ++Ax% = B_H 5+2 ++ ;;HL = as D 1‘+n+1’ (626)
T T T T

Ay = 1+ awzm‘ = Hz + ud D, AR D, Sanly (6.2.7)

Odgodene doZivotne rente (Deferred whole life annuities)

Odgodena dozivotna godisnja postnumerando renta s rokom odgode m godina (u godisnjem

iznosu 1, kao i sve ostale)
Nx+1 N:erl - N:p+m+1 Nx+m+1

m|Az = Az — Qg.m| = Da: - Dx = D;L« . (628)

Isti rezultat mozemo dobiti i drugacije: neposredna renta koja starta u dobi x +m tada vrijedi
N:c+m

s tim da se to pla¢a u dobi x; akumulacijski faktor je , zato je diskontni faktor

D$+m T+m
TH S rezultat kao dolje.
D,
Takoder je jasno
. .. .. N,
m|Gz = Gz — Qg = ]g—i—m . (6.2.9)
xr

Odgodene privremene rente (Deferred temporary life annuities)

Lako se vidi i da za privremene rente u trajanju od n godina s odgodom od m godina vrijedi

N, 1 — N, 1
m|n@z = AgimFn] — Qziml = L D L ) (6210)
x
m‘nax = OQp.:m+n — Az:m) = SRR D T . (6.2.11)
x

!2(neposredna privremena godisnja postnumerandu/prenumerando renta s iznosima isplate 1)
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Primijetimo da zadnja formula za n = 1 glasi

P Nz+m — N:p+m+1 o D:):er A 1
m|1%z = = — Baxml
| D, D,

kako i treba biti jer ,,1G, znaci upravo to: isplatu u iznosu 1, jednu jedinu, u dobi z +m za
osobu sada u dobi z.
Dalje, jo$ primijetimo
Ny Dyi1 Niy Ux+llx+1 .

Uy = = : = (pi1 = VPg Gzq1-
D. Dy Do w7l

Sli¢no se pokaze da vrijedi

Qg = U Pg Gz i 1.7 -
Na kraju definirajmo oznake za tablice s odabirom (select)

Digj = v% Iz,

D[th ="t l[:c]+t7
N =Y Dpjsss
t=0

pri cemu je jasno D)y = Dy, odnosno Nigjqy = Nytt, kad god je ¢ > s, gdje je s period
odabira. Ponekad se vrijednosti za a, i d, ¢ak i tabeliraju.

Pogledajmo sljedeé¢e primjere:

Primjer 6.2.1.

Nigo) — Nisoj+s  Nisop — Nes  35783.721 — 23021.434

ifo0)5 = = = — 4.533.
6013 Dy Digo) 2815.3028

Ako to racunamo iz ultimativnog dijela imamo:

Neo — Nes  35841.261 — 23021.434

o | = - — 4.489.
“60:5] Deo 2855.5942

Drugi iznos je mangi jer tu ima vise kandidata za umiranje. Zasto?
Primjer 6.2.2. Koriste¢i A1967 — 70 (dakle, pretpostavija se g.k.s. od 4% ), izracunagte:
40, @40, Q[a0]; G[40]> Q40:30> 5|@45, A50:T0, 1015[30]-
Rjesenje:

. Ny
fao = —20 — 18.894,
0=
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(d[40} je malo vise od dyp, jer je mortalitet ovdje u prvoj godini ”laksi”).

Nioj+1 _ Niaog = Doy _ 13199519 — 6981.5977

W7 Dy Dug 69815977

= 17.906,

(N[40]+1 nije tabelirano, ali to je Ny —D[40]). Primijetimo da ovdje nije Nigoj41 = Nyoj— Do) =
125013.59 isto sto i Niyq) = 125007.87.

 Nu— Np 125015435 — 12070.8963
w030 = p T 6986.4959
Nsi  68970.0761
51945 = B - T 5689.1776
Niso) — Nisoj+10  Niso) — Neo  73544,8 — 35841, 3

— 16.166,

= 12.123,

o _ = 8,232
a50:701 Diso) D5 4581, 32 ’ ’
o Nup—Ns; _ 132001.9309 — 52502.7524 _
101154[30] Diay) 10430.039 S

Primijetimo jos da je
Digop1 = v lggp41 = v - 33484, 739 = 6706, 2542.
Sada je
Nugj12 = Njgi41 — Dygj41 = 125013,59 — 6706, 2542 = 118307, 34 = Ny,
Sto i treba biti jer Njygj12 = Ny2 posto po isteku 2 godine efekt odabira nestaje (kopni). <&

Primjer 6.2.3. Dokazi: (zdravorazumski i racunski)
Ao — Qg = 1 — Ax% :

6.3 Akumulacije

Neka svaki ¢lan velike grupe osoba sada u dobi z uplaéuje 1 u fond na kraju svake godine (koji
prezivi). (Ukupan iznos dijele prezivjeli.) Uplate se akumuliraju n godina. Udio svake osobe
koja prezivi do kraja n-te godine je

1 1 _ Dagy1 | Dy

(6.2.2) D
3.2.6
Sgnl = 1 + 1 ++1—D +D —}—”,_|_1(b:>D7x
Aaz—l—lzn—l Ag;+2;n_2 z+n T+n rdn

*Qgm) (6.3.1)

Alternativno, zamislimo da participira [, osoba. Ozna¢imo r = 1+ 4. Tada je jednadzba
vrijednosti u trenutku z +n (udio svakog ¢lana)
1

(" M + 1" P lgo + o+ L ) vt —
lern r z+1 T T TH+2 T e r4+n on

(Stednja je pocela efektivno u dobi = + 1, pa samo [, osoba participira)

1 D
7(Nx+1 - Na:-i—n—i—l) - 2

1
— 7(D:C+l + DCE+2 + ...+ Dx+n) == D
+n

D:p+n
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Analogno, ukoliko se upla¢uje na pocetku svake godine, imamo

6.2.2
. 1 1 1 (G2 Dy .
Syl = 1 + 1 ++71: — D * Qg -
Az:ﬁ Aat—i—l:n—l Ax—i—n—l:ﬂ T+n

(6.3.2)

Primjer 6.3.1. Grupa osoba u dobi 30 zapocéne ulagati u pocetku svake godine tokom 20-
godisnjeq perioda iznos 10 svaki. Nadite udio svakog od preZivjelih ¢lanova nakon 20 godina.
Rjesenje:

1 Ur+n

l:EJrn

(rle + 1" Megr + .o 7 logn1) /v’””

Analogno se pokaze
_ Nz B Nern _ D:v

Spm = = Ay - 6.3.3
Szl Dain Dain Qg ( )
Ovdje je (ultimativno, A1967-70)
N3g — Ni
$5090 - 10 = % .10 = 317.96.
&

6.4 Osiguranje zivota (Life insurance)

Osiguranje zivota!? je obveza da se odredenu svotu novca isplati po smrti osigurane osobe. Ova
isplata u praksi dospijeva odmah po smrti. Mi ¢emo za pocetak uzeti radi jednostavnosti da

isplata dospijeva na kraju godine u kojoj je smrt nastupila.

DoZivotno osiguranje Zivota (Whole life insurance)

Promotrimo najprije dozivotno osiguranje zivota osobe sada u dobi z. U slu¢aju smrti u dobnom
intervalu [z + ¢,z + ¢t 4+ 1) naknada je 1 i ispla¢uje se u trenutku z +¢+1 tj. na kraju godine u

kojoj je nastupila smrt. Vjerojatnost smrti u tom intervalu je ;/1¢,. Znamo da je

lopt —lavir1r  dogd

t/19z = I = I
d
Ako dakle smrt nastupi izmedu dobi x+tiz+t+1 sadasnja vrijednost obveza je STHE L
Sada je ukupna sadasnja vrijednost obaveze osiguravajuéeg drustva ‘
A, = Z oL Y1 = Z oL 7+t - — Z s (6.4.1)
t=0 t=0 z T =0
Sad definiramo nove zamjenske (komutacijske) funkcije
Cy=v"Tt . d,,
Ma: :Cac+Ca:+1+"'+Cw—1a
M,
Ay = D—”” : (6.4.2)
xT

130siguranje (prihoda - novéane naknade) za slu¢aju smrti.
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Zasto se gore ovo zbraja mozemo opet obrazloziti ”heuristicki”
oAy =vdy +v%dy1 + -+ /v° = DyAy=Cyp+ Cpp1+ Crya-

Za dozivotno osiguranje zivota s odgodom od m godina imamo

Myim

D (6.4.3)

Osiguranje Zivota na odredeno vrijeme (Term life insurance)

Lagano se sada izvede formula za osiguranje zivota s odredenim trajanje (privremeno osig.)
Uvedimo oznaku'4 Aiﬂ za S.v. obaveze osiguravajuéeg drustva u slucaju privremenog osigu-

ranja zivota (osigurani iznos je 1).

n—1
M, — M,

Al - = (kao gore) = Z e ¢/ = xDiern (6.4.4)

t=0 r
Za privremeno osiguranje zivota s odgodom imamo
M - M,
m/Aalcﬁ = T D Thmn . (645)
xT

MjeZovito osiguranje Zivota i doZivljenja (Endowment)

Vazno je i mjesovito osiguranje (privremeno osiguranje zivota u vremenu od dobi = do dobi x+n

i osiguranje dozivljenja dobi z + n). Za osigurani iznos 1 u oba slu¢aja imamo:

M:p - Mern + Dern

Az:ﬁ:Aglc:ﬁ +Az% = D
x

(6.4.6)

U slu¢aju da je ugovoreni osigurani iznos, tj. naknada razli¢ita od 1, gornje sadasnje vrijed-

nosti mnozimo s tim iznosom.

Primjer 6.4.1. (A 1967-70)

Mpzo)  1978,8483

Apag = = =0,189726 ?light tality”
B0~ Dpgg  10430,039 . Ulighter mortality”)
M3 1981, 9552
Aapn = = ’ =0, 189964.
7 Day  10433,310
&
Definirajmo jo§ dvije zamjenske funkcije koje ¢emo koristiti poslije,

Sy =Nz + Nyy1+ Nyjo+---. (6.4.8)

HMyidi [8], Gupta-Varga str.133. Oznaka ’'1’ iznad x znaci da ée se iznos osigurane svote isplatiti ako smrt
nastupi prije isteka perioda osiguranja.
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6.5 Neto premije

Iznosi koje osigurana osoba (osiguranik) placa osiguravaju¢em drustva (osiguravatelju), u za-
mjenu za osigurani iznos u slu¢aju smrti ili dozivljenja, nazivaju se premije. Za premije kazemo
da su neto premije ako je suma njihovih sadasnjih vrijednosti jednaka sadasnjoj vrijednosti oba-
veza (naknada osiguraniku, odnosno ugovorenih osiguranih iznosa) osiguravatelja. Neto premija,
prema tome, ne sadrzi nikakve dodatne troskove.

Malo kada se premija plac¢a u cijelosti jednokratno - izuzetak su naravno neposredne rente.
Kod osiguranja smrti ili osiguranja dozivljenja ili odgodenih renti obi¢no se premije placaju
u pravilnim vremenskim razmacima u jednakim iznosima; ali uvijek unaprijed. Ovdje ¢emo
promatrati godiSnje premije i to u neto iznosu.

Jednadzba vrijednosti je
< Ocekivana sadasnja > _ < Ocekivana sadasnja >
vrijednost svih neto premija vrijednost naknade /°
Oznake koje se koriste su analogne prethodnima, samo se umjesto simbola A koristi simbol P.

Najprije razmotrimo dozivotno osiguranje zivota za osobe u dobi z i godi$nja premija P,

koja se plac¢a unaprijed. Jednadzba vrijednosti je ocito
Gy Pp=A4, =
P=—=—. 6.5.1
e (65.1)

Kod osiguranje zivota (osiguranja u slucaju smrti) na odredeno vrijeme'® od n godina za pre-

miju koju oznacimo s PL - | ocito vrijedi Pl -dpp=AL | teje

1
Ax:ﬁ . Mgg - M:p+n

Ply =—— = : 6.5.2
v Qg Ny — Nern ( )

Analogno premije za mjeSovito osiguranje na rok od n godina je
P:p:ﬁ _ A:c:ﬁ _ M, — Mm+n + Dern . (653)

Ay Nz — Nyyn
Ako se premije upla¢uju kroz kraéi vremenski period nego §to je trajanje osiguranja oznakama

za premiju se dodaje prefiks ¢t na na¢in P, koji inducira da se premija pla¢a samo kroz prvih ¢

godina/obroka. Tada za premiju u sluc¢aju dozivotnog osiguranja imamo

M,

1Py -y =As = th:m-

Primijetimo da za ¢ = 1 imamo u nazivniku N, — N,4+1 = D, pa je rezultat ]\gi kako i mora
biti.

Analogno se zakljuci da je

A My~ My

tpl » = —
z:n - )
Qg7 Na: - Na:—i—t

15Kaze se i privremeno osiguranje zivota.
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Azﬂ _ Mz - Mx+n + Dx+n
da::F Nx - Nx+t ‘

th:ﬁ =

Primjer 6.5.1. = = 35, imamo 20-godisnje mjesovito osiguranje sa svotom za slucaj smrti 2000
i svotom 4000 za slucaj doZivljenja. Odredite godisnju neto premiju.

Rjesenje: Jednadzba vrijednosti je

P 35,50 = 2000 A3 55 + 4000A 35. 95

N3s — N: Mss — M, D
pVss 55 _ 9000 < 35 5y 55> 7
D35 D35 D35

P =128, 30.

Ovo je bio ultimate sluc¢aj. Select varijanta daje

6.6 Bruto premije

Bruto premija uklju¢uje sve troskove koje osiguravajuc¢e drustvo moze imati u vezi s osiguranim

slu¢ajem. Oni se dijele na pocetne troskove i na troSkove obnove. Podrazumijeva se da troskovi

obnove nastaju u drugoj godini i dalje se protezu do kraja; zato se oni vrednuju kao postnume-
rando (simbolom a,). Obje vrste mogu biti dane u postotku necega ili u fiksnom iznosu. I ovdje

imamo jednadzbu vrijednosti:

Ocekivana Ocekivana Ocekivana
( sadasnja vrijednost ) = ( adasnja vrijednost ) + ( sadasnja vrijednost )

svih bruto premija naknade (obaveze) troskova
Pretpostavljamo sljedeée troskove:

k po jedinici svake bruto premije P,

po jedinici osigurane svote (svake godine),

o

I dodatni pocetni troskovi.

Neka je A sada$nja vrijednost naknade. Tada je jednadzba vrijednosti

Pli, = A+kP dy+ciz+1.

sadasnja vrijednost troskova

Jer je A = Pad,, gdje je P neto premija, godisnja.
7 77 ]. I
Piy(1-k)=(P+c)iz+1 = P z—(P+f+c). (6.6.1)

Razlika P” — P se obi¢no zove optereéenje (loading).
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Primjer 6.6.1. Na bazi A1967 — 70 select izracunagjte godisnju bruto premiju u postotku osi-
gurane svote za mjesovito osiguranje osobe x = 40 na period od 25 godina uz pocetne troskove
u iznosu 2% osigurane svote i troskove obnove koji se sastoje od 5% svake premije (ukljucujuci
prou) +0,3% osigurane svote s tim da se uzme jos 50% prve premije.

Rjesenje: Neka je osigurana svota S, neka je A[m]:ﬂ sadasnja vrijednost naknade, P” bruto

premija. Jednadzba vrijednosti je sada

.. 5 .. O’ 3 - 2 9
P a[40]:ﬂ = A[40}:ﬂ -S4+ ﬁp a[40]:m + m .S a[40}:2—5] + ms + 0,5P R
” o . S
P (07 95 a[40]:ﬂ - 0; 5) == (A[40]:ﬂ . 100 + 07 3 . a[40]:ﬂ + 2)@
Kako je
i _ Mo — Nes A M) — Mes + Des
[40]:25| D 0] » “1[40]:25] D (40]

dobivamo (vidi tablice str. 425)
liggo).25 = 15,6087, Apyg 5 = 0,399665,
a odavde je

p_ 100-0,399665+0,3-15,609+2 S _ . oo S
0,95 15,609 — 0,5 100 100

U postotku izrazeno to znaci da je godiSnja premija izracunata kao 3,25568% osigurane svote.

Uoc¢imo da je premija u neto iznosu dana jednadzbom

Pd[40}:%] = A[40]:%] )

Sto daje

1004,
- T 5 he048 2
a2 100 100

P

i

P
Sto znaci da je = 1,27! <

Primjer 6.6.2. Osoba u dobi x = 30 kupuje 10-godisnje osiguranje Zivota na svotu u iznosu 500.
Pogodba je takva da se u slucaju Stete (smrti) osim osigurane svote vraéa i uplaéena premija.
Troskovi su 3% osigurane svote te fiksni u iznosu 1 svake godine. Izracunajte jednokratnu premiju
(A1967-70 select). Nadite premiju istog osiguranja za osobu u dobi x = 60.

Rjesenje:

77 77 3
. 1 .
P’ = (500 + P") Afyyy 5 + 755500 + 1+ iggoyg

1 _ . _ o _ o
(Algopgo = 000065 , i 7 = 8,411), P* = 26,91. Za z = 60, P’ = 120,95. o
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6.7 Relacije izmedu funkcija smrtnosti

Vrijedi

Co=v""dy =" (I, —lpy1) = Cr=vDy— Dyy1.

Sumiranjem od z do oo (ili do w ili do w — 1) dobivamo

M, = vNy — Nyy1 = 0Ny — (N — D) = Dy + (v — 1)N,
— M,=D,—dN,.

Sada dijeljenjem s D, slijedi
A, =1—-dd,.

Da smo umjesto do oo sumirali do x +n — 1 dobili bismo
Aalczﬂ =1- Ax% - ddm:ﬂv

dakle
Ax:ﬁ =1- daxﬁ .

Sliéno bismo dobili (ili provjerili)
A =vagm — Ag:n—T
Ay, =vdg — ay .

Neke od ovih formula se mogu i jednostavno opravdati. Npr. ova zadnja:

0 1 2 3 z-2  z-1 Z

} } } } } o

v ) v ) ) )
\ \ \smrt

isplata

1 1 1 1 1 1'/

} } } } } e

0 1 2 3 z—2 z—1 z

V Ay

ar; + Ay

85

(6.7.1)

(6.7.2)

(6.7.3)

(6.7.4)

(6.7.5)

(6.7.6)

Sli¢no, A, = 1 — dd, ima sljedeé¢u interpretaciju. Osoba u dobi x uzme zajam u iznosu 1;

sadasnja vrijednost je oCito 1. Vraca ga ovako: kamatu za svaku godinu plati godisnje unaprijed

- to je to¢no anticipativna kamata u iznosu d. U godini smrti je kamata veé pla¢ena na pocetku

(jer renta je prenumerando) i samo na kraju preostaje vratiti glavnicu Sto se upravo naplati

osiguravanjem zivota u iznosu 1 koje dospije na kraju godine smrti.

Ovo opravdava lukavo dospijeée osiguranja zivota na kraju godine.
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Zadaci i rjesenja
Zadaci

Zadatak 1. Osoba stara 40 godina ugovara 20-godisnje mjeSovito osiguranje na svotu 6000.
Troskovi: pocetni 2% osigurane svote © 50% prve premije, a zatim 5% svake sljedeée premije te
100 pri isplati - bez obzira da li u trenutku smrti ili po isteku ugovorenog roka. Odredite godisnju
premiju (A 1967-70, select).

Zadatak 2. Osoba stara 65 godina sklapa posebno osiguranje rastuce doZivotne rente. Renta
ée se isplacivati godisnje unatrag. Iznos prve isplate je 1000, a iznos isplate se poveéava svake
godine za 9.62% iznosa prethodne godine. Odredite cijenu ove rente ako su ma snazi stope

mortaliteta iz A 1967-70 (ultimate), s kamatnom stopom 14% . ( Uputa: 1.1651;612 =1.04.)

Zadatak 3. Osoba stara 40 godina ugovara posebnu odgodenu prenumerando rentu godisnjeg
iznosa 1000 kad se navrsi 60 godina. Ako osoba umre nakon navrSenih 60 godina ali prije nego
joj je isplaceno ukupno 15000, razlika (izmedu isplacenog iznosa i 15000) se plaéa na kraju

godine u kojoj je nastupila smrt. Izracunajte godisnju neto premiju (A 1967-70, select).

Zadatak 4. Prije 30 godina drustvo je zakljucilo veliki broj 30-godisnjih osiguranja za slucaj
dozZivljenja u svoti 4000 za osobe tada u dobi 30 s godisnjim plaéanjem premije. Pretpostavlja se
A1967-70, ultimate, 4%, uz troskove 3% od svake premije. Pokazalo se da je pretpostavka bila
ispravna, §to se tice kamate od 4%; ali su troskovi iznosili 20% od prve i 2% od ostalih premija,
a pretpostavka o smrtnosti je slijedila vrijednosti u tablici A1967-70 , ali tako da se osiguraniku
nadoda 5 godina na njegovu stvarnu dob. Izracunajte prosjecnu dobit ili gqubitak osiquravajuceq

drustva po polici.

Zadatak 5. Nadite sadasnju vrijednost uz kamatnu stopu © prenumerando godisnje rente u
1znosu, 1 koja se akumulira za vrijeme Zivota osobe koja je usla u osiguranje u dobi x do kraja

godine u kojoj ta osoba umre, po kamatnoj stopi j.

Zadatak 6. Kupuje se godisnja postnumerando renta u iznosu 100 za osobu u dobi x = 60.
Nakon smrti, ako isplate nisu premasile uplacenu svotu, razlika ée se uplatiti na kraju godine
u kojoj ta osoba umre. Odredite cijenu na temelju A1967-70 ultimate uz zaracunate troskove u

iznosu od 5% od cijene.
Rjesenja
1. Neka je P’ trazena premija. Tada je

P! ligy).35 = 6000A )55 + 120 + 0.5P" + 0.05F" ajyq) 15 + 10044155,
P i35 = 6100A 055 + 120 + 0.5P" + 0.05P" (dy).30 — 1),
P'(0.95 lifo)30 — 0-45) = 6100 A5 + 120,
P'(12.633858) = 6100 - 0, 4702891 + 120,

P’ = 236.5678.
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2. 1=0.14, v = ﬁ, p = 1.0962. Imamo sljedeéi niz isplata
v1000, v p 1000, v3 21000, . . .,
dakle

(pv)pes + (PU)22P65 + (PU)33p65 + - >
1000

S.V. = —

1000 <

= (Vidi (6.1.1)) = ags =+ = 8882,5,

pricemuse ags trebaizracunatiuzk. s. j zakojuvrijedi pv = ——, tj. uzk.s. j =4%.
J juvrijedi pv = 15, t] J

S.V. = 1000(1111\1?65 + U2ﬂ12\p65 I Pn71n|P65 +.. )
1000(

(pv) 1pes + (pv)2apes + -+ (p0)"nypes + - - )

(pv =:7")
1000
= P (0'1\1?65 + 0'22\1965 + " pes + - )

1000
= aes-
P

Uz v = puv, v = ﬁ slijedi i = 4%.
3. Sada$nja vrijednost premija:

Niggl — N
Py = P—9——% — 13.772 P.
Do)

Sadasnja vrijednost obecane razlike:

14000 v*!0/qpa0] 4 13000 v*?31qpaq) + - - - + 1000 v** 33 qu0

d 40
=:1000(1419145@7+_130229§£.+...ﬁ_v349&§)3%@
l{a0) l{a0) lia)/ v
1000
_.IDMO](146%04—136%1-+--.+_c33)
1000
= D ]((060-1-061+---+C73)+(CGO+C'61+---+C'72)—|—~--+(C60+061)+060>
40
1000
— Do ((Meo — Mag) + (Mgo — Myg) + -+ + (Mgo — Mga) + (Mg — M61)) = (6.4.7)
40
1000
= (14M60 ~ (Re1 — R75)) — 717.9863572.
Dy

Sadasnja vrijednost rente:
Neo

[40]

= 5133.676.

1000 20|EL[40] - 1000

Dakle je, 13.772 P = 717.986 + 5133.673 pa je P = 424.90.
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4. Bilo je
Piigygg = 4000A 30,3 +0.03 Piigyzg = P = 64.03498456.

Stvarni akumulirani iznos je

0.80P N + 0.98P . +---+0.98P .
A 35:30) A 36.29 AgaT)
1 1 1 1
= —0.18P—— +0.98P( b — )
A35:3q A35:3U] A36:79] A64:ﬂ
Dss : Dss N35 — Nes
= —0.18P— 98P 54-35 = (6.3.3) = —0.18P —— OBP ————
0.18P ™ +0.98P 35 = (6:3.3) = ~018P ™ + 0.98 P,
=4299.44.

Profit po polici je stvarna akumulacija umanjena za obavezu isplate, tj. profit je 4299.44 —
4000 = 299.44 .

5. Ova naknada, iako se radi o renti, nije dostupna za zivota osigurane osobe. Ako osoba
umre u dobi unutar [z +¢,x +t+ 1) sadasnja vrijednost akumulacije je

1
+1g —
S = (it

(akumulacija po stopi 7).

Ukupna sadasnja vrijednost naknade je

S . > 1+ ) =1 dypyy
Z Ban Ty _ Z ol ( _
,j t|dx ;
t=0 t=0 d(j) la
_ 1 i (- (L4 ) dae v )
d(j) = L Iz

(uz oznaku v = v - (1 + 7))

1 & "”H-ld t—‘rld 1 s
_ Z(U $+t _U $+t> — +.7 (Ax_A$> ;
A7) = lo lo j
gdje je
M,
A:E:‘Dix’Mm:Cz+Cm+1+Cr+2+"'a Cm:UI+1dm-
T
A, je izracunat uz kamatnu stopu j takvu da je —— — @ (1+5) L+J
€ 1zracunat uz Kamatnu stopu akKvu da je = =1V =" = .
z ] pu j J 1+ J 1+

6. Oznacimo bruto premiju s P’. Tada imamo: Ako bismo ignorirali naknadu kod smrti bila

bi rije¢ o obi¢noj renti i vrijedilo bi
0,95P" =100agy = P’ '=1215,92 (ag = 11,551).

Stvarna cijena je veéa od toga; recimo da ¢e stvarna cijena biti izmedu 1400 i 1500 (raspon

mora biti iznos godisnje premije) i tada uz tu pretpostavku rezimiramo kao u Zadatku 3.
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Dakle imamo:

s.v. naknada kod smrti

= Pluggo + (P — 100)v1)q(60) + (P’ — 200)v°5q(60) + - - - + (P" — 1400)0"°14q(0)

d d d d 60
— [PV 4 (P~ 100)0° 5 4 (P~ 200)0P T2 4 - 4 (P — 1400)015 574 . S
leo leo leo leo” v
Céo Ce1 Ce2 &2
= P>+ (P —100)—== + (P’ —200)—== +--- + (P — 1400) =—
Deo ( )DGO ( )D60 ( )D60
Mgy — M
= P’% —100(Cg1 + 2Cg2 + - - - + 14C74)
60
Mgy — M
= P/GOD*%_100([061+C62+"'+C74]+[062+C63+"'+C74] +
60
1
+ [063+C64+"'+C74]+"'+[C73+C74]+[C74])D760
Mgy — M
= P/~ 100(My — M + Moz — Mys + Mes — Mas + -+
60
1
+ Mz3 — Mz5 + Mry — M75)D7
60
Mgy — M 1
= P"G"TO75 — 100(Rgy — Ry — 14M75)D—60 .
Dakle je
Mgy — M 1
0,95P" = 100agy + P'—2— """ _ 100(Rg, — Rrs — 14Mrs)—,
D60 D6O

tj.
B 100
0,95 —0,27106

P (11,551 — 2,03946) = 1400, 94.
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7 Ispodgodisnje funkcije
7.1 Zivotne rente koje se isplaéuju m puta godisnje

Ovdje ¢emo odrediti priblizne vrijednosti takvih renti.

Neka je m prirodan broj. Promotrimo dozivotnu postnumerando rentu u godisnjem iznosu
1 koja se pla¢a u iznosima —. Ti iznosi dospijevaju u dobi osiguranika
m

1 2 1
r+—z+—, ... ,z+lx4+14—, .
m m m

1
S obzirom da je diskontni faktor za period duljine — upravo v is obzirom da je vjerojatnost
m

dozivljene dobi x + % za osobu sada u dobi z jednaka 1 p, , sadasnja vrijednost'® prve isplate
je
1 1
— U™ -1 Pg.
m m
Sadasnja vrijednost druge isplate je
1
Zum s py
m m
Ukupna sadasnja vrijednost je
1 & 1T X ol 1 & Dpye
(m) — m — m m.o o m
a; —m;v ﬂt@px—m;v L —m; D, (7.1.1)

Ne moramo se brinuti jer je suma sigurno konacna.

Analogno se vidi da je sada$nja vrijednost odgovarajuée prenumerando rente.

1 <D
s(m) _ & Zatt/m
ay" = — D, (7.1.2)
t=0
jer je
1
ilm = — 4 a(m (7.1.3)
m

Sliénim rezoniranjem se dobiju formule za rente s privremenim trajanjem. Primijetimo da u

slucaju trajanja n godina imamo ukupno (bolje re¢eno najvise) nm isplata.

m _ 1 N~ Dosem
t=1
nm—1
.(m) l Dm—l—t/m
iy = — D, (7.1.5)
t=0
som)  m) 1 1 Don 1 [, Dain 1
Qpml . m m Da: m Dm . (7. .6)

Jasno je da je prenumerando skuplje. Stovige i ¢itava zadnja formula je osim algebarski jasna

1 zdravorazumski.

16misli se na vrijednost u trenutku
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Problem je u odredivanju vrijednosti D, ;/, . To se radi samo priblizno, a aproksimacija
se zasniva na Woolhousevoj formuli.

Ako je wu(t) =wuy dovoljno puta derivabilna funkcija onda vrijedi

—_

nm—1 n—

4

m—1 m? —1 / / m-—1, ., m
D g D ek Ty () = g (= o) + g (= ) = (TLT)

1
m

Najcesce se i zadnji ¢lan zanemaruje. U toj formi ¢éemo Woolhouseovu formulu primijeniti na
x+t

funkciju u; = . Tada je lijeva strana

x

nm-—
1 1’+t/m (7.15) ..(m)
m Z Gy
m. D,
Dalje, prvi ¢lan s desne strane je
n—1
DCB+t .
D = Q-
t=0 —F

Dalje iz D,y = v* T [,4 uvidamo

0 - 0

aDm—H = (ln ’U) k. lm_Hg 4+ v* 8t Lot
=1Inv-v"t! lott + e (_Nx—i—t la:—f—t)
= —0 Doqt — pogt Doyt = — Doyt (flayt + 6).

Sada smo spremni primijeniti formulu (7.1.7).

.(m) —1 (Dyyn . . m? — 1 _Dﬂchn
Al ™ Ay + 72m < D, 1> 12m2 D, (ot +0) + (pz + ) | - (7.1.8)

Sada mozemo pustiti n — oo, odnosno stavimo n = w, uvazimo D, = D11 =0 .
Slijedi
m—1 m?-1

dg(CM) /Ay — 5 T 1972 (z +9) (7.1.9)
Konaé¢no, i 4 i p su obi¢no nule veli¢ine; u normalnim okolnostima su manji od 10, kako
je m barem 2 to je zadnji ¢lan uvijek u praksi manji od % . 1% = % = 0.0125 pa i njega
zanemarimo. Dobivamo .
. .. m —
0™ iy — - (7.1.10)
Sad pak (7.1.3) daje
. 1 m—1 1 m—1 1 m—1
A =i = Ry = s — =Gt lm s =t
Dakle 1
(m) m=-2 71.11
a agz + o (7.1.11)

Uocimo da je d;(pm) manje od d, te da je ag,m) ve¢e od a, kao §to i mora biti (usporedbom

obveze u godini smrti slijedi zakljucak ).
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Vratimo se formuli (7.1.8) te i u njoj ispustimo zadnji ¢lan, imamo

L(m) . m—1 < D:Hn)
an= Rl — — | 1 — . 7.1.12
Sada uvazimo da je
. D
Qg = Qi) + 1- 5—:1

(oduzimanjem (6.2.6) od (6.2.7)), jo$ uvazimo (7.1.6)

pa slijedi

(m) _ (m) 1 Dz+n
aa::ﬁ - ar:ﬁ T m 1 - Dy
p m—1 Dz+n 1 Dz+n
ax:ﬁ_W<l_D7m>_E<1_D71>

= ax:ﬁ+(1_%_%)<l_%>

Q

pa dobivamo

1 D
o™ a:aﬁm-+7fhn/<1-—x+") . (7.1.13)

(m)

Veé smo dali objasnjenje za ¢injenicu Gy ~ < d; (no ne radi se samo u razlici u godini u kojoj

osigurana osoba umre ve¢ i o razlici u kamatama u ”cijelim” godinama : skuplje je platiti 1 na

pocetku nego m puta %

. .. .. _ L. (2) . . o
Inace, formula ag(ﬁm) R Gy — % za m = 2 daje a:(,; ) Qg — i , te ima jednostavno objasnjenje.

tokom godine).

0 1 2 3 e
1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

11 111 111 111

2 4 4 2 4 4 2 4 4 2 4

0 1 2 3 e — 1

Primjer 7.1.1. Opisite ¢ nadite vrijednosti od aé%),dé%), a[(és]), a%):m (A1967 —70).
Rjesenje: Obic¢no se uzima

‘m:2 m=4 m=6 m=12
o=l] 025 0375 0417 0.458

2m
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@ L 1
agy = ago + 1= = (4o — 1) + 1= 11.551 4 0.25 = 11.801

3
i) ~ iigo — g = 12551 —0.375 = 12.176

a[(é;) ~ ajgs) + % = (ées) — 1) + % = 9,989 + 0,458 = 10, 447
@) 1 Dso\ Nm—Ngp 1 543,297
G709 > G703 Z(l - Dm) - ( - 1516,997) -
12070, 896 — 2608, 0176
1516,997

D 4

+ 0, 160465 = 6, 398.
<&

Primjer 7.1.2. (Vrlo vaZan jer se u njemu uvode dva nova pojma: mjesecne ili opéenito is-
podgodisnje premije i odgodene ispodgodisnje rente.) Nadite tromjeseénu premiju koja se placa
(unaprijed) kroz 20 godina za osobu u dobi 40 za odgodenu rentu od 500 godisnje koje ée se
isplaéivati mjesecno unaprijed pocevsi od dobi 60, doZivotno. Troskovi su 0.20 za svaku isplatu
i 5% svake premije (A 1967 — 70 ultimate).

Rjesenje: Neka je P bruto premija. Jednadzba vrijednosti

0.95 P al"_ = (500 + 12 0.2) 90| 't

40_]
Oduzimanjem (7.1.12) od (7.1.10) slijedi

n‘a;‘m) :a(x m) _ G,mn:g %aw— W— (ax:ﬁ—m <1— an>>

Nyin _m-= 1Dgin
D, 2m D,

Kako je
L(m) . _m— 1(1 D4o+2o)
o ~ 03] ~ g (1~ p )
i _ Nao — Neo
40:200 = Dao

za m = 4 slijedi

Nio — N 3 D D N, 11
0.95p<4060_<1_60)) -50246()(60_) .
Dyo 8 Dy Dy \Dgg 24

Rezultat: 193.03. Kako je ovo godisnji iznos premije, nas rezultat je % -193.3 = 48.26 . <&

7.2 Neprekidne zivotne rente

Pretpostavimo da se rente u godiSnjem iznosu 1 ispla¢uju m puta godisnje pri cemu je m jako
velik. Ako je tako, gubi se razlika izmedu prenumerando i postnumerando isplate (zamislimo

= 365 ili m = 730). To oc¢ito na limesu daje neprekidnu rentu. SadaSnja vrijednost se
oznacava s a, 1 dobije se pustanjem m — oo u relacijama (7.1.10) odnosno (7.1.11). Bolju

preciznost dobijemo kad se vratimo formuli (7.1.9)

2
. )_.._m—l_m—l
Qg™ = g om oz (Ha +0)
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Slijedi

Ovo je moguce

Pokazuje se da

Ako se definira

oCito dobivamo
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.. 1 1
pisati i kao
_ 1 1
Uy 2z + 5= 75 (g +9) .
je to¢na vrijednost
w—x (JJ—J:‘D
Ay = /vt Py dt = / th dt
0 0

1 [e'e)
Dx:/Ddet i Nx:/DIthdt:Dx—f-DxH—ku-,
0 0

Ako aproksimiramo

1
1 o
/Dm+t dt ~ 5 (Dm + Dm+1) tJ Dx ~ — (Dz + Dx+1),
0

onda bi slijedilo

— 1 1
N:L"%iNx“‘iNerl:Nx_*Dza

a ako je tako onda (7.2.5) daje

- .. 1
Ap N Gy — =

2

tocno isto §to u limesu dolazi iz (7.1.10) .

(7.2.1)

(7.2.2)

(7.2.3)

(7.2.4)

(7.2.5)

Pogledajmo $to bi se dogodilo da ovdje uzmemo i =0 tj. v =1, § =0. Tada se formula

svodi na

w—x
Qg = / v Pz dt
0

w—T

€r = / Pz dit

0

§to je oc¢ekivano buduce, preostalo trajanje zivota osobe sada u dobi .

Uoc¢imo da aproksimacija (7.2.2) ovdje daje

: +1 !
ér € - — —

jer 6 = 0, a kad zanemarimo zadnji ¢lan, kako se to ¢esto ¢ini, dobivamo

. 1
ex%ex—i_i'

(7.2.6)

(7.2.7)

(7.2.8)
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Preostaje uociti da je u ovom slucaju e, vrijednost dozivotne postnumerando rente bez kamate;

dakle l l l
P 5’2"’1 4 72"'2 + 37'3 4+ .. (729)

(suma je konac¢na) $to je izraz koji smo prepoznali u (6.2.5) kao srednju vrijednost preostalog

trajanja Zivota osobe sada u dobi x. Cesto se e, zove skrac¢eno, odnosno cjelobrojno (preostalo)
trajanje zivota osobe koja je sada u dobi .
Vidimo da aproksimacija (7.2.8) znaci da je é, priblizno isto sto i modificirani e, u

kojem se pretpostavlja da se sve smrti dogadaju na polovici godine. Tada bi bilo da je

lz+1 + % (lnc - lac—l—l) + lr—i—l + % (lz+1 - lr+2) + -1+ % (lw—l - lw)
Iz

modificirani e, =

TS T S o IS T 1
- L tyTety,

Primjer 7.2.1. Udovica u dobi 40 dobiva tjednu rentu u iznosu 100 s dodatkom za dijete u

iznosu 50 tjedno sve dok dijete ne navrsi 18 godina, 5 godina od sada. Nadite sadasnju vrijed-
nost naknade uz pretpostavku da je smrtnost djeteta (sada u dobi 13) toliko mala da se moZe
zanemariti (A 1967-70 ultimate).

Rjesenje: Zbog ucestalosti isplate pretpostavljamo da su isplate neprekidne. Uzimamo da
godina ima 52.18 tjedana (jer svaka Cetvrta je prestupna pa 4 godine imaju 5 dana viska, dakle
na svaku godinu jos dode 5- % . % = 0.18 tjedna). Dakle, radi se o godisnjem iznosu 100-52.18,
odnosno 50 -52.18. Dakle je

5.v. =100 - 52.18 - ago + 50 - 52,18 - a5 = 5218- ]l\;i()) + 2609 - M‘OZON‘*"’

ovo drugo znamo iz op¢ih principa

E D:p—l—n Nm—&—n _ N:c - Nx—o—n

il = D:p a Dm Dm+n B D:r
Sada je
— 1 1
Nyo = Ny — §D4o = 132001.93 — 3 6986.4959 = ... = 128508.6821,
— 1 1
Nys == Nys5 — §D45 = 99756.536 — 5 5689.1776 = ... = 96911.9476

pa se dobije 107778.52.

Ako bismo racunali starim formulama, onda bi rezultat za prenumerando sluc¢aj bio

Ny 51 Ny — Nys 51 Dys
v.o=5218 [ 240 21 ) 49 7——(1——) -1 35,
s.v. = 5218 <D40 104>+ 609( e o o > 07833.35

a sliéno, samo s razlikom na drugu stranu, za postnumerando slucaj imamo s.v. = 107723.68. <

Primjer 7.2.2. Ako su smrti tokom godine uniformno distribuirane izmedu dobi © ¢ x+ 1,

3 1 v voTv
ax:ﬂ:g_ﬁ_px 5_572 .

onda vrijedi
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Rjesenje: Pretpostavka znaci
tqz = tqq, Vt € [0, 1]'

Sada imamo

1 1
V' ypad :/vt 1—14q.)d /vt (1 —t-q,)dt = (parcijalna integracija)
0 0
ot

A O S (N S
lnv "~ (Inv)? o "o o ® \lInv (Inv)?2  (Inwv)?
v 1 v 1
=1 ST T T (i
§=—tnv/ = —5+5 p)< 5 52+52>
L e fu 1-w) 1 iv v dv
s e P\sT e )T e s e)

Primjer 7.2.3. Uzmimo pribliznu relaciju €, ~ e, + % . Uoctmo

1 Uy .
€x_1:7(l1+l1+1+"'): —
lm—l la:—l -1 la?

+ (lx+1+lm+2+"')
T

— €r—1 = (1 + ea:) = px—l(l + ex)a

lz‘—l
1 ) 1 1
- = Pzx—1 (ex—i_*)—i_*

. 1
€r—1~€x_1+ 5 =Pz—1 (1 + ex) + 9 9 9

2

Zadaci i rjesenja

Zadaci

Zadatak 1. Zadano je a, = 20, a7 = 18, azen = 8, Ay = 0,475. Izracunajte: ag,; ), Ax:% ,
PY .

Zadatak 2. Osoba je u dobi 60 voljna je platiti iznos 20000 za doZivotnu rentu. Pocetni troskovi

su 2% premije, a troskovi obnove 0,5 po isplati. Renta je doZivotna i isplacuje se
(a) tromjeseéno unatrag,
(b) mjeseéno unatrag.

Izracunagte godisnje iznose dviju renti koristeéi A1967-70 ultimate.

Zadatak 3. Osoba stara 30 godina ima pravo na odgodenu rentu od 1000 godisnje za razdoblje
od 5 godina. Renta se isplacuje u godisnjim obrocima od kojih prvi dospijeva za 11 godina. Ova
osoba Zeli sklopiti ugovor o osiguranju Zivota kojim bi isplata rente po datumima dospijeca bila
zajamcéena u slucaju da zbog smrti izgubi pravo na rentu. Izracunajte godisnju bruto premiju
ogranicenu na 10 godisnjih uplata (A1967-70 select). Pocetni troskovi su 25% bruto premije, a
troskovi obnove su 5% od svake premije (ukljucujuci prou).
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Zadatak 4. Izracunajte godisnju premiju za 20 godisnje mjeSovito osiguranje s osiguranom
svotom 10000 za osobu staru 40 godina. Troskovi su 2% osigurane svote na pocetku, i 2,5%
svake premije (uklju. prvu). Takoder izracunajte odgovarajucu polugodisnju i mjesecnu premiju
(A1967-70 ultimate) .
Rjesenja
1. (6.7.3)
1— A, 1-— A,

Ap=1—di d= - = 0,02
x Ay — i 1+1+a, 0,025

— §=—In(1—d)=0,0253178

Ay — Ao
_ _,n n Gy z:m
Uy — Qg:p) =nlg =V nP:caa:-‘rn — v Py =

Ax+4n

drugim rijecima

Dypyn  20—18
V" pe = Ay = 5; === 0,25,
3
a® =a, + < = 20,375
A IV 1~ diiym = (Pr. 6.2.3)

=1- d(l + g — Az%) =1- d(l +18 -0, 25) =0,53125,
A;‘:ﬁ = A:E:ﬁ - A$% =0, 28125,

——(1-— =(14+18-0,25) — =(1—-0,25) = 18,4612
:L"j X Qg 8( Dx ) ( + 18 07 5) 8( 07 5) 87 6 57

_ Aym  0,53125
Poq= i 18 = = 0, 0283,

@

= 0,02878,

)

=
. 1

Az ™ Qo) — 5(1 - Ax%) =18, 375.

2. Ako je S godi8nji iznos rente, onda je
20000 = S alp”) + 400+ 0,5 a7,

1 1
al™ = ago + mgT — 11,551245 + sz

pa dobivamo jednadzbu

1 —1
19600 = S(11,551245 + mQ—) +0,5(11,551245 + mQ—)

m m
m=4 = S=1642,93,
m=12 = S =1631,53.
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3. s.v. isplata kojih osoba ne dozivi (obaveze osiguravajuce kuée) + s.v. troskova = s.v.

premije, gdje je
s.v. isplata kojih osoba ne dozivi

= s.v. izvjesnih isplata (1000 11‘&3) — s.v. isplata koje osoba dozivi ( 1000 11|d[30]:a).

1000(1/d5 — 11/iiggoy5) + 0 25P + 0,05 P digyg) 15 = P iiggop.iq)»

Niggr — V.
. . [30] 40 _
a[30}:ﬂ = W = 841119,
.. 11 1- '05
11|aa =0 ﬁ = "U: 1/1,04| :3,00749,
Dy1 Nai — Nyg

Gra g = — 2,96721
11| [30]43 D[SO] D41

= P =5,20037.

4. Jednadzba vrijednosti je

Piiy35 = 100004035 + 200 + 0,025 Péi .55,

Nade se
. Nyo — Ngo Myo — Meo + Deo
a40:ﬂ = Tm = 13, 7638, A40:2—O] = D40 = 0,4706
4 2
., p AT06+200 e oo

0,975 - 13, 7638

Oznaéimo godisnje iznose polugodisnje premije s P2, a mjesecne s P12

Jednadzbe vrijednosti su:

@52 = 2)(2)
P a40:m = 10000 A40:2—0] +200 + 0,025P Dy
(12)5012) (12) - (12)
P a40:2_0] = 10000 A4OQ_0] 4+ 200 4 0,025P a40:m.

Kako je
m—1 DG() _D60 o 2855, 5942

~(m) B 1_ _
Y4020 T 40200 T "o, ( Dy’ Digy  6986,4959’
imamo da je P(® = 369,55, i P2 =372, 92,
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8 Vrijednost police (rezerva)
8.1 Uvod

Promotrimo osiguranje zivota, u momentu zanemarimo troskove. U trenutku sklapanja ugovora
sadasnja vrijednost naknade (koju osiguranje ocekuje da ée isplatiti) je jednaka sadasnjoj vri-
jednosti premija (koje se ocekuju da ¢e biti uplaéene). Kako vrijeme prolazi vrijednost naknade
raste dok vrijednost premija koje tek trebaju biti upla¢ene pada. Osiguratelj stoga mora drzati
u svom posjedu u svakom trenutku razliku sadasnje vrijednosti naknade i premije. Taj iznos
se zove vrijednost police ili rezerva.

Zamislimo da velik broj osoba u dobi x, njih A - [, kupi dozivotno osiguranje za slucaj smrti
i svi neka uplac¢uju godiSnju premiju P,. Pretpostavit ¢emo da osiguratelj na sredstva u svom
posjedu ostvaruje totno onu kamatnu stopu ¢ na temelju koje su premije obrac¢unate (koja je
ugradena u tablice pri ra¢unanju simbola D, i C,). Pretpostavit ¢emo takoder da je smrtnost
promatrane skupine to¢no u skladu s nasom tablicom smrtnosti - to dakle znac¢i da bi i tablica
trebala biti korektna i A dovoljno velik.

Rizik smrti je rastuéa funkcija dok su premije konstantne. Posljedica je da na kraju godine ¢
akumulirani iznos upla¢enih premija premasuje akumulirani iznos isplac¢enih svota. Osiguratelj
dakle posjeduje svotu novca koja se naziva ukupna neto premijska rezerva. Ukupna rezerva
na kraju godine t podijeljena brojem polica tog trenutka na snazi zove se neto premijska

rezerva po slucajno odabranoj polici.

Primjer 8.1.1. Zamislimo 1000 polica koje poéinju u isto vrijeme za osobe tocno u dobi 60
godina. Neka je rije¢ o mjesovitom osiguranju na rok od 5 godina, osigurana svota neka je 100
(plativa na kraju godine u kojoj osiguranik umre, odnosno po isteku ugovorenog perioda u slucaju
dozivljenja). Neka se premija uplacuje godisnje (prenumerando). Nadite godisnju premiju po
polici, te ukupnu premijsku rezervi i vrijednost police (rezervu po polici) na kraju svake godine.
(A 1967-70 ultimate).

RjeSenje: S P,.; oznaCimo neto vrijednost premije po polici. Izjednatavanjem sadasnjih

vrijednosti svih premija i naknada imamo jednadzbu

. Nm - Nz+n Mx - Mz+n + Dm+n

P,. =100 -
"D, D,
Za x=601n =25 imamo
Mgy — Mgs + Dgs
Pﬁoﬂ =100 - Noo — Nes = 18,42867.

Sad pogledajmo situaciju nakon toéno 1 godine (neposredno prije uplate 2. premije). Raz-
like sadasnjih vrijednosti buduéih naknada (obaveza osiguravatelja) i buduéih premija (obaveza
osiguranika) je

Mgy — Mes + Des Ng1 — Negs

100 - Agyq — Poo) - ligrq = 100- Do ~ 18, 42867+ =25 = 17,982106.
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Kako smo osigurali 1000 osoba (od kojih je nakon 1 godine ostalo zivih 1000% - onih koji ¢e

placati buduée premije i primati buduée naknade) osiguravatelj u rezervi moramo imati ukupno

l 29606, 239
1000 - 17, 982106 - R 17982, 106 - i

T —17722,57.
léo 30039, 787 ’

Nakon to¢no 2 godine (neposredno prije uplate 3. premije) imamo
l

1000 (100 Agy 5 — Py e ) -1 = 1000 (89, 00704 — 18, 428672, 83477)-0, 960785 = 35742, 44.
60

Dakle, na kraju 2. godine u rezervi treba biti iznos 35742,44. Itd., da bi na kraju 5. godine u
rezervi bilo 91354, 446 koliko je potrebno za isplatu dozivljenja ugovorenog iznosa 100 svakom
od, prema tablici smrtnosti, oc¢ekivanih 913, 54 prezivjelih osiguranika (vidi tabelu).

S druge strane, na pocetku 1. godine, naplaceno je 1000 - 18,42867 = 18428, 67 (premije), i
ukamataceno po stopi od 4% , tako da je to naraslo na 19165,82. Na kraju 1. godine za Stetu se
isplatio iznos 100 - % - 1000 = 1443, 25 i ostalo je 17722,57. Dakle

d
1000 <P60:a - (14 0,04) — 100 - KG;)) — 17722, 57.

Upravo kolika je i potrebna rezerva na kraju 1. godine. Na samom pocetku 2. godine naplati se
1000 - % - 18,42867 = 18162, 701, $to zajedno s prethodniim iznosom od 17722, 57, uz kamatnu

stopu od 4% na kraju 2. godine iznosi 37320,685. Na kraju 2. godine za Stetu se isplatilo
1000 - 100 - % = 1578, 244 i akumulirani iznos je 35742,44. Dakle imamo

1000 P‘soﬂ; ((1 +0,04)° + oo (1 + 0, 04)) 1000 - 100 (160 (1 + 0, 04) + oo ) 35742, 442,

tj. ostaje 35742,44. Itd., kako je dano u donjoj tabeli, na kraju 5. godine ostaje potrebnih

91354,45. U posljednjem redu su iznosi neposredno nakon isplate osiguranja zbog dozivljenja.

prlspJ.e?Ie ukup%rlla ukup{la ukupna boj vrijednost
premije naknade premije ukamacena e ied
. 3 rezerva | prezivjelih| Jedne
godine vna kraj.em ukamace.zna nakna(.ie na kraju | na kraju police na
pocetku godine na kraju na kraju . . kra;
: ) ) godine godine raju
godine godine godine godine
1 18 428,672 | 1 443,246 19 165,819 1443,246 | 17 722,573 | 985,568 17,982
2 18 162,701 | 1 578,244 38 821,661 3 079,219 | 35 742,442 | 969,785 36,856
3 17 871,852 | 1 721,340 58 961,254 4 923,729 | 54 037,525 | 952,572 56,728
4 17 554,632 | 1 872,247 | 79 576,521 6 992,925 | 72 583,596 | 933,849 77,725
5 17 209,601 | 2 030,477 | 100 657,567 9 303,119 | 91 354,448 | 913,544 100,000
- | 91 354,448 - | 100 657,567 0,000 - 0,000

Inace je obic¢aj da se u ovakvim racunima na ” kraju godine” zamisli trenutak neposredno po

svim izvrSenim isplatama i prije svih uplata godisnje premije.

<
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8.2 Prospektivna i retrospektivna rezerva

Ove dvije vrste rezervi racunali smo maloprije (primjer 8.1.1) u konkretnoj situaciji.
Uzmimo sada opéenito da se osiguralo A -, osoba svi u dobi x, svima je obracunata premija
P,. Promotrimo situaciju ¢ godina poslije. Tada je ukupna vrijednost police osiguranja zivota,

po definiciji, (osigurana svota = 1)

akumulirana _( akumulirana vrijednost
vrijednost premije dospjelih steta

=P, (Alx(l i) AN (D) o N1 (14 i))
1. </\ dp(1+ )+ ANdpyr (1 + )24+ X dHH)
= Ve Alayy
Drugim rije¢ima: gornjom relacijom je uveden simbol ;V, koji predstavlja vrijednost police
po osiguranoj osobi koja je ziva u trenutku ¢t. Dakle je

1
B )\lm+t

WV AP, (zxu D ot Lo (1 i)) - )\(dx(l i +dz+t,1> —

T+t

th _ Px . Nac - N:c+t . Ma: - Mx-{—t )
D;L’+t Dx-l—t

Odatle se lako pokaze da vrijedi sljede¢a zanimljiva formula

(8.2.1)

1 . 1
tV = Ail Px ax:ﬂ - Amﬂ .

Ova metoda za racunanje rezerve zove se retrospektivna. Uoc¢imo da je formula toéna i za

x:

dozivotno i privremeno osiguranje zivota, kao i za mjeSovito osiguranje (kada je t < n =
osigurani period). Ako je S osigurana svota (jednaka za oba slu¢aja u mjesovitom osiguranju)
izvedeni izraz treba mnoziti sa S. Jos se moze primijetiti da je prvi ¢lan toéno ono §to daje
formula za akumulaciju uplaéenih premija do trenutka ¢ (vidi 6.3.3).

Pogledajmo konkretne rezultate koje daje formula (8.2.1) u pojedinim slu¢ajevima.

(a) Dozivotno osiguranje zivota,

p_ A _ M,
Qg N,
M, N, - N, M, — M,
Vp = L.ttt e el (8.2.2)
T Dw+t D:):+t
(b) Privremeno osiguranje Zivota,
1
pl _A:cﬁ _Mz_Mx—l-n
z:ﬂ a$m Nl- Nm-‘-n Y
M, — M, N, — N, M, — M,
Vi =———on. et et o (8.2.3)
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(¢) Privremeno mjesovito osiguranje,

_ A:v:ﬁ _ M, — Mx-‘,—n + Dx-l—n

P, = =
vl axﬁ Ny — N:c+n ’
tVaom = M~ Meyn + Do : No — Noye - Ma = Mo+ . (8.2.4)
e Nx - N$+n Dx+t Dw-‘,—t

Alternativna metoda racunanja rezerve je prospektivna: vrijednost police je ovdje vrijed-
nost u trenutku ¢ razlika izmedu vrijednosti buduéih isplata i nedospjelih uplata premija. Ovdje
moramo posebno ra¢unati svaki pojedini slucaj:

(a) Dozivotno osiguranje zivota:

Mw-‘,—t

WV, = — Py gt - (8.2.2")
Dz-i—t
(b) Privremeno osiguranje zivota:
My — M.
1 T+t x+n 1 . s
tvx:ﬁ - T - PI:H Ayt —4 (8'2'3 )
(c) Mjesovito osiguranje:
. Myt — Moyn + Doy " ;
tvxﬂ = Aa:—i—t:m - szﬁ . aIH:n — t‘ = = D$+:: SREL Px:ﬁ . ax_’_t:m . (824 )
T

Naravno u sva tri slu¢aja moramo dobiti isto. Konkretno u sluc¢aju (a) imamo P, = % pa
xT

(8.2.2%) daje

Myt My Neyt My No— Negs n Meyy My _ (8.2.2)
Dert Nx D:ert N:v Dm+t Dz+t D:Eth - .

Takoder je lagano vidjeti i slucajeve (b) i (c¢). Pokazimo (c¢); podimo od (8.2.4’) po kojoj je
M;B+t — Mz-l—n + Dz-l—n - Mx — Mz-l—n + Dz-l—n . Nz+t — N:c+n

tvx:ﬁ B Dz+t N:s - N:s—i—n Dz+t
o (Mx - Ma:—i—n + Da:—i—n) + (Mz+t - Mm) B Mz - Mx+n + Da:—‘,—n . Nx+t - Nz+n
B Dz+t Nm - Nm+n Dx+t
o M, — M:ern + D:ern . N — N:Jchn + Nacht _ M, — Mx+t
B Nm - Nm+n D:Jc+t D:Jc+t
. Mx - Mx+n + Dx+n . Nz+t - Nern — (8.2.4).
Nz - Nern D;r+t

Na kraju uoc¢imo da se ove formule i dalje mogu preoblikovati. Najprije, iz (6.7.2), vidi i izvod,

znamo da je
My, =vNy — Npy1

pa dijeljenjem s D, dobivamo poznatu formulu

Az:D—z:vam—arzl—daz
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(jerjed=1—w).
Dalje, u sluéaju (a) imamo
VNgy — Nyp1  dN,

M, D, (6.2.
P d == d = = — — —_—
=+ N, + N, + N, N,

Zato u slucaju (a) formula (8.2.2) prelazi u
Vi =1—diigrt — Prigrr =1 — (Pp+d) dgse,  ti.

gt
tvmzl_fi-
Gy

Analogno mozemo pojednostaviti i sluc¢aj (¢). Naime najprije se dobije

Mx - M:):Jrn + D:):Jrn

Aa::ﬁ = D, =1- da:):ﬁ
pa sad (8.2.4) daje
Myye — M + D .
tvx:ﬁ = s D$+’fl Canig Px:ﬁ Ayt t:n—4
x+t
=1—diyiimn — Prnogeng = 1 — (Pem + d) dpy g
Kako je
Px;ﬂ + d _ Mx - Mm+n + Dx+n + d(Nx - Nz+n)
Nx - Nern
_ UN:U - N:v-{—l - UNac—l—n + Nac+n+1 + dNa: - dNa:-l—n + Dx-{—n
Nz - Nz-l—n
_ Nz — Nz+1 — Nx+n + Nz+n+1 + Dz+n _ 1
Nr - Nx—l—n da::ﬁ’
vrijedi dakle )
a e
th:H =1- $—’.—t.n ! . (825)

Q)

Primjer 8.2.1. Osoba u dobi x osigurava odgodenu dozZivotnu godisnju rentu u iznosu R plativu
unaprijed, odgodenu n godina. Premija se placa godisnje tokom m godina unaprijed, m < n.
Odredite V,, t=0,1,...,n.

Rjesenje: Jednadzba vrijednosti

PNx_Nx—i-m _ Naz+n :>P: Nx-l—n )
Da: DJ: Na: - Naz+m
Racunat ¢emo prospektivno:
N, Nyt — N,
tSm—l: tV: ac+n_P T+t 1’+m,
Dm—i—t D:v—l—t
N,
t>m: Ve = 220
Dw—l—t

Pokazi da se isti rezultat dobije i ako se ra¢una retrospektivno!
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8.3 Deficit i gubitak zbog smrtnosti

Izvedimo najprije vezu izmedu dviju uzastopnih rezervi. Neka se radi o dozivotnom osiguranju

zivota, uzmimo prospektivnu formulu (8.2.2")
tVe = Ax—i—t — P &:H—t

jos se sjetimo

M,
Ay = D—z
pa je
Vo + Pr = Apyt — Polgys + Pr = Apyy — (Gpg1 — 1) Py = Apyy — ap 4 P
Nadalje,
Aptt = Qut "V + Patt U Azyetn (*)
gdje je

Gz+t - je vjerojatnost smrti u godini (x + ¢,z +t + 1),
Pr+t - Vjerojatnost prozivljavanja te godine,
v+ Aziy1 - sadadnja vrijednost osiguranja.
Takoder znamo az4t = v pyyt pre41 1 sad slijedi
Vet Pe =0 quit + 0 pett - Avver1 — Po -V Pogt - Gorei
=V Qott + U Pot(Aattr1 — Po - loyitr)

=V Qutt T U Doyt t+1Va /'(1+i)
= (Ve +Po)(1+1) = qurt + Dot t41Var -

Uoc¢imo da gornja formula u obliku

(Ve + Pe)(1 +14) = qegt = Patt - t+1Va

ima i zdravorazumsko objasnjenje (prati se tok isplate i uplata u dobi [z + ¢,z +t + 1)).

Oznac¢imo sa S osiguranu svotu i promotrimo grupu polica . Vrijedi

Z (Ve + Pe)(1414) = Z t+1V+qu+t(S* +1V) (8.3.1)

(Sumira se po policama koje su na snazi u trenutku ¢. Uo¢imo da S ulazi ve¢ u (*) u prvi ¢lan
s desna). Jasno je da jednakost vrijedi ukoliko su ispunjene temeljne (ostvarena kamata je u
skladu s bazom, smrtnost je u skladu s bazom) i tehnicke pretpostavke (nema otkaza, nema
troskova itd.).

Svota S — 111V se zove svota pod rizikom (za tu godinu!), a izraz Y qu4e(S — +1V) je

oCekivana svota pod rizikom (EDS=expected death strain).
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Sad uzimamo u obzir razliku izmedu stvarne smrtnosti i smrtnosti iz tablica. Uz stvarnu

smrtnost osiguratelj na kraju godine treba imati

NS+ > V= Y Vo + DY (8= V). (8.3.2)
~— ~— ~— ~—

Stete prezivjeli svi na snazi u t Stete

Uoc¢imo da su prvi ¢lanovi s desna u (8.3.1) i (8.3.2) isti - obje sume idu po svim policama na

snazi u ¢asu t. Drugi ¢lan s desna, Z (S — ¢+1V) se zove svote pod rizikom ili ADS= actual
—~—

Stete

death strain. Dakle dobit iz smrtnosti u godini [t,¢+4 1) je EDS - ADS, izravno ako je predznak

negativan radi se o gubitku od smrtnosti.

Primjer 8.3.1. Na dan 1.1.1972. osiguravajuce drustvo izdalo je odreden broj polica s godisnjim
placanjem premije grupi osoba u dobi x = 45. Sve police su bile s trajanjem od 20 godina i to
neke za osiguranje za slucaj smrti, a neke za mjesovito osiguranje. Uz pretpostavku da nema
drugih uzroka smangjenja osim smrti, izracunajte dobit ili gubitak za kalendarsku godinu 1981.
za police izdane ovoj grupi ako su poznati sljedeéi podaci (A 1967-70 ultimate).

Ukupna osigurana svota na dan 81.12.1981. (za mjeSovito osigurange iznosi 600 000, dok za
osiguranje u slucaju smrti 200 000).

Osigurane svote polica koje su prestale vrijediti u 1981. godini (za mjeSovito osiguranje iznosi
4000, dok za osigurange u slucaju smrti 2000).

Rjesenje: Racunamo dobit, odnosno gubitak za svaki tip osiguranja

(a) Osigurana svota na snazi 1.1.1981. je bilo 604 000. Svota pod rizikom, po jedinici je

(8.25) assq0 _ Nos — Nes  Das

I—10Vison = = 0.5964575.

4570 Dss Ny5 — Ngs
Ukupna svota pod rizikom je

604000 - 0.5964575 = 360260.32,
EDS = (9 godina je proslo) = ¢+ - ukupna svota
= @54 - 360260.32 = 2722.03,
ADS = stvarni trosak = 4000 - 0.5964575 = 2385.83.
Dobit od smrtnosti je ovdje EDS — ADS = 336.20.

(b) Ovdje je gubitak; EDS - ADS = 1460.27 — 1913.54 = —453.27 .

Zadaci i rjesenja
Zadaci
Zadatak 1. Neka se za dozZivotno osiguranje za sluc¢aj smrti za osobu sada u dobi x godisnja

premija plac¢a m godina. Izracunajte (V, i retrospektivno i prospektivno.

(ovdje, kao i uvijek, rezerva se podrazumijeva neposredno po isplatama, neposredno prije uplata)
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Zadatak 2. MjesSovito osiguranje za osobu sada u dobi 30 na rok od 25 godina; osigurava se
5000 za slucaj smrti, 10000 za doZivijenje. Ako se premija placa godisnje u jednakim iznosima

izracunagte 10V (pricuva nakon 10 godina) na bazi A1967-70 ultimate.

Zadatak 3. Muskarac u dobi x = 30 sklopio je 30-godisnje mjesovito osiguranje s osiguranom
svotom 5000. Pocetni troskovi su 50% prve premije i 2% osigurane svote, troSak obnove je 5%
svake premije osim prve, trosak 50 kod prijave Stete. Treba naéi godisnju premiju te retrospek-

tivnu rezervu nakon 16 godina (baza A1967-70 ultimate).

Zadatak 4. Mjesovito osiguranje za osobu sada u dobi 30 na rok od 25 godina; osigurava se
5000 za slucaj smrti, 10000 za doZivljenje. Ako se premija placa godisnje u jednakim iznosima

izracunajte 10V (pricuva nakon 10 godina) na bazi A1967-70 ultimate.

Zadatak 5. Neka se za dozZivotno osiguranje za sluc¢aj smrti za osobu sada u dobi x godisnja
premija plac¢a m godina. Izracunajte (V, i retrospektivno i prospektivno.
Rjesenja
1. Retrospektivno je po (8.2.1)
. Nx - Nm—i—t Mr - Mw—l—t

V,=P -
te ¢ D:rth Da:th
s tim da je ovdje
M,
P, = __r
Nx - Nx—i—m
pa slijedi
V. = Mx N:): - N:I:+t Mx B Mert
t - : - .
‘ NCC - N:r:+m Dx—i—t D:t—l—t
Prospektivno
M, M, Nzt — N,
tvx _ x4+t T CVatt ac—i-m7 (t <m— 1)
Daz+t Ny — Na;+m Dﬂf"'t
_ Ma:—i—t - M:v . _Nx+Nx+t+NzL’_Nx+m
D;c+t Na: - Na:—l—m Dz+t

Kad se od retro sada oduzme pro ostaje izraz koji mora biti 0. Zaista, to je

Mx ) Nz - Nz’-i—m - Mx - Mx-i—t _ M:c+t
Ny — Nitm Dy i Dyt Dyt
+ Mx . _Nx+Nx+t+Nx_Nw+m —0.
Nac - Nac—f—m Dw-i—t

2. Da su svote jednake imali bismo (8.2.5). Ovako treba ra¢unati. Mozemo se snaéi ovako:

(8.2.5)

Ve Vi - 5000 + V.4 - 5000

(s tim da (8.2.6) mozemo upotrijebiti za prvi ¢lan).
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Sad imamo prospektivno

D55 Dss Gg0:15
7" Dy Do dzony
40 30 (30.25)

1 1 1 -
10V 30:75 —A40:m — P3p.95 - dao:

Dakle rezultat je:
Ny — Ns5 Dsg Dss  Dss Nyo — Nss Dsg

Dy Nio—Nss Dy Dsy Dy  Nig— N55)
= 5000(1 —0,70991 + 0, 52452 — 0, 24935) = 2826, 30 .

+Vyp = 5000(1 —

Mz — Mgy + D
%0 D6°+ %0 4 0,5P +0,02-5000 + 0,05 P - azoz
30

M3o — Mego + Deo
D3
(a30.29 = d3o:30 — 1)

P ii30.35 = 5000

+ 50

M3y — M, D
= P(0,95i30.30 — 0,45) = 5050—>" D60 D60 1 100
30

— P =105,96.

Rezerva moze ostati; inace je

N3o — Nyg Mzo — Myg

6V30 =P
! Dy Dyg

- 5000.

10V =10 Vi - 5000 +10 V.3 - 5000 = 2826, 30
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9 Dodatak
Dz — Stopa dozivljenja dobi x 4+ 1 osoba u dobi z
G —  Stopa nedozivljenja dobi  + 1 osoba u dobi x
Mz — Intenzitet smrtnosti
A%% — Sadasnja vrijednost obaveze osiguravatelja (naknade) pri osiguranju doZivljenja

(pure endowment) osoba u dobi z na n godina uz osiguranu svotu 1

Ay — Sadasnja vrijednost obaveze osiguravatelja (naknade) pri dozivotnom osigura-
nju Zivota (whole life insurance) osobe u dobi x uz osigurani iznos 1

Al Sadasnja vrijednost obaveze osiguravatelja (naknade) pri privremenom (na
ZTen .o . . ~ . . .
odredeno vrijeme) osiguranju Zivota (term life insurance) osobe u dobi x na
n godina uz osigurani iznos 1

A,z — SadaSnja vrijednost obaveze osiguravatelja (naknade) u slucaju mjesovitog osi-
guranja (endowment) osobe u dobi x na n godina uz osigurani iznos 1

Ay — Sadasnj vrijednost neposredne dozivotne godisnje rente (whole life annuities)
u iznosu 1, plative unatrag (postnumerando)

(i —  Sadasnj vrijednost neposredne dozivotne godi$nje rente u iznosu 1, plative una-
prijed (prenumerando)

ag7m  — Sadasnj vrijednost neposredne privremene godisnje rente (temporary life an-
nuities) na n godina u iznosu 1, plative unatrag (postnumerando)

Gg7  — SadaSnj vrijednost neposredne privremene godisnje rente na n godina u iznosu
1, plative unaprijed (prenumerando)
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9.1 A: Aktuarske formule sa zamjenskim funkcijama

. — Nx+1
r =
D,
3} N,
Oy = —
D,
a - Nx—i—l — Nx—i—n—i—l
x:nl —
Dy
. o Nx - Nern
Qg:m] = T
T
_ Nx+m+1
. Na:-l—m
m\ax = Dx

Nx+m+1 - Nx+m+n+1
Dy

m|Qznl = m|nQz =

Nm+m - Nx—l—m—i—n

m|Qznl = mnQz =

D,
S,
(la)y = ;):1
S
(ld), = Dz
(la)pm = S+t S””Z;i — N Nyyny1
(16) i = S — S”gx_ 1 Neyn
(Dii)y:m = n . = ““"Bl"’ Se4n+1
al?) ~ a, + p2_pl
i) i~ L
PR
Q% ~ e p;pl (1 - Dg:n)
m|a§; ) ~ m|@z + 2;1 . Dlﬂﬁ)zm
p=1 Dy
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(x) —1 Doym = Dapmin
it % s+ 2 D,
i) i p—1 . Dyim — Dytmin

m|a337 ~ m|Qgml — 2% D,

-1
(Ia)P) ~ (Ia), + p2p i

(1a); %(Id)x—p_l i

p—1
(Ia);{’) (Ia)pi + —— o <a$7—n )
() p—1 ot
(ICL):EI:?HN(IGJ T_W (axj—n D, )
D
ALl = 2
D
m/AQ:T _Ag[::ﬁ _ Z‘Bn—i—m
X
M,
A :J
X D$
M,
A, = z+m
M, — M,
Al e Madn
Al = Mx—‘,—m — MI+m+n
m/{ x: ] Dm
M, — M D
Apm— AL A, L — o= Men & Dan
: . D,
n:m/Aglg;m +Am:n-|}m\ _ Hztm x+17)n+n+ ztm-4n
x
R,
TA), = 2%
(IA)s D
_ Nat1 = Nojna _ 1
Sl = D = Qg:p) 1
T+n Aaz:ﬁ
i = No—Nown o1
xnl — D;L«+n = (ip7y .
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9.2 B: Life Insurance table A1967-70
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Tablica mortaliteta LAT: A1967-70

Osnovne funkcije

XI] T x 1+ ez ] 109] 0 Toa | xj+1 Lz |5
344189-000| O 53 | 31970-942 31850-639 31685203 | 55

34463-823| 1 54 | 31728-226 31597-933 31417-739 | 56

0 | 34481.408 34461-409 344 40-383| 2 55 | 31458-342 31317-610 31121-815| 57

1 | 34456-927 34438320 34418-690| 3 56 | 31158931 31007-338 307 95-116 | 58

2 | 34433.841 34416-624 34398-727| 4 57 | 30827-543 306 64-702 304 35-255 | 59

3 | 34412.836 34397-007 34380-496| 5 58 | 30461-645 30287-215 300 39-787 | 60

4 | 34393.221 34378.-776 34363-650| 6 59 | 30058-648 29872-344 296 06-239 | 61

5 | 34375.681 34362-274 34348-186| 7 60 | 29615-936 29417-538 291 32-138| 62

6 | 34359-181 34346-811 34333-760| 8 61 | 29130-898 28920-265 286 15-051| 63

7 | 34344.063 34332-386 34320-026| 9 62 | 28600-975 28378-059 28052 632 | 64

8 | 34329.638 34318-653 34306-985| 10 63 | 28023.-708 27788.571 27442.-681| 65

9 | 34315.907 34305.612 34294.291| 11 64 | 27396-808 27149-632 267 83-206 | 66

10 | 34303.210 34292.919 34281-602 | 12 65 | 26718-225 26459-331 260 72-500 | 67
11 | 34290-518 34280-230 34268-918| 13 66 | 25986-236 257 16-097 253 09-230 | 68
12 | 34277830 34267-547 34255.210| 14 67 | 25199-536 249 18-797 244 92.529 | 69
13 | 34264-461 34253-497 34239-110| 15 68 | 24357-348 24066-835 23622102 | 70
14 | 34250-070 34237-055 34218-225]| 16 69 | 23459.538 23160-273 22698-338| 71
15 | 34232.259 34215.485 34190-508 | 17 70 | 22506-732 22199940 21722.421| 72
16 | 34209-439 34187-202 34154-424| 18 71 | 21500-445 21187-559 206 96-450 | 73
17 | 34179-680 34151-017 34120-378| 19 72 | 20443-198 201 25-863 196 23-545 | 74
18 | 34143.368 34116-899 340 88-257 | 20 73 | 19338-635 19018-696 18507-942| 75
19 | 34109-166 34084-731 34057-937 | 21 74 | 18191.617 17871-109 17355.074| 76
20 | 34076-957 34054-389 340 29-283| 22 75 | 17008-294 166 89-418 161 71-618 | 77
21 | 34046-610 34025-734 34002-148| 23 76 | 15796-140 15481-232 149 65-496 | 78
22 | 34017-983 33998-619 33976-374| 24 77 | 14563-940 14255-427 13745-841| 79
23 | 33990-921 33972-879 33951.787| 25 78 | 13321-717 13022-064 12522-890 | 80
24 | 33965-254 33948-338 33928197 | 26 79 | 12080-592 11792-241 11307-812| 81
25 [ 33940-795 33924-799 339 05-397 | 27 80 | 10852-568 10577-865 101 12-467 | 82
26 | 33917-341 33902-051 33883 161| 28 894 9.0 836 | 83
27 | 33894-668 33879-860 33861242 | 29 78298752 | 84
28 | 33872.-531 33857-972 33839-370| 30 676 65922 | 85
29 [ 33650-662 33836-106 33817-250| 31 57700459 | 86
30 [ 33828-764 33813-958 337 94-559 | 32 48496219 | 87
31 | 33806-514 33791-191 337 70-942| 33 40128253 | 88
32 | 33783.-557 33767-439 33746-015| 34 326 4.8 949 | 89
33 | 33759.-503 33742-299 33719354 35 260 85274 | 90
34 | 33733.924 33715-331 33690 498 | 36 204 3.7 464 | 91
35 | 33706-352 33686-054 33658 943 | 37 156 7-9 405 | 92
36 | 33676-272 33653-938 33624136 | 38 117 6-0 783 | 93
37 | 33643-122 336 18-409 33585 478 | 39 861 -08 935 | 94
38 | 33606-286 33578-835 33542-311| 40 614 -37 801 | 95
39 [ 33565-089 33534-529 33493920 | 41 426 -42 117 | 96
40 | 33518-794 33484.739 33439 528 42 287 -38 847 | 97
41 | 33466-599 33428-646 33378-285| 43 187 72094 | 98
42 | 33407-624 33365-360 33309271 44 118 61237 | 99
43 | 33340-915 33293-909 33231486 | 45 72-353 686 | 100
44 | 33265-431 33213-241 33143-847 | 46 42.523 157 | 101
45 | 33180-042 33122.213 33045 181 [ 47 24-028 676 | 102
46 | 33083-523 33019-589 329 34.221 | 48 13.027 677 | 103
47 | 32974-549 32904-032 32809601 [ 49 67 627 284 | 104
48 | 32851-686 327 74-102 32669855 | 50 33540 934 | 105
49 | 32713-392 32628-250 32513-405 | 51 15860 118 | 106
50 | 32558-008 324 64-813 32338-568| 52 71350 781 | 107
51 | 32383-756 32282-013 32143546 | 53 30 474 896 | 108
52 | 32188-740 320 77-958 319 26-430 | 54 12 332 121 | 109




Financijska i aktuarska matematika 113

Tablica mortaliteta LAT: A1967-70

Osnovne funkcije

[x] diyg dpg+1 dyip ‘i‘f; [x] dixj dixj+1 dy 2 ‘i‘jt;
25.176 970 0 53 | 12030282 165-43636 267 -46 367 | 55
23.435400 1 54 | 130-29323 18019385 295-92431 | 56
0 | 19-999217 21.021460 21.697 444 2 55 | 140.73267 195-79456 326 -69 876 | 57
1 | 18-606740 19-629842 19-962840| 3 56 | 15159350 21222166 359 -86 126 | 58
2 | 17.216920 17-896644 18-231325| 4 57 | 162-84064 22944710 395 -46 749 | 59
3 | 15.829905 16-510563 16-846443| 5 58 | 174.42947 247.42777 43354803 | 60
4 | 14.445153 15.126662 15-463642| 6 59 | 186-30410 26610433 474 -10129 | 61
5 | 13406516 14-088533 14.426238| 7 60 | 19839834 285.39954 517.08729| 62
6 | 12369305 13-051788 13733504 | 8 61 | 210.63300 30521436 562 41852 | 63
7 | 11-676981 12359659 13-041610| 9 62 | 222.91514 325-42710 609 -95119 [ 64
8 | 10-985484 11.668342 12.693584| 10 63 | 235.13712 345.88962 65947534 | 65
9 | 10.2904772 11.320852 12.688888| 11 64 | 247.17647 36642582 71070576 | 66
10 | 10-290963 11316663 12684193 | 12 65 | 258.89480 38683065 76327009 | 67
11 | 10-287155 11.312476 13.707567 | 13 66 | 270.13861 406 -86723 816 -70 101 | 68
12 | 10-283349 12.336317 16-099949 ( 14 67 | 28073896 42626792 870 42676 | 69
13 | 10-964 628 14386469 20.-885857 | 15 68 | 29051252 444.73322 923.76451( 70
14 | 13-015027 18-830380 27-716762 | 16 69 | 299 26511 461-93488 97591662 | 71
15 | 16-773807 24.977304 36-083978 | 17 70 | 306.79264 477 51848 1025.9708| 72
16 | 22.236135 32.778690 34-045471( 18 71| 312.88565 491-10898 107 2:9056 | 73
17 | 28-662738 30-638927 32-120924 [ 19 72 | 31733547 50231798 11156028 74
18 | 26-468621 28-641478 30-320482 | 20 73| 319.93915 510-75392 11528673 75
19 | 24-434783 26794348 28-654305 | 21 74| 32050791 516-03434 1183-4569 | 76
20 | 22.568487 25.106258 27-134610| 22 75 | 318.87523 517-80072 1206-1218| 77
21| 20-876020 23-586299 25.773968 | 23 76 | 314.90742 515.73651 1219-6548| 78
22 | 19-364397 22-244956 24-587 343 24 77 | 30851288 50958574 1222.9514| 79
23 | 18-042041 21.092742 23-590041( 25 78 | 29965297 49917412 1215.0778( 80
24 | 16-916055 20-140870 22.800087 | 26 79 | 28835166 484-42902 1195.3452 | 81
25 | 15-995957 19-402610 22.235837 | 27 80 | 274.70314 465-39868 1163-3830 | 82
26 | 15-289937 18-890223 21.918678 | 28 11192085 | 83
27 | 14-807903 18-618338 21-871653 | 29 10632830 [ 84
28 | 14-559430 18-601570 22-120120 | 30 996 54 635 | 85
29 | 14-555107 18-856185 22-691713| 31 920 42398 | 86
30 | 14-805835 19-399406 23-616 313 | 32 836 -79 658 | 87
31 | 15-323141 20-249033 24927346 | 33 747 93036 | 88
32 | 16-118473 21.424089 26660 702 | 34 656 -36 749 | 89
33 | 17.204181 22.945101 28.856012 | 35 564 .78 102 | 90
34 | 18.593127 24.833027 31.555531( 36 475 80596 | 91
35 | 20.298639 27-110873 34.806 376 | 37 391 .86 219 | 92
36 | 22.334104 29.801908 38-658678 | 38 314 -98 893 | 93
37 | 24-713228 32.931249 43-166 743 | 39 246 71135 | 94
38 | 27.450286 36-524371 48.390486 | 40 187 -95 684 | 95
39 | 30-559671 40-608638 54.392787 | 41 13903270 | 96
40 | 34.055430 45.211429 61.242823 | 42 99. 667 530 | 97
41 | 37.952462 50-361593 69-013943 | 43 69-108 564 | 98
42 | 42.264654 56-088838 77-784809 | 44 46- 258 687 | 99
43 | 47006022 62-422750 87-639072| 45 29.830 529 | 100
44 | 52.189802 69-394085 98- 666 249 | 46 18- 494 482 | 101
45 | 57.828832 77-032663 110 -96 010 | 47 11. 000 998 | 102
46 | 63.934240 85.368516 124 61914 | 48 6-2 649 489 | 103
47 | 70-516402 94-430954 139 74659 | 49 3-4 086 350 | 104
48 | 77583527 104 24754 156 44940 | 50 1.7 680 816 | 105
49 | 85-141837 11484459 17483759 | 51 .87 250 397 | 106
50 | 93-195017 126 24462 19502226 | 52 .40 875 886 | 107
51 | 101.74264 138-46756 217 11551 53 18 142 775 | 108
52 | 110.78141 15152826 241 22717 54 .07 613 658 | 109
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Tablica mortaliteta LAT: A1967-70

Financijska i aktuarska matematika

Osnovne funkcije

[x] dx] d[x1+1 Ox+2 iig [x] dx] Ox1+1 O x+2 iig
.00 073 000| O 53 | 00376288 00519413 -00844 128 | 55

.00 068 000| 1 54 | 00410654 00570271 -00 941902 | 56

0 | 00058000 00061000 -00063000| 2 55 | -00447362 00625190 -01 049742 | 57

1 | 00054000 00057000 00058000 3 56 | -00486517 00684 424 -01 168566 | 58

2 | -0oos0000 00052000 00053000 4 57 | 00528231 00748245 -01299373| 59

3 | 00046000 00048000 -00 049 000| 5 58 | 00572620 00816938 01443246 | 60

4 | 00042000 -00044000 -00 045 000| 6 59 | -00619802 00890805 -01601356| 61

5 | 00039000 00041000 -00042000| 7 60 | -00669904 00970168 01774972 | 62

6 | 00036000 00038000 00040000 8 61 | -00723057 01055365 -01965464 | 63

7 | 00034000 -00036000 -00038000| 9 62 | 00779397 01146756 02174310 | 64

8 | 00032000 00034000 -00037 000| 10 63 | 00839065 01244719 -02403 101 | 65

9 | 00030000 -00033000 -00037000| 11 64 | 00902209 01349653 02653550 | 66

10 | 00030000 -00033000 -00 037 000| 12 65 | 00968982 01461982 02927491 | 67
11 | 00030000 -00033000 -00 040 000| 13 66 | 01039545 01582150 -03 226890 | 68
12 | 00030000 -00036000 -00 047 000| 14 67 | 01114064 01710628 -03553846 | 69
13 | 00032000 00042000 -00 061 000| 15 68 | 01192710 01847909 -03910594 | 70
14 | 00038000 -00055000 -00081000| 16 69 | 01275665 01994514 04299507 | 71
15 | 00049000 -00073000 -00 105 538| 17 70 | 01363115 02150990 04723006 | 72
16 | 00065000 -00095880 -00 099 681| 18 71| 01455252 02317912 05184008 | 73
17 | 00083859 00089716  -00 094 140| 19 72 | 01552279 02495883 05685022 | 74
18 | 00071522 00083951  -00 088 947| 20 73 | 01654404 02685536 06229041 75
19 | 00071637 00078611 -00 084 134| 21 74 | 01761844 02887534 -06819083| 76
20 | 00066228 00073724 00079 739| 22 75 | -01874822 03102569 07458263 | 77
21| 00061316 00069319 -00075801| 23 76 | 01993572 03331366 -08149779| 78
22 | 00056924 00065429 00072 366| 24 77 | 02118334 03574679 -08896883| 79
23| 00053079 00062087 00069 481| 25 78 | 02249357 03833295 -09702855| 80
24 | 00049804 00059328 00067 201| 26 79 | -02386900 04108032 10570968 | 81
25 | -00047129 00057193 00 065582| 27 80 | -02531227 04399741 11504443 | 82
26 | 00045080 00055720 -00 064 689| 28 12 506 403 | 83
27 | 00043688 00054954 00 064 592| 29 13579820 | 84
28 | 00042983 00054 940  -00 065 368| 30 14727 448 | 85
29 | 00042998 00055728 00067 101| 31 15951762 | 86
30 | 00043767 00057371 00069 882| 32 17 254 883 | 87
31| 00045326 00059924 -00073813| 33 18638498 | 88
32 | 00047711 00063446 00079 004| 34 20103 786 | 89
33 | 00050961 00068001 -00085577| 35 21651335 | 90
34 | 00055117 00073655 -00 093 663| 36 23281066 | 91
35 | 00060222 00080481 00103 409| 37 24992 160 | 92
36 | 00066320 00088554 00114 973| 38 .26 782990 | 93
37 | 00073457 00097956 00128 528| 39 28651074 | 94
38 | 00081682 00108772 00 144 267| 40 30593028 | 95
39 | 00091046 00121095 .00 162 396| 41 32604550 | 96
40 | 00101601 00135021 .00 183 145| 42 34680421 | 97
41| 00113404 00150654 00206 673| 43 36814521 | 98
42 | 00126512 00168105 -00 233 523| 44 38999 883 | 99
43 | 00140986 00187490 00263 723| 45 41 228 762 | 100
44 | 00156889 00208935 00297 691| 46 43 492 729 | 101
45 | 00174288 00232571  -00335783| 47 45782 791 | 102
46 | 00193251 00258539 .00 378 388 48 .48 089 531 | 103
47 | 00213851 00286989 00425 932| 49 .50 403 251 | 104
48 | 00236163 00318079 -00 478 880| 50 52 714 144 | 105
49 | 00260266 00351979  -00537 740| 51 .55 012 452 | 106
50 | 00286243 00388866 00603064 52 .57 288 631 | 107
51| 00314178 00428931 00 675 456| 53 .59 533 510 | 108
52 | 00344162 00472375 00 755572| 54 .61 738 430 | 109




Financijska i aktuarska matematika 115
Tablica mortaliteta LAT: A1967-70
Osnovne funkcije

[x] dx] d[x1+1 Ox+2 iig [x] dx] Ox1+1 O x+2 iig
.00 073 000| O 53 | 00376288 00519413 00844128 | 55

.00 068 000| 1 54 | .00410654 00570271 -00 941902 | 56

0 | 00058000 -00061000 -00 063000 2 55 | 00447362 00625190 -01049742 | 57
1 | 00054000 00057000 -00058000| 3 56 | 00486517 00684424 -01168566 | 58
2 | 00050000 00052000 -00053000( 4 57 | 00528231 00748245 -01299373| 59
3 | 00046000 -00048000 -00 049 000 5 58 | 00572620 00816938 01443246 | 60
4 | 00042000 -00044000 -00 045000 6 59 | 00619802 00890805 -01601356 | 61
5 | 00039000 -00041000 -00 042000 7 60 | 00669904 00970168 -01774972| 62
6 | 00036000 00038000 -00040000| 8 61 | 00723057 01055365 -01 965464 | 63
7 | 00034000 00036000 -00038000| 9 62 | 00779397 01146756 02174310 64
8 | 00032000 00034000 -00 037 000| 10 63 | 00839065 01244719 02403101 | 65
9 | 00030000 00033000 -00037000| 11 64 | 00902209 01349653 -02 653550 | 66
10 | 00030000 00033000  -00 037 000 12 65 | 00968982 01461982 -02 927491 | 67
11 | 00030000 -00033000  -00 040 000 13 66 | 01039545 01582150 -03 226890 | 68
12 | 00030000 -00036000 -00 047 000 14 67 | 01114064 01710628 -03553846 | 69
13 | 00032000 -00042000 -00 061000 15 68 | 01192710 01847909 03910594 70
14 | 00038000 -00055000 -00 081000 16 69 | 01275665 01994514 -04299507 | 71
15 | 00049000 00073000 -00 105538[ 17 70 | 01363115 02150990 -04 723096 | 72
16 | 00065000 00095880 -00099 681 18 71| 01455252 02317912 -05184008 | 73
17 | 00083859 00089716  -00 094 140 19 72 | 01552279 02495883 05685022 74
18 | 00071522 00083951  -00 088 947| 20 73 | 01654404 02685536 -06229041( 75
19 | 00071637 00078611 00084 134 21 74 | 01761844 02887534 06819083 76
20 | 00066228 00073724  -00079739| 22 75 | 01874822 03102569 -07458263| 77
21| 00061316 00069319  -00075801| 23 76 | 01993572 03331366 -08149779| 78
22 | 00056924 00065429  -00 072 366| 24 77 | 02118334 03574679 08896883 79
23| 00053079 00062087 -00 069 481| 25 78 | 02249357 03833295 -09 702855 | 80
24 | 00049804 00059328 -00 067 201| 26 79 | 02386900 04108032 -10570968 | 81
25 | 00047129 00057 193  -00 065 582| 27 80 | 02531227 04399741 -11504443| 82
26 | 00045080 00055720 -00 064 689| 28 12506 403 | 83
27 | 00043688 00054954  -00 064 592| 29 13579820 | 84
28 | 00042983 00054940  -00 065 368| 30 14727448 | 85
29 [ 00042998 00055728 00067 101| 31 15951 762 | 86
30 | 00043767 00057371  -00 069 882| 32 17 254 883 | 87
31| 00045326 00059924  -00073813| 33 18638 498 | 88
32 | 00047711 00063 446  -00 079 004| 34 20 103 786 | 89
33| 00050961 00068001 -00085577| 35 21651335 | 90
34 | 00055117 00073655  -00 093 663| 36 23281066 | 91
35 [ .00060222 00080481  -00103 409 37 24992160 | 92
36 | 00066320 00088554 00114 973| 38 26782990 | 93
37 | 00073457 00097 956  -00 128 528| 39 28651074 | 94
38 | 00081682 00108772 -00 144 267| 40 30593028 | 95
39 | 00091046 00121095 -00 162 396| 41 32604550 | 96
40 [ 00101601 -00135021  -00 183 145| 42 34680421 | 97
41 | 00113404 00150654  -00206 673| 43 36814521 | 98
42 | 00126512 00168105  -00 233 523| 44 38999 883 | 99
43 | 00140986 00187490  -00263 723| 45 41228 762 | 100
44 | 00156889 00208935  -00297 691| 46 43 492 729 | 101
45 | 00174288 00232571  -00335783| 47 45782 791 | 102
46 | 00193251 -00258539  -00378388| 48 .48 089 531 | 103
47 | 00213851 00286989  -00425932| 49 50 403 251 | 104
48 | 00236163 -00318079 -00478880| 50 52714 144 | 105
49 | 00260266 00351979  -00537 740| 51 55 012 452 | 106
50 | 00286243 00388866  -00 603 064| 52 57 288 631 | 107
51 | 00314178 00428931  -00 675 456| 53 59 533 510 | 108
52 | 00344162 00472375 _ -00 755572| 54 61 738 430 | 109




116 Financijska i aktuarska matematika

Tablica mortaliteta LAT: A1967-70

Zamjenske funkcije

i =4%
SELECT ULTIMATE

X D[X] N[X] S[x] DX NX SX X
0 344 81- 408 835 833 48 180 511 94- 344 89- 000 835 843 -39 18051206-| O
1 331 31- 660 801 345 -85 172 153 52- 331 38- 291 801 354 -39 172 153 63- 1
2 318 36- 022 768 208 -21 164 139 98- 318 42- 074 768 216 -10 164 140 08- 2
3 305 92- 886 736 367 -35 156 457 84- 305 98- 090 736 374 -03 156 457 92-| 3
4 293 99- 470 705 769 -82 149 094 10- 294 04- 176 705 775 -94 149094 18- | 4
5 282 54- 304 676 366 72 142 036 36- 282 58- 262 676 371 -76 142 036 42- 5
6 271 54- 560 648 108 92 135 272 65- 271 58- 091 648 113 -50 135272 70- 6
7 260 98- 665 620 951 -27 128 791 52- 261 01- 798 620 955 41 128 791 57- 7
8 250 84- 331 594 849 63 122 581 96- 250 87- 342 594 853 61 12258201-| 8
9 241 09- 901 569 762 -45 116 633 43- 241 12- 795 569 766 -27 116 633 48- 9
10 231 74- 019 545 650 -03 110 935 77- 231 76- 570 545 653 -47 11093581-| 10
11 222 74- 466 522 473 -60 105 479 24- 222 76- 917 522 476 -90 10547928-| 11
12 214 09- 831 500 196 -81 100 254 47- 214 12-188 500 199 -99 100 254 51- | 12
13 205 78- 348 478 784 -13 952 524 6-5 205 81- 024 478 787 -80 95252511 | 13
14 197 78- 562 458 202 -67 904 645 8-1 197 81- 530 458 206 77 904 646 3-3| 14
15 190 07- 958 438 419 -98 858 824 9-8 190 11- 763 438 425 -24 85882566 | 15
16 182 64- 699 419 407 -09 814 982 3-2 182 69- 390 419 413 -48 814983 1-3| 16
17 175 46- 933 401 136 -85 773 040 89 175 52- 492 401 144- 09 773041 78| 17
18 168 54- 126 383 584 49 73292650 168 59- 584 383 591 60 732927 37| 18
19 161 89- 657 366 725 -08 694 567 3-6 161 94- 979 366 732 -02 694 568 2:1| 19
20 155 52- 279 350 530 -32 657 894 1-8 155 57- 436 350 537 -04 65789501 | 20
21 149 40- 797 334973 13 622 840 5-1 149 45- 767 334 979 -60 62284131 21
22 143 54- 071 320 027 -63 589 342 5-8 143 58- 839 320 033 -83 589343 35| 22
23 137 91- 012 305 669 -08 557 33924 131 95- 567 305 674 -99 55733996 | 23
24 132 50- 575 291 873 -80 526 771 7-7 132 54- 913 291 879 -43 526 77246 | 24
25 127 31- 763 278 619 17 497 583 8-6 127 35- 886 278 624 -51 497 5845.2| 25
26 122 33- 620 265 883 55 469 721 4.5 122 37- 535 265 888 63 469 722 0-7 | 26
27 117 55- 233 253 646 -27 443 132 6-2 117 58- 953 253 651 -09 443 1332:1| 27
28 112 95- 726 241 887 -55 417 767 5-3 112 99- 271 241 892 -14 417768 1-0| 28
29 108 54- 263 230 588 47 393578 34 108 57- 655 230 592 -87 39357888 | 29
30 104 30- 039 219 730 97 37051907 104 33- 310 219735 21 3705196-0| 30
31 100 22- 288 209 297 76 348 545 5.7 100 25- 471 209 301 -91 348546 0-8 | 31
32 963 0-2 713 199 272 -34 327 615 3-8 963 3-4 073 199 276 43 32761589 | 32
33 925 3-2 832 189 638 91 307 687 7-3 925 6-4 185 189 643 -03 307688 24| 33
34 889 0-6 463 180 382 -40 288 723 4-2 889 3-8 327 180 386 61 288 72394 | 34
35 854 1.7 111 171 488 40 270684 7-3 854 5-0 060 171 492 -78 27068528 35
36 820 5-8 542 162 943 13 253 5354-2 820 9-3 206 162 947 -77 25353600 36
37 78824775 154 733 45 237 24059 788 6-1 842 154 738 -45 23724122 | 37
38 757 1-0 065 146 846 -80 221 766 6-9 757 5-0 280 146 852 -27 221767 3-8 | 38
39 727 0-8 899 139 271 -20 207 081 39 727 5-3 065 139 277 -24 207 082 15| 39
40 698 1-5 977 131 995 19 193 153 57 698 6-4 959 132 001 -93 193 154 4.3 | 40
41 670 26 211 125 007 -87 179 953 2.7 670 8-0 930 125 015 43 179954 24 | 41
42 643 34 709 118 298 -80 167 451 6-0 643 9-6 147 118 307 -34 167 452 6-9 | 42
43 617 3-6 773 111 858 -07 155 620 7-2 618 0-5 970 111 867 -73 15562196 | 43
44 592 2.7 885 105 676 -20 144 433 7-8 593 0-5 940 105 687 -13 144 43519 | 44
45 568 3-3 705 997 44.- 168 133 864 8-8 568 9-1 776 997 56- 536 133866 4-7 | 45
46 544 6-0 064 940 53- 378 123 889 0-2 545 5.9 365 940 67- 358 123 8908-2 | 46
47 521 9-2 958 885 95- 648 114 482 0-5 523 0-4 756 886 11- 422 114 484 0-8 | 47
48 499 9-8 546 833 63- 190 105 620 6-5 501 2-4 160 833 80- 946 105622 9-4 | 48
49 478 7-3 144 783 48- 597 972 822 -67 480 1-3 938 783 68- 530 972 848 46 | 49
50 458 1-3 224 735 44.- 823 894 451 -04 459 7-0 607 735 67- 136 894 479 -93 | 50
51 438 1-5 413 689 45- 176 820 880 -53 439 9-0 830 689 70- 076 820912 79| 51
52 418 7-6 496 645 43- 296 751 906 -81 420 7-1 417 645 70- 993 751942 .72 | 52
53 39993411 603 33. 143 687 331 -:90 402 0-9 326 603 63- 851 687 371 72| 53
54 3816-3261 563 08- 985 626 963 -84 384 0-1 664 563 42- 918 627 007 -87 | 54




Financijska i aktuarska matematika 117
Tablica mortaliteta LAT: A1967-70
Zamjenske funkcije
i =4%
SELECT ULTIMATE
X D[X] N[X] S[x] DX NX SX X
55 3638-3307 52465379 570616 44| 36645684  52502-752 570664 95| 55
56 34650983 48797161 518108 -94| 34938796  48838-184 51816220 | 56
57 3296-3898  45299-429 469265 73| 33278564  45344-304 469324 02| 57
58 3131.9850  41967-525 423916 16| 31662716  42016-448 423979 71| 58
59 29716826 38797026 381894 -20| 30089150  38850-176 381963 27 | 59
60 28153028  35783-721 343038 -30| 285550942 35841-261 34311309 | 60
61 2662-6874 32923597 30719114 27061356 32985667 307271 83| 61
62 2513.7020  30212-820 274199 42| 25603853  30279-531 27428616 | 62
63 23682373  27647-715 243913 -74|| 24182107  27719-146 244006 63 | 63
64 22262106  25224-747 216188 40| 22795016  25300-935 216287 -48 | 64
65 208 75676  22940-498 190881 -28| 21441713  23021-434 190986 55| 65
66 19522839  20791-642 167853 75| 20121584  20877-262 167 96512 | 66
67 18203664 187 74-923 146970 55| 18834277  18865-104 147087 85| 67
68 16918542  16887-127 128099 77| 17579716  16981-616 128222 .75 68
69 156 68197  15125-055 111112 76| 16358114  15223-705 111241 .07 | 69
70 14453689  13485-489  95884-189| 15169972  13587-893 960 17-369 | 70
71 13276401  11965-170  82291.992| 14016093  12070-896 824 29-475| 71
72 12138036  10560-758  70217-476| 1289.7567 106 69-287 70358579 72
73 11040584 92688080  59545.368| 11815772 93795300 596 89293 [ 73
74 998 62904  8085.7327  50163-928| 10772347 81979528 50309763 | 74
75 897 76009  7007-7767  41965-084| 976-91702 71207181  42111.810| 75
76 801.70978 60309878  34844.587| 880-83121  6143.-8011  34991.092| 76
77 71074161  5151.1932  28702-194| 78919865  5262.9698  28847-291| 77
78 62511472 43639811  23441.874| 70224821  4473.7712  23584.321| 78
79 545.07270 36646888  18972-017| 620-20821 37715230  19110-550| 79
80 47083137 304 -83988  15205-661 543.29713 31513148 153 39-027 | 80
81 47171326 26080176  12187-712| 81
82 405 62366 21363044 957 9:6944 | 82
83 345.15280 17306807 74433900 | 83
84 29037173 13855279 57127093 | 84
85 24128824 10951562  4327-1814| 85
86 197 -83908 85386794  3232.0252| 86
87 159 -88487  656-02886 23781572 | 87
88 127 20858 496 -14399  1722.1284 | 88
89 99-518 086 368 93541 12259844 | 89
90 76-453060 269 -41733 857 -04898 | 90
91 57.596 108 192 -96 427 587 -63165| 91
92 42.487615  135-36816 394 -66 739 | 92
93 30-643310  92-880543 25929923 | 93
94 21-573188  62-237233 166 41869 | 94
95 14-800229  40-664045 104 -18 145 | 95
96 98772987  25-863816  63-517408 | 96
97 64008172  15-986518  37-653592 | 97
98 4.0201797 95857004  21.-667 074 | 98
99 24424709 55655208  12-081374| 99
100 14326059 31230498 65158530 | 100
101 80957 713 16904439  3.3928032 | 101
102 43087 495  -88086681  1.7023592 | 102
103 22931531  -44099 186  -82 149 243 | 103
104 11 446 024  -21167655  -38 050 057 | 104
105 05458515 09721631  -16 882 401 | 105
106 02481832 04263116  -07 160 770 | 106
107 01073573 01781284  -02897 654 | 107
108 00440902 00707711  -01116 370 | 108
109 .00 171 555 .00 266 810 ___-00 408 659 | 109
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Tablica mortaliteta LAT: A1967-70

Zamjenske funkcije

i =4%
SELECT ULTIMATE
X C[X] M [x] R[X] CX MX RX X
0 19- 230 016 233 3:9 667 141 556 -80 24.- 208 625 23411771 141 566 -24 0
1 17-202 977 231 0-6 661 139 216 93 21- 667 344 231 6-9 685 139 225 -07 1
2 15- 305 780 228 9-5518 136 900 -58 19- 288 949 229 5-3 012 136 908 -10 2
3 13- 531 469 227 1-0 650 134 606 -44 17- 064 320 227 6-0 122 134 612 -80 3
4 11- 872 863 225 4-4 768 132 330 95 14. 984 821 225 8-9 479 132 336 -79 4
5 10- 595 364 224 0-1 995 130 073 -03 13- 313 989 224 3-9 631 130 077 -84 5
6 9:3 996 553 222 72934 127 829 51 11- 751 097 223 0-6 491 127 833 -87 6
7 8:5 322 559 221 5-9 239 125 599 29 10- 541 111 221 8-8 980 125 603 23 7
8 7-7 182 555 220 5-4 984 123 380 54 9.6 489 777 220 8.3 569 123 384 -33 8
9 6-9 547 791 219 5-9 605 121 172 -33 8:8 104 444 219 8-7 079 121175 -97 9
10 6-6 848 133 218 7-4 797 118 973 -99 8:2 455 103 218 9-8 975 118977 -26 | 10
11 6-4 253 268 217 9-3 280 116 784 -22 7-9 254 418 218 1-6 520 116 787 -36 | 11
12 6-1 759 129 217 1-4 928 114 602 -69 7-6 177 975 217 3-7 265 114 605 -71 | 12
13 6-3 317 993 216 3-5733 112 428 -50 7-9 157 785 216 6-1 087 112431 99| 13
14 7-2 267 823 215 5-3 826 110 261 97 8.9 397 301 215 8-1 929 110 265 -88 | 14
15 8.9 556 726 214 5-6 514 108 102 -68 11- 151 130 214 9-2 532 108 107 -68 | 15
16 11- 415 437 213 3-6 569 105 952 -35 14- 229 044 213 8-1 021 105 958 43 | 16
17 14- 148 733 211 8:5928 103 813 43 17- 812 066 212 3.8 730 103 820 -33 | 17
18 12-563 131 210 0-8 767 101 689 68 16- 159 425 210 6-0 610 101 696 46 | 18
19 11-151 716 208 4-8 463 995 83- 793 14- 659 570 208 99 015 995 90- 395 | 19
20 9-9 038 106 207 0-3 430 974 94- 098 13- 305 646 207 5-:2 420 975 00- 494 | 20
21 8-8 087 489 205 7-2 146 954 19- 091 12- 090 838 206 1-9 363 954 25.252 | 21
22 7-8 566 457 204 5-3 162 933 57- 410 11- 009 226 204 9-8 455 933 63-316 | 22
23 7-0 385877 203 4-5 090 913 07- 832 10- 054 978 203 8-8 363 913 13-470| 23
24 6-3 454 964 202 4-6 596 892 69- 268 9.2 231 254 202 8-7 813 892 74-634 | 24
25 5.7 695 696 201 5-6 408 872 40- 757 8-5 086 738 201 9-5 582 872 45.853| 25
26 5.3 028 036 200 7-3 292 852 21- 458 79074 481 201 1-0 495 852 26-294 | 26
27 4.9 381 019 199 9-6 067 832 10- 651 7-4 151 508 200 3-1 420 832 15-245| 27
28 4.6 685 019 199 2-3 589 812 07- 727 7-0 282 551 199 5.7 269 812 12-103| 28
29 4.4 876 113 198 5.4 752 792 12- 185 6-7 434 391 198 8-6 986 792 16-376 | 29
30 4.3 893 417 197 8-8 483 772 23- 632 6-5 577 364 198 1-9 552 772 27-677 | 30
31 4.3 679 829 197 2-3 740 752 41-776 6-4 684 530 197 5.1 975 752 45.722 | 31
32 4.4 179 796 196 5-9 506 732 66- 423 6-4 730 939 196 8-9 290 732 70-325| 32
33 4.5 341 977 195 9-4 789 712 97- 477 6-5 696 540 196 2-4 559 713 01-396 | 33
34 4.7 117 861 195 2-8 615 693 34- 935 6-7 562 343 195 5-8 863 693 38-940 | 34
35 4.9 461 435 194 6-0 035 673 78- 886 7-0 313 075 194 9-1 300 673 83-054| 35
36 5.2 328 101 193 8-8 107 654 29- 508 7-3 933 615 194 2-0 987 654 33-924 | 36
37 5.5 675 303 193 1-1 908 634 87- 070 7-8 413 694 193 4.7 054 634 91-825| 37
38 5.9 462 976 192 3-0 525 615 51- 924 8-3 742 663 192 6-8 640 61557-120| 38
39 6-3 652 446 191 4-3 053 596 24- 513 8.9 911 596 191 8-4 897 596 30- 256 | 39
40 6-8 205 510 190 4-8 595 577 05- 359 9.6 915 462 190 9-4 986 577 11- 766 | 40
41 7-3 086 927 189 4.6 262 557 95- 072 10- 474 687 189 9-8 070 558 02- 267 | 41
42 7-8 260 699 188 3-5 169 538 94 344 11- 340 223 188 9-3 323 539 02-460 | 42
43 8-3 692 506 187 1-4 437 520 03- 950 12- 287 681 187 7-9 921 520 13-128 | 43
44 8-9 348 112 185 8-3 192 501 24- 747 13- 316 636 186 5-7 044 501 35-136 | 44
45 9.5 194 271 184 4.0 564 482 57- 676 14- 426 606 185 2-3 878 482 69-431 | 45
46 10- 119 675 182 8-5 688 464 03- 756 15. 617 146 183 7-9 612 464 17- 044 | 46
47 10- 732 227 181 1-7 709 445 64- 092 16- 887 546 182 2-3 440 445 79-082 | 47
48 11- 353 660 179 3-5781 427 39- 865 18- 236 904 180 5-4 565 427 56- 738 | 48
49 11- 980 530 177 3-9 068 409 32- 340 19- 664 108 178 7-2 196 409 51-282 | 49
50 12- 609 341 175 2-6 753 391 42- 860 21- 167 697 176 7-5 555 391 6-4 062 | 50
51 13- 236 384 172 9-8 038 373 72-848 22- 745 797 174 6-3 878 373 96-507 | 51
52 13- 857 979 170 5-2 151 356 23- 803 24.- 395 920 172 3-6 420 356 50-119 | 52
53 14- 470 232 167 8-8 356 338 97- 301 26- 115 030 169 9-2 461 339 26-477 | 53
54 15- 069 130 165 0-5 959 321 94- 991 27- 899 252 167 3-1 310 32227-231| 54
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Tablica mortaliteta LAT: A1967-70
Zamjenske funkcije
i =4%
SELECT ULTIMATE
X C[X] M [x] R[X] CX MX RX X
55 15.-650489  1620-4315 305 18- 593 29-743892 16452318  30554-100 | 55
56 16-209896 15882844  28369-894( 31.643194 16154879 28908 868 | 56
57 16-742839  1554-1041  27250-747| 33.500294  1583.8447  27293-380| 57
58 17-244589 15178494 256 63- 058 35.576 898 15502544 257 09-536 | 58
59 17-710143 14794893  24108-788( 37.503208  1514.6775  24159-281| 59
60 18-134 448 14390058  22589-941( 39.628125  1477-0842 226 44-604 | 60
61 18-512257  1396-3952  21108-554| 41.668139 14374561  21167-520 | 61
62 18-838191  1351.6705 196 66-689| 43-698194 13957879 197 30-063 | 62
63 19-106 779  1304-8637  18266-418| 45.-701021 13520897  18334.276| 63
64 19-312570  1256-0280 169 09-809| 47-657146 13063887  16982-186 | 64
65 19-450149 12052408  15598-910(( 49.544810 12587316 156 75-797 | 65
66 19-514298 11526054  14335-728( 51.340028 12091868 144 17-065 | 66
67 19-500045 10982540  13122.210 53.016515 11578467  13207-879 | 67
68 19-402802 10423493  11960-213 54.545971 11048302  12050-032 | 68
69 19-218626 98508688  10851-487( 55898285 10502843 109 45-202 | 69
70 18-944 269 926 69620  9797-6356( 57041926 994 38597  9894.9175| 70
71 18-577412 867 44125  8800-0931( 57.944508 93734404 89005315 | 71
72 18-116940 807 62055  7860-0861 58573508 87939953  7963-1875| 72
73 17-563064 747 56578 697 8-6016( 58.897169 82082603  7083-7880 | 73
74 16-917582  687-63932  6156-3509| 58-885607  761-92886  6262:9619 | 74
75 16-184042 62823021  5393.7350(| 58512079 70304325  5501.0331| 75
76 15-367 944 569 74871 46908114 57.754434 64453117 47979898 | 76
77 14-476809 512 61880 40472626 56-596645 58677674  4153-4587 | 77
78 13.-520252 457 26930 34623705 55.030459 530 -18 009 356 6-6 819 78
79 12509942 40412313 29349958 53.056922  475.14963  3036-5018 | 79
80 11-459433 353 58 526 24635657| 50-687819 42209271  2561-3522 | 80
81 47.946787  371-40489 21392595 | 81
82 44.869945  323-45811 176 7-8546 | 82
83 41.505962  278-S8816 14443965 | 83
84 37-915345 23708220 11658083 | 84
85 34.-168847  199-16685 928 72613 | 85
86 30-345019 16499801 729 55928 | 86
87 26526872 13465299 564 -56 127 | 87
88 22.797854  108-12612 42990828 | 88
89 19-237407  85-328262 32178217 | 89
90 15.-916 450  66-090 855 236 -45390 | 90
91 12-893258  50-174405 170 -36305 | 91
92 10-210166  37-281148  120-18864 | 92
93 78915333  27-070981  82-907 496 | 93
94 59432212  19-179448  55-836514 | 94
95 43536905  13-236227  36-657 066 | 95
96 30965854 88825365  23-420839 | 96
97 21344523 57859511  14-538303| 97
98 14230864 36514989 87523514 98
99 91592385 22284124  5-1008525| 99
100 56792853  1.3124886 2.8 724 401 | 100
101 33856460 74456006  1.5599 515 | 101
102 19364 137  -40599545  -81539 145 | 102
103 10603525 21235408  -40 939 600 | 103
104 05547277  -10631884  -19704 191 | 104
105 02766740  -05084 606  -09 072308 | 105
106 01312805  -02317866  -03987 702 | 106
107 00591380 01005062  -01669 835|107
108 00252389  -00413682  -00664 774 | 108
109 00101842 00161293  -00 251092 | 109




120 Financijska i aktuarska matematika



Financijska i aktuarska matematika 121

Literatura

1]

[2]

[12]

B. Duki¢, D. Franciskovié, D. Jukié, R. Scitovski, M. Silac-Bensié¢, Strategije otplate zajma,
Financijska praksa 18(1994), 15-26.

D. Franciskovi¢, Analiza potpune kompenzacije poveéanja anuiteta zbog valutne klauzule pro-
duljenjem razdoblja otplate, Ekonomska misao i praksa : ¢asopis Sveucilista u Dubrovniku.
20 (2011), 2; 313-334.

D. Franciskovié¢, Analysis of the Croatian Pensioner’s Doubt 2005th, Croatian Operational
Research Review (CRORR), Split, Vol.2.(2011), 91-101.

D. Franciskovié¢, Tablice mortaliteta Republike Hrvatske (krajnje) - Osnovne i zamjenske

funkcije, (interni nastavni materijal), Odjel za matematiku Sveucilista u Osijeku, 2008.

D. Franciskovi¢, Generalizacija kontinuiranog ukamadivanja i strategije otplate dug, Fko-
nomska analiza 24(1990), 179-197.

D. Francigkovi¢, Continuous capitalization and debt management, VII Conference on Ap-
plied Mathematics, Osijek, 1989, 67-77.

H.U. Gerber, Life Insurance Mathematics, Springer-Verlag Berlin Heidelberg and Swiss

Association of Actuaries Ziirich, 1990.

A K. Gupta, T. Varga, An Introduction to Acturial Mathematics, Mathematical Modelling:
Theory and Applications, Vol.14, Kluwer Academic Publisher, Dordrecht Netherland, 2002.

J.J. McCutcheon, W.F. Scott, An Introduction to the Mathematics of Finance, The Institute
of Actuaries and the Faculty of Actuaries in Scotland, 1986, reprint 1994.

A. Neill, Life contingencies, Heinemann, 1977.

R. Scitovski, M. Silac-Bensié, D. Franciskovié¢, Problemi i nesporazumi u primjeni financij-
ske matematike, Privreda 33(1989), 461-472.

M. Silac, Otplata zajma varijabilnim anuitetima, Ekonomska analiza 23(1989), 185-194



