
Domaća zadaća 2 SLUČAJNI PROCESI

2. Martingali - prvi dio

1. Neka jeX = {Xn : n ≥ 0} kvadratno integrabilni slučajni proces, F = σ(X0, . . . , Xn),
n ≥ 0. Ako Sn =

∑n
i=0Xi definira (Fn)-martingal, dokažite da je tada

E[XiXj ] = 0 za i, j ≥ 0, i 6= j .

2. Neka je (Ω,F ,P) vjerojatnosni prostor i F = {Fn : n ≥ 0} filtracija na njemu. Za niz
dogadaja {Bn : n ≥ 0} ⊂ F takav da je Bn ∈ Fn za sve n ≥ 0 definiramo slučajni
proces X = {Xn : n ≥ 0} s

Xn =
n∑

k=0

1Bk
, n ≥ 0 .

(a) Dokažite da je X submartingal.

(b) Odredite Doobovu dekompoziciju procesa X .

3. Neka je {Yn : n ≥ 1} niz nezavisnih i jednako distribuiranih slučajnih varijabli takvih
da je EY1 = µ < ∞ i VarY1 = σ2 < ∞. Definiramo slučajni proces X = {Xn : n ≥ 0}
s

X0 = 0 i Xn =

n∑

k=1

Yk , n ≥ 1 .

Odredite nizove (bn) i (cn) takve da

X2
n + bnXn + cn, n ≥ 0

bude martingal.

4. Neka je X = {Xn : n ≥ 0} niz integrabilnih slučajnih varijabli i Fn = σ(X0, . . . , Xn),
n ≥ 0. Neka su a, b > 0 takvi da je a+ b = 1 i

E[Xn+1|Fn] = aXn + bXn−1 za sve n ≥ 1 .

Odredite sve α ∈ R takav da

Mn = αXn +Xn−1, n ≥ 0

bude martingal .

Upute i rješenja: 1. Promotrite E[(Si − Si−1)(Sj − Sj−1)] . 2. X = A+M , A0 = 0, An =
∑n

k=1
P(Bk |Fk−1), n ≥ 1

i M0 = 1B0
, Mn =

∑n
k=1

(1Bk
− P(Bk |Fk−1)), n ≥ 1 . 3. bn = −2µn + b0 i cn = −(σ2 + µ2)n + µ2n(n + 1) + c0 4.

α = (1− a)−1
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