MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

Slucajni procesi
Drugi kolokvij - 15. lipnja 2015.

Zadatak 1

(a) Neka su X ~ Exp(A), Y ~ Exp(p) i Z ~ Exp(n) nezavisne sluc¢ajne varijable, gdje su
A i >0

(al) (3 boda) Dokazite da vrijedi
P(X>Y +Z|X>Z)=P(X >Y).
(a2) (3 boda) Ako je p =2\ 1in = 3], izracunajte
P(X < X¥4).

(b) Neka je X = {X; : t > 0} Markovljev lanac s neprekidnim vremenom i prebrojivim
skupom stanja S. Oznac¢imo s Py;(t), 4,5 € S, t > 0 prijelaznu funkciju i s @ = (g :
i,7 € S) generatorsku matricu te definirajmo ¢(i) = —q;, 1 € S.

(bl) (3 boda) Neka je i € S i definirajmo T' = inf{t > 0 : X; # i}. Dokazite da je

(T <
lim L(T <)
t—0+ t

=4q(i) .

(b2) (4 boda) Neka je Y = {Y,, : n > 0} pripadni lanac skokova Markovljevog lanca X.
Dokazite da za i € S takav da je ¢(i) > 0 vrijedi

ali) [ Patyde =37,
0 n=0

gdje je Il = (m;; : 4,7 € S) matrica prijelaza Markovljevog lanca Y .

(b3) (2 boda) Neka je ¢ € S prolazno stanje za Markovljev lanac Y i pretpostavimo da
je q(i) > 0. Dokazite da je [5° Py(t) dt < co.

Rjesenje:
(al)

=AT oMY o= NZ
IP’(X>Y—|—Z)_$>{‘HZ)\€ pe Mne " dx dy dz

PX>Y+Z|X>2) =

P(X > Z7) A—j-n
= ()\ + 77) / ,ue—(/\ﬂt)y dy/ e~ Az g,
0 0
1
= (A 1)1 H_pX>Y)

)\+,u)\+77:)\+,u



Napomena (ne odnosi se bodovanje zadatka): Tvrdnja vrijedi i ako su Y, Z samo neza-
visne slucajne varijable koje su P-g.s. nenegativne. Naime, tvrdnja je ekvivalentna
tvrdnji

PX>Y+2Z)=P(X >Y)P(X > 2)

pa je dovoljno pokazati tu tvrdnju, a ona slijedi iz
H%¥>Y+Z%i@@4¥0MX>y+@ﬂ%@M%@)
=/ /[Om) P(X > y)P(X > 2)dPy (y)dPz(2)
= [ P> ydPy(y) [ (X > 2)dPy(2)

[0,00) [0,00)

~P(X > Y)P(X > Z).
(a2) Iz P(3X > t) = P(X > t/3) = e /3 slijedi da je 3X ~ EXp(%). Koristeéi (a) dobijemo
PIX <HL) =1-PBX>Y+2)=1-PBX >Y + Z|3X > Z)P(3X > Z)
2\ 3\ 27 8

=1-PBX>Y)PBX>Z)=1-5+——5 " =1-"—=_.
( e ) 24+2X3+3A 35 35

(b1) Oznag¢imo s J; prvo vrijeme skoka Markovljevog lanca X. Tada je

Pi(T; <t Pi(J, <t 1 — el
lim 72( i<t = lim 7Z(J1 =) = lim R q(@) .
t—0+ t t—0+ t t—0+ t

(b2) Ako su Jy, Ji, Ja,... vremena skokova, {F, : m > 1} niz nezavisnih i jednako dis-

tribuiranih slucajnih varijabli takvih da je E; ~ Exp(1) te ako je Y = {Y,, : n > 0}
pripadni lanac kokova, onda vrijedi

/ P“(t) dt = / Eil{Xt:i} dt = El/ 1{Xt:i} dt
0

1
Z w Mﬂ;) !
1 n
:—fZﬁﬂ
q(l) n=0

gdje smo u predzadnjoj jednakosti iskoristili nezavisnost niza {F, : n > 1} i lanca
skokova Y .

)

(b3) Bududi je i prolazno za Y, slijedi da je "5 < oo pajepo (b2) i [57 Py(t)dt < co.



MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

Slucajni procesi
Drugi kolokvij - 15. lipnja 2015.

Zadatak 2
Neka je X = {X; : t > 0} Markovljev lanac s neprekidnim vremenom, prebrojivim skupom
stanja S i generatorskom matricom ) = (g; : i,j € S) te neka je II matrica prijelaza

pripadnog lanca skokova.
(a) (2 boda) Definirajte invarijantnu mjeru Markovljevog lanca X.
(b) (3 boda) Neka je A = (\; : i € S) invarijantna mjera Markovljevog lanca X. Definirajmo
pi =q(i)ANi, €S,

gdje je q(i) = —qi, 1€ S. Jeli = (u; : ¢ € S) invarijantna mjera za I17 Svoje tvrdnje
dokazite.

(¢) (3 boda) Pretpostavimo da je S konacan i neka je A = (\; : i € S) invarijantna mjera
Markovljevog lanca X . Dokazite ili opovrgnite:

AP(t) = A zasve t>0,
gdje je P(t) = (P;(t) : 4,5 € S), t > 0 prijelazna funkcija Markovljevog lanca X .
(d) (3 boda) Pretpostavimo da je S = {1,2,3} i

{—2 1 1 -|
Q=14 -4 0].
[ 2 1 —BJ
Izracunajte
tliglo Pu(t) i tliglo Ps(t) -
Obrazlozite.
Rjesenje:

(a) Invarijantna mjera (za X) je netrivijalna mjera A = (\; : ¢ € S) takva da vrijedi
AQ =0,

tj. YiesNigij =0zasve j € S.



(b) Bududi je m;; = ;(ig), za i # j1q(i) = —qy, slijedi

(I = 1)); = " (imy — pdiy) = 3 alD) At — (i)

ics ieS\(j) “q(i)
=D Mgy = (AQ); =0
ies

za sve J € S pa je pull = p. Dakle, p jest invarijantna mjera za II.
(c) Koristedi diferencijalnu jednadzbu unatrag dobijemo

%[AP(t)] = AP'(t) = \QP(t) =0,

bududéi je A invarijantna mjera. Zato je f(t) = AP(t) konstantna funkcija pa iz

dobijemo da je

AP(t) = f(t)=f(0)=X zasve t>0.
(d) Odredimo stacionarnu distribuciju A = (A1, Ag, A3), tj. rjesenje sustava
AQ =0, AM+X+A3=1.

Dobije se sustav
—2M +4X+2X3 =0
M =4+ A3=0
A1 —3A3=0
M+ A+ A3=1
s jedinstvenim rjesenjem A = (%, é, %) Bududi je X ireducibilan i regularan te ima
stacionarnu distribuciju, invarijantna distribucija je ujedno i grani¢na pa je
3

. . ) 1
tlggopu(t):)\lzg 1 tlgglop23<t):)‘3:g-



MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

Slucajni procesi
Drugi kolokvij - 15. lipnja 2015.

Zadatak 3

(a) (3 boda) Neka je X = {X; : t > 0} Poissonov proces s intenzitetom A > 0 definiran
na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) i neka su s,t > 0, s < t i m € N. Dokazite da
slucajna varijabla X, ima binomnu distribuciju s parametrima m i 3 uz vjerojatnost Q

definiranu s
Q(A) =P(A|X; =m), Ae F.

(b) Kupci u knjizaru dolaze po Poissonovom procesu s intenzitetom od 30 kupaca po satu.
Neovisno o drugim kupcima, svaki kupac kupi knjigu s vjerojatnoséu 0.6 .

(bl) (2 boda) Izracunajte vjerojatnost da u prvih 10 minuta knjizaru posjeti 1 kupac,
a u prvih sat vremena 5 kupaca.

(b2) (2 boda) Izra¢unajte vjerojatnost da se u prva 2 sata u knjizari proda barem jedna
knjiga.

(b3) (3 boda) Pored knjizare je i Stand s perecima s istim radnim vremenom kao i
knjizara na koji kupci dolaze po Poissonovom procesu s intenzitetom od 54 kupca
po satu neovisno o posjeti knjizari. Svaka posjeta Standu s perecima rezultira

kupnjom jednog pereca. Izracunajte ocekivani broj prodanih pereca prije nego sto
se prodaju prve dvije knjige u knjizari.

Rjesenje:

(a) Neka je k € {0,1,...,m}. Zbog nezavisnosti i stacionarnosti prirasta Poissonovog
procesa te X, ~ P(Ar) vrijedi

P(X, =k, X; = m)

QX,=k)=P(X, =k|X,=m) =

P(Xt = m)
CPXs=kX,—Xy=m—k) PX,=kPX,s=m—k)
P(X; = m) B P(X; =m)
s k _)s —s m—k _ _s
R ) oy sy
(EUEPESY BBV IAY t

(b) Oznacimo s X; broj kupaca koji je dosao u knjizaru do trenutka ¢ > 0 te s Y; broj
kupaca koji je kupio knjigu do trenutka ¢ > 0. Tada je X = {X; : t > 0} Poissonov
proces s intenzitetom A = 30, a Y = {Y; : t > 0} Poissonov proces s intenzitetom
pw=Ap=30-0.6=18.



(b1) Buduéi je X; ~ P(At),
]P<X10/60 = 1,X1 = 5) = P(Xl/ﬁ == 1,X1 — X1/6 = 4) = P(Xl/ﬁ == 1)P<X5/6 — 4)

1 4
_ (30 ) %) o 30% (30 i %) —30-2 59 30

1! 4! 41
(b2) Trazise P(Ya>1)=1-PYo=0)=1—e2*=1—¢3.

(b3) Oznac¢imo sa Z; broj kupljenih pereca do trenutka ¢ > 0. Tada je Z = {Z; : t > 0}
Poissonov proces s intezitetom 1 = 54. Oznacimo li s T" vrijeme potrebno do kupnje
druge knjige, slijedi da je T' ~ I'(2, ) kao zbroj dva nezavisna eksponencijalne vremena
s parametrom g = 30-0.6 = 18 i T" je nezavisna od Z. Trazi se

S
E Zp = / EZ P(T € dt) = / S
(0,00) 0

I'(2)
=7 {—,utze’“t + 2/ pte Mt dt} 1
0 0 L
o0 54
:277/ tue’“tdt:2ﬁ:2~—:6.
0 7 18



MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

Slucajni procesi
Drugi kolokvij - 15. lipnja 2015.

Zadatak 4
a) (3 boda) Definirajte proces obnavljanja te pripadni brojeéi proces.

(a)

(b) (2 boda) Iskazite elementarni teorem obnavljanja.

(¢) (5 bodova) Dokazite elementarni teorem obnavljanja.
)

(d) U nekom gradu kruzna autobusna linija prometuje izmedu glavnog trga i botanickog
vrta. Zbog nepredvidive situacije u prometu vrijeme potrebno autobusu da stigne s
jednog mjesta na drugo je uniformno distribuirano na intervalu od 30 do 45 minuta.

(d1) (2 boda) Voza¢ po voznji sakupi za karte ukupni iznos koji je slu¢ajan i ima funkciju
gustoce

f(z) = ﬁl[loo,mo] ().

Kolika je dugoro¢na zarada autobusne kompanije na ovoj liniji po satu?

(d2) (2 boda) Koliko puta po satu autobus krec¢e od botanickog vrta?
Rjesenje:
(a) Proces obvavljanja je slucajni proces S = {S, : n > 0} definiran s
S,=Yo+Yi+...4Y,, n>0,

gdje je {Y, : n > 0} niz nenegativnih nezavisnih slu¢ajnih varijabli takav da je niz
{Y,, : n > 1} niz jednako distribuiranih slucajnih varijabli. Pripadni brojeéi proces je
slucajni proces N = {N; : t > 0} definiran s

Ny=Y 1pg(Sa), t>0.
n=0

(b) Neka je S ={S,, : n > 0} proces obnavljanja. Tada vrijedi

i E N, 1
1m = —
t—oo E le

(uz konvenciju — = 0).



(¢) Dokazimo prvo da vrijedi

1 EN,
E—Y1 < hgg}f .

(1)

Ako je EY; = oo, onda (1) ocigledno vrijedi. U slucaju EY; < oo, zbog P(limy_,e &t =

Eg/l) = 1 iz Fatouove leme dobijemo

E N,

L =K {hm inf E} < hm inf
EY; —oo  { 0

Dokazat ¢emo jos
> i E N;
—— > limsu
E 1 t%oop

(2)

Pretpostavimo prvo da su sl. Yy, Y1, Y5, ... P-g.s. omedjene konstantom M > 0. Ko-
riste¢i Waldovu jednakost
ESy, =EN,-EY; +EY]

i SNt = SNt,1 + YNt <t+ M SllJedl

. EN: _ {ESM EYO} L E Sy,
11m su —— 11m su — = msup ———
t%oop t taoopEYi t t E}/l tﬁoop
<l 1+M !
1m — | = =
- t—igp t EY;

U opéenitom slucaju definiramo, za M > 0,

YM=YoAM, YM=YiAM, i>1, SM=vYM4+vM+ +YM n>0

n

te oznacimo pripadni broje¢i proces s NM . Iz SM < G, dlijedi da je

Ne=2_ Tpg(Sn) < Z Lpa(Sy") < N
n=0

pa je po prethodno dokazanom, za sve M > 0,

li BNy o < !
imsup — < limsu .
Iz teorema o monotonoj konvergenciji slijedi

1 1

e BN i
1msup —— 1m .
P T SN EMAM] BV,

Konaéno, iz (1) i (2) dobijemo

li ENe o b i B
im su — imin
el Tt SRy, © o ’
Sto znaci da vrijedi

E N, 1




(d1) Radi se o procesu obnavljanja s nagradom, gdje su Yy =0, Y, ~ U([22, 8]) = U([3,3])
i@, imaju gustocu f zan > 1. Trazi se
lim i = lim =@ = EG
t—oo ¢ t—o0 t EY’I
Vrijedi
400 1 400 8000 — 1000 70
EQIZ/ ﬁd:l::—x?’/2 :—OO 0 :—O
100 20 30 100 30 3
3/4 3/4 9—14 5
EY, = dx dr = 222 = = —
1/2 1/2 8 8
pa je
700
i e 1120
t—oo t 3 3

(d2) Radi se o procesu obnavljanja, gdje su Yy =0, Y, LU+V,n>1,UV ~ U2, 2] =

607 60
U([3,32]) nezavisne slucajne varijable. Trazi se

N, 1 1 1
50 t  REY; EU+EV 242




