Domacda zadaéa 5 SLUCAJNI PROCESI

5. Markovljevi lanci s neprekidnim
vremenom

1. Neka je X ~ Exp(A),Y ~ Exp(u), Z ~ Exp(v) nezavisne sluc¢ajne varijable i A, u, v >
0. Dokazite da vrijede sljedece varijante svojstva memorijske odsutnosti

@ PX>Y+ZIX>Z)=P(X >Y),

(b)
P(Z > Y|min{Y,Z} > W)=P(Z > Y),

gdje je W slucajna varijabla nezavisna od Z 1Y .

2. Neka su X, Y, Z ~ Exp(\) nezavisne slucajne varijable i A > 0. Koriste¢i prethodni
zadatak izracunajte:

(a) P(X >Y + 2),
Y+Z
(b) P (X <557).
3. Neka su X; ~ Exp(\;), Xo ~ Exp(X2) i X3 ~ Exp(\3) nezavisne sluc¢ajne varijable
(a) Izracunajte P(X; < Xy < X3).
(b) Izracunajte
(bl) P(Xg > X2|X1 = min{Xl,XQ,X3}) s
(b2) ]P)(Xl < X2|X3 = maX{Xl, XQ, Xg}) .
4. Neka su X; ~ Exp(A1), Xo ~ Exp(Ay) i X3 ~ Exp(A3) nezavisne slu¢ajne varijable,
gdje su A1, Ay, A3 > 0.
(a) Odredite distribuciju slucajne varijable Y = min{ Xy, X5, X3} .
(b) Odredite distribuciju sluc¢ajne varijable Z = max{ Xy, X, X3} .
(c) Izracunajte P(X; =Y) zai=1,2,3.

5. Neka su {X,, : n > 1} su nezavisne slucajne variajble takve da je X, ~ Exp(}\) za
sve n € N, gdje je A > 0. Neka je N geometrijska slucajna varijabla s parametrom
p € (0,1) nezavisna od niza {X,, : n > 1}, tj. P(N = k) = (1 —p)*!p, k € N.
Definiramo S = X; + ... + Xy. Odredite distribuciju sluc¢ajne varijable S'.

6. Neka je X = {X; : t > 0} Markovljev lanac s neprekidnim vremenom i generatorskom

matricom
—a o
F

(a) Izracunajte P;;(t) za i, € {1,2}it > 0.

(b) Izracunajte tlim Py(t).
—00

gdjesu a, 5 > 0.



7. Dokazite da je
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prijelazna funkcija Markovljevog lanca X = {X; : ¢ > 0} s neprekidnim vremenom i
skupom stanja S = {0, 1}. Izracunajte

]P(XQ = 1,X3 = 0|X0 - O) .

P(t) = t>0.

8. Neka je X = {X, : t > 0} Markovljev lanac s neprekidnim vremenom i prebrojivim
skupom stanja S.
(a) Neka je i € S. Oznacimo Wi = inf{t > 0 : X; # i}. Dokazite, koriste¢i samo
Markovljevo svojstvo, da je

PZ(Wl > s+ t|W1 > t) = Pz(Wl > 8) .
(b) Koju distribuciju ima Wj uz vjerojatnost P;?

9. Neka je X = {X; :t > 0} slucajni proces s neprekidnim vremenom i skupom stanja
S ={1,2,3}. Pretpostavimo da je pripadni slu¢ajni proces skokova Markovljev lanac
s matricom prijelaza

a 1-w)/2 1-a)/2
= |(l-a)/2 a (1—aw)/2
21—-w)/3 (1—a)/3 a
gdje je a € [0,1] te pretpostavimo da u svakom stanju slué¢ajni proces X provodi
eksponencijalno vrijeme s parametrom A > 0.
(a) Za koje vrijednosti o je X Markovljev lanac s neprekidnim vremenom?
(b) Za vrijednosti iz (a) odredite pripadne grani¢ne distribucije.
10. Neka je X = {X; : ¢ > 0} slucajni proces sa skupom stanja S = {0,1}. Proces u
svakom stanju ¢eka eksponencijalno vrijeme s parametrom A, gdje je P(A =1) = = i
P(A=2)= % i zatim prijede u drugo stanje. Je li X Markovljev lanac?
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11. Neka je X = {X; : t > 0} Markovljev lanac s neprekidnim vremenom, prebrojivim
skupom stanja S i generatorskom matricom @ = (¢;; : 7,7 € S). Dokazite daza j € S
vrijedi

1 1
() Jim ~Pi(h <) = —gq (b) lim TPi(J, <1) =0,
gdje J, oznacava vrijeme n-tog skoka slucajnog procesa X .

Upute i rjesenja: 1. (b) Primijetite da je P(Z > Y > W) = E[P(Z > Y > W|W)] = E[h(W)], gdje je h(z) = P(Z >
Y >z)iP(Y > W, Z > W) = E[g1(W)g2(W)], gdje su g1(z) = P(Y > z)ige(z) =P(Z >z). 2. (a) L ) Odredite

prvo distribuciju slu¢ajne varijable 2X. TraZena vjerojatnost je g 3. (a) Iskoristite zadatak 1 (b). >\2§E>\3 m (b1)
S ALA A1+A -
uz W = Xi. RjeSenje je m (b2) Wz_&h 4. (a) Y ~ Exp(M1 + A2 + A3) (b) fz(z) = Ae 1% +

Age™ 22T 4 Az3e™ A3 — (Ap + Ag)e~ (M HA)T _ (\) 4 A3)e=(M1HA3)T _ (Ny 4 A3)e= (A2 TA)T L (X) 4 Ag 4 Az)e~ (M1tAatAs)x

(c) m 5. S ~ Exp(Ap) 6. (a) Upotrijebite jednadzbu unaprijed P’(t) = P(t)Q i Pi1(t) + P;2(t) = 1 da biste

B4 _a_g—(atB)t _a_ _ _a ,—(atp)t
dobili P(t) = a-g,e + Y azﬂ N a?a_ﬂe (atB)t . 7. Odredite Q-matricu i konstruirajte Markovljev lanac X.
a+f a+B a+p3 a+p3

Trazena vjerojatnost je 0.24(1 — e~2)(1 — 674). 8. (a) Bududi su traJektorlJe neprekidne zdesna, P;(Wy > s +t, Wy >

t) = limp—oo Pi(Xt4s = 14, Xt+" 1, =1, X+1 y Xt =1, X e 1t71 X1 s = 1) = limn— 00 Pyi(s/n)" Py (t/n)™ . (b)
W1 ima eksponencijalnu dlStI‘lbuClJu 9. (a) a =0. Vrijeme prvog skoka ima eksponen013alnu distribuciju s parametrom
A(l — a). Napisite generatorsku matricu i zakljucite da o = 0. (b) (10/27,8/27,9/27) 10. Ne. Ako s W oznacimo
vrijeme ¢ekanja u nekom stanju, onda je P(W > t) = %e*t + %e’% pa W nema eksponencijalnu distribuciju (v. Zad.
8). 11. Pi(J1 <1)=1- ediit, b) Pi(Jo <t) =1—-Pi(J2 >t) =1 -P;(W1 >¢t) —P;(W1 < t, W1 + Wa > t) =
1 — e%it — Zkes ik ffx<t<y QiiQrredii®elkk¥drdy = 1 — ediit — Zkes migedkkt (1 — e%it). Tvrdnja slijedi iz teorema o
dominiranoj konveregnciji.



