
Domaća zadaća 1 SLUČAJNI PROCESI

1. Uvjetno očekivanje

1. Neka je Ω = [0, 1], F = B([0, 1]) Borelova σ-algebra na [0, 1] i P Lebesgueova mjera.
Definiramo

G = {∅,Ω, [0, 1
2
), [1

2
, 1]} i G = {∅,Ω, [0, 3

4
), [3

4
, 1]}

te X(ω) = ω, ω ∈ Ω.

(a) Izračunajte E[E[X|H]|G] .

(b) Vrijedi li
E[E[X|G]|H] = E[E[X|H]|G] ?

2. Neka je ϕ : R → R konveksna funkcija, tj. neka vrijedi

ϕ((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)ϕ(x) + λϕ(y) za sve x, y ∈ R i λ ∈ [0, 1] .

(a) Dokažite da za sve x < y < z vrijedi

ϕ(y)− ϕ(x)

y − x
≤

ϕ(z)− ϕ(x)

z − x
≤

ϕ(z)− ϕ(y)

z − y
.

(b) Zaključite da za svaki c ∈ R postoji desna derivacija

ϕ′
+(c) = lim

x→c+

ϕ(x)− ϕ(c)

x− c
= inf

x>c

ϕ(x)− ϕ(c)

x− c
.

(c) Dokažite za sve c, x ∈ R vrijedi

ϕ(x) ≥ ϕ(c) + (x− c)ϕ′
+(x) .

3. Neka su X, Y ∈ L2(Ω,F ,P) i neka je G ⊂ F σ-podalgebra. Dokažite da vrijedi

E[E[X|G]Y ] = E[XE[Y |G]] .

4. Neka je (Ω,F ,P) vjerojatnosni prostor i neka su G,H ⊂ F σ-podalgebre. Vrijedi li
sljedeća tvrdnja:

G = H ⇐⇒ E[X|G] = E[X|H] za sve X ∈ L1(Ω,F ,P) ?

Upute i rješenja: 1. (a) E[E[X|H]|G](ω) =

{

3/8 0 ≤ ω < 1/2

5/8 1/2 ≤ ω ≤ 1
(b) Ne. 2. Tvrdnja (a) slijedi iz konveksnosti za

λ = y−x

z−x
. 3. Izračunajte E[E[X|G]E[Y |G]] . 4. Da.
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