Domaca zadaca 5 FINANCIJSKO MODELIRANJE 2

Brownovo gibanje - treci dio

Neka je B = {B; : t > 0} Brownovo gibanje definiranom na filtriranom vjerojatnosnom
prostoru (2, F,{F; : t > 0}). Neka je M = {M; : t > 0} proces maksimuma definiran s
M, = gr<1az<tBS za t > 0, a proces minimuma m = {m; : t > 0} s my = 0I£1i1<1tBS zat > 0.

Definiramo funkeciju

-1 <0
sgn(z) =¢0 =0
1 z>0.
1. Dokazite da je M; — By 4 |By| za t > 0.

2. Odredite funkciju gustoce slucajnog vektora (M, My — By) .

3. Izracunajte P < max B; > a), gdjesu0 <ty <tyia>0.

to<t<ty

4. Odredite funkciju gustoce sluc¢ajnog vektora (B, m;), gdje je t > 01m; = Oi<n£t Bs.

5. Koji od sljede¢ih sluc¢ajnih procesa su Brownova gibanja?

(a) X; = fot sgn(By) dBs, t > 0;

(b) Y; = sgu(By) By, t > 0;

(c) Uy = fot H,dBg, t > 0, gdje je H = {H,; : t > 0} adaptirani proces takav da je

Lebesgueova mjera skupa {t > 0 : |H,| # 1} jednaka 0 P-g.s..

6. (a) Dokazite da za t > 0 vrijedi m; 4 —|By|

(b) Neka je u € R. Dokazite da za t > 012 < 0 vrijedi

i —x + pt 9 T+ pt
>p) = [ — ) g2
IP’(OIgSllslt(Bs+us) > 1) (IJ( Ny ) e <I>< i ) :

gdje je @ funkcija distribucije jedini¢ne normalne slucajne varijable.

7. Pronadite predvidivi proces 6§ = {6, : t > 0} takav da je

t
eBrat = 1+/ 0,dB,, t>0.
0



8. Neka je Y € LYQ, F2P), gdjeje T > 01 F2 = o(B; : 0 <t <T). Postoji li
predvidivi proces 0§ = {0, : 0 <t < T} takav da je

T
0

9. Zadan proces X = {X; : t > 0} pronadite predvidivi proces § = {6; : 0 <t < 1}

takav da je
1
X1 - / Qt dBt,
0

(a) X, =B} t>0; b) X, =B, t>0.

ako je

10. Proces W = {W, : t > 0} je definiran s
W,=B;+sint, t>0.

Odredite mjeru P* takvu da W bude Brownovo gibanje u odnosu na mjeru P*.

Upute i rjeSenja: 1. Koristite formulu za funkciju gustoée slucajnog vektora (Bg, My). 2. flz,y) =

2
2(z4y) —&tw)” [ B (athU >] . _ -, . . L
7\/27”—3/26 2t ,z,y > 0. 3. 2E|1—-¢@ T ts 4. Definirajte Wy = —By, uocite da je W Brownovo gibanje i

, 2y—=)?
z > vy.5. Uputa: Lévyjeva karakterijacija Brownovog gibanja. (a) Da. Trebalo bi provjeriti da je skup {¢t > 0: B; = 0}
Lebesgueove mjere 0 P-g.s.. (b) Ne. EY; > 0, EYy = EBy = 0 pa Y nije martingal. (c) Da. 6. Primijetite da je Wy = —B;
Brownovo gibanje i upotrijebite rezultate o maksimumima. 7. Upotrijebite Itévu formulu. 6; = eB‘_%t. 8. Da. De-
finirajte My = E[Y|F?], gdje je FY = o(Bs : 0 < s <t). 9. Primijenite Itévu formulu vise puta. Promotrite i procese
(1—8)Bi, (1—8)B} i (1 —t)2By. (a) B1 = [} (3B7 +3(1 — t)Bt)dBy (b) B1 = [y (5Bf +30(1 — t)B? +15(1 — t)>)dB; 10.

T T 2
Upotrijebite Girsanovljev teorem. Dobije se P*(A) = E[e™ J§ costdBi—3 [g cos tdt za A € Fr.

izracunajte P(B; > z,m: < y) = P(W; < —, max, Ws > —y). Dobije se f(z,y) = zay < 01
=5



