Domaca zadaca 2 FINANCIJSKO MODELIRANJE 2

Brownovo gibanje - drugi dio

Neka je B = {B; :t > 0} Brownovo gibanje u odnosu na filtraciju {F; : t > 0}.
1. (Brownov most)
(a) Dokazite da je slucajni proces X = {X; :0 <t < 1} definiran s
Xt:Bt—tBl, tZO
Gaussovski te mu odredite funkciju oc¢ekivanja i kovarijacijsku funkciju.
(b) Nadite funkciju gustoce slucajnog vektora (Bs, B;) za 0 < s < t.
(c) Izracunajte E[BsB;|B; = 0] za 0 < s < ¢t < 1 i usporedite s kovarijacijskom
funkcijom iz (a).
2. Koji su od sljede¢ih slucajnih procesa Brownova gibanja?

() X, =By — B, (b)Yi= 5By (¢) Z,= ViBi.

3. (Ornstein-Uhlenbeckov proces) Neka je slucajni proces X = {X; : ¢ > 0} definiran s
X, =e 2B, t>0,
gdje je a > 0.

(a) Dokazite da je X Gaussovski proces te mu odredite funkciju ocekivanja i kovari-
jacijsku funkciju.
(b) Nadite funkciju gustoce sluc¢ajnog vektora (X, X;), gdje je 0 < s < t.

4. Neka je W = {W, : t > 0} Brownovo gibanje nezavisno od B. Za koje vrijednosti
a,B €R je
OéBt + /BWt, t Z 0

Brownovo gibanje?
5. Nekasu —a <0< bir=inf{t >0: B; € (—a,b)}. Izracunajte:
(a) Ele " 1{p.—py), A >0 (b) Ele™], A>0.

Upute i rjeSenja: 1. (a) m(t) = EXy = 0, v(s,t) = E[XsX¢] = s At — st (b) Izracunajte P(Bs < a,Bt < b, By <
z2 —a)2
e 25 (Qy(r,—g)

c) te pokusajte ocitati formulu za gustoéu f(g, B,)(z,y) = VA (c) Upotrijebite formulu za uvjetnu gustoéu
? T/ s(t—s

f(B,,By)|B, (T, Y]2) = %@))@M te pokazite da je E[BsBt|B1 = 0] = [p0 2y f(x,y|0)dzdy = s(1 — t) $to se podudara
1

s kovarijacijskom funkcijom iz (a). 2. (a) Ne. X nema nezavisne priraste, jer je naprimjer (provjerite!) E[(X2t — X¢)X¢] =
—t # 0. (b) Da (skaliranje!). (c) Ne, jer nema nezavisne priraste, E[(Zs — Z1)Z1] = E[3B?] =3 #0. 3. (a) m(t) = EX; = 0,
2 at/2 _  as/2y2
Q(stt) _z2 _ (ye ze )
e?2

(s, t) = e~ 2175 (b) Upotrijebite 1. (b). f(z,y) = amfeas (eat—can) ¢ 2 2(e?—e?) 4. o2 +82 =1 5.
T eas ea _eas

Upotrijebite eksponencijalni martingal i teorem o opcionalnom zaustavljanju. (a) sh(sil/(Q\_(Z\i)b)) (b) Sh(fjg—;zhi;/)?b)



