MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

Financijsko modeliranje 2
Drugi kolokvij - 15. lipnja 2015.

Zadatak 1

Promatramo model financijskog trzista s dvije financijske imovine: novac i dionica. U
trenutku ¢ > 0, vrijednost novca je R;, a dionice Sy, gdje vrijedi

th = Tth dt, RO =1 s
a S ={S;:t>0} jeItov proces. Neka je T > 01 ¢ = {(¢?,¢;) : 0 <t < T} portfelj.

(a) (3 boda) Napisite formulu za R;, 0 < ¢t < T. Definirajte vrijednost portfelja Ve te
diskontiranu vrijednost portfelja th) u trenutku 0 <t < 7T'.

(b) (2 boda) Definirajte samofinancirajué¢i portfelj.

(¢) (4 boda) Dokazite da je portfelj ¢ samofinancirajuéi ako i samo ako je
~ t ~
Vt‘b:VO‘bJr/gbidSS, zasve 0<t<T,
0

gdje je S, 0 < t < T diskontirana vrijednost dionice.

(d) Neka je S; = at + 0By, gdje je B = {B; : t > 0} Brownovo gibanje (u R),a € R i
o > 0. Pretpostavimo da je r; = 0 za sve t > 0. Dokazite da su sljedeé¢i portfelji
samofinancirajuci:

(d1) (2 boda) ¢y = (—SZ — 0%,25;), 0<t<T,
(d2) (2 boda) ¢ = (fy Ssds,—t),0<t<T.

Rjesenje:
(a)

Ry=chmd og<t<T
VP = ¢)Ry+ ¢S, 0<t<T
V=R =e hom e 0<i<T.

(b) Portfelj ¢ je samofinancirajuéi ako je adaptiran, vrijedi

T T
[ 1attdns [T loipdt<oo Bogs
0 0

te
t t
\4¢:%¢+/¢2d35+/¢;d58 Pogs, 0<t<T.
0 0



t
rsds

(¢) Prvo ¢éemo pomocu Itove formule (f(t,z) = e~ Jo x) izraCunati

dgt = d(ei fot s dsSt) = —'r’tef f(f s dsSt dt +e fot s deSt = R;1<_Tt5t dt + dSt) .

Bududi je th’, 0 <t < T takoder Itov proces, mozemo opet primijeniti Itovu formulu i
prethodnu jednakost

df/,fZb = —re fot T dSVf dt + e~ fot T's deVt¢

= —r R (SR + 61S)) dt + Ry dVY

= OIR; (=1 Sy dt + dSy) — Ry Y¢LdS, — Ry 0VdR, + RV

= $dS; + By (dVY — )dR, — ¢1dS,).
Tvrdnja slijedi iz zadnje jednakosti i definicije samofinancirajuc¢eg portfelja.

(d) Primijetimo da je u modelu R, =1,¢t>0.
(d1) Vrijednost portfelja je
Ve =8, — 0%t +252=252—o%

pa iz Itove formule slijedi

1
AV = 25,dS, + 3 - 2d(S), — o® dt = 25, dS, + o* dt — o dt
— 25,dS;, = ¢ dR, +6dS;,
~—~—

=0-dt

odakle slijedi da je portfelj samofinancirajudi.
(d2) Vrijednost portfelja je
t
Ve :/ S, ds — 15, .
0

Koriste¢i Itovu formulu (integralnu verziju za f(t,z) = tz) dobijemo

t t t
vﬁ’:/ Ssds—<0-50+/ Ssds+/ stS+O)
0 0 0
t t t
=~ [ sdS, = Vg + [ otar,+ [ glas,.
0 ~~ 0 0
=0 —/—:0

Dakle, portfelj je samofinancirajudi.
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Zadatak 2

Promatramo Black-Scholes-Mertonov model s konstantnim parametrima: srednjom stopom
povrata «, volatilnoséu ¢ > 0 i kamatnom stopom r > 0. Vrijednost europske call-opcije s
dospijeéem T' > 0 i cijenom izvrSenja K > 0 u trenutku 0 < ¢ < T je dana s c(t,S;), gdje je
S; cijena dionice u trenutku 0 <t < T, a c € CH?([0,00) x [0, 00)).

(a) (3 boda) Napisite Black-Scholes-Mertonovu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu za c(t, x) .
Takoder napisite vrijednost ¢(T), ) .

(b) (3 boda) Napisite formulu za rjesenje parcijalne diferencijalne jednadzbe iz (a) (tzv.
Black-Scholes-Mertonovu formulu).

(¢) (3 boda) Pretpostavimo da je « = 0.2,0 = 0.3 1 Sy = 400. Godisnja kamatna stopa
na trzistu novca je 5 %. Odredite cijenu europske call-opcije s dospijeéem 15 mjeseci i
cijenom izvrsenja 410 kn.

(d) (4 boda) Pretpostavimo da na trzistu postoje call i put opcija te forward ugovor s
cijenama c(t, S¢), p(t,S¢) i f(t,S;). Delte call i put opcija su redom -0.5 i 0.6, dok
su game redom 0.01 i 0.02. Delta i gama forward ugovora su -0.1 i 0.01. Investitor
je upravo prodao 10 put opcija kada je cijena dionice bila 100 kn. Zeleéi se zastiti od
obveza, zeli formirati portfelj koji ¢e se sastojati od call opcija i forward ugovora. Koliko
call opcija i forward ugovora investitor treba imati u portfelju tako da on bude delta i
gama neutralan?

Rjesenje:
(a)

0 0 1 0*
8—(;(75,:10) + T:L‘a—;(t,l‘) + 50%26—;(75@) =rc(t,z), 0<t<T, x>0

c(T,z) = (z — K)"

c(t,x) = a®(dy) — Ke " TDd(d_),

2
gdje su ®(z) = I e~'7 dy funkcija distribucije jediniéne normalne sluéajne vari-

jable i

wr
DT -1




()

Parametri modela su o = 0.2, 0 = 0.3, Sy = 400, r = 0.05, T' = % =1251 K =410.
Trazi se

c(0, Sp) = ¢(0,400) = 400®(d, ) — 410e” 512 P(d_),

gdje su
S a? 400 0.32
q, = In=2 + (r+ %)T _ In 355 + (0.05 + %5~)1.25 PP
oVT 0.3v/1.25
d_=d, —oVT ~0.28042 — 0.3v/1.25 = —0.05499 .
Stoga je

c(0, Sp) ~ 400 ®(0.28) —410e~ %125 (—0.05) =~ 59.205 .

———— ———
=0.6103 =1-0.5199

Neka je « broj call opcija i § broj forward ugovora. Vrijednost novog portfelja je tada
9(t, 51), gdje je

g(t,x) = —10p(t, z) + ac(t,z) + Bf(t,z) .
Vrijednost «v i # ¢emo dobiti iz uvjete da delta i gama novog portfelja moraju biti jednaki
nula:

0=A; =—-10A, + aA.+ BAy,

0=TIy=—-10I', + al'c + BT,
odnosno

0=-10-0.6 — 0.5 —0.15

0=-10-0.024 0.0lao + 0.013,
tj.

S5a+ = —60
a+ =20

s rjesenjem o = —20 i § = 40. Dakle, treba prodati 20 call opcija i kupiti 40 forward
ugovora.



MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

Financijsko modeliranje 2
Drugi kolokvij - 15. lipnja 2015.

Zadatak 3

(a) (2 boda) Iskazite Lévyjevu karakterizaciju Brownovog gibanja.

(b) (2 boda) Neka je B = {B; : t > 0} Brownovo gibanje i neka je H = {H; : t > 0}
adaptirani slucajni proces takav da je Lebesgueova mjera skupa {t > 0 : |H;| # 1}
jednaka 0 P-g.s. Dokazite da je slucajni proces X = {X; : t > 0} definiran s

t
Xt:/ H.dB., t>0
0

Brownovo gibanje.
(¢) (3 boda) Iskazite Girsanovljev teorem.

(d) Promatramo Black-Scholes-Mertonov model s konstantnim parametrima: srednjom stopom
povrata a, volatilnoséu ¢ > 0 i kamatnom stopom r > 0.
(d1) (2 boda) Definirajte ekvivalentnu martingalnu mjeru u ovom modelu.

(d2) (4 boda) Pomoc¢u Girsanovljevog teorema pronadite ekvivalentnu martingalnu mjeru
u ovom modelu.

Rjesenje:

(a) Neka je M = {M; : t > 0} martingal u odnosu na filtraciju F = {F; : t > 0} definiran
na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P). Pretpostavimo da je My = 0 P-g.s., M ima
neprekidne puteve te da je kvadratna varijacija (M), = t za sve t > 0. Tada je M
Brownovo gibanje u odnosu na filtraciju [F.

(b) Koristimo Lévyjevu karakterizaciju Brownovog gibanja: X je martingal kao It6v inte-
gral, Xo =01

t t t
<X)t:/ H§d<B>s:/ |Hs|2ds=/ ds — 1.
0 0 0

(c) Neka je B={B;:0 <t <T} Brownovo gibanje na vjerojatnosnom prostoru (€2, 7, P)
u odnosnu na filtraciju F = {F; : 0 <t < T} te neka je § = {0, : 0 <t < T} adaptirani
slucajni proces. Definiramo

t t
Zy=e dotoaBma [y 0ds g <p <

i pretpostavimo da je
T
E / 0272 ds < .
0



(d1)

(d2)

Tada je E Zr = 11 ako definiramo mjeru P* na (9, F) formulom
P*(A) =E[Zr; 4], AeF,

onda je P* vjerojatnost u odnosu na koju je slucajni proces B* = {B; : 0 <t < T}
definiran s .
B*:Bt+/ O.ds, 0<t<T
0

Brownovo gibanje.

Neka je S; = SpeoBit(a—g0%)t cijena dionice definirana na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P). Vjerojatnosna mjera P* definirana na izmjerivom prostoru (2, F) je ekvi-
valentna martingalna mjera ako vrijedi

(i) P* ~ P, tj. za sve A € Fr vrijedi
P(A) =0 < P*(A) =0,
(ii) diskontirani proces S = {S; : 0 <t < T} definiran s S; = ¢S, je P*-martingal.
U ovom modelu su cijena dionice S; i vrijednost novca R; modelirane s

dSt = OéSt dt + O'StdBt, SO >0
th = TRt dt, RQ =1 (tJ Rt = 6”) .

Tada je
dS, = —re "8, dt + e "'dS, = —re 1S, dt + e " (aS;dt + oS, dBy)
= (Oé — T)gtdt + Ugt dBt = O'St (u dt -+ dBt) .
o

Koriste¢i Girsanovljev teorem s

dobije se da je uz

slucajni proces
a—r

t
B::Bt+/93ds:8t+ t, 0<t<T
0

o
Brownovo gibanje u odnosu na vjerojatnosnu mjeru

a

P*(A) = E[Zr; A] :/ =BT gp. A e Fy

A
Tada je
- .
St:SOJrcr/ S.dBY, 0<t<T
0

pa je {S’t : 0 <t < T} P*martingal kao It6v integral, ¢cime smo pronasli ekvivalentnu
martingalnu mjeru.
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Zadatak 4

(a) (3 boda) Neka je B = {B; : t > 0} Brownovo gibanje. Izracunajte VarX , gdje je

X = max B;.
0<t<1

(b) Cijena dionice modelirana je geometrijskim Brownovim gibanjem s parametrima o = 0.1
i 0 = 0.2. Pocetna cijena dionice je 300 kn, a kamatna stopa je 5%.

(bl) (4 boda) Izracunajte vjerojatnost da unutar pola godine cijena dionice neée narasti
iznad 320 kn.

(b2) (4 boda) Odredite cijenu slucajnog zahtjeva koji isplacuje iznos od 100 kn, ako
cijena dionice unutar 9 mjeseci nije pala ispod 280 kn.

Rjesenje:

(a) Vrijedi X £ |By| pa je VarX = E B? — (E|B,|)%. Ratunamo

_L
2

—% 2 2
IMBﬂzi/ MM/_ x—2/‘ ;(—53)
Dakle, VarX =1 — ; :

° 2
™

0

2
(b) Cijena dionice je Sy = Spe?BH@=5)t + > 0, gdje su a = 0.1,5; = 300, 0 = 0.2 i
r=0.05.

(b1) Trazimo

P( max_S; < 320) = P( max Spe? Bt o=t < 390)
0<t<0.5 0<t<0.5

= P(max (Bi+ (5 - $)) < tn 82)
— <
FloggislBt i) <),
gdje je
1 1 2 1. 32 2 1
p=20 2 S 204 i oo 21320 g 320 5y 160
c 2 2 10 5 o Sy 300 15

Koristec¢i formulu za funkciju distribucije maksimuma Brownovog gibanja s driftom

dobijemo
x—u~0.5) 9 < x+u~0.5)
P( max (B;+ut) <z2)=®( —F—s— | — P —Fm——
(B, (Bt ut) < o) = < V05 NaE



(b2)

pa je

16 (4. 1 16 .
P( mex. 5, < 320) = @ 53— 0405\  Lqusmizg (_5iE+04-05
0<t<0.5 1v/0.5 v 0.5

16\*
~ $(0.17) — (—) d(—0.74) = 0.27027 .
=0.5675 =1-0.7704

Trazi se cijena slucajnog zahtjeva
C=K-1 min )
{OStSTStzb}
gdje je K =100, b=28011T = % = 0.75. Neka je P* ekvivalentna martingalna mjera

uz koju je
a—r

BZ( - Bt +
Brownovo gibanje. Tada je cijena slucajnog zahtjeva C' dana s
Vo=E*eCl =E*[Ke "1 min s,50)]
0<t<T

= Ke ™"P*( min S, > b) = Ke ""P*( min (B} + (
0<t<T 0<t<T

Q=

_ —rT* : *
=Ke™™P (O%ISHT(Bt +put) > x),
gdje je
1 1 3 . 1 b 280 | 14

—%:——— — =015 1 z=—-—In—=5ln-—=50ln—

r= 1710 20 s S 300 15"

r
o
Koristeci formulu za funkciju distribucije minimuma Brownovog gibanja s driftom dobije
se

) —x+pu-T : x+p-T
* * > — & ") peHZ - ).
P <0I§r}51§nT<Bt + put) > x) <I>< T ) e <I>< o5

Dakle,

Vi = 1006—0.050.75 o —5ln % +0.15-0.75 . 62.0_15.5111}_;(1) 51n % +0.15-0.75
V0.75 V0.75

14 1.5
~ 96.31944 [$(0.53) — (—) O(—0.27)| = 33.42251.

=0.7019 =1-0.6064



